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Introduction

Le probléme de controle optimal stochastique est trés important dans la théorie
du controle, et d’un point de vue mathématiques, et il est considéré comme un

grand nombre d’applications dans les domaines d’économie.

Notre objectif dans cette mémoire est d’étudier les conditions nécessaires a 1’op-
timalités dans le cas ou le domaine de controéle est convexe pour deux problémes
différents, le premier probleme a été introduite par Kushner depuis 'année 1972
[6], et le deuxiéme probléme a été introduite par Boualem Djehiche, voir aussi le

papier de Chala et all 2023 [4].

On doit utiliser ici le principe connue sous le noms : Pricinpe du maximum de

Pontryagin 1962 voir [10].

< Nous avons commencé le mémoire dans le premier chapitre avec quelque rappels,

parmi eux : mouvement Brownien, martingale, formule d’It6 et 'EDS ect....

< La premiére probléme qui se trouve dans le deuxiéme chapitre est basée sur le

probleme de controle optimal stochastique suivante.

Soit I’équation différentielle stochastique donné par la formule :

dXt = b(t, Xty Ut)dt + U(t, Xt, Ut)dBt,
XO =T,



TABLE DES MATIERES

ou x € L%, telle que (B;)s>o est un mouvement brownien standard. A est un sous
ensemble non vide, fermé et convexe dans R, et 7" un nombre réel strictement
positif.

La fonction de cotit sera donner par :

L’objet du controéle optimal stochastique est de minimiser un cotit sur un ensemble

U de tous les controles admissibles :
J(@) < J(u), Yu € Uyg.

< Dans le dernier chapitre le probléme du controle optimal est étudié sous la forme

suivante :

On consideére ’équation différentielle stochastique donné par :

dXt = b(t, Xt7 Ut)dt + O'(t, Xt» Ut)dBt,
XO = X.

Notre objectif est de minimisé la fonction de cotit d’'une performance au risque de

sensibilité définit par :
T
J(u(.) =E {expe <h(X(T)) —|—/ g(t,Xt,ut)dt>} , avec ¢ € [0,1].
0

Notre but de controle optimal est minimiser d’une fonction de cotit J(u) sur un
ensemble de controle admissible U,4, on donnera seulement les résultats de bases

qui nous permet d’établir les condition nécessaire d’optimalité.



Chapitre 1

Initiations sur les processus

stochastiques

Dans ce chapitre, on expose le concept du calcul stochastique, puis nous allons
mettre 'accent sur les calculs d’It6. Dans ce dernier nous avons utilisé les réfé-

rences [2, [3, 5l [7].

1.1 Rappel

1.1.1 Tribu

Définition 1.1.1 (Tribu) Soit E un ensemble, on appel tribu de partie de F,

tout sous ensemble A de P (E) telle que
<«beA
4 Ac A, alors A° € A.

a4 Ay, ..., A, € A, alors U,cnA, € A.
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Définition 1.1.2 (Tribu engendrée) Soit E ensemble, C C P (E), la tribu en-

gendrée par C est la plus petit tribu contenant C. On note ¢ (A), alors

) (.A) = ﬂCCAi 14z
A;,CE

1.1.2 Variable Gaussienne

Définition 1.1.3 (Variable aléatoire) Une v.a est une application mesurable

X d’un espace de probabilité (2, F,P) dans un espace mesurable (R, B (R))

X:(Q,F,P)— (R,B(R)).

— On dit que la v.a X suit la loi normale centré et réduite N (0, 1), si elle admet

densité

£t = \/12_7rexp (_9 VEeR.

— Une v.a X suit la loi gaussienne A (m, 0?) si elle admet densité

f(t)\/%eXp (—% (—t _Um) ) V¢t ER.

1.1.3 Esperance conditionnelle

Soient (€2, F,P) un espace de probabilité, et G une sous tribu dans F.

Définition 1.1.4 (Espérance conditionnelle) On appelle l’espérance condition-
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nelle de la variable aléatoire X sachent G tel que

X est G — mesurable,

/E(X | G)dP VA € G.

A
Proposition 1.1.1 (Propriété d’espérance conditionnelle) Soit X etY deuz
variables aléatoires, an a
1) Linéarité : a, b deux constant E(aX +bY | G) = aB(X | G) + bE(y | G).
2) Croissance : X et Y deux v.a X<Y, alors E(X | G)<E(Y | G).
3) Si X G—mesurable, alors B(X | G) = X.
4) SiY G—mesurable, alors BE(XY | G) = YE(X | G).
5) G sous tribu de F et X v.a, alors B(E(X | G)) = E(X).
6) Si X indépendante de G, alors B(X | G) = E(X).
7) Si une v.a telle que X € LP(Q), F,P) Vp > 1,
alors [|B(X | g)HLp(Q,]-‘,P) < HXHLP(Q,}‘,P) :
8) Si G et H sont deux tribus telles que H C G,
alors B(E(X | H) | G) =EE(X |G) | H) = E(X | H).

9) Si ® application convexe et mesurable, alors E(®(X) | G) > ®(E(X | G)).

1.2 Processus stochastique

Définition 1.2.1 (Filtration) Une filtration est une famille croissante de sous

tribu de F, ¢ a d F; C F, Vt < s.

Définition 1.2.2 (Processus stochastique(aléatoire)) Un processus aléatoire

est une famille de variable aléatoire X = (Xy)ier avec Xy : Q — R, est appelée

5
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processus stochastique indexé l'ensemble I, et I = [0,T] pour T € [0,00), ou

I =1[0,00).

Définition 1.2.3 (Processus gaussienne) Un processus X = (Xi)ies est gaus-
sienne si toute combinaison linéaire a1 Xy, + as Xy, + ....... + a, Xy, suit une loi

gaussienne pour tout n € N, pour tout t1, to,...., t, € I, et ay, as,...., a, € R.

1.2.1 Martingales

Définition 1.2.4 (Martingale a temps continu) Un processus stochastique
X = (Xi)i>0, est dit martingale si

i/Pour tout t > 0 E(]Xy]) < +o0.

ii/Pour tout t > 0 Xyest Fy—mesurable (i.e X (Fi)i>0—adapté).

wi/Pour tout t, s > 0 tel que s <t, B(X, | Fs) = X,.

Définition 1.2.5 Le processus X est dit

F—sous-martingale si (iii) est remplacé par

Pour tout t, s > 0 tel que s <t, B(X, | Fs) > X;.

F—Sur-martingale si (iii) est remplacé par

Pour tout t, s >0 tel que s <t, B(X, | Fs) < X,.

1.2.2 Mouvement Brownien

Soit (€2, F,P) un espace de probabilité et (B;):>o un processus stochastique.
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Définition 1.2.6 Le processus (By)i>o est Mouvement Brownien standard si les

condition suivantes sont vérifiées

1/ By = 0.

2/V¥0 < s <t < 400 la variable aléatoire B, — B, est indépendante de (By,)uco,s]-
1 x?

3/V0<s<t<+4oo,VA € B(R) P(B,—Bs;€ A) = —/ ex (——)

avec B; — By ~ N(0,t — s).

4/ Les trajectoires t — By(w) P.p.s continues.

— Proposition 1.2.1 Soit B = (By)i>o un processus stochastique, tel que toutes
les trajectoires sont continues est By = 0, alors les propriétés suivantes sont
équivalents
1/ Le processus B est un Mouvement Brownien standard.

2/ Le processus B est un processus gaussienne avec espérance m(t) et covariance

Cov(Xy, Xs) =T(s,t) =min{s,t} = sAt.

1.2.3 Processus d’It6

Les processus d’'Ito, sont des processus écrits sous la forme

t t
Xi=u —I—/ byds + / osdBs, (1.1)
0 0

t
ol est b une processus (FP);>o—adapté tel que / |bs| ds < +00 P.p.s ¥V t >0,
0

t

et o un "bon processus local" (ie : caglad, (F7);>0—adapté, / o2ds < +o0 P.p.s
0

Y ¢>0).

dx,
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On peut utiliser la forme différentielle d’EDS

dXt = btdt + UtdBt,
X() =,

Xp : Condition initiale.
by : Le coefficient de dérive (drift) du processus.
o, : Le coefficient de diffusion.

t
Le processus t — x + / bsds la partie a variation finie du processus X.
0

t
Le processus / osdB; est la partie martingale du processus X.
0

1.2.4 Formules d’It6

Soit X un processus d’It6 donnée par la formule (1.1).

Théoréme 1.2.1 (1ére formule d’It6) Supposons f est de classe C?, alors

700 = 1)+ [ Fxix+g [ Fhoae,.

Cette formule s’écrit sous la forme différentielle

%0 = A xgax, + 12 (xa i),
[(Xo) = f(z).

Théoréme 1.2.2 (2éme formule d’Ito) Soit f est une fonction définie de R, x

R dans R de classe C' par rapport a t et de classe C* par rapport o x (ie :
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f € C*(R. xR,R))

e = 10,50+ [ B it [ L xgax [T xpaw),,

Cette formule s’écrit sous la forme différentielle :

df(t. X,) = %L (¢, X,)dt + S (t, X,)dX, + § [ S4(t, Xp)d (X),,
f(oaXO) - f(O,.T)

Théoréme 1.2.3 (3éme formule d’Ito) Soient X et Y deux processus d’Ito.

Soit f une fonction de R*? — R de classe C? a dérivées bornées

f(X,Y)
=ﬂx¢@+/gﬂnymx+/gﬂxﬂww+ [ Sevaar),
0 0
82f t 2f
—i— 5y 2(XS,Y)CZ<Y>S—+- ; axay(Xs,Y;)dQ(,Y)S.

Un processus X ={X;, t > 0}, continu F;—adapté.

1) Pour f indépendante de Y, on retrouve la lére formule d’Ito.

2) Pour Y; = t, on retrouve la 2éme formule d’Ito6.
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1.3 Equation différentielles stochastique (EDS)

Soient b et o deux fonction mesurables bornées de R, xR a valeurs réelles donnée,

et B un (F;)—Mouvement-Brownien, I’équation déffirentielle stochastique suivante

dXt = b(t, Xt)dt + U(t, Xt)dBt7
(1.2)
XO =X.

Définition 1.3.1 Une solution forte de l’équation différentielle stochastique ((1.2]),

X est un processus continu tel que

1- X est Progressivement mesurable.

T
2-P.p.s / (|b(t, X:)| + |a(t,Xt)|2) dt < 0.
0

t t
3-Pps Xy =x+ / b(s, Xs)ds + / o(s, X)dBs.
0 0

Notation 1.3.1 Soit S*(R*) est l’éspace vectoriel formé des processus X, pro-

gressivement mesurables, a valeur dans R¥, tel que || X% = B( sup |X;|*) < oc.
0<t<T

S2(R¥) est le sous—espace formé par les processus continus.

Théoréme 1.3.1 Soient b et o deux fonction mesurables bornées de R, xR dans

R

1/ Condition de Lipschitz : Il existe une constante K > 0, telle que pour tout

t € R, pour tout x, y € R

2/ Condition de croissance : 1l existe une constante L > 0, telle que pour tout

10
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t € R, pour tout x € R”
b(t, 2)| + |o(t, z)| < L(1 + |z]).

3/ E Uxﬂ < 00.

Alors il existe une unique solution forte x € S*(R™) de (1.2)).

Exemple 1.3.1 (Processus d’Ornstien-Uhelnbeck) Soit I’EDS dV, = —aV,dt+
odB; Vi donnée, pour trouwvé l'unique solution explicite de I’EDS, d’ou il existe

K et L, tel que pour toutt € R, et z,y € R”
lax —ay| + |0 —o| < K|z —y|, avec K = |a|

et

lax| + |o| < |a| |z| + |o| < L(1 + |z|) avec L = sup(|a|, o).

Pour cela, on pose X, = f(t,V;) = Viexpat, pour tout t > 0,

0 0 0?
avec a—{(t, Vi) = aV,expat, 8—{;(257\/,5) = expat, a—vé(t,vt) = 0, d’aprés la 2éme

formule d’Ito, on trouve

dX; = df(t,V;) = aV; exp atdt + exp atdV;,

= aVj exp atdt + exp at(—aVidt + 0dB;) = o exp atdB;.
En intégrant de 0 a t

t
X, = £(0,Vp) +/ o exp asdBs.
0

11
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D’autre part X; = Vyexp at, alors la solution explicite de ’EDS est

Vi = Vo exp(—at) —{—/0 oexp(—a(t — s)).

Le Mouvement Brownien géométrique ou le processus log-normal défini par I’équa-
tion

t t
Xt:a:—i-,u/ Xsds—i-a/ XsdBs avec u, o0 € R.
0 0

Ce léquivaut

dXt = ,uXtdt -+ O'XtdBt,

Xo = T.
. of
Si o pose g = Xexp(—pt), ¥ 2 0, el f(1.X0) = Xesp(—pt), (1, X,) =
af o*f i \
—uX; exp(—put), 8_(t’Xt> = exp(—put), et W(’“L’Xt) = 0, d’aprés la 2éme for-
x x
mule d’Ito, on trouve
dys = f(t, Xy) = —pXiexp(—put)dt + exp(—put)d X,
= —uX; exp(—pt)dt + exp(—ut) (uXdt + 0 XdBy),
= 0 X exp(—ut)dB,
= O'ytdBt. (13)
. \ . dg 1
Appliquons la 1ére formule d’It6 sur g(y;) = In(y), alors g(y) = In(y), a—(y) =
Y

0%g

a_y2<y) = —=, et d(y), = o?y2dt, alors

Y

1 1 1
dg(y;) = dn(y;) = —dy; + 5(——2)02yt2dt.
Yt Y

12
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En remplagant y, = X, exp(—pt), dans l'expression précédent, on trouve que
2

dg(y,) = odB, — %dt,

et g(yo) = In(yo) = In(x), alors

¢ b2
In(y;) = In(z) +/ o0dB; —/ Eds,
0 0
2

=In(z) + 0B, — %t.

Donc
2

vy = vexp(oBy — %t). (1.4)

D’aprés (1.4)), on obtient X, :

Xy =y exp(ut),
52
= exp(ut)(x exp(oB; — Et))’
2

o
=z exp(ocB; — (? + p)t).

1.4 Inégalités et théorémes utiles.
Cette section est prendre & partir de la référence [5].

Proposition 1.4.1 (Inégalité maximale) Soit 0 un bon processus alors :

E([sup/ot 0,dB,]?) < 4E(/OT 0,dB,)°) :4E(/0T 02ds). (1.5)

t<T

Proposition 1.4.2 (Inégalité de Holder) Soient p,q € [1,00] des exposants

13
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1

CONJUGUES 1.€ i % =1 .5t f, g sont des applications mesurables, alors :

I fg sl F Ml g 1lq -

Quand p = q = 2 l'inégalité de Holder donne l’inégalité de Cauchy-Schwartz,
.e

I fg Il f 2l g [l2 - (1.6)

Lemme 1.4.1 (Lemme de Gronwall) Soit g : [0,7] — R une fonction conti-
t

nue telle que, pour tout t, g(t) < a + b/ g(s)ds, a € R, b > 0, alors pour tout t,
0

g(t) < aexp(bt).

Soit B = (Bi)t>0 un mouvement brownien et (F7?);o, ou FP = o(B;, s < ) sa

filtration naturelle.

Théoréme 1.4.1 (Théoréme de représentation des martingales) Soit X un
(FB)—martingale telle que supB(X?) < +o00, alors il existe un unique processus

¢
prévisible Z tel que E(/ | Z,|” ds)< + oo, et tel que
0

t
vt € (0,77, Xt:Xg—l—/ | Z,|? dB,.
0

Théoréme 1.4.2 (Formule de Taylor avec reste intégral) Soient f une fonc-
tion définie sur un ouvert U de R™ a wvaleurs dans RP, et a € U, si f est classe

C™ L sur U et si h € R" est tel que le segment [a,a+ h] est inclus dans U, on a :

Fla+h) = F(a) + Df(a)+ . + %Dmf(a)(h)m

m)!

v LD i gy,
0

14
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1.5 Equations différentielles stochastiques rétro-

grades (EDSR)

Cette partie est également prendre de [3]

Probléme 1.5.1 Soient (0, F, (Fi)i>0,P) un espace de probabilité filtré, T > 0,
et & wvariable aléatoire mesurable par rapport o la filtration Fr, soit l’équation
différentielle stochastique suivante

v
dt

Yo =€

= f(¥y), t€[0, 17,

En imposant que, pour tout instant t, le processus (Y;)i>0 est F—adapté. A titre
d’exemple f=0. et Y = & n’est pas adapté si le processus & n’est pa déterministe.
Nous n’avons qu’approximation appartient ¢ L?*—adapté est la martingale Y, =
E(¢ | F,). St Fy est la filtration naturelle d’un Mouvement Brownien, d’apreés le
théoréme de représentation des martingales, il existe unique Z adapté et carré
intégrable, tel que

Y, = B(¢ | F,) = E(€)+ / Z.dB.,

Le calcul élémentaire montre alors que

t t
Y, :g—/ Z,dB,, ie : dY, = —/ Z.dBy et Yy = €.
0 0

¢ T
On aY,= E(§)+/ Z.dB, et Yr= E(§)+/ Z By, alors
0 0

t T T
Y, - Yy = E(§)+/ Z,dB, — E(g)—/ Z,dB, = —/ Z,dB,, avec Yy = €.
0 0 t

15
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Donc

T
Y, :g—/ Z,dB,.
t

T T

OnaY,—Yr= —/ ZydBy, alors — (=Y, + Yr) = —/ ZdB,, donc
t t
—dY; = —Z;dB; avec Yy = €.

On voit donc apparaitre le processus Z qui a pour role de rendre le processus Y
adapté. Par conséquent, comme une seconde variable apparait, pour obtenir la plus
grande généralité, on permet o [ de dépendre du processus Z. L’équation devient

donc :

_dYt = f(t7 }/157 Zt)dt - thBta

Yy = €.

Notation 1.5.1 Soit (2, F,P) un espace de probabilité complet et (By;)i>o0 un

mouvement brwonien de d— dimensionnel sur cet espace.
(Ft);>0 la filtration naturelle de mouvement brwonien (By);>o.

Soit S?(R¥) est I’espace vectoriel formé des processus Y, progressivement mesu-
rables, a valeur dans R¥, tel que ||Y |3 = E(supg<;<r ) < oo.

S2(R*) est le sous—espace formé par les processus continus.

M2(RF*4) est ’espace vectoriel formé des processus Z, progressivement mesu-
rables, a valeur dans R**4, tel que | Z||3 = B {/T HZtH2dt] < 00, 0 81 4 €
RE¥L N Z,||° = trace(Z2*). :

Nous nous donnons une application aléatoire f :[0,7] x R* x RF¥*4 — R* tel
que, pour tout (y,z) € R* x R¥*? le processus (f(t,y, 2))g<i< Progressivement

mesurables, et une variable aléatoire & Fp—mesurable et & valeur dans R”.

16
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Soit I’équation différentielle stochastique rétrograde suivante
{=dY, = f(t,Ys, Zy)dt — Z;dBy, ¥t € [0,T], avec Yy =&,

ou sous forme intégrale

T T
Y =§+/ f(s,Ys, Z,)ds —/ Z,dB,, Yt € [0,T] . (1.7)
t t

Définition 1.5.1 Une solution de ’EDSR (|1.7) est un couple de processus
{(Ys, Zt) o<y véTifiant
1. Y et Z sont des progressivement mesurables & valeurs respectivement dans
RF et RF*9,
t
2. P.p.s </ |f(s,Ys, Zs)| + HZSHQ) ds < 0.
0
T T
3. Pp.sonay, :§—|—/ f(s,Ys, Zy)ds —/ ZdB,, et 0 <t <T.
t t

Hypothese (L)

1/ La fonction f est Lipschizienne ie : Il existe une constante K > 0, telle que
pour tout ¢t € R, pour tout y, z, ¥/, 2/ € R tel que |f(t,y,2) — f(t,y,2")] <
K(ly—yl+1z=21)-

2/ Condition d’intégrabilité :

E (|§|2+/T|f(3,0,0)|2ds) < 00.
0

Théoréme 1.5.1 ( Pardoux—Peng 90) [9/ Soit un couple (£, f) vérifier U’hy-
pothese (L), alors ’EDSR (1.7)) posséde une unique solution forte (Y, Z) telle que
Z e M.
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Chapitre 2

Principe du maximum

stochastique

Le but dans ce chapitre est d’étudier et présenter le principe du maximum sto-
chastique, ou le domaine de controle est convexe. L’objectif de cette étude est
pour savoir ’ensemble des conditions nécessaires d’optimalités, et j’ai utilisé la

référence suivante [1].

2.1 Formulation du probléme

Soient (2, F, (Ft)i>0, P) un espace de probabilité filtré, (B;):>o est un mouvement
brownien standard. A est un sous ensemble non vide, fermé et convexe de R, et

T un nombre réel strictement positif. Considérons maintenant ’EDS suivante

dX; = b(t, Xy, up)dt + o(t, Xy, u,)dBy, (2 1)

X():(L’,

otz €l eth:[0,T]xRxA—R eto:[0,T]xRxA—R.

18



CHAPITRE 2. PRINCIPE DU MAXIMUM STOCHASTIQUE

Maintenant, on définit la fonction de cott par :

ﬂM”:ELAngMmﬁ+MXGD, (2.2)
oug:[0,T] xR*"xA— R et h:R— R.

Définition 2.1.1 (Controle admissible) On appelle controle admissible tout

processus u(t)iejo.r) appartient L*([0,T] x Q) & valeur dans A
T
Usd = {u [0, T xQ— A/ E/ |u|2ds<oo} . (2.3)
0

Définition 2.1.2 (Controle optimal) Le rdle de contréle optimal est minimi-
ser une fonction cott J(u) sur un ensemble de controle admissible Uyq. On dit que

le contréle u est optimal si
J() < J(u) Yu € Uyg. (2.4)

Définition 2.1.3 (Perturbation convexe) On perturbe le controle u(.) de la

maniere suivante :

W (8) = A(t) + O(u(t) — a(t), (2.5)

ott u’(t) est perturbation convexe, et 6 € [0, 1] est suffisamment petite.

Hypotheéses

(H,)

< Les fonctions b, o sont continument différentiable en z et u.

< Les dérivées b,, b,, 0., o,, sont bornées et continues.

19



CHAPITRE 2. PRINCIPE DU MAXIMUM STOCHASTIQUE

< II existe une constante K > 0,

Hb<t7$’u) - b(tayau)H <K HQj o y” et Hb<t>$’u) - b(t7x7U)H <K Hu o UH )
(2.6)

Ha(t,x,u) o U<t7y7u>H <K ”SC - y” et Ha(t,x,u) o O'(t,ﬂj‘,?))” <K Hu - UH ’

(2.7)
|b(t, x,u) + o(t,z,u)| < K(1+ |z|+ |u]). (2.8)
< Les dérivées b,, b,, 0, 0., sont lipschitziennes par rapport = et u.
< Il existe une constante K > 0,
0o (t, @, u) + 0a(t, 2, u)| < K(14 2|+ [u]), (2.9)

[bu(t, 2, u) + ou(t, 2, u)| < K(1 4[] + |u]).

(H)

< Les fonctions g, h sont continument différentiable en x et w.

< les dérivées g, gu, he, hy, sont bornée et continues.

< les dérivées de h sont bornées par ¢(1 + |z|) et g est bornée par ¢(1 + |z| + |u|)

tel que ¢ > 0.

Remarque 2.1.1 On remarque que u’(t) est un contréle admissible.

Remarque 2.1.2 Le probléeme (2.1)) , (2.2)) , (2.4)) est appelé le probléeme du controle

optimal.

Les deux équation différentielles stochastiques qui associées aux u’(t), et u(t) sont
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CHAPITRE 2. PRINCIPE DU MAXIMUM STOCHASTIQUE

définies par

d)?t = b(t, )?t, ’/Lt\t)dt + U(t, )?t, ﬂt>dBt,
(2.10)

~

X():x,

dX?9 = b(t, X0, uf)dt + o(t, X?, ul)dB,,
t (t, X7, uy) (t, X7, ui)dB (2.11)
X8 =z.

On appelle X?(.) est la trajectoire correspondant & u®(.) et X(.) est la trajectoire
correspondant & u(.).

On suppose que les conditions de Fillipov soient vérifiées, alors le controle optimal

toujours existe.

Pour cela on suppose 'existence du controle optimal ;.

2.2 Convergence des trajectoires perturbées

Lemme 2.2.1 Sous l’hypothése (H;), pour tout t € [0,T] on a

lim E(sup ‘Xe(t) ~ X(t) 2) —0. (2.12)

9—)0 tST

Preuve. D’apres les formule (2.10), (2.11]) et V¢ € [0, T], on obtient

X1 —)A((t)’z

2

t t
/(b(t,Xf,uf)dt+a(t,Xf,uf))dBt—/ (b(t, Xy, )dt + o (t, X,, 1) )d By
0 0

Y i

t t
/(b(t,Xf,uf)—b(t,Xt,ﬁt))dt‘+ /(o(t,Xf,uf)—a(t,Xt,ﬂt))dBt
0 0
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CHAPITRE 2. PRINCIPE DU MAXIMUM STOCHASTIQUE

On utilise I'inégalité : (a + b)? < 2a® + 2b%, nous trouvons

2

x7() - X(1) <o

t
/ (b(t, X0 ul) — b(t, X, 1)) dt
0

2

t
+2 / (o(t, X7 uf) — o(t, X4, @))dBy
0

D’apres ([1.5)) et (1.6]), on trouve :

2

E‘Xg(t) X

§2E(/Ot(1)2ds/0t

t
+28( [ |ott, X0, u) - ot %, 7)
0

—~ 2
b(t,Xf,Uf) - b(taXtaat) dS)

2
ds)

t A 2
:2TE(/ b(t, X0 ul) — b(t, X;,1;)| ds)
tO R 2
+ 2 / ot X0, uf) — o(t, X, i)| ds).
0

On ajoute +b(t, X?, ;) et +o(t, X!, ;) dans la deuxiéme membre du I'inégalité

précédente, on obtient

E‘Xo(t) Ol

ZQTE(/;

t
9B (/ o(t, X0 u0) — o(t, X0, 6) + ot, X0, 1) — o(t, X, )
0

t t
§4TE/ |b(t, X7, uf) —b(t,Xf,at)\stJrzLTE/
0 0

2

ds)
2

ds) ,

b(t, X0, 0,) — b(t, X, 0y)

b(ta Xt97 Uf) - b(ta Xfa at) + b(ta Xfa at) o b(ta )?ta at)

2
ds

2

o(t, X0, ) — olt, X,, 0| ds.

t t
+4]E/ }a(t,Xf,uf>—a(t,Xf,at)fds+4E/
0 0
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CHAPITRE 2. PRINCIPE DU MAXIMUM STOCHASTIQUE

D’apres et . , on trouve que

2

E‘Xa(t) ~X(t)

t t 12
§4TKE/ u® —a,|" ds + ATKE ~ X[ ds
0 0
t 5 t 2
+4L]E/ luf — | ds+4LE/ X0 - %, as
0 0
D’apres (2.5)) , on a
—~ 2
E ‘Xe(t) - X(t))
t t .
§4TKE/ |ﬂ8+9(us—ﬁs)—ﬁs|2ds+4TKE/ Y- X,| ds
tO t ° 2
+4LE/ Ty + O(u, — Uy) — U ds+4LE/ X? - X,| ds
—~ |2
= ATKO’E / ((us — Ty)|> ds + ATKE / — X,| ds
—~ |2
+4LE92/ \(us — Us)|* ds + 4LE — X,| ds
0 0
¢ 12
§(4TM+4LN)92+4T(K+L)E/ X!~ X,| ds.
0

2

Comme ‘X 9(t) — X(t)| est continue, d’aprés lemme de Gronwall, on obtient

~

2
0< lim B ’Xe(t) - X(t)‘ < Jim 40> (TM+4LN) exp T(ALNO*+4T (k+L)) = 0.

En vertu d’inégalité de Bukholder-Davis-Gundy on obtient (2.12). =

On définit Equation linéaire Z(t) par

dZ(t) = (bx(t,)?t,at)Z(t) + bu(t,)?t,at)u(t)> dt
+ (006 X B)Z(0) + 0, (1. X )u(1) ) B, (213)

Z(0) =0,
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CHAPITRE 2. PRINCIPE DU MAXIMUM STOCHASTIQUE

avec Z € S2(RF), et v(t) = u(t) — u(t).

Remarque 2.2.1 1/ Comme les dérivées b, by, 0., 0., sont bornées et continues,

alors le processus Z (t) est bornée.

2/ D’aprés Uhypothése (H;) l'équation (2.13|) posséde unique solution forte.

Lemme 2.2.2 Sous U’hypothése (H;) pour tout t € [0,T], on a la convergence

survante )
XO(t) - X
E [sup |2 =X 70l | 0, (2.14)
t<T 0 0—0
Preuve. Pour tout ¢ € [0, 7], on pose
XO(t) - X(t
ry(n) = g

Alors

dly(t)

1 -~ ~ ~
= = (b0t X7 ) = b(t, o) — 00 (8, Ko, W) Z (1) = Obu(t, Ko, T)u(?) ) dt

1 g L > ) < —~
+5 (a(t, X0, ) — o(t, Xo ) — 00, (8, X0 @) Z(8) — 00 (t, X, ut)v(t)> dB,.
Comme X! = 0 (Ty(t) + Z(t)) + X (t), et u?(t) = 6(t) + v(t), alors

dT(1) = (b(t, X (1) + 6 (T(t) + Z(8)), alt) + 0v(t)) — b(t, X, @)
b, (t, X, ) Z(E) — Oby(t, X, at)va)) dt
+ 5 (ot KW + 0 (To(t) + Z(1)  5lt) + 0u(1) — o(t, X1, 1)

o, (t, X, ) Z(t) — Gau(t,)?t,ﬁt)v(t)) dB;.
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D’apres le développement de Taylor avec un reste intégrale d’ordre (m = 0), alors

dTy(t) = /0 1 (Bt (1) + A0 (To(t) + Z(£)) (1) + Ao (1)) (Tult) + Z(2))
bt X (1) + N (To(t) + Z()), a(t) + 9/\v(t))v(t)> d\dt
- /0 1 (ot K08 Z(0) + bult, K T)o(t) ) At
+ /0 1 (et R (t) + 6 (T(t) + Z(1)) , (1) + 00 (1)) (To(t) + Z(2))
4ot X (1) +0(Te(t) + Z(1)),(t) + Hv(t))v(t)> d\dB,

1
- / (001 X Z(1) + 00 (t, Ko TJo(1) ) dAIB.
0
Ce qui nous donne

ATy (t) = /0 1 [ (b1, R (0) + 20 (To(t) + Z(0)) (1) + Au(0)T (1)
+ (balt, R(0) + M (Tolt) + Z(0))80) + M0 (1)) — bo(t, K T) ) Z(1)
+ (bu(t, X (1) + M0 (To(t) + Z()),0(t) + O0(D)) — bu(t, Xs, at)) U(t)> dx} dt
+ /0 1 [ (02t X (&) + 20 (To() + Z(1)) ,@(t) + Au(t))To (t)
+ (ax(t, X () + A0 (To(t) + Z(1)) (k) + Mo (b)) — ou(t, Xy, ﬂt)) Z(t)

Fou(t, X(8) + M (To(t) + Z(1)),0(t) + MNo(t)) — oult, X, ﬂt))v(t)) dx} dB;.
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CHAPITRE 2. PRINCIPE DU MAXIMUM STOCHASTIQUE

D’apres l'inégalité : (a + b)? < 2a + 2b?, nous trouvons

2

( /0 (b (s, X (5) + M (To(s) + Z(s)),7(s) + /\HU(t))Fg(s)d)\) ds

/0 (bx(S,X(S) + A0 (FQ(S) +Z(3))’ﬂ(3)+)\ev(s))

2

|
S
w
<
N————
N
>
QL
>~
N———
QL
[Va)

2

2

Par passage a l’espérance, on obtient

E|[Ty(t)[*
2
< 2E

/ot (/Ol(bw(s’ X(s) + M0 (To(s) + Z(s)) ,(s) + )\Qv(t))f‘e(s)d)\) ds

2
+ 2K

/Ot (/01 oo(s, X (s) + M (Dy(s) + Z(s)) , (s) + )\92}(3))%(8)@\) dB,

+ qbg(s).

26
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Nous utilisons I'isométrie d’It6, alors

Po(s)

- ([ 4z

/ (bl T(5) 4 20 (To(s) + Z(5)) (s) + A()) — (s, Kuv)| i) ds) ]
w8 ([ e
/ [ Buls T(5)+ 20 (T(s) + Z(5)) (s) + B30()) — (s, Kuv )| i) ds) ]
w5 [ [ (26
A )
w8 [ (uto?
[ )]

Comme les dérivées b,, b,, 0., 0., sont bornée et continue, et d’aprés le théoréme

0o (s, X (8) + A0 (Dy(s) + Z(s)),a(s) + Au(s)) — o0u(s, Xy, )

ou(s, X (5) + A0 (To(s) + Z(s)),0(s) + Au(s)) — ou(s, Xy, Uy)

de convergence borné de Lebesgue, alors

elino ®o(s) = 0.
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D’apreés ([1.5)) et (|1.6)), on trouve que

E [Ty (t)[*

< 9R (/Ot Ty (s)[? ds

/ot /01<bw<sa X(5) + A0 (To(s) + Z(s)) , ii(s) + M (t))dA ) ds
+2E (/Ot Ty (s)[? ds
bf(llmﬁmﬂQ+AWD®y+ﬂ@%m@+A%@Mdg2@]

+0,

= 2cE (/Ot |F9(s)|2ds) :

On trouve aussi comme |Ty(t)|* continue, d’aprés le lemme de Gronwall que

0 <E|Ty(t)|* < po(s)exp(2et).

En vertu d’inégalité de Bukholder-Davis-Gundy ce qui termine preuve de ([2.14)).

Lemme 2.2.3 Sous l’hypothése (H;), on a

L ()

i (2.15)

0=0

_E [hx()?(T))Z(T)] +E /0 : ((gz(t, X0 @) Z(T) + gu(t, X,, ﬂt)v(t)) dt) > 0.
Preuve. On a

—d (" ()

.1 0 N
o = Jim = (J(’()) = J(@(.) -

6—0

0=0
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(J(u()) = J(@()))

= 58 ([ (ote. 30— gte, Ko e + (X0~ ol i) )

| =

En remplacant X! = X (t) + 0 (Tg(t) + Z(t)) et u’(t) = 0(t) 4 Ov(t), dans Dex-

pression précédent, on obtient

- %E (/OT (g(t,f((t) + 0 (To(t) + Z(1)) , a(t) + Ou(t)) — g(t,)@@D dt)

B (1R 0 o) + 21) - ().

Par la développement de Taylor avec reste intégrale aux point (z,u), et m = 0,

on obtient

+ Z(t)) dAdt)
( /OT /01 (Qu(t, X(t) + M (To(t) + Z(t)) ,a(t) + )\Hv(t))> v(t)d)\dt)
+E ( /01 (hxo?T + 60 (Ly(T) + Z(T))) — hx(ch)) (To(T) + Z(T)))CM)
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Alors

Tim 1,(0)
~ lim B [/ / )20 (D (1) + Z(1)) L (e) + Mu(1)))
(Tolt) + Z(2)) dAdi]
+ Jim B ( /0 /O 9u(t, (1) + 20 (To(t) + Z(0)) r) + Mo() ) v(t)d/\dt) |

D’apres le théoréme de convergence bornée de Lebesgue, et comme g, , g, sont

bornées et continues, alors

A~

lim 1,(0) = B ( /O ' (gm(t, X),0()Z() + gult, X (2), ﬂ(t))v(t)) dt) .

6—0

De plus

lim L(9) = lim B (/1 (hx()A(T +0(Ty(T) + Z(T)))) (Ty(T) + Z(T)))d/\)

—0

Finalement
lim © (J(u” J(a
Jim 2 (J(()) = J(a()))
- ( (908, K1), @) Z(1) + gut, X (1), (0)o(0)) dt+h<XT>Z<T>)

Comme u; un controle optimal, alors

J(@(.)) < J(@’())-

30



CHAPITRE 2. PRINCIPE DU MAXIMUM STOCHASTIQUE

Donc

L) - JG() 2 0

D’apres I'expression précédent, et (2.16)), on obtient

E ( / (0t K00, 50) 200) + 90, 0. 70)00) dt) +B (h(%0)2(1)) > 0.

(2.17)
Ce que termine la démonstration. m
Equation adjoint et condition nécessaire d’optimalité
Soit I’équation adjointes associé & I’équation ([2.1]) :
dpy = —H(t, X, e, @, Uy)dt + qid By, (2.18)

br = hﬂU(‘)?T)v

ou p,q € 8? x M2,

Remarque 2.2.2 [l existe un unique solution forte (p,q) € 8* x M? de (2.18)),

voir [3)].

On définit la fonction d’Hamiltonien par
H(ta Xta bt, 4z, at) = g<t7 Xt7 at) + ptb(t7 Xta at) + QtU(t; Xta at)

Théoréme 2.2.1 (Condition nécessaire d’optimalité) Soient (Q, F, (F)i>0, P)

un espace de probabilité, (B;)i>o un Mouvement brwonien, si ()/(\'t, u;) solution op-

timal du probléeme (2.1)) , (2.2) , (2.4), alors

E ( /0 ' Ho(t, X, i, i, a(t))v(t)dt) > 0, (2.19)
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avec (p,q) € 8% x M? c’est la solution d’équation adjointe (2.18)).

Preuve. Nous appliquons la formule d’intégration par parties d’1t6 sur E (p; Z(t)),

on obtient :
E(d(p:Z(t)))
=E (dp:Z(t)) + E (pdZ(t)) + E ((dps, dZ (1))
=E < H,(t, XtaPthtyut)dt+QtdBt>

ba(t, )A(tapt; Qe ue) Z (t) + bu(t, Xt, at)v(t)) dt)

)
(
+E <pt (ax(t, X0, 00) Z(t) + ou(t, Ko, ) ) dBt)
( ()

dt)

— peba(t, Xe, T Z (1) — qioa(t, X, ﬂt)Z(t)] dt)

|
Na)
8
—~
\_&F
>
B

N
=

bx(t,)/(\'t,ﬂt)Z( ) + b t Xt,ut ) dt)

£ (0 (22t X B)Z(0) + oult, K B0 (1)) )
=FE |:<_gw(t,)?taat)2(t) + piby(t, Xt,ut) (t) 4+ qou(t, Xtaut) (t )) dt] ‘
D’ou
E(prZ(T))
=E (poZ(0))

T
+E < / <—gx(t, X W) Z(1) + pibu(t, Xo, T)0(T) + qrou(t, Xi, @t)v(t)> dt)
0

=E (/OT (—gx(t,)?t,ﬂt)Z(t) + pibu(t, Xt,ut) (t) + qrou(t, Xt,ut) (t )) dt) :
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Avec pr = h,(Xr), on obtient

E ( ! (gx(t,)?(t), W) Z(t) + gult, X (1), a<t>>v<t)) dt) 4B [(hm(f(T)Z(T)ﬂ

Ne}
8

~
<)

_E ( /0 ' ( (1), A1) Z () + gu(t, X(t),a(t))v(t)) dt)

+E ( OT [—gx(t,)?t,ﬁt)Z(t) + peby(t, Xt,ut) (1) + qou(t, Xt,ut) (t)} dt)

~

= E/O (gu(taX(t)ﬁ(t))U(t) + pebu(t, Xo, ) v(t) + quou(t, X, T)v(t )) dt

T
=E |:/ Hu(taxtvpta dt, a(t>)v(t)dt:| :
0
D’apres , donc
T AN
E U Hy(t, X, pr, ﬁ(t))v(t)dt} > 0.
0
On peut prendre v(t) = u(t) — u(t), alors on obtient
T A~
B [ ALt R 80)ule) ~ 0)t] 2 0
0

Ce que termine la démonstration. m
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Chapitre 3

Résultats préliminaires sur le
probléme de performance au

risque sensible

Dans ce chapitre, nous introduisons le modele au risque sensible avec une nouvelle

méthode de transformation du processus adjoint, voir [4].

3.1 Formulation du probléme

Soient (£2, F, (F;)t>0, P) un espace de probabilité filtré, B = (B;):>0 est un mouve-
ment brownien standard. A est un sous ensemble non vide, fermé et convexe de R.
et T" un nombre réel strictement positif. Considérons maintenant 'EDS suivante

dXt = b(t, Xt,ut)dt—{— O'(t,Xt,Ut)dBt, (3 1)

X():(L’,
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PERFORMANCE AU RISQUE SENSIBLE

onzrel?eth:[0,T]xRxA—Retc:[0,T] xRxA—R.

La fonctionne de cofit est donné par

T
) =8 [espe (10xe) + [ ate, Xt )|
0
oug:[0,T]xRxA—TRet h:R— R, avec e € [0,1].

Définition 3.1.1 (Controle admissible) On appelle contréle admissible tout

processus u(t)iejor) appartient L([0,T) x Q) a valeur dans A,
T
Usa = {u [0, T xQ — A/ E/ \u|2ds<oo}.
0

Définition 3.1.2 (Controle optimal) Le rdle de contréle optimal est minimi-
ser une fonction cotat J(u) sur un ensemble de contréle admissible U,q. On dit que

le contréle u est optimal si
J(u) = inf J(u) Yu € Ugg.

Notation 3.1.1 1/ Soit S*([0,T],R) est l’ensemble dans lequel processus Y est
progressivement mesurables, a valeur dans R¥, tel que |Y|% = B( sup |Y;%) <
0<t<T

Q.

2/ M2([0,T],R) I’ensemble des processus aléatoires Y un-dimensionnels mesu-

T
rables qui satisfont ||YH3W = E(/ Y| dt) < oo.
0
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PERFORMANCE AU RISQUE SENSIBLE

3.2 Equations adjointes

Soit le processus auxiliaire £ qu’est la solution de 'EDS suivant

dft - g<t7 Xt) ut)dt7

(3.2)
lf[) = 0
Pour tout v € U,y4, on obtient le probléme de contréle suivant
dé-t = 9(t7 Xt; ut>dt7
dXt = b(t, Xt7 U)dt + U(t, Xt, Ut)dBt,
§o =0, Xo=¢,
(3.3)
objet dans
T
J(u) =B [expe (A(Xr) + i glt, X u)dt) |,
| J(@) = inf (J()).
On définit A% et ®F par
T
AS =expe (h(XT) +/ g(t,Xt,ut)dt) : (3.4)
0

T
@% = h(XT) + / g(t,Xt, 'U/t)dt
0

Hypothése (H3)

< Les fonctions b, o, g et h de classe C*([0,T],R) par rapport a z.
< Les fonctions b, o et g et toutes leurs dérivées sont bornées.

< La dérivée de h, g sont bornées par C(1 + |z|).

Lemme 3.2.1 On suppose que I’hypothése sont vérifiées. Alors il existe deux pairs
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uniques de processus FP—adapté (p5,q5) € S? x M? et (p,q5) € S? x M2, que

sont las solutions des systémes suivantes

(

pi(t) = ¢5(t)dBy,
qi(T) = A7,

(3.5)

\
(

pg(ﬂ - = (gw(t7 Xt7 ut)pi (t) + bJC(tv Xt? ut>p§(t) + Ow(tv Xtv ut)q§<t)) dt
+a5(t)dBy, (3.6)
| G(T) = eha(Xr) A5,

ol

T
E
0

S suplfOF + [ (a0 + 650 dt | < o

Preuve. On pose pj(t) le processus adjoint associé a V'EDS (3.2), p5(¢) le processus
adjoint associé a 'EDS , on a

(
dp(t)
| PHT) = To(T) = e,

(

_Hﬁa(t’ Xy, P15 13, @5, ug)dt + qi (t)d By, (37)

dp5(t)
P5(T) = To(T) = eha(Xr) AT

_Hi(ta Xtapiapga qgv ut)dt + qg(t)dBta

Avec J(u) = E(I'({,, X1)), et

Hs(tv Xt7 pip; qsa ut) = g<t7 Xt7 Ut)pi (t> + b(ta Xt7 Ut)p; (t) + U<t7 Xt’ Ut)q;(t>

Les dérivées de la fonctionnelle Hamiltonienne H¢ par rapport le composante
¢ est Hg(t, X, 05,05, 65, ur) = 0, et par raport le composante = est donner par
H;(ta Xt7p§7pg7 QS’ ut) - .gar(t7 Xt7 ut)pi(t) + bx(t7 Xta ut>pg(t) + Uw(t7 Xt? ut)qg(t)

Puis, on remplace les dérivées de I’Hamiltonienne dans les fonctions adjointes
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(3.7), on obtient

;

dpi(t) = 0+ qi(t)dB,
pi(T) =T¢(T) = A7,
dpg(t) == (gw(tv Xt7 ut)pi (t) + bl’(t’ Xt’ ut)p§<t) + Uw(ta Xtv ut)qg(t)) dt

+¢5(t)d By,
| PA(T) = Tu(T) = ehy(X) 4.

Donc, on soit arrivé a (3.5). =

Soit I’équation différentielle stochastique rétrograde suivante

dpi(t) = q¢i(t)dB,
pi(T) = eA5.

(3.8)

La solution explicit de 'EDSR ([3.8)), donnée par p3(t) = eJ°(t), et

Je(t) = E [A5 | FP], pour tout ¢ € [0,T7.

Lemme 3.2.2 On suppose Uhypothése (H3) satisfaits, alors le processus
T
JF(t) =E lexp (h(XT) +/ g(t,Xt,ut)dt> |ftB] :
0

est uniformément bornée.

Remarque 3.2.1 Il existe un unique solution (p5,q;) € S? x M? de 'EDSR

BI).

Preuve. D’apres 'hypothése (Hjz), on a les fonctions g, et h sont bornées par
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A > 0, on obtient

Alors
T
—A1+T) < h(Xr) +/ g(t, Xe,u)dt < X(1+T).
0

Par passage a I'exponentielle dans les trois membre du I'inégalité précédente, on
obtient

0<expe(=A(1+T)) <AF <expe(A(1+1T)).

Par passage ’espérance conditionnelle dans les trois membre de 'inégalité précé-

dente, on trouve
0<E[A7 | FP] <ElexpeC (1+T) | FF], vt €0,T].

Donc

0<Jo(t) <expeA(1+4T)=p, Vte[0,T].

Alors le processus J est un processus uniformément borné. m

Lemme 3.2.3 Le processus (AS,1;) € §? x M? est la solution de ’EDSR quadra-

tique suivante

QU
=
o
I
|
oumnS
Nat
—~
o+
<
N
_|_
DN ™
T
N—
QU
~
_l’_
.
oy
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le systéme (3.9) équivalent a dire que

~

exp(eAd) = E [expa (h(XT) + /t ' g(s,XS,uS)ds) y ftﬂ : (3.10)

Preuve. Premiérement, nous avons commencé par PEDSR quadratique (3.9).
Puis, on applique la lére formule d’Itd sur exp(eAf). Pour 2 = Af, on pose f(x) =

exp(ex), alors %(a:) = cexp(ex) et
0% f

@(aj) = g2 exp(ex), donc

1
d (exp(eA})) = eexp(eAf)dA; + 552 exp(eA])d (A7), .

Nous remplagons dAS = — (g(t,Xt,ut) + % |lt|2> dt + 1,dB;, et d (A°), = |I,])* dt,

dans I’expression précédente donc

e
4 (exp(e;)) = exp(ehs) (= (90t Xeow) + 5 [1l*) dt + LidB,)

1
+ 552 exp(eA$) (1) dt

€ 1
— cexp(eA;) ((—g(t, Xoyw) = 5 [l ) + 5% exp(eAs) (zt)2> dt

+ e exp(eA;) ] d By

= —cexp(eA])g(t, Xi, up)dt + € exp(eA7)ldBy.

Multiplier les deux membres dans ’expression précédente
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t
par exp (5/ g(s,Xs,us)ds) , on obtient
0

exp (5 /O ‘s, Xs,us)ds) (exp(eA?)

)
+ cexp(eAy) exp (&?/ s, X, U d5> g(t, Xy, uy)d
0
) +dBy.

= cexp(eA]) exp <5/ s, Xs, us)d
0

t t
Comme d (exp <5/ g(s,Xs,us)ds>) = eg(t, Xy, uy) exp (5/ g(s,Xs,us)ds) dt,
0 0

donc

t
exp <5/ g(s,Xs,us)ds) d (exp(eAy))
0
+ dexp (6 g(s, Xs, us)ds) exp(eA;)
0
( (s, Xs, us)ds + (5/\5))

= cexp <€At + 6/ g(s, Xs, us)ds> l:dBy.
0

En intégrant de ¢ a T, on trouve

T s
/ d exp (e/ g(r, X, u,)dr + (eAi))
¢ 0

T
= exp (5/ g(s, XS, us)ds + (é‘A%))
0

t
— exp (5/ g(s, Xs,us)ds + (5/\?))
0

T s
= 5/ exp <5A§ + 5/ g(r, Xr,u,,)dr) l,dB;,.
t 0

Par passage a FZ—espérance conditionnelle dans I’expression précédente, on ob-
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tient

E [exp (e /OT g(s, Xy, ug)ds + (€A€T)) | ftB]
K [exp <€ /Otg(S,Xs,us)dS + (€A§)> | ftB]

T s
=E [&?/ exp (aAi + 8/ g(r, Xr,ur)dr> lsst} .
t 0

t
On a exp (5/ g(s, X, ug)ds + exp(aAf)) est FP —mesurable
0

T s
et pour que ¢ / exp <5A§ +¢€ / g(r, X, ur)dr) lsd B est martingale, alors
t 0

T
E {exp (5/ 9(s, Xy, us)ds + (EAfr)) | ftB]
0
t
=0+ exp/ (eg(s, Xs,us)ds + (eA7))
0

t
=expe (/ g(s, X, us)ds> exp(eA7).
0
t
Comme exp (/ g(s, Xs, us)d:s) est FP —mesurable, donc
0

exp(eh;) = B {exp <6 /OTg(&Xs,us)ds + (€A€T)) | ftBl
E [expa (— /Otg(s,Xs,us)ds) \ﬂB} :

D’apres la définition de la condition terminal de PEDSR (3.9), de ’équation ci
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dessus peut étre reécrire la partie gauche

exp(eAf)

~5 [on / o5, Xt + (1K) ) | 72|

[eXp( 9(s, X, us)d 8) ’ﬂB:|

5 o ( (5 Xocuads == [ ol Xt + (0% ) | 7|
|

T
exp€< / g(s,Xs,us)dS) IEB} :
t

=E
D’ou
R T
exp(eA;) = E {exps (h(XT) +/ g(S,Xs;Us)dS) | ﬂB} '
¢

Donc le premier implique est vrai.

D’une autre part, on suppose que (3.10) est vrai, cela signifie que :
N T
exp(eA;) =& {exps (h(XT) +/ g(s,Xs,us)ds) | EB} .
t

t
En multipliant les deux membres de ’expression précédent par exp e / g(s, X, ug)ds,
0

alors

t
eXp(é‘Ai)é‘eXp/g(S,Xs,us)dS
0
t
= exp(eAf + = [ gls X))
K T .
=K {expe (h(XT) +/ g(s,Xs,us)ds—l—/ g(s,XS,uS)ds) |.7-"tB}
t 0
T
—E [expe <h(XT) +/ g(s,Xs,us)ds) |]—“tB} =E [A7 | FP] = TF(¢).
0
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~

T

Sit =0, alors E[A5 | 7] = E {expe (h(XT) —i—/ g(s,XS,uS)ds) |]—"§} =
0

exp(eAf).

Soient B; un mouvement Brownien sur un espace de probabilité filtré

(0 F, (FP)iz0,P), et FP la filtration naturelle de B;. Si A5 une variable aléatoire
FB—mesurable, et de carré intégrable. D’aprés le théoréme de représentation des

martingales. Il existe un processus K; prévisible et FP—adapté, tel que

t
E[A5 | FP] =E [AF | 7] +/ K.dB,
0

t
= exp(eAy) —|—/ K dB;.
0

D’ou

t t
exp (eAf + 5/ g(s,XS,uS)ds) —exp(eAy) = / K, dB;.
0 0

t s t
/ dexp (6A§+5/ g(r, Xr,ur)dr) :/ KdBs. (3.11)
0 0 0

t
On applique la 2éme formule d’It6 sur exp(eA$ + 8/ g(s, X, ug)ds),
0

Donc

t
pour z = A$, on pose f(t,x) = exp(ex + 5/ g(s, X5, us)ds),
0

t
88_{<t7 I) - €g(t, Xta ut) exp(&?x + 6/ 9(87 Xsa us)d8)7
0

of !
%(zﬁ, x)=cexplex +e | g(s, Xs, us)ds)
0
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82f t
et =5 = g2 exp(ex + 6/ g(s, X, us)ds), alors
- 0

t
d exp (eAi —|—8/ g(s,Xs,us)ds)
0
t
~ ooz (4+ [ ots. X0 ) a
0

t
+eexpe (Ai +/ g(s,Xs,us)ds) dA;
0
2

t
#See (A7 [ gto Xewds) (a7,
0

t
=cexpe (Af -+ / g(s,XS,uS)ds)dt) (g(t,Xt,ut)dt + dA; + %d <A€>t) .
0

D’apres ([3.11]), on obtient

1 t
- €XD (—5 (Af —|—/ g(s,Xs,us)ds)dt)) KdB;
0

19
_ (g(t,Xt,ut)dt +dA; + =d (A€>t) .

t
Comme exp (—5 <A§ + / g(s,XS,us)ds)dt)> K;dB; est martingale
0

2

1 t
d(A%), = {E exp (—5 (Af —{—/0 g(s,XS,us)ds)dt)) Kt} dt =: |1, dt.

On remplace ((3.13)) par (3.12)), nous trouvons
LB, = g(t, Xy, up)dt + dAS + g 11,2 dt.

Finalement
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Donc, I’équivalent existe. m

Lemme 3.2.4 La martingale J*(t) peut étre réécrire sous la forme suivante
t
J(t) = exp (eAf + 5/ g(s,Xs,us)ds> :
0

Preuve. On a

-~

r T
5 (0) = B[ewe (1% + [ ot Xoujar) | 7]
L 0

(
=[x (1080 + [ ot Xowds + [ o Xouas) | 2]
(

r T
=E expe h(XT) + / g<57 XS? us>d5) | ‘,’t;fB:|
i t

t
Comme expe ( / g(s, X, us)ds) est FP —mesurable, alors
0

Je(t)
_E [expa (h()?T) + /tTg(s,Xs,us)ds) | ftB] expe </Otg(5,Xs,uS)ds) |

D’apres la formule (3.10)), on obtient

t
F(6) = exp(eAf) expe [ g5, Xovu)ds
0

t
= exp (6A§ + 8/ g(s, X, us)ds> :
0

Finalement, on obtient le résultat demandé. m

Le processus (A, l;):>0 est la solution unique de 'EDSR ({3.9)),
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¢ T
d’'ou I, = Lexp (—5 (Af + / g(s,XS,us)ds)dt>) K, et E (/ |lt|2dt) < 0.
0 0

Lemme 3.2.5 On particulier, J¢(t) est la solution de ’EDSR suivante

du]]a<t) = €J£(t>ltdBt,
(1) = As.

En plus, le processus J°(t) définit sur (Q, F, (FFP)i>0,P) donné par

Js(t) ( 52 /t ) /t
=exp | —— ls|"ds+¢ | [4dBs), 0<t<T.
1(0) 7 J, I :

Preuve. On applique la 2éme formule d’It6 sur

t
Je(t) = exp <5A§ + E/ g(s, X, us)ds) , on obtient
0

t
dJ*(t) = cexpe (Ai —I—/ g(s,Xs,us)ds)dt)

0

X (g(t, X, ug)dt + dAS + gd (A"‘)t>
t
=cexpe (5A§ + &?/ g(s, X, us)ds)dt> g(t, Xy, uy)dt
0

t

+expe (Af +/ g(s,Xs,us)ds)dt)
0
52 2
X | — €g(t7Xt7Ut)dt+ 3 |lt| dt+€ltdBt
2

t
+ %expe (Af + / g(s,XS,uS)ds)dt> |1,|? dt
0

t
=expe <A§ +/ g(s, X, us)ds)dt> l;dBy.
0
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On a

t
/ dAS = AS (3.14)
0

t e ) t
ZAS—/ (g(s,Xs,us)dtJr—lltl )dt+/ 1,dB,.
0 2 0

t
Nous remplagons (3.14) par J¢(t) = exp <£A§ + 6/ g(s,Xs,us)ds) , alors
0

¢
Jo(t) = exp (5A§ + 8/ g(s,Xs,us)ds)
0
¢ . ¢
— exp (5 (Ag - / (g(s,Xs,us)dt +Z |zt|2) dt +/ ltdBt>
0 2 0
¢
—i—ef/ g(s,Xs,us)ds)
0

t € ) t
=expe (AS — / 5 |lt| dt + / ltdBt) .
0 0

Mais J¢(0) = expe(A§), donc

Je(t) be o /t
= ex Ag — — |l;|” dt + l,dB; — Aj
JE(O) epe(o /02|t| ot t 0

t t
=expe (—/ %|lt|2 dt +/ ltdBt) = L6<t), t e [O,T] .
0 0

D’otu la réponse. m

Remarque 3.2.2 Les lemmes |3.2.2) |3.2.3], [3.2.4] et |3.2.5] sont essentiellement

nous permet d’établir la formule explicite du processus adjoint py(t) qui associée

a le probléme du contréle optimal |D 1} et 1} avec He est une fonction
Hamiltonien assocée a (3.1]), (2.2)), (2.4).

48



Conclusion et out look

Nous considérons un probléme de controle optimal avec des fonctionnelles de per-
formance au risque sensibles ot ’ensemble du domaine de controéle est nécessaire-
ment convexe, et le systéme est régi par des équations différentielles stochastique
(3.1)). Plus précisément, nous allons établissons les conditions nécessaires d’opti-

malité pour le principe du maximum stochastique avec un probléeme de controle

au risque sensible (3.1)), (2.2)), (2.4).
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Résumé

Dans ce mémoire, nous étudions le probleme de contrble stochastique,
pour les systemes régis par des équations différentielles stochastiques,
avec le domaine de contrble doit étre convexe. Nous obtenons les
conditions optimales nécessaires a partir de deux problemes différents.

Le premier probleme est centré sur le probleme de contréle d’une
fonction de colt classique, et la deuxieme partie se concentre sur le
probléme de contrble avec un co(it de performance au risque sensible

Summary

In this dissertation, we study the stochastic control problem, for systems
governed by stochastic differential equations, where the control domain
must be convex. We establish the necessary optimal conditions from two
different problems.

The first problem focuses on the control problem of a classical, and the

second part focuses on the control problem with a risk-sensitive
performance cost

uaila

Y laall LgaSad il Aadaidl) dpnally 400 gdial) aSadll) ASEe o Al o2a

Ollies T30 B Byl e ant coine S Jlae 8 il piel) dlalil

.(')-‘435-‘;-“...“ XE

A <l S ¢ jall Ll cdgale A8l QA aSal) 210 Al J Y1 ¢ Jall (anads o

Gpalun ST 485 A0 Sas




	Dédicace
	Remerciements
	Notations et symbols
	Table des matières
	Introduction
	Initiations sur les processus stochastiques
	Rappel
	Tribu
	Variable Gaussienne
	Esperance conditionnelle

	Processus stochastique
	Martingales
	Mouvement Brownien
	Processus d'Itô
	Formules d'Itô

	Equation différentielles stochastique (EDS)
	Inégalités et théorèmes utiles.
	Equations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR)

	Principe du maximum stochastique
	Formulation du problème
	Convergence des trajectoires perturbées

	Résultats préliminaires sur le problème de performance au risque sensible
	Formulation du problème
	Equations adjointes

	Conclusion
	Bibliographie

