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ce travail.

ii



Table des matières

Remerciements ii

Table des matières iii

Table des figures vi

Liste des tables vii

Introduction générale 1
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3.3 Estimations des caractéristiques du système . . . . . . . . . . . . . . 47

vii



Introduction générale

Les modèles de file d’attente ont une grande importance sur le plan pratique, no-

tamment pour prédire la qualité de service que les utilisateurs recevront ou le di-

mensionnement des ressources pour fournir un niveau de service approprié dans de

nombreux domaines : télécommunications, transport, logistique, ou même les services

d’urgence, les finances et les assurances.

Dans l’analyse probabiliste d’un modèle de file d’attente, c’est-à-dire lors de l’évalua-

tion théorique de ses mesures de performance, on suppose souvent que les paramètres

de départ de ce modèle sont fixes et exacte. Cependant, dans la pratique, les valeurs

de ces paramètres ne sont disponibles que sous la forme d’un échantillon de données.

En ce sens, pour évaluer les performances du système considéré, l’utilisation de tech-

niques d’estimation statistiques (paramétriques et/ou non paramétriques), qui visent

à fournir une approximation des valeurs (inconnues) des paramètres en exploitant

les informations fournies par l’échantillon, est inévitable.

Dans ce mémoire, nous considérons le système de file d’attente M/M/1 avec Ber-

noulli feedback dépendant. Où, nous supposerons que les paramètres de départ (taux

d’arrivée λ, taux de service µ, la probabilité de feedback 1−βn, avec n est le nombre

de clients dans le système) décrivant ce système ne sont quantifiés qu’à partir d’un

échantillon d’observations. Dans une telle situation, il est clair que la substitution de

ces paramètres de départ par leurs estimateurs dans les expressions des mesures de
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Introduction générale

performance (principe de plug-in) du système ne nous fournis que des estimations

de ces dernières. Notre objectif de la présente étude est d’analyser la qualité des es-

timations des mesures de performance du système en question. Il est à souligner que

pour l’échantillonnage nous avons fait recours à l’approche simulation à événements

discrets.

Pour atteindre notre objectif, nous avons organisé le présent document comme suit :

– Dans Chapitre 1, nous rappelons quelques notions sur la théorie de l’estimation

statistique qui seront utilisés dans notre l’étude.

– Dans Chapitre 2, nous présentons d’abord une brève introduction sur la théorie des

files d’attente (notations, classification,...). Après cela, nous décrivons le système de

file d’attente M/M/1 avec Bernoulli feedback dépendant et ses principaux mesures

de performance.

– Avant de conclure, nous allons présenter dans le chapitre 3 l’application numérique

(simulation) réalisée ainsi que la discussion des résultats numériques et graphiques

obtenus.

Enfin, le présent document est complété et enrichi par une liste bibliographique.
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Chapitre 1

Introduction à la théorie

d’estimation paramétrique

Introduction

Dans ce chapitre, nous allons introduire dans un premier lieu quelques définitions

liées à la théorie d’estimation paramétrique. Par la suite, les critères de mesure de la

qualité d’un estimateur seront abordés.

1.1 Quelques définitions

Dans cette section nous allons présenter quelques définitions qui nous permettront

de comprendre le langage de la théorie d’estimation en générale et l’estimation pa-

ramétrique en particulier.

Définition 1.1.1 (Variable aléatoire) Soit (Ω, A,P) un espace probabilisé. On ap-

pelle variable aléatoire X tout fonction fonction mésurable définie sur Ω dans R et

on note :

3



Chapitre 1. Introduction à la théorie d’estimation paramétrique

X : Ω→ R.

Remarque 1.1.1 On peut distinguer dans la littérature et la pratique deux types

de variables aléatoires à savoir des variables aléatoires discrètes et des variables

aléatoires continues.

Définition 1.1.2 (Echantillon) Soit X une variable aléatoire sur un référentiel Ω.

Un échantillon de X de taille n est un n-uplet (X1, X2...., Xn) de variables aléatoires

et identiquement distribuées de même loi que X. La loi de X sera appelée loi mère.

Une réalisation de cet échantillon est un n-uplet de réels (x1, x2, ...xn).

Définition 1.1.3 Un modèle statistique est une description mathématique approxi-

mative du mécanisme qui a généré les observations, que l’on suppose être un pro-

cessus stochastique et non un processus déterministe. Il s’exprime généralement à

l’aide d’une famille de distributions (ensemble de distributions) et d’hypothèses sur

les variables aléatoires X1, ..., Xn. Chaque membre de la famille est une approxima-

tion possible de F : l’inférence consiste donc à déterminer le membre qui s’accorde

le mieux avec les données.

Définition 1.1.4 (Modèle paramétrique) Un modèle paramétrique est un modèle où

l’on suppose le type de loi de X est connu, mais qu’il dépend d’un paramètre inconnu,

de dimension n.

Exemple 1.1.1 Les modèles suivants Sont des modèles paramétriques.

1. Le modèle gaussien {N (µ, σ2) , µ ∈ R, σ2 > 0} .

2. Le modèle exponentiel {ε (λ) , λ > 0} .

4



Chapitre 1. Introduction à la théorie d’estimation paramétrique

1.2 Estimation paramétrique et estimateur

L’approche paramétrique suppose que les données sont issues d’une loi de probabilité

de forme connue dont seul le paramètre θ est inconnu. L’objectif est de connâıtre une

approximation de ce paramètre. Cette ”approximation” est appelée désormais, dans

le langage statistique, l’estimateur du paramètre inconnu.

Il existe de nombreuses méthodes pour estimer un paramètre θ. Dans cette section,

nous ne nous intéressons qu’aux deux méthodes d’estimation les plus usuelles, la

méthode des moments et la méthode du maximum de vraisemblance. Mais il faut

d’abord définir précisément ce que est un estimateur.

Définition 1.2.1 (Statistique et Estimateur) Une statistique T (X) est une fonction

mesurable de l’objet aléatoire X et éventuellement de paramètres connus, mais qui

ne dépend pas de θ. Un estimateur de θ est une statistique θ̂ = θ̂(X) destinée à

approcher θ.

1.2.1 Méthode des moments

Comme son nom l’indique, cette technique se base sur les moments, pour cela il est

important de rappeler la définition des moments qui sont répartie en deux familles :

moments théoriques et moments empiriques.

Définition 1.2.2 (Les moments théoriques)

Soit X une variable aléatoire de densité f(x, θ), θ = (θ1, θ2, ..., θk). Le moment théo-

rique d’ordre r se calcule comme suit

µr = E(Xr) =

∫ +∞

−∞
xrf(x, θ)dx. (1.1)

Définition 1.2.3 (Les moments empiriques)

Soit X1, X2, ..., Xn un n-échantillon issu de la variable aléatoire X ayant une densité

5



Chapitre 1. Introduction à la théorie d’estimation paramétrique

f(x, θ), θ = (θ1, θ2, ..., θd). Le moment empirique de d’ordre r de la v.a. X se calcule

comme suit

mr =
1

n

n∑
i=1

Xr
i . (1.2)

Si le paramètre à estimer est l’espérance de la loi des Xi, alors on peut l’estimer par

la moyenne empirique de l’échantillon. Autrement dit, si θ = E[X], alors l’estimateur

de θ par la méthode des moments (EMM) est

θ̂ = Xn =
1

n

n∑
i=1

Xi.

Plus généralement, pour θ ∈ R, si E[X] = ϕ(θ), où ϕ est une fonction inversible,

alors l’estimateur de θ par la méthode des moments est

θ̂n = ϕ−1
(
Xn

)

Enfin, l’idée la plus générale de la méthode, pour θ = (θ1, θ2, ..., θd) ∈ Θ ⊆ Rd,

consiste à estimer les paramètres recherchés en égalisant entre les moments théoriques

(qui dépendent de ces paramètres inconnus) et les moments empiriques. L’égalisation

se justifie par la loi des grands nombres qui implique que l’on peut ”approcher” une

espérance mathématique par une moyenne empirique. On est donc amené à résoudre

un système d’équations, pour cela il faut alors prendre garde à pouvoir identifier tous

les paramètres c’est-à-dire que le nombre d’équation dans le système doit être égale

aux nombres de paramètres à estimer.

La quantification des moments empiriques sert à estimer un ou plusieurs paramètres

de la loi d’intérêt. En effet, estimer θ ∈ Θ ⊆ Rd, consiste à résoudre le système

d’équations.

µr = mr, r = 1, 2, ..., d. (1.3)

6



Chapitre 1. Introduction à la théorie d’estimation paramétrique

Pour mettre au claire la présente technique ci-dessus soit deux exemples.

Exemple 1.2.1 Loi exponentielle : Si X1, ..., Xn sont indépendantes et de même

loi exponentielle exp(λ) dont la moyenne théorique est E[X] = λ. Donc l’esti-

mateur de λ par la méthode des moments est

λ̂ = Xn

.

Loi Normale : Si X1, ..., Xn sont indépendantes et de même loi normale N(m,σ2),

c’est-à-dire E[X] = m et V ar[X] = σ2, donc les estimateurs de m et σ2 par la

méthode des moments sont consiste à résoudre le système d’équations suivant :

 E(X) = m

E(X2) = σ2 +m2
=⇒


X = 1

n

n∑
i=1

xi = m

X2 = 1
n

n∑
i=1

x2
i = σ2 +m2

La résolution de ce dernier système nous fournis les estimations suivantes :


m̂ = X = 1

n

n∑
i=1

xi

σ̂2 = X2 − m̂2 = 1
n

n∑
i=1

(
xi −X

)2

1.2.2 Méthode du maximum de vraisemblance

La méthode du maximum de vraisemblance est une méthode statistique d’estimation

est couramment utilisée pour inférer les paramètres de la distribution de probabilité

d’un échantillon donné, elle a été développée entre 1912 et 1922 par le statisticien

Ronald Fisher.

Selon le maximum de vraisemblance, les meilleurs estimés des paramètres d’un mo-

dèle sont ceux qui maximisent la probabilité des valeurs observées de la variable.

7



Chapitre 1. Introduction à la théorie d’estimation paramétrique

Cette méthode peut être appliquée peu importe la forme mathématique du modèle,

ce qui permet de choisir les modèles les plus compatibles avec notre compréhension

des processus naturels, sans être limités par les modèles déjà implémentés dans des

logiciels statistiques. Pour mieux comprendre la méthode sois les deux définitions

suivantes.

Définition 1.2.4 (fonction de vraisemblance) Soit x1, x2, ..., xn la réalisation de

l’échantillon théorique X1, X2, ..., Xn issu de la variable aléatoire X qui admet f(x, θ)

comme densité de probabilité.

On appelle la vraisemblance notée L(x1, x2, ..., xn; θ) la fonction de la variable θ dé-

finie comme suit :

L(x1, x2, ..., xn; θ) =


n∏
i=1

f(xi, θ), Si X est variable continue ;

n∏
i=1

Pθ(X = xi), Si X est variable discrète.
(1.4)

Définition 1.2.5 (Estimateur du Maximum de Vraisemblance)On appelle estima-

teur du maximum de vraisemblance de θ, tout élément θ̂ de Θ maximisant la fonction

vraisemblance, c’est-à-dire

θ̂ = arg max
θ∈Θ

L (x1, ..., xn, θ) . (1.5)

La recherche de l’EMV peut se faire, sous certaines conditions, d’une manière directe

et cela par la recherche de l’extremum maximale de L, c’est-à-dire quand la fonction

L est deux fois dérivable par rapport à θ, il suffit de vérifier les points suivants :

 1) ∂L
∂θ

(x1, ..., xn, θ) = 0, la solution de cette équation fournie θ̂.

2) ∂2L
∂θ2 (x1, ..., xn, θ) < 0, pour assurer que θ̂ est un extremum maximal.

(1.6)

8



Chapitre 1. Introduction à la théorie d’estimation paramétrique

Par définition la vraisemblance se calcule à partir d’un produit de n éléments, ainsi,

pour des raisons calculatoire on préfère remplacer le problème définie dans (1.6) par

un problème équivalent moins complexe. Puisque, la fonction logarithme Népérien

(ln) est strictement croissante et L (x1, ..., xn, θ) et lnL (x1, ..., xn, θ) atteignent leurs

maximums pour la même valeur de θ, il serait souvent plus aisé de résoudre le système

d’équations équivalent suivant :

 1) ∂ lnL(x1,..,xn,θ)
∂θ

= 0,

2) ∂2 lnL(x1,..,xn,θ)
∂θ2 < 0,

(1.7)

plutôt que le système (1.6).

Remarque 1.2.1 Il est à noter que dans le cas où θ est un paramètre de dimension

d (c’est-à-dire θ = (θ1, ..., θd)),

1. on résout un système de d équations dont ces dernières sont obtenues en déri-

vant L (x1, .., xn, θ) par rapport à chacune des composantes de θ.

2. pour assurée que la solution du système d’équations ∂L(x1,..,xn,θ)
∂θ

= 0 est un

extremum maximale il faut vérifier que la matrice ∂2L(x1,..,xn,θ)
∂θ2 est définie né-

gative.

Exemple 1.2.2 Loi Exponentielle Soit X une v.a de densité exponentielle de pa-

ramètre λ > 0. On note X  ε (λ) dont la densité est :

f (x) =


1
λ

exp
(
−x
λ

)
, si x > 0

0. sinon

Soit x1, x2, ..., xn un n-échantillon (n-réalisations) issue d’une v. a de loi ex-

ponentielle de paramètre λ inconnue. Pour estimer λ par la méthode EMV,

9



Chapitre 1. Introduction à la théorie d’estimation paramétrique

construisant d’abord sa fonction de vraisemblance.

L (x1, x2, ..., xn;λ) =
n∏
i=1

f (xi) =
n∏
i=1

1

λ
exp

(
−xi
λ

)
= λ−n exp

(
−
∑n

i=1 xi
λ

)
.

Pour faciliter les calculs, il est préférable d’utiliser lnL plutôt que L, dans ce

cas, on a :

lnL (x1, x2, ..., xn;λ) = −n ln (λ)−
∑n

i=1 xi
λ

.

Calculons la dérivée première par rapport à λ :

∂ lnL (x1, x2, ..., xn;λ)

∂λ
=
−n
λ

+

∑n
i=1 xi
λ2

= 0,

⇒ 1

λ
=

n∑n
i=1 xi

,

⇒ λ =
1

n

n∑
i=1

xi = X.

Pour assurer que le point obtenu est un extremum maximal, calculons la dérivée

seconde par rapport à λ :

∂2 lnL (x1, x2, ..., xn;λ)

∂λ2

∣∣∣∣
λ=X

=
n

λ2
− 2

∑n
i=1 xi
λ3

∣∣∣∣
λ=X

.

On constate que

∂2 lnL (x1, x2, ..., xn;λ)

∂λ2

∣∣∣∣
λ=X

=
−n
X

2 < 0.

Par conséquent λ̂ est un extremum maximal, dont l’expression est :

λ̂ = X.
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Chapitre 1. Introduction à la théorie d’estimation paramétrique

Loi normale Supposons que les observations x1, x2, ..., xn soit indépendantes et iden-

tiquement distribuées suivant une loi normale de moyenne θ inconnue et de

variance σ2 connue.

La vraisemblance du modèle est définie par

L(x1, x2, ..., xn; θ) =
n∏
i=1

f(xi, θ) =

(
1

σ
√

2π

)n
exp

(
− 1

2σ2

n∑
i=1

(xi− θ)2

)
. (1.8)

La fonction log-vraisemblance est

logL(x1, x2, ..., xn; θ) = −n log(σ
√

2π)− 1

2σ2

n∑
i=1

(xi − θ)2. (1.9)

L’estimateur du maximum de vraisemblance de θ est donné par

∂ logL(x1, x2, ..., xn; θ)

∂θ
= 0⇐⇒

n∑
i=1

(xi − θ) = 0 =⇒ θ̂ =

n∑
i=1

xi

n
,

et

∂2 logL(x1, x2, ..., xn; θ)

∂θ2
=
−n
σ2

< 0.

Alors, l’estimateur du maximum de vraisemblance est donnée par :

θ̂ =
1

n

n∑
i=1

xi.

11



Chapitre 1. Introduction à la théorie d’estimation paramétrique

1.3 Propriétes d’un estimateur

1.3.1 Le biais d’un estimateur

Soit Tn désigne l’estimateur du paramètre θ et soulignons que tout estimateur Tn

peut donner lieu à l’écriture suivante :

E (Tn) = θ +B (n, θ) ,

où B (n, θ) est appelé le biais de Tn.

Ainsi, selon la fonctionB (n, θ) en peut distinguer trois types d’estimateurs. Ci-dessus

les trois situations possibles illustrées par des exemples d’applications.

Définition 1.3.1 (Estimateur sans biais) On dit que Tn est un estimateur sans biais

de θ si et seulement si :

B (n, θ) = 0,

c’est-à-dire

E (Tn) = θ.

Exemple 1.3.1 Soit (X1, X2, .., Xn) un n-échantillon i.i.d. issu de la variable aléa-

toire X dont E(X) = m. L’estimateur empirique X = 1
n

∑n
i=1Xi de m est un

estimateur sans biais. En effet, on a

E
(
X
)

= E

(
1

n

n∑
i=1

Xi

)
=

1

n

n∑
i=1

E (Xi) =
1

n
n m = m.

Définition 1.3.2 (Estimateur avec biais) On dit que Tn est un estimateur avec biais

ou biasé de θ si seulement si :

12
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B (n, θ) = E (Tn − θ) = E (Tn)− θ 6= 0,

c’est-à-dire

E (Tn) 6= θ.

Exemple 1.3.2 Soit (X1, X2, .., Xn) un n échantillon, l’estimateur empirique S2

est un estimateur biaisé de σ2 et ceci le fait que

E
(
S2
)

= E

(
1

n

n∑
i=1

X2
i −X

2

)
=

1

n

n∑
i=1

E
(
X2
i

)
− E

(
X

2
)

= E
(
x2
i

)
− E

(
x̄2
)

=
(
V (X) + E2 (X)−

(
V
(
X
)

+ E2
(
X
)))

= σ2 +m2 − σ2

n
−m2

= σ2 − σ2

n
=
n− 1

n
σ2 6= σ2

Définition 1.3.3 (Estimateur asymptotiquement sans biais) On dit que l’estimateur

biaisé Tn de θ est un estimateur asymptotiquement sans biais si et seulement :

lim
n→∞

B (n, θ) = 0,

c’est-à-dire

lim
n→∞

E (Tn) = θ.

Exemple 1.3.3 Soit (X1, X2, .., Xn) un n-échantillon i.i.d. issu de la variable aléa-

toire X dont E(X) = m. L’estimateur empirique S2 de σ2 < ∞ est un estimateur

sans biais. En effet, d’après l’exemple 1.3.2, on a

13
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E
(
S2
)

=
n− 1

n
σ2 6= σ2. (1.10)

D’après cette dernière équation, il est claire que l’estimateur S2 est un estimateur

avec biais mais asymptotiquement il est sans biais, car :

lim
n→∞

n− 1

n
σ2 = σ2

1.3.2 Estimateur convergent

Dans cette section nous allons introduire quelque types de convergence d’une suite de

variables aléatoires qui peuvent être adopté à l’étude de convergence d’un estimateur

Tn qui est lui aussi vu comme une suite de variables aléatoires.

Pour cela, considérant dans tout au long de cette section Xn une suite de v.a.

La convergence en loi

On note Fn et F les fonctions de répartion de Xn et X respectivement. on dit que

Xn converge en loi vers X et on note :

Xn
l−→ X,

si la suivante limite a lieu :

lim
n→∞

Fn(X) = F (X).

14
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La convergence en probabilité

On dit que la suite (Xn)n≥1 converge en probabilité vers X et on note Xn
p→

n→∞
X si :

∀ε > 0, lim
n→∞

P (|Xn −X| > ε) = 0,

Ou encore,

∀ε > 0, lim
n→∞

P (|Xn −X| ≤ ε) = 1

Ainsi, on dit que Tn est un estimateur convergent de θ si Tn tend vers θ en probabilité

quand n tend vers ∞ c’est-à-dire

∀ε > 0, lim
n→∞

P (|Tn − θ| > ε) = 0,

et on note

Tn
p→

n→∞
θ.

La convergence presque sûre

On dit que la suite (Xn)n≥1converge presque sûrement vers X et on note Xn
p.s→

n→∞
X

si :

P

(
∀ω : Xn (ω)→ X (ω)

n→∞

)
= 1

m

P

(
∀ω :

∣∣∣∣ lim
n→∞

Xn (ω) = X (ω)

∣∣∣∣) = 1,

ou

∀ε > 0,
∞∑
n=1

P (|Xn −X| > ε) <∞,

c’est-à-dire la série converge.
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Remarque 1.3.1 On parle d’estimateur fortement convergent lorsqu’on a conver-

gence presque sûre de cet estimateur.

Proposition 1.3.1 soit Tn un estimateur convergent du paramètre θ, et soit ϕ une

fonction de R → R continue au point θ. Alors ϕ (Tn) est un estimateur convergent

de ϕ (θ) .

La convergence en EMQ

Introduisant d’abord la définition suivante :

Définition 1.3.4 (Erreur Quadratique Moyenne : EQM) On appelle erreur quadra-

tique moyenne d’un estimateur Tn par rapport à θ la quantité :

EQM (Tn, θ) = E
[
(Tn − θ)2]

= V (Tn) + [B (n, θ)]2 .

avec V (Tn) est la variance de l’estimateur tandis que B (n, θ) est son biais.

On dit que l’estimateur Tn en moyenne quadratique si

lim
n→∞

EQM (Tn, θ) = 0.

Proposition 1.3.2 Si un estimateur est sans biais ou asymptotiquement sans biais

et si sa variance tend vers 0 lorsque n tend vers l’infini, alors il est convergent en

EQM.

Exemple 1.3.4 L’estimateur X = 1
n

∑n
i=1Xi est un estimateur convergent de m =

E (X) en EQM, car :

1. X est un estimateur sans biais de m, (voir l’exemple 1.3.1),
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2. V
(
X
)

= V

(
1
n

n∑
i=1

Xi

)
= 1

n2

n∑
i=1

V (Xi) = σ2

n
et lim

n→∞
σ2

n
= 0.

1.3.3 Choix d’un estimateur

Lors de l’estimation d’un paramètre il est possible qu’on ait à notre disposition plus

d’un estimateur. Dans ce cas, il est de toute évidence de choisir le meilleur d’entre

eux. Les deux définitions suivantes nous fournissent un premier aperçu sur sélection

d’un estimateur.

Définition 1.3.5 Soient T1 et T2 deux estimateurs sans biais de θ, on dit que T1 est

plus efficace que T2 s’il est préférable au sens de la variance c’est-à-dire

V (T1) ≤ V (T2) .

Définition 1.3.6 Soient T1 et T2 deux estimateurs de θ, on dit que T1 est meilleur

(plus performant) que T2 au sens de l’EQM, si la variance c’est-à-dire

EQM (T1) ≤ EQM (T2) .

Exemple 1.3.5 Soit X1, .., Xn un n échantillon i.i.d et

T1 = X1+X2

2

T2 = X + X1−X2

2

deux estimateurs de m = E (X).

On a pour T1,
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E (T1) = E

(
X1 +X2

2

)
=

1

2
E (X1 +X2)

=
1

2
(E (X1) + E (X2)) = E (X1)

= m (1.11)

et

V (T1) = V

(
X1 +X2

2

)
=

1

4
(V (X1) + V (X2)) =

1

4
2V (X1)

=
σ2

2
. (1.12)

Et pour T2 on a :

E (T2) = E

(
1

n

n∑
i=1

Xi +
X1 −X2

2

)
= E

(
X
)

+
1

2
(E (X1)− E (X2))

= E
(
X
)

= m (voir exemple 1.3.1), (1.13)

et
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V (T2) = V

(
X +

X1 −X2

2

)
= V

(
X
)

+
1

4
(V (X1) + V (X2))

= V
(
X
)

+
1

4
2V (X1)

=
1

n
σ2 +

1

2
σ2 (voir exemple 1.3.2)

=

(
2 + n

2n

)
σ2. (1.14)

On a d’une part, d’après (2.2) et (2.4) on remarque que les deux estimateurs T1 et T2

sont des estimateur sans biais de m. D’autre part, d’après (2.3) et (2.5) on V (T1) ≤

V (T2) ,. Ainsi, on conclut que l’estimateur T1 est plus efficace que l’estimateur T2.

1.4 Statistique exhaustive

SoitX1, X2, ....., Xn un n−échantillon d’une variable aléatoireX.On notera L(x1, x2....xn; θ)

la densité de (X1, X2, ....., Xn) si X est une variable absolument continue, et la pro-

babilité conjointe P (X1 = x1 ∩ .....X = xn) si X est une variable discrète.

La fonction L(x; θ), considéré comme fonction de θ seul, est appelé “vraisemblance”de

θ.

Soit également, T une statistique en fonction de X1, X2, .., Xn de loi g(t; θ).

Définition 1.4.1 La statistique T sera dite exhaustive, si l’on a L(x, θ) = g(t, θ)h(x).

En d’autres termes si la densité conditionnelle de l’échantillon est indépendante du

paramètre θ.

P (X = x/T = t) ne dépend pas de θ.

La définition ci-dessous signifie qu’une fois T est connu, aucune valeur de l’échantillon
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ni aucune autre statistique ne nous apportera de renseignements supplémentaire sur

θ :

Exemple 1.4.1 Soit X une v.a qui suit la loi de Poisson de paramètre θ, soit

(x1, .., xn) une réalisation d’un n−échantillon iid, et soit la statistique

T =
n∑
i=1

Xi.

On montre que la statistique T est une statistique exhaustive pour θ.

On a :

P (X1, .., Xn/T = t) =
P (X1, .., Xn, T = t)

P (T = t)

La statistique T suit une loi de Poisson de paramètre nθ, alors

P (T = t) =
exp (−nθ) (nθ)t

t!
,

et

P (x1, .., xn, T = t) = P

(
x1, .., xn−1, T −

n−1∑
i=1

xi

)

=
n∏
i=1

(
exp (−θ) (θ)xi

(xi)!

)
exp (−θ) (θ)T−

∑n−1
i=1 xi(

T −
∑n−1

i=1 xi
)
!

=
exp (−nθ) (θ)t

(x1)! (x2)! (xn−1)!
(
T −

∑n−1
i=1 xi

)
!
,

d’où

P (x1, ..., xn/T = t) =
t!

(x1)! (x2)! (xn−1)!
(
T −

∑n−1
i=1 xi

)
!
.

La probabilité conditionnelle ne dépend pas de θ, donc T est bien une statistique

exhaustive pour θ.
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Dans l’exemple ci-dessus, on a vu que le calcul de la probabilité conditionnelle est

loin d’être immédiat. Le théorème 1.4.1 va nous simplifier la tâche.

1.4.1 Théorème de factorisation

Soit un n-échantillon d’une variable aléatoire X. On note L (x, θ) la densité jointe

de X = (x1, .., xn) , elle est appellée fonction de vraissemblance de θ ∈ Θ (ouvert de

Rd, d ≥ 1).

Théorème 1.4.1 (Théorème de factorisation) La statistique T (X) est une statis-

tique exhaustive pour θ si et seulement s’il existe deux fonctions mesurables g et h à

valeurs positives dans R+ telle que la densité jointe se met sous la forme :

L (x, θ) = h (x)× g (T (x) , θ) , θ ∈ Θ;x ∈ Rn,

où

L (x, θ) =


n∏
i=1

f (xi, θ) , si X est absolument continue ;

n∏
i=1

P (xi, θ) , si X est discrète.

avec θ ∈ Θ, x ∈ Rn, g (T (x) , θ) est la densité de la statistique T et h (x) ne dépend

pas de θ.

Exemple 1.4.2 Soit X  U [0, θ] , θ > 0, et X = (x1, .., xn) un échantillon,

T = sup
1≤i≤n

xi.
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D’aprés le théorème de factorisation, la statistique T est exhaustive car :

f (x, θ) =


1
θ
, si 0 ≤ x ≤ θ ;

0, sinon.

L (X, θ) =
n∏
i=1

f (xi, θ) =
1

θn
.

La fonction de répartition de T :

G (t, θ) =


0, si t < 0 ;(
t
θ

)n
, si 0 ≤ t ≤ θ ;

1, si t ≥ θ.

Par conséquent, la densité de T est donnée par :

g (t, θ) =

 n1
θ

(
t
θ

)n−1
= n

θn
tn−1, si 0 ≤ x ≤ θ ;

0, sinon.

On constate que

h (x) =
L(X, θ)

g(t, θ)
=

1

ntn−1
0 ≤ x ≤ θ

ne dépend pas de θ.

Remarque 1.4.1 Le principe de factorisation nous donne un moyen de reconnâıtre

si une statistique est exhaustive, mais ne permet pas de la construire ou même de

savoir s’il en existe une.

1.4.2 Théorème de Darmois

Soit X une v.a. dont le domaine de définition ne dépend pas de θ. Le théorème

de Darmois stipule que une condition nécessaire et suffisante pour que l’échantillon
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Chapitre 1. Introduction à la théorie d’estimation paramétrique

(X1, X2, .., Xn) admette une statistique exhaustive est que la densité f(x, θ) de la

variable aléatoire X appartienne à une famille exponentielle.

La définition suivante nous mis au claire la notion ”loi de famille exponentielle”.

Définition 1.4.2 On appelle famille exponentielle à paramètre θ toute loi de proba-

bilité (discrète ou continue) dont la vraisemblance peut se mettre sous la forme :

f(x; θ) =

 exp [α(θ)β(x) + γ(θ) + δ(x)] si x ∈ χ

0 sinon

– α est une fonction deux fois différentiables à valeurs dans Rd, d ≥ 1.

– β est une fonction mesurable à valeurs dans Rd, d ≥ 1.

– γ est une fonction réelle deux fois différentiables et ne dépend pas de x.

– δ est une fonction borélienne ne dépend pas de θ.

Exemple 1.4.3 Soit X v.a suit une loi γ de paramètre θ inconnu alors :

f (x, θ) =
1

Γ (θ)
exp (−x)xθ−1

= exp

[
ln

(
1

Γ (θ)
exp (−x)xθ−1

)]
= exp [− ln Γ (θ)− x+ (θ − 1) ln (x)]

tel que Γ (θ) est la fonction gamma définie par

Γ (θ) =

∫ ∞
0

xθ−1 exp (−x) dx.

Alors, 

β (x) = ln (x)

α (θ) = θ − 1

γ (θ) = − ln Γ (θ)

δ (x) = −x
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et on a l’application

xi →
n∑
i=1

β (xi) =
n∑
i=1

ln (xi) ,

est bijective et continûment différentiable pour tout i. Donc, la statistique exhaustive

est :
n∑
i=1

ln (Xi) = ln

(
n∏
i=1

Xi

)
.

1.5 Estimateur efficace

Précédemment nous avons abordé le problème du choix d’un estimateur lorsque plu-

sieurs statistiques ont été proposées. Dans cette section nous allons introduire deux

nouvelles notions (Information de Fisher et Borne de Fréchet) qui nous permettra de

vérifier si un estimateur T est efficace ou non.

1.5.1 Information de Fisher

Définition 1.5.1 On appelle quantité d’information de Fisher In (θ) apportée par

un n échantillon sur le paramètre θ, la quantité positive où nulle suivante :

In (θ) = E

((
∂ lnL (X, θ)

∂θ

)2
)

(1.15)

où :

L (x1, x2, ..., xn; θ) =
n∏
i=1

f (Xi, θ) .

Pour beaucoup de modèle statistique le développement de l’expression (1.15) en

sa forme brute est très complexe. Le théorème suivant nous fournis une version

équivalente à l’expression (1.15) dont le développement est moins complexe.

Théorème 1.5.1 Si le domaine de définition de X ne dépend pas du paramètre θ
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Chapitre 1. Introduction à la théorie d’estimation paramétrique

alors :

In (θ) = −E
[
∂S (X, θ)

∂θ

]
= −E

[
∂2 lnL (X, θ)

∂θ2

]
.

Exemple 1.5.1 Soit X une v.a tel que X  N (m,σ2) alors on a :



L (x, θ) = 1
σ
√

2π
exp

(
−1

2

(
x−m
σ

)2
)
,

lnL (x, θ) = −1
2

ln (2π)− ln (σ)− 1
2

(
x−m
σ

)2
,

∂ lnL(x,θ)
∂m

= 1
σ2 (x−m) ,

∂2 lnL(x,θ)
∂m2 = − 1

σ2 ,

Ainsi, l’information de Fisher pour cette v.a est donnée par :

I (m) = −E
(
∂2 lnL (x, θ)

∂m2

)
=

1

σ2
.

Propriétés de l’information de Fisher

La quantité d’information de Fisher vérifiée les propriétés suivantes :

1. La positivité : On a

In (θ) = V (S (X, θ)) ≥ 0, ∀θ.

2. L’additivité : Une autre propriété fondamentale de l’information de Fisher

est son additivité. L’information résultant de deux variables aléatoires indé-

pendantes est la somme de leurs informations de Fisher. Soient X, Y deux v.a

indépendantes. On note IX (θ) et IY (θ) les informations au point θ respective-

ment fournit par X, Y . L’information I(X,Y ) (θ) au point θ du couple (X, Y )
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peut être quantifier par :

I(X,Y ) (θ) = IX (θ) + IY (θ) .

1.5.2 Estimateur sans biais de variance minimale

Il existe plusieurs théorèmes qui montrent que l’estimateur de variance minimale est

lié à l’existence d’une statistique exhaustive.

Théorème 1.5.2 (unicité) S’il existe un estimateur de θ sans biais de variance

minimale, il est unique.

Théorème 1.5.3 (Rao-Blackwell) Soit T un estimateur sans biais de θ quel-

conque et U une statistique exhaustive pour θ. Alors

T ∗ = E(T/U),

est un estimateur sans biais de θ au moins aussi bon que T.

Théorème 1.5.4 S’il existe une statistique exhaustive U de θ, alors l’estimateur T

sans biais de θ de variance minimale est unique et ne dépend que de U.

1.5.3 Inégalité de Fréchet-Darmois-Cramer-Rao(FDCR)

Le résultat suivant nous indique que la variance d’un estimateur ne peut être in-

férieure à une certaine borne, qui dépend de la quantité d’information de Fisher

apportée par l’échantillon sur le paramètre θ : Si le domaine de définition de X ne

dépend pas de θ, on a pour tout estimateur T sans biais de θ :

V (T ) ≥ 1

In (θ)
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et si T est un estimateur sans biais de k (θ) :

V (T ) ≥ [k′ (θ)]2

In (θ)
,

où k est une fonction dérivable.

Définition 1.5.2 On dit que T est un estimateur efficace si :

1. T est un estimateur sans biais de θ et

V (T ) =
1

In (θ)
.

2. T est un estimateur sans biais de k (θ) et

V (T ) =
[k′ (θ)]2

In (θ)
.

1.5.4 Théorème sur l’efficacité

La borne de Cramer-Rao ne peut être atteinte que si la loi de X appartienne à la

faille exponentielle :

f (x, θ) = exp [β (x)α (θ) + δ (x) + γ (θ)]

car T est nécessairement exhaustive pour θ.donc, il n’existe qu’une seule fonction

k (θ) qui puisse être estimée efficacement :

h (θ) = −γ
′ (θ)

α′ (θ)
,

l’estimateur de h (θ) est :

Tn =
1

n

n∑
i=1

β (Xi)
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la variance minimale est

V (Tn) = − 1

nα′ (θ)

∂

∂θ

(
γ′ (θ)

α′ (θ)

)
=

h′ (θ)

nα (θ)
.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit quelques notions sur la théorie d’estimations

paramétriques telles : l’estimation, méthodes d’estimation et qualité d’un estimateur.

Ces différentes notions vont être utiles, d’une manière directe ou indirecte, pour la

discussion des résultats de notre étude de simulation présentée dans le chapitre 3.
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Chapitre 2

Système d’attente markovien avec

feedback dépendant

Introduction

Dans ce chapitre, une brève introduction sur la théorie des files d’attente sera in-

troduite dans un premier lieu. Par la suite, nous présenterons le système de files

d’attente markovien M/M/1 avec Bernoulli feedback de clients et certaines de ses

caractéristiques.

2.1 Notion de file d’attente

Une file d’attente (queue) est un système stochastique composé d’un certain nombre

(fini ou non) de place d’attente, d’un ou plusieurs serveurs et bien sûr de clients qui

arrivent, attendent, se font servir selon des règles de priorités données, et quittent le

système. La figure 2.1 est un schéma simplifier d’un système d’attente simple.
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Arrivées ServiceAttente Départ

Processus
d'arrivées 

Discipline
de service

Processus
de service

Processus
de départ

Figure 2.1 – Représentation d’une file d’attente simple.

2.2 Notation de Kendall-Lee

La notation de Kendall permet de décrire les files d’attente qui ont les propriétés

ci-dessous :

B Les instants auxquels les clients arrivent est un processus de renouvellement en

temps discret ou continu. Autrement dit, les durées entre chaque arrivée suc-

cessive sont identiquement indépendamment distribuée (i.i.d), de loi A sur N

ou [0;∞[. On numérote les différents clients à partir de 0 et l’on suppose que

le client 0 arrive au temps 0. Ainsi, si Tn représente la durée entre l’arrivée du

nieme client et celle du (n+ 1)ieme client, les Tn sont i.i.d, de loi A.

B Les temps de service des différents clients sont i.i.d, et indépendants du processus

des entrées. On note B la loi du temps de service, et Un le temps de service du

nieme client. Ainsi, U0, U1, .... sont i.i.d. de loi B et indépendant de Tn.

Un modèle d’attente est spécifié, en générale, par une suite de six symboles :

A/S/m/K/P/D

La signification de chaque symbole est :

– A : nature du processus des arrivées,

– S : nature du processus de service,

30



Chapitre 2. Système d’attente markovien avec feedback dépendant

– m : nombre de serveurs,

– K : capacité d’accueil de la file d’attente,

– P : taille de la population,

– D : discipline de la file.

Processus d’arrivées Les clients arrivent au sein du système en décrivant un

processus déterminé. Ils peuvent par exemple être régulières et leurs arrivées sont

espacées par un temps égal soit à t, (c’est-à-dire : chaque t unité de temps, on a une

arrivée) mais ce cas est rare et assez difficile à schématiser mathématiquement. Le

modèle le plus simple et le plus courant est celui des arrivées complètement aléatoires,

ce qui est caractérisé par le processus de Poisson.

Processus de service La deuxième composante d’un système de files d’attente est

la quantité de service demandée par un client. Dans la majorité des cas, on suppose

que la population des clients est homogène, ce qui entrâıne que les services demandés

sont identiquement distribués, ou ont une distribution commune dite distribution de

service. En pratique, on rencontre la distribution exponentielle qui est la plus simple à

manipuler mathématiquement. Une propriété assez importante de cette distribution

est son manque de mémoire, qui pourrait être caractérisé par le fait que le temps

résiduel d’un service est indépendant du temps déjà écoulé de ce service.

Dans la description des processus d’arrivées et de service, les symboles les plus cou-

rants sont :

– M : loi Exponentielle (Memoryless).

– Ek : loi d’Erlang − k.

– Γ : loi Gamma.

– D : loi Déterministe (taux d’inter-arrivées ou de service constant).

– G : loi Générale (quelconque).

31



Chapitre 2. Système d’attente markovien avec feedback dépendant

– GI : loi Générale Indépendante.

– Hk : loi Hyper exponentielle− k.

– Ck : loi de Cox− k.

– PHk : loi de type ”phase” à k étapes.

Nombre de serveurs Une station peut contenir plusieurs serveurs disposés en

parallèle ou en série. Soit m le nombre de serveurs. Dès qu’un client arrive à la

station, soit il trouve un serveur libre et le client entre immédiatement en service,

soit tous les serveurs sont occupés et le client se place dans la file en attente d’un

serveur qui se libère.

Pour définir une station multiserveur, il faut définir la distribution de service de

chacun des serveurs. La plupart du temps, les serveurs sont supposés identiques (ils

possèdent donc la même distribution) et indépendants les uns des autres.

Capacité de la file La capacité de la file peut être finie ou infinie. Lorsqu’elle est

limitée et qu’un client arrive alors que cette file est pleine, le client est perdu, ou

rentre dans l’orbite, s’il s’agit des systèmes avec rappels.

Discipline du service La discipline de service détermine l’ordre dans lequel les

clients sont rangés dans la file et y sont retirés pour recevoir un service. Les disciplines

les plus courantes sont :

B FIFO (First In First Out) ou PAPS (Premier Arrivé Premier Servi) : C’est le cas

standard, dans laquelle les clients sont servis suivant l’ordre de leurs arrivées.

B LIFO (Last In First Out) ou DAPS (Dernier Arrivé Premier Servi) : Cela cor-

respond à une pile, dans laquelle le dernier client arrivé (donc posé sur la pile)

sera le premier traité.

B RANDOM (Aléatoire) : Les clients accèdent au serveur de manière aléatoire,
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indépendamment de l’ordre des arrivés.

B Round−Robin (Cyclique) : Tous les clients de la file d’attente entrent en service à

tour de rôle, effectuent un quantum Q de leurs temps de service et sont replacés

dans la file, jusqu’à ce que leur service soit totalement accompli. Cette discipline

de service a été introduite afin de modéliser des systèmes informatiques en

particulier.

B Avec priorité : Chaque client a une priorité (statique ou dynamique c’est-à-dire

absolue ou relative), le serveur sélectionne le client de haute priorité.

Remarque 2.2.1 Lorsque les trois derniers éléments de la notation de Kendall ne

sont pas précisés, il est sous-entendu que :

K =∞ , P =∞ , D = FIFO.

2.3 Mesures de performance d’une file d’attente

L’étude d’une file d’attente ou d’un réseau de files d’attente a pour but de calculer

ou d’estimer les performances d’un système dans des conditions de fonctionnement

données. Ce calcul se fait le plus souvent pour le régime stationnaire uniquement et

les mesures les plus fréquemment utilisées sont :

B L : Nombre moyen de clients dans le système,

B Q : Nombre moyen de clients dans la file d’attente,

B T : Temps moyen de séjour d’un client dans le système,

B W : Temps moyen d’attente d’un client dans la file,

B U : Taux d’utilisation de chaque serveur,

Il est à noter que ces mesures ne sont pas indépendantes les unes des autres, mais

sont liées par les relations suivantes :
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B L = λT (Formule de Little), où λ représente le taux d’arrivées.

B Q = λW.

B T = W + 1
µ
, où µ représente le taux de service.

B L = Q+ ρ, tel que ρ est la charge du système donnée par (2.1).

De manière générale, une file d’attente est stable si et seulement si le nombre moyen

d’arrivées de clients par unité de temps, noté λ, est inférieur au nombre moyen de

clients pouvant être servis par unité de temps. Si chaque serveur peut traiter µ clients

par unité de temps et si le nombre de serveurs est m, dans ce cas la file est stable si

et seulement si :

λ < mµ⇔ ρ =
λ

mµ
< 1. (2.1)

Dans la théorie des files d’attente, une file d’attente classique peut être décrite comme

un système dans lequel les clients arrivent selon un processus d’arrivées, pour être

servis par une installation de service selon un processus de service. Cependant, en

pratique différents comportements du (des) serveur(s) et des clients peuvent être

identifiés.

L’une des situation qu’on peut distinguer dans la pratique est bien que celle où tous

les clients demandent le service principal et quelques-uns d’entre eux ont besoin de

demander un autre service dite supplémentaire. Ce phénomène est bien connu dans

la littérature de la théorie de files d’attente par la notion de ”feedback de clients”.

Un exemple de file d’attente gouverné par cette variante sera exposé dans la section

suivante.
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2.4 File d’attente M/M/1 avec feedback dépen-

dant

Dans cette, nous proposons de considéré un système markovien (M/M/1) où le feed-

back des clients se fait selon une loi de Bernoulli mais sous l’hypothèse que le para-

mètre de cette loi dépend du nombre de clients dans le système.

2.4.1 Description du modèle

Considérons le modèle d’attente M/M/1 avec Bernoulli feedback fonctionnant sous

les hypothèses suivantes :

– Les arrivées des clients de l’extérieurs, dites arrivées régulières, se produisent selon

un flux de Poisson avec un taux d’arrivée moyen λ.

– Les clients sont servis selon le principe ”Premier Arrivé, Premier Servi” (FCFS :

First Come, First Served). De plus, les temps de service sont supposés être distri-

bués selon une distribution exponentielle de taux µ.

– Après avoir obtenu un service insatisfaisant, avec une probabilité β′n = 1 − βn

(0 < βn ≤ 1, n est le nombre de clients dans le système), le client peut rejoindre

à nouveau le système, à la fin de la file d’attente, en tant que client de Bernoulli

feedback pour recevoir un autre service supplémentaire. Sinon, il quitte le système

définitivement avec une probabilité complémentaire, c’est-à-dire avec une proba-

bilité βn.

– Pour le service des deux types de clients, nous ne faisons pas la distinction entre

une arrivée régulière et un client de Bernoulli feedback.

– Les processus des inter-arrivées et le processus de service sont supposé indépen-

dants.

Le modèle peut être illustré par le schéma présenté dans la figure 2.2.

35



Chapitre 2. Système d’attente markovien avec feedback dépendant

µExp(λ)
β

1−βn

n

n: est le nombre de clients dans le système

Exp(µ)

Figure 2.2 – Representation d’une file d’attente M/M/1 avec Bernoulli feedback.

2.4.2 Probabilité d’état du système

Dans cette section, nous allons présenter les probabilités d’état du système en régime

stationnaire. Pour cela, soient les notations suivantes qui sont utilisées tout au long

de la section. On note N(t) la variable désignant le nombre de clients dans le système

à l’instant t et πn(t) la probabilité qu’il y ait n clients dans le système à la date t :

πn(t) = P (N(t) = n), n ∈ N.

Ainsi, à l’état stationnaire πn;n ≥ 0, sera la probabilité qu’il y ait n clients dans le

système. En appliquant la théorie du processus de Markov, il est facile de formuler

les équations des probabilités de transition qui régissent le processus {(N(t), t ≥ 0}

et, par conséquent, nous pouvons déduire les équations d’état d’équilibre données

dans les expressions (2.2)–(2.3).

π0(t+ dt) = (1− λdt) π0 (t) + µ1dtπ1 (t) , n = 0, (2.2)

πn(t+ dt) = λdtπn−1(t) + (1− (λ+ µn) dt) πn(t) + µn+1dtπn+1(t), n ≥ 1.(2.3)
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avec

µn = µβn.

Ainsi, le système d’équations ci-dessus peut être récrit sous la forme suivant :

π′0(t) = −λπ0(t) + µ1π1(t), n = 0 (2.4)

π′n(t) = λπn−1(t)− (λ+ µn)πn(t) + µn+1πn+1(t), n ≥ 1 (2.5)

avec π′n(t) est la dérivée de πn(t).

Par conséquent, si le régime stationnaire existe alors, les équations (2.4)–(2.5) seront

réduites à :

λπ0 = µ1π1, n = 0, (2.6)

(λ+ µn) πn = λπn−1 + µn+1πn+1, n ≥ 1. (2.7)

Ainsi, la résolution de ce dernier système par le principe de récurrence nous permet

de conclure que :

1. Le système considéré est stable (le régime stationnaire existe) si seulement si

ρ =
λ

µ
< sup

n
βn (2.8)

2. Si le système est statble alors πn existent et sont donnés par :

πn = ρnπ0 pour n = 0, 1, 2, 3, ... (2.9)

avec

π0 =

[
n∑
n=1

ρn

]−1

(2.10)
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et

ρn =


1 , si n = 0
n∏
i=1

λ
µβi

, si n ≥ 1
(2.11)

2.5 Exemples d’application

Dans ce passage, nous introduisant les expressions explicites des caractéristiques du

système précédent pour deux formes particulières de la probabilité βn. Mais avant

cela, rappelons d’abord que le nombre moyen de clients dans le système et en file

sont définis respectivement par :

Ls =
∞∑
n=0

nπn (2.12)

Lq =
∞∑
n=1

(n− 1)πn =
∞∑
n=1

nπn −
∞∑
n=1

πn = Ls − (1− π0) (2.13)

Une autre mesure de performance de grande importance et spécifique pour de tels

système, c’est-à-dire les systèmes d’attente avec feedback dépendant, est la proba-

bilité moyenne de quitter le système E(βn). Par définition E(βn) est donnée comme

suit :

E(βn) =
∞∑
n=1

βnπn
1− π0

=
ρ

1− π0

. (2.14)

2.5.1 Exemple 01 : Cas feedback constante (βn = β)

Concéderons que βn = β, n ≥ 1 en exploitant les définitions et les résultats exposés

précédemment on peut montrer que :
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1. L’expression de ρn pour n ≥ 1, dans ce cas, est donné par :

ρn =

(
ρ

β

)n
.

2. La condition de stabilité du système est :

ρ < β.

3. La probabilité que le système soit vide est donnée par :

π0 = 1− ρ

β
. (2.15)

4. Sous la condition de statbilité du système, l’expression du nombre moyen de

clients dans le système est donnée par :

Ls =
ρ

β − ρ
. (2.16)

5. Sous la condition de statbilité du système, l’expression du nombre moyen de

clients dans la file d’attente :

Lq =
ρ2

β (β − ρ)
. (2.17)

2.5.2 Exemple 02 : Cas βn = n
n+1

Concéderons que βn = n
n+1

, n ≥ 1 en exploitant les définitions et les résultats exposés

précédemment on peut montrer que :

1. L’expression de ρn pour n ≥ 1, dans ce cas, est donné par :

ρn = (n+ 1) ρn. (2.18)
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2. La condition de stabilité du système est :

ρ =
λ

µ
< 1.

3. La probabilité que le système soit vide est donnée par :

π0 = (1− ρ)2 . (2.19)

4. Sous la condition de statbilité du système, l’expression du nombre moyen de

clients dans le système est donnée par :

Ls =
2ρ

1− ρ
. (2.20)

5. Sous la condition de statbilité du système, l’expression du nombre moyen de

clients dans la file d’attente :

Lq =
(3− ρ)ρ2

(1− ρ)
. (2.21)

Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés particulièrement au système d’attente

M/M/1 avec feedback dépendant dans un cadre probabiliste c’est-à-dire les para-

mètres de départ (taux d’arrivée λ, taux de service µ et la distribution βn, n ≥ 1)

décrivant notre système sont supposés connus.

Dans le chapitre suivant, nous allons reconsidérer le même système d’attente mais

cette fois-ci sous l’hypothèse que les paramètres de départ le décrivant ne sont dispo-

nibles que sous forme d’échantillon. Par conséquent, pour l’évaluation de performance
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du système dans telles situations le recours à la théorie d’estimation est nécessaire.
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Chapitre 3

Estimation des caractéristiques du

système

Introduction

Dans ce chapitre, nous avons considéré l’analyse des propriétés statistiques (biais,

variance, MSE,...) des estimateurs des mesures de performance stationnaires du sys-

tème d’attente M/M/1 avec feedback dépendant. En effet, sous l’hypothèse que les

paramètres de départ décrivant notre système d’attente ne sont disponibles que sous

forme d’un ensemble d’observations que nous avons échantillonnées à l’aide de la

simulation à événements discrets et en procédant par le principe de plug-in, nous

avons analysé l’impact de l’estimation de ces paramètres départ sur la qualité des

estimations des mesures de performance du système en question.

3.1 Présentation de l’application

Dans cette section, nous avons considéré le même système d’attente décrit dans la

Section 2.4.1, et nous supposons que les paramètres de départ (taux d’arrivée λ, taux
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de service µ et la distribution βn, n ≥ 1) du système ne sont connus qu’à partir d’un

échantillon d’observations. Dans une telle situation, il est clair que la substitution des

paramètres de départ, supposés inconnus, par leurs estimateurs dans les expressions

des mesures de performance du système ne nous fournira que des estimations pour

ces mesures de performance.

L’idée de la présente étude est d’analyser, par simulation, l’impact de l’estimation des

paramètres de départ décrivant le modèle en question sur les propriétés statistiques

(distribution, biais, variance et erreur quadratique, loi) des estimateurs de ses mesures

de performance données comme suit :

Estimation du taux des arrivées :

λ̂ =
Na

Tmax
; (3.1)

avec Tmax est la durée de simulation et Na est le nombre total de clients arrivées

durant l’intervalle ]0, Tmax[.

Estimation du taux de service :

µ̂ =
Ns

Ts
; (3.2)

avec NS est le nombre totale de clients servis durant l’intervalle ]0, Tmax[ et Ts

est le temps cumulés des NS services.

Estimation de la charge du système :

ρ̂ =
λ̂

µ̂
; (3.3)
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Estimation de la probabilité moyenne de non-feedback :

β̂ =
NQ

Nfs

=
1

Nfs

Nfs∑
i=1

Xi; (3.4)

avec Nfs est le nombre total de fins de service durant la simulation et Xi

représente la décision du client à la fin du i-ième service où

Xi =

 1, si le client quitte définitivement le système ;

0, si le client rejoint à nouveau le système (feedback).

Par conséquent, NQ représente le nombre total de client qui ont décidés de

quitter définitivement le système à la fin de leurs service durant la simulation.

Estimation de la probabilité que le système soit vide :

π̂0 = (1− ρ̂)2; (3.5)

Estimation de nombre moyen de clients dans le système :

L̂s =
2ρ̂

1− ρ̂
; (3.6)

Pour répondre à notre objectif, dans un premier lieux nous avons implémenter sous

l’environnement MATLAB, un simulateur qui peut imiter le comportement du mo-

dèle d’attente considéré (voir Figure 3.1). Par la suite, pour réaliser les différents

calculs intervenants dans l’analyse, nous avons implémenté un deuxième programme

sous Matlab dont la principale tâche est d’exécuter les étapes suivantes.

Etape 0. Lire les paramètres de départ décrivant le système d’attente en question.

Etape 1. Générer mc échantillons pour ces paramètres en exécutant mc fois le si-

mulateur.
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Etape 2. Estimer les paramètres inconnus pour chacun des mc échantillons.

Etape 3. Calculer les caractéristiques stationnaires du système pour les estimations

obtenues à l’étape 2.

Etape 4. Présentez les propriétés statistiques (numériques et/ou graphiques) des

caractéristiques obtenues en 3.

3.2 Biais, variance et MSE des estimations

Dans cette application, nous nous somme focaliser sur l’analyse de la convergence

des estimations des caractéristiques du système d’attente M/M/1 avec feedback dé-

pendant au sens du biais, de variance et du MSE. Pour l’application numérique, nous

avons fixé les différents paramètres associés au système d’attente considéré comme

suit : µ = 1 et une probabilité de feedback 1− βn = 1− n
n+1

, n ≥ 1, et nous faisons

varier : la charge du système ρ = λ ∈ {0.2, 0.4, 0.6, 0.8} et la durée de simulation

Tmax ∈ {200, 300, ..., 1000}.

Table 3.1 présente les caractéristiques exactes du système lorsque ont considére les

paramètres ci-dessus. Tandis que les deux Tables 3.2 et 3.3 présentent leurs estima-

tions moyenne obtenues sur 100 échantillons (mc = 100). La variation de la variance

et du MSE des estimations obtenues dans les différentes situations considérées, est

présentée dans Figures 3.2–3.5.

λ µ ρ Ls π0 E(β)

0.20 1.00 0.20 0.5000 0.6400 0.5556

0.40 1.00 0.40 1.3333 0.3600 0.6250

0.60 1.00 0.60 3.0000 0.1600 0.7143

0.80 1.00 0.80 8.0000 0.0400 0.8333

Table 3.1: Caractéristiques exactes du système
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1 function [ Results ]  = simulationFeedBack ( lambda , mu  , beta_n , Tmax )
2 t = [ 0   inf inf ];
3 n=0 ;
4 Pi =zeros ( 1000 , 1 );
5 tsim =0 ;
6 Na=0 ;
7 Ns =0 ;
8 Ts =0 ;
9 Ta =0 ;

10 Nfs =0 ;
11 NQ=0 ;
12 while tsim < Tmax
13 switch tsim
14 case t ( 1 ) %  L'arrivée d'un nouveau client de l'exterieur
15 Na=Na+1 ; %  Sommation du Nombre d'arrivées
16 n=n+1 ;
17 if n==1
18 t ( 2 )= t ( 1 );
19 end
20 ta =random ( 'exp' , 1/ lambda ); % Générer une v.a exponentielle 
21 t ( 1 )= t ( 1 )+ ta ;
22 Ta =Ta +ta ; %  Sommation des durées d'inter-arrivées.
23 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
24 case t ( 2 ) % Début d'un service
25 Ns =Ns +1 ; % Incrémentation du nombre de clients servis.
26 s =random ( 'exp' , 1/ mu ); %Généer une durée de service selon une loi Exp(mu)
27 t ( 3 )= t ( 2 )+ s ;
28 Ts =Ts +s ; % Sommation des durées de service
29 t ( 2 )= inf ;
30 case t ( 3 ) % Fin d'un service
31 Nfs =Nfs +1 ;
32 u=random ( 'unif' , 0 , 1 );
33 if u<beta_n ( n)
34 NQ=NQ+1 ;
35 n=n- 1 ;
36 end
37 if ne ( n, 0 )
38 t ( 2 )= t ( 3 );
39 end
40 t ( 3 )= inf ;
41 end
42 tsim1 = tsim ;
43 tsim = min ( t );
44 Pi ( n+1 )= Pi ( n+1 ) +  ( tsim - tsim1 );
45 end
46 Pi = Pi / sum( Pi );
47 Lambdahat = Na/ tsim ;
48 Muhat = Ns / Ts ;
49 Rhohat = Lambdahat / Muhat ;
50
51

Betahat = NQ/ Nfs ;

52
P0 =  (1- Rhohat )^ 2 ;

53
Ls =  ( 2* Rhohat )/( 1- Rhohat );

54 Results =   [ Na Nfs Lambdahat Muhat Rhohat Betahat Ls P0 ];
55 end

% Incrémentation du nombre de services.

%Le client Quitte le système

% Estimation des probabilités Pn 
% Estimation du taux des arrivées
% Estimation du taux de service
% Estimation de la charge du système
% Estimation de beta moyenne
% Estimation de P0 
% Estimation de Ls 

Figure 3.1 – Code de source du simulateur implémenté sous MATLAB.
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ρ = λ Tmax Na Ns λ̂ µ̂

min(Na) Na max(Na) min(Ns) Ns max(Ns)

200 27 41.76 69 51 74.24 118 0.2062 1.0025

0.2 500 84 102.97 130 147 183.22 250 0.2043 1.0093

1000 167 200.21 252 284 358.00 451 0.1994 0.9955

200 57 81.02 111 95 127.79 168 0.4023 1.0062

0.4 500 169 202.81 236 276 322.60 372 0.4046 0.9945

1000 344 400.19 452 557 637.13 735 0.3997 1.0010

200 95 121.29 154 141 168.81 198 0.6039 1.0104

0.6 500 266 301.54 348 379 420.50 477 0.6021 1.0099

1000 541 603.65 674 763 840.66 912 0.6032 0.9993

200 130 159.05 195 161 188.78 223 0.7930 0.9956

0.8 500 340 400.47 450 403 475.16 514 0.8002 0.9970

1000 734 803.19 863 898 959.25 1019 0.8026 1.0037

Table 3.2: Estimations des paramètres de départ du système

ρ = λ Tmax ρ̂ β Ls π0

200 0.2079 0.5565 0.5203 0.6281

0.2 500 0.2037 0.5615 0.5034 0.6373

1000 0.2010 0.5590 0.5006 0.6406

200 0.4026 0.6249 1.2784 0.3633

0.4 500 0.4082 0.6244 1.3274 0.3505

1000 0.3998 0.6267 1.3145 0.3632

200 0.6004 0.7002 2.8702 0.1630

0.6 500 0.5973 0.7111 2.8476 0.1666

1000 0.6045 0.7144 3.0458 0.1579

200 0.7995 0.8037 6.1504 0.0511

0.8 500 0.8046 0.8262 7.3942 0.0454

1000 0.8006 0.8295 7.5727 0.0440

Table 3.3: Estimations des caractéristiques du système
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Figure 3.2 – Variance et MSE de l’estimateur de ρ en fonction de Tmax et ρ.
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Figure 3.3 – Variance et MSE de l’estimateur de E(βn) en fonction de Tmax et ρ.
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Figure 3.4 – Variance et MSE de l’estimateur de π0 en fonction de Tmax et ρ.
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Figure 3.5 – Variance et MSE de l’estimateur de Ls en fonction de Tmax et ρ.
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D’après les résultats graphiques présentés dans la figure 3.2 on remarque que :

– En fur et à mesure que la durée de simulation (la taille de l’échantillon) augmente

la variance et le MSE de l’estimateur de la charge du système ρ décroits. Ceci

signifié que l’estimateur de ρ est convergent au sens de la variance et du MSE. Par

conséquent, converge en biais car

MSE(ρ̂) = Biais2(ρ̂) + v(ρ̂).

– La valeur de l’erreur quadratique moyenne de l’estimateur et celle de sa variance

sont pratiquement égales. Ceci nous permet de conclure que l’estimateur en ques-

tion est un estimateur sans biais.

– La qualité des estimations est inversement proportionnelle à la charge du système.

D’après les résultats graphiques présentés dans la figure 3.3 on remarque que :

– En fur et à mesure que la durée de simulation augmente la variance et le MSE de

l’estimateur de la charge du système décroits. Ceci signifié que l’estimateur de la

probabilité moyenne de quitter le système est convergent au sens de la variance et

du MSE. Par conséquent, converge en biais. Ce dernier constat peut être dégagé

également on comparant les résulats rangés dans la Table 3.3 avec ceux de la Table

3.1.

– L’estimateur de la probabilité moyenne E(β) est un estimateur asymptotiquement

sans biais. En effet, car d’une part, pour de petites durées de simulation les écarts

entre les valeurs du MSE de l’estimateur et celles de leurs variances sont relative-

ment considérables et d’autre part ces écarts se réduises en fur et à mesure que la

durée de simulation augmente où on constatera que MSE ' var.

– La qualité des estimations dépend de la charge du système où les estimations les

plus performantes sont obtenues pour des charges moyennes et elles perdent leurs

qualités pour de faibles et fortes charges.
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D’après les résultats graphiques présentés dans la figure 3.4 on remarque que :

– En fur et à mesure que la durée de simulation augmente la variance et le MSE

de l’estimateur de la probabilité π0 décroits. Ceci signifié que l’estimateur π̂0 est

convergent au sens de la variance et du MSE. Par conséquent, converge en biais.

– La valeur de l’erreur quadratique moyenne de l’estimateur et celle de sa variance

sont pratiquement égales. Ceci nous permet de conclure que l’estimateur en ques-

tion est un estimateur sans biais.

– Pour de faible et moyenne charge du système, on obtient des estimateurs ayant pra-

tiquement la même qualité. Mais ça reste que les estimateurs les plus performants

sont obtenus dans le cas de forte charge du système.

D’après les résultats graphiques présentés dans la figure 3.5 on constate que :

– Pour de faibles et moyennes charges du système les remarques faites dans le cas

d’estimation de la charge du système ρ restent valable pour l’estimation du nombre

moyen de clients dans le système Ls.

– Pour de fortes charges du système, quel que soit la durée d’échantillonnage, on

obtient des estimateurs de Ls de mauvaises qualités. Ceci est engendré principale-

ment par la lente convergence du biais (voir Tables 3.1 et 3.3) et de sa variation

considérable. Mais, il est à noter que ce problème est lié à la théorie des files

d’attente et non à la théorie d’estimation statistique. En effet, il est bien connu

dans la théorie des files d’attente que lorsque la charge du système se rapproche

de 1 (ρ ' 1) le système est susceptible à être instable. Autrement dit, lorsque la

charge est proche de 1, le processus X(t) représentant le nombre de clients dans

le système a tendance à ne pas être stationnaire où

lim
t→∞

E(X(t)) = lim
t→∞

V (X(t)) =∞.
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3.3 Distribution des estimations

L’objectif de la présente application est de visualiser graphiquement la distribution

des estimations des caractéristiques du système d’attente M/M/1 avec feedback dé-

pendant, afin de vérifier leurs normalité asymptotique.

Pour l’application numérique, nous avons fixé les différents paramètres associés au

système d’attente considéré comme suit : µ = 1 et une probabilité de feedback

1 − βn = 1 − n
n+1

, n ≥ 1, et nous faisons varier la charge du système ρ = λ ∈

{0.3, 0.6, 0.9} et la durée de simulation Tmax ∈ {250, 500, 1000}.

Les histogrammes des distributions des estimations des caractéristiques du système

en question obtenus sur 1000 échantillons (mc = 1000) et pour les paramètres ci-

dessus sont présentées dans les figures 3.6–3.9.
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Figure 3.6 – Distribution de l’estimateur de ρ en fonction Tmax et ρ.
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Figure 3.7 – Distribution de l’estimateur de E(βn) en fonction Tmax et ρ.
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Figure 3.8 – Distribution de l’estimateur de π0 en fonction Tmax et ρ.
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Figure 3.9 – Distribution de l’estimateur de Ls en fonction Tmax et ρ.

Discussion des résultats :

– D’après les résultats graphiques présentés dans la figure 3.6 on conclut que la dis-

tribution de l’estimateur de la charge du système est pratiquement une loi normale

et ceci quel que soit la charge du système retenu et la durée de l’échantillonnage.

– D’après les résultats graphiques présentés dans la figure 3.7 on conclut que pour

de faibles et moyennes charges du système la distribution de l’estimateur de la

probabilité moyenne de quitter le système est pratiquement une loi normale pour

toutes les durées de l’échantillonnage considérées dans l’étude. Tandis que, pour de

fortes charges du système la distribution de l’estimateur de la probabilité moyenne

s’éloigne de la distribution normale particulièrement lorsque des petites durées de

simulations (de petit échantillons).

– D’après les résultats graphiques présentés dans la figure 3.8 on conclut que pour

de faibles et moyennes charges du système la distribution de l’estimateur de la
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probabilité π0 est pratiquement une loi normale pour toutes les durées de l’échan-

tillonnage considérées dans l’étude. Tandis que pour de fortes charges du système,

la distribution de l’estimateur π̂0 est très distincte de la distribution normale.

– D’après les résultats graphiques présentés dans la figure 3.9 on conclut que pour

de faibles charges du système la distribution de l’estimateur du nombre moyen de

clients dans le système Ls est pratiquement une loi normale pour toutes les durées

de l’échantillonnage considérées dans l’étude. Par contre, dans le cas de moyennes

et de fortes charges la distribution de l’estimateur L̂s elle est très distincte de la

distribution normale.

Conclusion

L’étude de simulation réaliser dans ce chapitre nous laisse de conclure que la qualité

des estimations des mesures de performance d’un système d’attente M/M/1 avec

Bernoulli feedback dépend à la fois d’un aspect statistique (la longueur de l’inter-

valle d’échantillonnage) et d’un aspect de la théorie de files d’attente (la charge

du système). Plus précisément, nos résultats montrent que d’une manière générale,

la qualité des estimations sont proportionnelle (respectivement, inversement pro-

portionnelle) à la longueur de l’intervalle de l’échantillonnage (respectivement, à la

charge du système).
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Conclusion générale

L’objectif du présent travail était d’analyse les propriétés statistiques des estimations

des caractéristiques stationnaires d’un système d’attente markovien avec Bernoulli

feedback dont la probabilité de feedback dépend du nombre de clients dans le système.

Ainsi, pour répondre à notre objectif et pour comprendre au mieux le travail réalisé,

nous avons introduit dans un premier lieu quelques notions liées à la théorie d’estima-

tion paramétrique et la théorie des files d’attente. Dans ce dernier point, nous avons

mis l’accent sur le modèle d’attente M/M/1 avec Bernoulli feedback où nous avons

exposé sa description, les équations d’équilibre lui associées ainsi que quelques-unes

de ses mesures de performance stationnaires.

L’étude de simulation munie dans ce travail sur différents temps d’échantillonnage

(simulation), différentes charges du système montrent, d’une part, que la qualité des

estimations dépend à la fois de la charge du système, la durée de simulation et la

caractéristique considérée dans l’estimation. D’autre part, l’impact de l’aspect de la

théorie des files d’attente sur la qualité des estimations est plus considérable que

celui d’aspect statistique.

Un autre constat de grande importance est que la distribution asymptomatique des

estimations ne se présente pas toujours sous forme d’une loi normale. Autrement dit,

le comportement asymptomatique de la loi des estimations n’obéissent pas toujours

au théorème central limite.
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Conclusion générale

Enfin, le présent travail peut être complété par ce qui suit :

• Confirmer théoriquement les résultats (convergence en EQM et en loi) obtenus

dans le présnet travail.

• Dégager les lois des estimations et leurs lois limite également.

• Considérer d’autres types d’échantillonnage et comparer la qualité des estimations.
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Résumé

Dans ce travail, nous avons abordé le problème d’estimation des caractéristiques sta-

tionnaires du système d’attente M/M/1 avec Bernoulli feedback. L’étude de simula-

tion munie pour différents temps d’échantillonnage (simulation), différentes charges

du système montrent, d’une part, que la qualité des estimations et leurs convergence

en loi dépend à la fois de la charge du système, la durée de simulation et la caractéris-

tique considérée dans l’estimation. D’autre part, l’impact de l’aspect de la théorie des

files d’attente sur la qualité des estimations est plus considérable que celui d’aspect

statistique.

Mots clés : File d’attente markovien, feedback, estimation, convergence, EQM.

Abstract

In this work, we tackled the problem of estimating the stationary characteristics of

the M/M/1 waiting system with Bernoulli feedback. The simulation study provided

for different sampling times (simulation times), and different system traffic intensity

show, on the one hand, that the quality of the estimates and their convergence in

law depends both on the system traffic intensity, the duration of the simulation, and

the characteristic considered in the estimation. On the other hand, the impact of the

queuing theory on the quality aspect of the estimates is more considerable than that

of the statistical one.
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 الملخص
مع ردود الفعل برنولي.  M  /M/  1نظام الانتظار ثابتة  صفي هذا العمل تناولنا مشكلة تقدير الخصائ

 ية،ناحمن  النظام،تظهر رسوم  ةمختلف )،أخذ العينات المختلفة (المحاكاة المقدمة لأوقات المحاكاة ةدراس
خاصية وال ةومدة المحاكا النظام،التقارب في القانون يعتمد على حد سواء على تحميل  تأن جودة التقديرا

ية التقديرات لى نوعمن نظرية الطابور ع بفإن تأثير الجان أخرى،التي تم النظر فيها في التقدير. من ناحية 
 .من الجانب الإحصائي هو أكثر أهمية

  .التقارب التقدير، الفعل،ردود  ماركوفيان،قائمة انتظار  الكلمات المفتاحية:
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