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Introduction

es formes quadratiques définie sur un vecteur gaussien sont un sujet important
Ldans les mathématiques modernes. Elles ont des applications en statistique, en
théorie de I'information et en théorie du signal. Une forme quadratique est une expression
de la forme ax% +bx§ +cx1xe, 00l 21 et x9 sont des variables et a, b et ¢ sont des constantes.

Lorsqu’on parle de formes quadratiques définies sur un vecteur gaussien, on considére que

les variables sont des composantes d’un vecteur aléatoire gaussien.

Elles sont utilisées en statistique pour modéliser la distribution des données ainsi que pour

estimer les coefficients des modeles de régression linéaire multiple. En d’autres termes,

I’objectif de 'utilisation des formes quadratiques en statistique est de comprendre et ca-

ractériser la structure des données afin d’effectuer des inférences sur des populations.

Ce mémoire se compose de deux chapitres :

e Chapitre 1 : Vecteurs aléatoires. Ce chapitre, est consacré a la définition et aux pro-
priétés des vecteurs aléatoires et a leurs types (discret et continu). Et s’attache & donner
un exemple pour chaque type de vecteur aléatoire.

e Chapitre 2 : Vecteurs aléatoires gaussiens. Dans ce chapitre, on introduit quelques
notions sur les vecteurs aléatoires gaussiens, la loi du Khi-deux et les résultats fonda-
mentaux sur les formes quadratiques.

Les résultas et les représentations graphiques sont obtenus a I’aide du logiciel de traitement

statistique R et les codes de programmation sous R, et les abréviations et notations utilisées

sont rassemblés en deux annexes.



Chapitre 1

Vecteurs aléatoires

Ce chapitre est consacré aux notions de base (loi de probabilité multivariée, fonc-
tion de densité, vecteur moyen, matrice de covariance, fonction caractéristique,...)

sur les vecteurs aléatoires.

1.1 Vecteur aléatoire

Définition 1.1.1 Soient X1, Xs, ..., X, (p > 1) des variables aléatoires (v.a) définies sur
un espace probabilisable (2, A) . Le p-uplet X = (X1, Xa,....X},)" est appelé vecteur aléatoire

réel sur (2, A). Ce vecteur prend ses valeurs dans RP :

X: QO — RpP
w o~ X(W) = (X1(w), .. Xp(w))

On Dappelle aussi v.a multidimensionelle ou multivariée.

Remarque 1.1.1 1. Les v.a Xy, Xy, ..., X, sont appelées composantes du vecteur X.

2. Dans le cas particulier p =2 on parle de couple aléatoire.

Selon la nature des composantes X, X, ..., X,,, on distingue deux types de vecteurs aléa-

toires : discret et continu. On note que, par la suite, on ne va s’interesser qu’aux vecteurs
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aléatoires continus.

Définition 1.1.2 Le vecteur aléatoire X est dit discret si chacune de ses composantes est
une v.a discréte. Dans le cas ot ces composantes sont des v.a continues, on dira que X

est un vecteur aléatoire continu.

1.2 Loi de probabilité

1.2.1 Fonction de répartition conjointe

La loi d’un vecteur aléatoire X est donné par sa fonction de répartition F' définie sur RP
par

F(zy,...,xp) == P(X1 < x1,.... X, < 1). (1.1)

Elle possede des propriétés semblables a celles d'une v.a (unidimensionnelle) (voir [4], page

47).

1.2.2 Densité de probabilité conjointe

La fonction de répartition F, définie par (1.1]), étant dérivable (presque partout) sur R?,

on définit la densité de probabilité conjointe par

N 83:1....8xp '

Elle vérifie les deux assertions suivantes (voir [4], page 48) :
e f est positive.

e f est intégrable avec /f(:vl, ey p)dry..dx, = 1.

RP

Remarque 1.2.1 On exprime la fonction de répartition en termes de la densité de pro-
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babilité :
F(zq, .. / /f Uty ooy Up )y ...y,

1.2.3 Densités marginales et conditionnelles
Soit Xy (k=1,...,p) une composante quelconque du vecteur aléatoire X. La fonction de
répartition marginale de X, est définie par (voir [4], page 69)

Fi(zy) == P(Xy < xp) = F(o0, ..., 00, T, 00, ..., 00),

et sa densité de probabilité marginale est

8Fk xk

Ji (z) = /fﬂfl,---, Ydxy...deg_1dzgy...dz).

Si on partage le vecteur X en deux blocs (sous vecteurs) X := (X, Xy, X)) et

X® = (X1, Xs, ..., X,) de dimensions respectives g et p — ¢ telles que 1 < g <p—1:

x@
X = . (1.2)
X2

Alors, on définit la fonction de répartition et la densité de probabilité de X par
F(xy,.ny) = P(Xy <ay,.., Xy <xgy Xgp1 < 00,..., X, < 00),

et

f(z1, ..,z / /f X1y ooy Tp) AT g1 ...d Ty,

respectivement. Autrement dit, la densité conjointe des composantes X3, ..., X, est obtenue

en intégrant la densité du vecteur (X1, ..., Xp)/ par rapport aux coordonnées restantes.
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Remarque 1.2.2 Plus généralement, la densité d’un sous ensemble de composantes est

obtenue en intégrant la densité conjointe f par rapport au sous ensemble complémentaire

(voir [4], page 50).

La densité conditionnelle du bloc X ? sachant X (1) est définie, dans le cas ot f (z, ..., zg)

est non nulle, par

f(xla . 7'rp)
Tgi1y ey Tp) =
fX(2)/X(1)( q+1 p) f (Ily ’ :L‘q)
1.2.4 Indépendance
Les composantes Xj, ...., X, du vecteur X sont dites indépendantes si et seulement si les

densités conditionnelles sont égales aux densités marginales respectives :

ka/(Xl,...,Xk,l,XkH,.‘.,Xp)($k> = ka (Ik), kE=1,..p.

Ceci est équivalent & dire que la densité conjointe est égale au produit des densités mar-

ginales : (voir [3], page 6)

f(xy,nxp) = fx, (1) - fx, (@) - (1.3)

On en déduit les deux résultats suivants.

Proposition 1.2.1 Siles v.a Xy, ...., X, sont indépendantes alors l’espérance de leur pro-

duit est égal au produit de leurs espérances :

E

Hxl = HE[Xi]. (1.4)

Preuve. On a

E

p
HXi] :/xl...xpf(xl,...,mp)dxl...dmp.

i=1 i

Le résultat découle en utilisant ’équation ((1.3]). m

5
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Proposition 1.2.2 Les v.a X, ...., X, sont indépendantes st et seulement si

Vu e RP, ox(ur, ..., up) = @x, (u1)....0x, (up),

ot px, (i =1,...,p) désigne la fonction caractéristique marginale.

Preuve. (Voir [9], page 87). =

1.2.5 Vecteur moyen et matrice de covariance

L’espérance du vecteur aléatoire X ou vecteur moyen est défini par (voir [I], page 87) :

p=E(X) = (1, ),

ou py := F [X}] désigne I'espérance de la composante Xy, k =1, ..., p.
La matrice de covariance du vecteur aléatoire X est une matrice carrée d’ordre p, notée

par ¥, de terme général (voir [I], page 88)

0y = Cov(X;, Xj) = B[(X; — ) (X5 — )], 4,5 =1,...,p.

Matrice de corrélation
La matrice de corrélation du vecteur aléatoire X est une matrice carrée d’ordre p, notée
par R, de terme général

Uij

Pij = — >
0.0 .
]

1,7 =1,...,p.
Remarque 1.2.3 1. ¥ et R sont deux matrices symétriques définies positives.
3. Le terme diagonal o;; de 3 n'est autre que la variance de la v.a X; (on le note alors
par o?) et celui de R est p; = 1.

4. Les écritures matricielles de X et R sont

6



Chapitre 1. Vecteurs aléatoires

a7 O1p 1 P1ip
Y= et R = (1.5)
O1p 0-12) Pip 1
Proposition 1.2.3 Si les v.a X3, ...., X, sont indépendantes alors les deur matrices ¥ et

R sont diagonales. On dit alors que ces v.a sont non corrélées deuzr adeux.

Preuve. Il suffit d’appliquer le résultat ((1.4) de la proposition (1.2.1]). m

Remarque 1.2.4 La réciproque de la proposition n'est pas vraie (tout comme

celle de la proposition m) En d’autres termes, deuxr v.a non corrélées me sont pas

nécessairement indépendantes.

1.3 Exemples

1.3.1 Cas discret

Soit (X,Y’) un couple aléatoire discret distribué selon le tableau suivant :

Nz | 0 1 2
1 10240181 0.12
2 10.16 | 0.22 | 0.08

On résume les fonctions de probabilité marginales, définies par

Px(z) =Y P(x,y) et Py(y

)

(avec la distribution conjointe), dans le tableau [1.1]

)= P(x,y),
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y N\t | 0 | 1 | 2 |P(y)
1 ]024]0.18[0.12| 0.54

2 | 0.16 | 0.22 | 0.08 | 0.46
Py () [040 040|020 1

TAB. 1.1 — Loi conjointe d'un couple aléatoire discret et ses marginales

Puisque on a

P(0,1) # Px(0).Py(1),

alors les deux composantes X et Y ne sont pas indépendantes.

Les lois de probabilité conditionnelles correspondantes sont présentées dans les tableaux

2 et L3

T 0 1 2 total

- 027 [ 018 012
XY=L 1054 | 054 | Q.54
016 T 0 1008

Py/y_ 1
XY=21 046 | 0.46 | 0.46

TAB. 1.2 — Loi conditionnelle de X sachant Y d’un couple aléatoire discret (X,Y)

Y 1 2 | total
024 T 0.16
Pyixg | — | 22| 1
R R ETRT
Pyivoq | —— | =22 1
T 040 040
Pryx= | 050 | o0 | 1

TAB. 1.3 — Loi conditionnelle de Y sachant X d’un couple aléatoire discret (X,Y)

Le vecteur moyen est (apres calcul)

p=(0.80,1.46)".

Les matrices de covariance et de corrélation sont

0.56 0.012 1 0.032
Y = et R =

0.012 0.25 0.032 1
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1.3.2 Cas continu

Soit (X,Y’) un couple aléatoire de densité

f($7y> = (g - :E) yI[O,l]Q(xvy)'

Les densités marginales sont

1

fx(z) = / (g - 93) ylo(z)dy =

0

N —
VR
N | Ot
|
S
N~
2~
(=)
=
—~
=

et

i) = [ (3 -2) e = 20t 0).
0

On obtient les densités conditionnelles comme suit :

(g - :L'> [[0,1](1')?
_ Ixy(2,y)

fY/X:a:(y) = fX—(iU) = 291[0,1}(9)-

et

On constate que pour tout (z,y) € [0,1]?, on a

fx,y) = fx(2)-fr(y)-

Alors, on conclut que X et Y sont indépendantes, et donc elles sont non corrélées. Par

coséquent, les matrices ¥ et R seront diagonales. Le vecteur moyen est (apres calcul)

p = (0.46,0.67)".
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Les matrices de covariance et de corrélation sont

0.08 O
Y= et R =

0 0.06

10



Chapitre 2

Vecteurs aléatoires gaussiens

Dans ce chapitre, on présente les définitions et propriétés fondamentales des vec-

teurs aléatoires mutinormaux.

2.1 Définition

Un vecteur aléatoire de RP est un vecteur aléatoire gaussien si et seulement si toute com-

binaison linéaire de ses composantes est une v.a réelle gaussienne.
dX ~N(m,o?), a € R

On en déduit que toutes les composantes de X sont des v.a gaussiennes réelles.

Définition 2.1.1 Soit X = (X, Xs,..., X)) un vecteur aléatoire, X est dit gaussien si
toute combinaison linéaire de ses composantes est une v.a gaussienne. Autrement dit, pour

toute suite réelle (a1, as, ...,a,) la v.a
Z = Clle + CL2X2 + ...+ apo,

est gaussienne.

11



Chapitre 2. Vecteurs aléatoires gaussiens

Remarque 2.1.1 On a
X~N, (1,%) = X ~ N (dp,a'Sa), aeRP.

En particulier

X N'/\/p(:uax) :>Xj NN(M]'7U]2‘)> ]: 17"'7p'

2.1.1 Propriétés
Densité de probabilité

Soit p = (1, ..., up)/ un vecteur de RP et ¥ une matrice réelle symétrique définie positive
(det ¥ # 0) de la forme (1.5)). La densité de probabilité du vecteur X est définie sur R?

par

1 1 P

On dit que X est de distribution multinormale de parameétres p et > qui représentent le

vecteur moyen et la matrice de covariance. On écrit X ~ N, (i, X).

Remarque 2.1.2 Le cas particulier ot jp = 0 et ¥ = I,, correspond au vecteur multinor-

mal standard Z de densité

o= L oL}

(2m)P/?

Le passage du cas général au cas standard se fait via le changement de variable
Z=x"1? (X - ﬂ) )

ou XY2 est Uinverse de la matrice racine ©Y/2. Pour des détails sur la définition de cette

derniére se référer a ([9], page 88).

12



Chapitre 2. Vecteurs aléatoires gaussiens

Fi1c. 2.1 — La densité binormale

Fonction caractéristique

Proposition 2.1.1 La fonction caractéristique du vecteur X ~ N, (u,X) est égale a
. 1 /
ox(a) = expiia'p — 3¢ Ya}, a € R?, (2.1)

ou i est le nombre complexe dont le carré est égal a —1.

Remarque 2.1.3 Dans le cas standard X ~ N, (0,1,), on a
1 /
vx(a) = exp{—§a a}, a € RP. (2.2)

Preuve. La formule (2.1) se déduit de la formule (2.2) par un simple changement de

variable. Pour la démonstration de cette derniére, (voir [9], page 89). =

13



Chapitre 2. Vecteurs aléatoires gaussiens

2.1.2 Indépendance des composantes

La réciproque de la proposition est vraie pour des v.a Xj, ..., X, représententant les

composantes d'un vecteur aléatoire gaussien. On le résultat suivant, (voir [1], page 81).

Proposition 2.1.2 Les composantes Xy, ...., X, du vecteur X ~ N, (u,X) sont indépen-

dantes si et seulement si elles sont non corrélées (c-a-d ¥ et/ou R sont diagonales).

Preuve. L’implication directe est vraie pour un vecteur aléatoire quelconque (voir la

propostion [1.2.3). Pour la réciproque, si la matrice ¥ est diagonale alors

P p p
, 1 , 1
vx(a,...,ay) = exp{i Z ajp; = 5 Z alol} = exp{z (mjuj - 5@?0]2)}
j=1 j=1 j=1
P . 1, p
= Hexp{wj,uj - §aj0j} = Hgoxj(uj).
=1 =1

Par conséquent, d’apres la proposition [I.2.2} les v.a X1, ...., X}, sont indépendantes. Cest

le résultat recherché. m

2.1.3 Lois conditionnelles

On partitionne le vecteur X en deux sous vecteurs X = (X, ...,Xq)’ et X@ .=
(Xgt1, ...,Xp)’, de dimensions respectives ¢ et p — q telles que 1 < ¢ < p — 1, comme
en ([1.2)). On décompose le vecteur moyen p et la matrice de covariance ¥ comme suit,

([1], page 94) :
N(l) Y11 X2

M(2) o1 Moo

Sous la condition det (Xg5) > 0, la loi de probabilité conditionnelle de X! sachant X2

est une loi gaussienne g—dimensionnelle d’espérance
E [X(l)/X(2) — 13(2)} =M 4 I Dves (a:(2) _ N(2)) ’

14



Chapitre 2. Vecteurs aléatoires gaussiens

et de matrice de covariance

CO’U (X(l)/X(2)) = 211 - 2122;21221.

2.1.4 Théoréme central-limite multivarié

C’est la généralisation du célebre théoréme central limite unidimensionnel. Soit (X M X ("))
un échantillon, de taille n > 1, d’un vecteur aléatoire X de dimension p > 2. Ce théo-
réme dit que, sous certaines conditions, la somme des vecteurs XM, X®) et X™ est
asymptotiquement de distribution multinormale. Leur moyenne empirique 1’est aussi.

On suppose que l'espérance de X vaut p et que sa matrice de covariance est égale a ..

On pose
S,

n
n .

S, = iX(i) et X, =

Proposition 2.1.3 (Théoréme Central Limite) On les deus résultats équivalents sui-

vants :

7n — KU loi

Sn — Nl loi 1o AL (0,1,).

NG — N, (0,%) et/ou

Preuve. Voir [3], page 14. =

9

2.1.5 Loi binormale

Dans le cas particulier p = 2, le vecteur X = (X1, X;)" est appelé couple aléatoire. En
notant la corrélation pis entre les deux composantes X; et X5 par p, on peut écrire 15 =

po10y. Ainsi la matrice de covariance s’écrit

2
01y 012 07 pPO102

2
012 Oy PO102 0y

15



Chapitre 2. Vecteurs aléatoires gaussiens

Si X est gaussien, alors sa densité probabilité est définie par

1

2wo1094/1 — p?

f(xleQ) =

exp{—2(1 i = [($10—1M1)2 B 2/0(961 — M;)li? — p2) n (9520—2#2)2]}

La distribution de X; conditionné par X, est
(X1/X3 = 33) ~ N, (1 + po1 (z2 — p2) , 07 — poios) .

Remarque 2.1.4 Si p = 0, la densité de probabilité conjointe est égale au produit des
deux densités marginales et les distributions conditionnelle et marginale sont les mémes.

Ceci implique "indépendance des deux composantes X; et Xs.

2.2 Formes quadratiques

On commence cette section par un rappel des proprétés fondamentales de la distribution

du Khi-deux, qui est trés fortement liée aux formes quadratiques.

2.2.1 Loi du Khi-deux X%

Définition 2.2.1 La loi du x? est la distribution de la somme de carrés de v.a normales
centrés réduites indépendantes : Si X = Z2 + Z2 + ...+ Z% (v > 1), avec Z; ~ N (0,1),
i =1,...,v indépendantes. Alors, X ~ x>. Le paramétre v est appelé degrés de liberté du

Khi-deux.

16



Chapitre 2. Vecteurs aléatoires gaussiens

Densité de probabilité

La densité de probabilité de la loi du khi-deux & v degrés de liberté est

1
- U/2*1 71‘/2 > 0
fol@) 2T (vf2)  © T

ou I' est la fonction Gamma d’Euler définie par

o

L(r)= /xr_le_mdx, r > 0.
0

f(x)

000 005 010 0.15
F(x)

00 02 04 06 08 10

o
o
B
g
o
o
B
g

FiG. 2.2 — Densité de probabilité (gauche) et fonction de répartition (droite) de la loi x3

Fonction caractéristique

Proposition 2.2.1 La fonction caractéristique de la loi Khi-deux a v degrés de liberté est

ox(t)=(1—2it)™* teR.

17



Chapitre 2. Vecteurs aléatoires gaussiens

Preuve. La démonstration détaillée se trouve dans [6], page 6. On a par définition

px(t) = B(e"Y).

Alors
+00 1 +oo
_ it _ v/2—1_—(1/2—it)x
ox(t) = /e fo(z)dx = ST (0/2) /x e dr.
0 0

En faisant le changement de variable v = (1/2 — it)z, on a

“+00
1 1
1) = v/2—1 —u ]
ex() = 5o (0 2) (2 = i) / e
0
1 1 1
D(v/2) =

2P0 (uf2) (1/2 - it) 1 =2ty

C’est le résultat voulu. m

Fonction génératrice des moments

La fonction génératrice des moments (f.g.m) de la loi x? est donnée par
Mx(t) = (1—2t)""% t e R.
Preuve. La méme démonstration que celle de la fonction cacractéristique. m

Espérance-Variance

Si X ~x2 ona
E(X)=vet V(X)=2v.

18



Chapitre 2. Vecteurs aléatoires gaussiens

En effet, d’aprés [7], page 73, la loi x2 est un cas particulier de la loi Gamma I (o, 3),

avec « = 1/2 et § = v/2. Donc

E(X):gz%/gzvetV(X)zgzélv/Q:%.

Propriétés

L. Si X ~ N,(0,1,), alors X'X ~ 2.

2. Additivité : si X ~ x2 et Y ~ x? sont indépendantes, alors
Z=X+Y ~ x4y

Preuve.
1.Ona X'X = X2+ X2 —{—...+X5 ~ Xg, car les X; sont normales standard et indépendantes.
2. Si Mx(t) et My (t) sont les fonctions gérératrices des moments (f.g.m) de X et de Y,

respectivement, alors la f.g.m M (t) de Z est, grace a 'indépendance,
My(t) = Mx(t)My(t) = (1 — 2t)7"/2(1 — 2t)7%/% = (1 — 2t)~"+9)/2,
C’est la f.g.m d’une loi du Khi-deux a (r + s) degrés de liberté. m

2.2.2 Formes quadratiques

Définition 2.2.2 SoientY = (Y1,...,Y,) ~ N, (0, 1,) et A une matrice symétrique d’ordre
p et de rangr < p. La v.a

Q =Y'AY,
est appelée forme quadratique définie (ou associée) sur le vecteur Y.

Cas particulier : distance de Mahalanobis
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Chapitre 2. Vecteurs aléatoires gaussiens

Si X = (X1,..,X,) ~ N, (u,X), alors le vecteur Y = S7V2(X — u) ~ N, (0,1,). En

prenant A = I,,, on obtient la forme quadratique
Q=Y'AY = (X — p)S7HX — p).

C’est une forme quadratique (définie sur X') particuliére appelée distance de Mahalanobis

de X & p et généralement notée par D? (voir [9], page 89).

Loi de probabilité

Proposition 2.2.2
D* = (X — p)S7HX — p) ~ x5

Preuve. On a

p
2 2
D*=Y'Y =) v,
j=1

avec Y; ~ N (0,1), j = 1,..., p, indépendantes. Par conséquent, D? est une v.a du Khi-

deux a p degrés de liberté. m

Remarque 2.2.1 Dans le cas ot A n’est pas nécessairement égale a I,,, avec rang (A) = r,

on a

Q=Y'AY ~ 2

Fonction caractéristique

Proposition 2.2.3 La fonction caractéristique de la forme quadratique () est

wo(t) = [det(I — 2itA)] 2, t € R.
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Chapitre 2. Vecteurs aléatoires gaussiens

Preuve. On a

oolt) = Elexp(itQ)] = / exp(ity Ay)g()dy

B . 1 1,
= /Rp exp(ity’ Ay) ) exp { =5y dy

1 1, :
= e /Rp exp (_§y (1, — 2ztA)y) dy.

Si on pose ¥ = (I — 2itA)~!, alors on a

1 I,
vall) = Gy /Rp exp (—5?/2 ly) dy

1 1
= (det 2 1/2/ exp (—— 'yt )d
(et 2 2o (det 3 PR

Or la derniére intégrale est égale a 1, d’ou le résultat voulu. =

Propriétés
Les résultats suivants et leurs preuves sont extraits de [9].

1. La forme quadratique @ = Y'AY associée a Y ~ N,(0,1,), avec rang (A) = r,
suit la distribution du Khi-deux si et seulement si A est un opérateur de projection

orthogonale (la matrice A est idempotente), c-a-d

Qr~ 2= A’ = A

2. Soient X ~ N,(0,021,) et Qx = X'AX une forme quadratique, avec rang (A) = r-
Alors
Q

;NX2<:>A2:A.

3. Soient U ~ N,(0,X) et Qu = U'AU une forme quadratique, avec rang (A) = r.
Alors
Qu ~ X2 < AYA = A.
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Chapitre 2. Vecteurs aléatoires gaussiens

Indépendance de formes quadratiques

Proposition 2.2.4 (Théoréme de Craig) Soient X = (Xi,..,X,) ~ Ny(u, I,) et Ay
et Ay deur matrices symétriques de rang v < p. On définit les deux formes quadratiques
Q1 = XA X et Qy = X'AX. Alors Q1 et Q2 sont indépendantes si et seulement si
A1Ay = 0.

Preuve. Voir [9], page 96. m

Remarque 2.2.2 On généralise le résultat ci-dessus. Soient X ~ N,(u,X), Ay et As
deux matrices symétriques. Les formes quadratiques Q1 = X'A1 X et Qy = X' Ay X sont

indépendantes si et seulement si A1X Ay = 0.

Proposition 2.2.5 (Théoréme de Cochran) Soit X ~ N,(0,1,) On suppose que la
forme quadratique Q = X'X se décompose en la somme de k formes quadratiques QQ; =
X'A; X, avec rang(A;) =1, 1 <1 < k, (Q = Zle Qi> . Alors, les conditions suivantes
soni équivalentes :

° Zn =D

° jél:?l: Aj et AiA; =0,4,5 =1,...,k avec i # j.

e (); ~ Xfi,i =1,..., k.

e Les (Q; sont indépendantes.
Preuve. Voir [9], page 97. =

Remarque 2.2.3 FEtant donné X ~ N,(0,0%1,), on suppose que Q = X'X se décompose
en k formes quadratiques, Q; = X'A; X avecr(A;) = r;. Alors Qq, ..., Qr sont mutuellement

indépendantes et Q;/0* ~ 2, si et seulement si S r=p.
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Conclusion

e travail est consacré, a I’étude de formes quadratiques définie sur un vecteur
gaussien, on a présenté les notions de base (loi de probabilité multivariée, fonc-
tion de densité, vecteur moyen, matrice de covariance, fonction caractéristique,...) sur les
vecteurs aléatoires. Ensuite on a donné quelque propriétés de vecteurs aléatoires gaussiens
et les propriétés des formes quadratiques, dont le théoréeme de Cochran surl’indépendance

des formes quadratiques de vecteurs gaussiens.
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Annexe A : Codes R

e langage R est un logiciel dans lequel de nombreuses techniques statistiques
Lmodernes et classiques ont été implémentées. Il comporte des moyens qui rendent
possible la manipulation des données, les représentations graphiques et les calculs. Dans
cette section, on représente les fonctions de densité et de répartition de loi du Khi-deux

et ainsi que que la densité binormale.

Loi binormale

#on construit la fonction a représenter f (voir [2], page 36)
Logiciel R

mul<-0

mu2<-0

s11<-15

s12<-20

s22<-10

rho<-0.5

f<-function(x,y){
term1<-1/(2*pi*sqrt(s11*s22*(1-rho"2)))
term2<-1/(2*(1-rho"2))
term3<-(x-mul)~2/s11

term4<-(y-mu2)"2/s22
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Annexe A : Codes R

termb<—2*rho*((x-mul)*(y-mu2))/(sqrt(s11)*sqrt(s22))
term1*exp(term2*(term3+term4-termb))}

# on définit deux vecteurs correspondant aux axes x et y

x<-seq(-15,15,length=>50)

y<-X

# on calcule la valeur de z=f(x,y) pour tous les couples x[i],y[i] avec la fonction outer
z<-outer(x,y,f)

#on utilise la fonction persp

x11()

persp(x,y,z,theta=40,phi=30,expand=0.5,col="blue" ticktype="detailed")

Loi du Khi-deux

nu=4 #degré de liberté

par(mfrow=c(1,2))

#x=seq(1,10,0.01)

curve(dchisq(x,nu),type="1" xlim=c(0,15),col="blue",ylab="f (z)" lwd=2)
)

curve(pchisq(x,nu),type="1" xlim=c(0,15),col="red",ylab="F (x)" lwd=2)

26



Annexe B : Abréviations et

Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-

quées ci-dessous.

Notation Significations

Q ensemble fondamental.

A tribu définie sur I'espace fondamental 2.
(Q,A) espace probabilisé.

w événement élémentaire.

v.a variables aléatoires.

c.a.d c’est a dire.

(Xi,..,X,)  échantillon de taille p de X.

A transposée de la matrice A.

F fonction de répartition.

f densité de probabilité.

P cofficient de corrélation.

Ox fonction caractéristique.

P;; loi de probabilité conjointe.

Px, la iéme loi marginale probabilité sur R.

Px,/x; loi de probabilité conditionnelle.
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Annexe B : Abréviations et Notations

Notation Significations

Cov(X;,X;)  covariance entre X; et Xj.

o I’écart type.

E(X) espérance mathématique ou moyenne de X.
V(X) variance de X.

Dy matrice de covariance.

R matrice de corrélation.

~ suit la loi.

LR converge en loi.

N (p, 0?) la loi normale d’espérace p et de variance o.
I, matrice identité.

Mx fonction génératrice des moments.

X2 loi du Khi-deux.

r loi Gamma.

Q forme quadratique.

X, moyenne empirique.

S2 variance empirique.

28



4 =l N
ars Ll G G gladl 400 gulial) Aad dala) (ailaddl (oaxs 5 Saall s2a 4 Liw )0
i A A L) A0 gt 23D Amgy i) JWKEY) (il 8 5 AdDIEL J s lial) 5 <y i)
LS Agbany) cilpca il jlidl g Slasy) paaill g dpull il oda 68 ay je Gl 58
G e )58 Akl g g UK Ads o] BlSLae Al 50 ae ) S 5S4 ki L SO

O S S A A ddua il JIKEY) i slall A1 (i) sdial) A25Y) daalidal) cilalgl)

o %
a Abstract N\

In this dissertation we have studied some of the general characteristics of random
vectors and Gaussian random vectors, from where we have presented some theorems
and results on the independence and the laws of quadratic forms of Gaussian random
vectors, which follow Chi-two. These results are fundamental in statistics in the
problems of variance decomposition, as we have stated Cochran’s theorem, with a
simulation study for the density function and the Chi-two distribution function.

Keywords: Random vectors, Gaussian vectors, Quadratic forms, Cochran’s theorem.

o
-

Résumé N\
Dans ce mémoire on a étudie certains des caractéristiques générales des vecteurs
aléatoires et des vecteurs aléatoires gaussiens, d’ou on a présentés quelques théoremes

et résultats sur I’indépendance et les lois de formes quadratiques de vecteurs aléatoires
gaussiens, qui est suivent des lois du Khi-deux. Ces résultats sont fondamentaux en
statistique dans les problemes de décomposition de variance, comme on a énoncé le
théoreme de Cochran, avec une étude de simulation pour la fonction de densité et la
fonction de répartition de loi Khi-deux.

Mots clés : Vecteurs aléatoires, Vecteurs gaussiens, Formes quadratiques, Théoreme
\de Cochran. /
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