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Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-

quées ci-dessous.

Notation Significations

c-a-d c’est a dire

v.a variable aléatoire
E(X) espérance de la v.a X
V(X) variance de la v.a X

Cov(X,Y)  covariance du couple (X,Y)

1d indépendantes et identiquement distribuées
I, Matrice identique d’ordre p

A transposée de la matrice A

A1 inverse de la matrice A

M >0 matrice définie positive

| M| déterminant de la matrice M

ddl degré de liberté

B(a,b) loi de beta parametre a et b

vii



Introduction

Les distributions unidimensionnelles usuelles en statistique mathématique (Gauss,
Student, Pearson et Ficher) sont largement connues et étudiées. Dans ce mé-
moire, on s’intéresse au cas ou la dimension des données est supéreure a 1. En d’autres
termes, ce travail est consacré aux définitions et propriétiés fondamentales des lois multi-
variées usuelles, a savoir les distributions de Wishart, Hotelling et Wilks. Ce mémoire

se compose de deux chapitres :

e Chapitre 1 : Distribution multinormale.
Dans ce chapitre, on rappelle les notions essentielles des vecteurs aléatoires & savoir :
vecteur moyen, matrice de covariance, fonction de répartition, fonction caractéristique...
On donne aussi les propriéteés les plus importantes de la loi normale vectorielle (multi-

variée).

e Chapitre 2 : Lois de probabilité multidimensionnelles usuelles.
Ce chapitre, constitue ’essentiel de mon mémoire. On y étudie trois des distributions
statistiques mulivariées les plus importantes (Wishart, Hotelling et Wilks). On examine
certaines de leurs propriétés caractéristiques : fonction de densité de probabilité, fonction

de répartition, fonction caractéristique,...

Enfin, il est & noter que les résultas et représentations graphiques sont obtenus a ’aide des
packages du logiciel de traitement et d’analyse statistique R. Les codes de programmation

sont rassemblés en annexe.



Chapitre 1

Distribution multinormale

Dans ce chapitre, on présente les propriétés fondamentales des vecteurs aléatoires
mutinormaux. On commence par quelques notions de base (loi de probabilité
multivariée, fonction de densité, vecteur moyen, matrice de covariance, fonction caracté-

ristique,...) sur les vecteurs aléatoires en général.

1.1 Vecteur aléatoire

Définition 1.1.1 Soient Xy, Xs, ..., X, (p > 1) des variables aléatoires (v.a) définies sur
un espace probabilisable (2, A) . Le n-uplet X = (X1, Xo,....X,))" est appelé vecteur aléatoire

réel sur (§2,.A) ..Ce vecteur prend ses valeurs dans RP :

X: Q — Rr
w = Xw)=(Xi(w),..., Xpw))

On Uappelle aussi v.a multidimensionelle ou multivariée.

Remarque 1.1.1

1. Les v.a X1, Xa, ..., X, sont appelées composantes du vecteur X.

2. Dans le cas particulier p =2 on parle de couple aléatiore.



Chapitre 1. Distribution multinormale

Selon la nature des composantes X, X, ..., X,,, on distingue deux types de vecteurs aléa-

toires : discret et continu.

Définition 1.1.2 Le vecteur aléatoire X est dit discret si chacune de ses composnates est
une v.a discréte. Dans le cas ou ces composantes sont des v.a continues, on dira que X

est un vecteur aléatoire continu.

On note que, par la suite, on ne va s’interesser qu’aux vecteurs aléatoires

continus.

1.2 Loi de probabilité

1.2.1 Fonction de répartition conjointe

La loi d’un vecteur aléatoire X est donné par sa fonction de répartition F' définie sur R?
par

F(zy,...,xp) == P(X1 < x1,.... X, < 1). (1.1)

Elle posséde des propriétés semblables a celles d'une.v.a (unidimensionnelle).

1.2.2 Densité de probabilité conjointe

La fonction de répartition F, définie par ([1.1]), étant dérivable (presque partout) sur R?,

on définit la densité de probabilité conjointe par

. 85"F(x1,...,xp)
N 8x1....8xp '

f(i[fl, ...,.flj'p) .

Elle vérifie les deux assertions suivantes :
e f est positive.

e f est intégrable avec /f(a:l, ey Tp)day..dx, = 1.

RP



Chapitre 1. Distribution multinormale

Remarque 1.2.1

1. On exprime la fonction de répartition en termes de la densité de probabilité :

F(xlj...,xp):/ /f Upy ooy Up)duy ...duy,.

2. La loi de probabilité peut aussi étre caractérisée par ce qu’on appelle la fonction

caractéristique conjointe. C’est une fonction complexe, notée p, définie par

o(u) :== Elexp{iv/X}] = exp{iZquj}] y u= (U, ...,up) € R, (1.2)

ot i est le nombre compleze tel que > = —1.

1.2.3 Densités marginales et conditionnelles

Soit X (k=1,...,p) une composante quelconque du vecteur aléatoire X. La fonction de

répartition marginale de X est définie par

Fi(xy) == P(Xy < xp) = F(o0, ..., 00, T, 00, ..., 00),

et sa densité de probabilité marginale est

8F x
Ji (2) = OFilzy) / f(x1, ., xp)day...drp_1dagy ...do,.
Si on partage le vecteur X en deux blocs (sous vecteurs) X := (X;,..., X,) et X@ :=
(X150 X )" de dimensions respectives g et p — ¢ telles que 1 < ¢ <p —1
x@
X = . (1.3)
xX©



Chapitre 1. Distribution multinormale

Alors, on définit la fonction de répartition et la densité de probabilité de X par

F(xy,.nzy) = P(X1 <zp,., Xy <24, X1 < 00, ..., X, < 00),

et o =
f(xy,.my) == /.../f(a:l,...,mp)dxq+1...dxp,

respectivement. Autrement dit, la densité conjointe des composantes Xi, ..., X, est obtenue

en intégrant la densité du vecteur (Xj, ..., X,,) par rapport aux coordonnées restantes.

Remarque 1.2.2 Plus généralement, la densité d’un sous ensemble de composantes est

obtenue en intégrant la densité conjointe f par rapport au sous ensemble complémentaire

(voir [4)], page 50).

La densité conditionnelle du bloc X ? sachant X (1) est définie, dans le cas ot f (z1, ..., Tq)

est non nulle, par

f(xla ) ‘Tp)
fxoxo (g1, Tp) = =
xX@)/xa ( q+1 p) f('rly ’xq)
1.3 Indépendance
Les composantes X7, ...., X,, du vecteur X sont dites indépendantes si et seulement si les

densités conditionnelles sont égales aux densités marginales respectives :

IX0 /(X1 X1 X1 0) (T0) =[x (1) k=1, p.

Ceci est équivalent & dire que la densité conjointe est égale au produit des densités mar-

ginales :

f(ZE17 ceey {L‘p) = le (l’l) ---pr (l’p> . (14)

On en déduit les deux résultats suivants.



Chapitre 1. Distribution multinormale

Proposition 1.3.1 Siles v.a Xy, ...., X, sont indépendantes alors l’espérance de leur pro-

duit est égal au produit de leurs espérances :

p

E

p
[T -
=1 %

ElX). (1.5)

Preuve. On a

E

p
HXi] :/ml...mpf(xl,...,xp)dxl...dmp.
i=1

RP

Le résultat découle en utisant I’équation (1.4) . m

Proposition 1.3.2 Les v.a X, ...., X, sont indépendantes st et seulement si

Vu € R?, p(uq, ..., up) = px, (U1)....0x, (Up),

ot px, (i =1,...,p) désigne la fonction caractéristique marginale.

Preuve. Voir [I1], page 87. m

1.4 Vecteur moyen et Matrice de covariance
L’espérance du vecteur aléaoire X (ou vecteur moyen) est définie par

n = E(X) = (Ml; ---»Np)la

ou py := E [X}] désigne I'espérance de la composante Xy, k=1, ..., p.
La matrice de covariance du vecteur aléaoire X est une matrice carrée d’ordre p, notée

par X, de terme général
Tij == OOU(Xi’Xj) = E[(XZ - lul)(XJ - Mj)]v Z?] = 17 ~ey D-

La matrice de corrélation du vecteur aléaoire X est une matrice carrée d’ordre p, notée

6



Chapitre 1. Distribution multinormale

par R, de terme général

pij = —— 5,J=1,..,p.
0,0,

e L’epérance d'un vecteur aléatoire possede des propriétés semblables a celles de ’espé-
rance d’une v.a.

e ¥ et R sont deux matrices symétriques définies positives (X > 0 et R > 0).

e Onao;; =FX,X;|-FE[X;]E[X;Jet —1<p;; <1,4,57=1,...,p.

e Le terme diagonal o;; de ¥ n’est autre que la variance de la v.a X; (on le note alors par
0?) et celui de R est p; = 1.

e Les écritures matricielles de ¥ et R sont

O'% - - . O 1 N A1)
Y= . ) . et R = . ) i : (1.6)
Oip 012) P1p 1

e Sion désigne par D, et D/, les matrices diagonales des écarts types o, et leurs inverses

1/o, respectivement, alors on a

R = D/s%D1)q et ¥ = Dy RD,.

e Transformation linéaire : Soient A une matrice a r lignes et p colonnes et b un vecteur
de R". La transformation Y = AX + b résulte en un vecteur aléatoire r—dimensionnel,

d’espérance et de matrice de covariance

My = A,uX + b et Ey = AEXA/. (17)

Proposition 1.4.1 Si les v.a Xy, ...., X}, sont indépendantes alors les deux matrices X et



Chapitre 1. Distribution multinormale

R sont diagonales. On dit alors que ces v.a sont non corrélées deuxr & deux.
Preuve. Il suffit d’appliquer le résultat ((1.5)) de la proposition [ ]

Remarque 1.4.1 La réciproque de la proposition n'est pas vraie (tout comme celle
de la proposition m En d’autres termes, deux v.a non corrélées ne sont pas nécessai-

rement indépendantes.

1.5 Vecteur aléatoire gaussien

La loi de Gauss, aussi connue sous le nom de loi normale, est de loin la loi de probabilité
la plus populaire en statistique mathématique. Ceci est da au fait qu’elle sert de modeéle a
beaucoup de phénomenes naturels. De plus, il y a le théoréeme central limite qui rameéne,
sous certaines conditions, des ditributions de probabilité quelconques ou méme inconnues

a cette loi.

1.5.1 Variable aléatoire gaussienne

Une v.a U est dite gaussienne ou normale, de paramétres m € R et 02 > 0, si sa densité

de probabilité est définie sur R par

fu (u) = — eXp{—M}-

oV 2w 202

On écrit : U ~ N (m, 0?). Sa courbe, connue sous le nom de cloche de Gauss, est illustrée

graphiquement par la figure [1.1

e Les parameétres m et o2 représentent ’espérance et la variance de U respectivement.
e (C’est une distribution symétrique d’aplatissement normal. Sa courbe, trés célébre, est

connue sous le nom de cloche de Gauss.



Chapitre 1. Distribution multinormale

Densités de probabilité de Gauss

05
I

04
I

03
1

02

Fic. 1.1 — Densités de probabilité de la distribution univariée de Gauss pour différentes
valeurs des parameétres

e Le changement de variable Z = (U — m) /o résulte en la v.a normale centrée réduite ou

standard Z ~ N (0, 1), de densité de probabilité définie par

1
fz(2) = e_z2/2, z € R,

V2r

et représentée (avec sa fonction de répartition) graphiquement par la figure .

e Sa fonction de répartition est généralement notée par @ :

t
1 >
D (t) zﬁ/e—z 2.

Les valeurs de cette derniére sont obtenues par des logiciels ou sur des tables statistiques.

e La fonction caractéristique de la v.a U est définie par

o2t?
wu (t) =exp{mt+—2 } t e R.



Chapitre 1. Distribution multinormale

Densité de probabilité Fonction de répartition

04
10

03
08 0.8
1

04

0.1

0.0
0.0

F1G. 1.2 — Courbes de la loi standard de Gauss
1.5.2 Vecteur aléatoire normal

C’est la généralisation d’une v.a gaussienne au cas multidimensionnel. Soit X = (X7, Xs, ....Xp)'

un vecteur aléatoire réel.

Définition 1.5.1 Le vecteur aléatoire de X est dit gaussien si et seulement si toute combi-
. ., . . . . /
naison linéaire de ses composantes est une v.a gaussienne. Autrement dit, sic = (cy, ..., ¢p)

est un vecteur de RP alors on a

CX = Xi+ . 4, X, ~ N(m,o?).

Remarque 1.5.1 On déduit de la définition que si le vecteur X est gaussien alors
toutes ses composantes sont des v.a gaussiennes. La réciproque n’est pas vraie, c’est a
dire (c-a-d) si les composantes d’un vecteur sont toutes normales, cela n’implique pas

nécessairement que le vecteur est normal.

10



Chapitre 1. Distribution multinormale

1.5.3 Propriétés
Densité de probabilité

Soit p = (1, ..., up)/ un vecteur de RP et ¥ une matrice réelle symétrique définie positive
(det ¥ # 0) de la forme (1.6]) . La densité de probabilité du vecteur X est définie sur R?

par

1 1 P

On dit que X est de distribution multinormale de parameétres p et > qui représentent le

vecteur moyen et la matrice de covariance. On écrit X ~ N, (i, X).

Remarque 1.5.2 Le cas particulier ot jp = 0 et X = I,, correspond au vecteur multinor-

mal standard Z de densité

Fl2) = ——exp {—%zz} |

(2m)"/?

Le passage du cas général au cas standard se fait via le changement de variable
Z=x"1? (X - M) )

ou XY2 est Uinverse de la matrice racine £Y2. Pour des détails sur la définition de cette

derniére se référer a [11)], page 88.
De la définition et le résutat (1.7)), on a

X~ N, (1, 8) = X ~ N, (dp, %), c € RP.

et en particulier

11



Chapitre 1. Distribution multinormale

Fonction caractéristique

Proposition 1.5.1 La fonction caractéristique du vecteur X ~ N, (u,X) est égale a
. 1 /
o(a) = exp{ia'p — ¢ Ya}, a € R?, (1.8)

ou i est le nombre complexe dont le carré est égal a —1.

Remarque 1.5.3 Dans le cas standard X ~ N, (0,1,), on a
1 /
ola) = eXp{—ﬁa a}, a € RP. (1.9)

Preuve. La formule (1.8) se déduit de la formule ([1.9) par un simple changement de
variable. Pour la démonstration de cette derniére, voir [I1], page 89. m
Indépendance des composantes

La réciproque de la proposition est vraie pour des v.a Xj, ..., X,, représententant les

composantes d’un vecteur aléatoire gaussien. On le résultat suivant.

Proposition 1.5.2 Les composnates X1, ...., X, du vecteur X ~ N, (u,%) sont indépen-

dantes si et seulement si elles sont non corrélées (c-a-d ¥ et/ou R sont diagonales).

Preuve. L’implication directe est vraie pour un vecteur aléatoire quelconque (voir la

propostion |1.4.1f). Pour la réciproque, on a si la matrice ¥ est diagonale alors

P P p
. 1 . 1
o(ay, ...,a,) = exp{i Z ajp; = 5 Z alol} = exp{z (mj,uj - 5@?0?)}
p ‘ 1, p
= Hexp{mjuj - 5%%‘} = H px;(ug).
=1 j=1

Par conséquent, d’apres la proposition les v.a Xj, ...., X, sont indépendantes. m

12



Chapitre 1. Distribution multinormale

1.5.4 Lois conditionnelles

On partitionne le vecteur X en deux sous vecteurs X := (X1, ...,Xq)’ et X® .=
(Xgt1, ...,Xp)', de dimensions respectives q et p — q telles que 1 < ¢ < p — 1, comme
en . On décompose le vecteur moyen p et la matrice de covariance ¥ comme suit
(voir [I1], page 92) :

N(l) Yo X

pu® Y1 Yoo

On a pV) = E(XW) et 8;; = Cov(XW), j = 1,2. Sous la condition det (X2) > 0, la loi
de probabilité conditionnelle de X sachant X est une loi gaussienne ¢—dimensionnelle
d’espérance

E(XW/X® = @) = 0 ¢ 5,550 (20 — 1)

et de matrice de covariance

Cov (X(l)/X(2)) = 211 - 21222_21221.

1.5.5 Théoréme central-limite multivarié

C’est la généralisation du célébre théoréme central limite unidimensionnel. Soit (X WX ("))
un échantillon, de taille n > 1, d’un vecteur aléatoire X de dimension p > 2. Ce théo-
réme dit que, sous certaines conditions, la somme des vecteurs XM, X®) et X est
asymptotiquement de distribution multinormale. Leur moyenne empirique 1’est aussi.

On suppose que l'espérance de X vaut p et que sa matrice de covariance est égale a ..

On pose
S,

-n
n

Sy, = i;X(i) et X, =

Proposition 1.5.3 (Théoréme Central Limite) On les deus résultats équivalents sui-

vants ([2]) :

S

n— M loi

Sn_ 01
on O L N (0,1,).

Tn — N, (0,%) et/ou

B

13



Chapitre 1. Distribution multinormale

F1G. 1.3 — Cloche de Gauss en 3D

1.5.6 Loi binormale

. . !/ 2 2 .
Dans le cas particulier p = 2, le vecteur X = (X3, X5) est appelé couple aléatoire. En
notant la corrélation p;» entre les deux composnates X; et Xy par p, on peut écrire
019 = po10y. Ainsi la matrice de covariance s’écrit
2 2
01y 012 07 PO102

2: =

2 2
012 Oy pPO102 0y
Si X est gaussien, alors sa densité probabilité est définie par

1

T1,To) = X
Jz,22) 2mo1094/ 1 — p?

1 Ty — fl1yo (w1 — 1) (B2 — pa) | w2 — pia
(T g e e (B,

eXp{_ 2(

La courbe et les ellipses de probabilité correspondantes sont représentées par les figures

[I3] et [I.4] respectivement.

14



Chapitre 1. Distribution multinormale

Corrélation négative Corrélation nulle Corrélation positive

F1G. 1.4 — Contours de densité constante

La distribution de X; conditionné par X, est

(X1/Xo = 13) NN(M + poy (2 — p2) 7‘7% - PU%%) .

Remarque 1.5.4 Si p = 0, la densité de probabilité conjointe est égale au produit des
deuz densités marginales et les distributions conditionnelle et marginale sont les mémes.

Ceci implique l'indépendance des deux composantes X et Xs.

15



Chapitre 2

Lois de probabilité

multidimensionnelles usuelles

I es distributions de probabilité multidimensionnelles jouent un réle important en
analyse statistique multivariée (estimation et tests). Dans ce chapitre, on s’inspire
des références [1, [6] (chapitre 5 ) et [II] (chapitre 6) pour introduire les définitions et

propriétés essentielles de trois d’entre elles, a savoir les lois de Wishart, Hotelling et Wilks.

2.1 Loi de Wishart

2.1.1 Matrice aléatiore de Wishart

Soit (X W X (”)) un échantillon, de taille n > 1, d’un vecteur aléatoire X, de dimension

p > 1, gaussien (en pratique, on a n > p) :

XD~ N,(0,%), i=1,..,n.

16



Chapitre 2. Lois de probabilité multidimensionnelles usuelles

Définition 2.1.1 La matrice aléatoire définie par

W=y XX (2.1)

=1

est dite matrice de Wishart ou suit la loi de Wishart de paramétres n et ¥. On écrit
W ~W,(n,%),

ou n représente le degré de liberté de la distribution.

Remarque 2.1.1

1. W est une matrice carrée symétrique définie positive d’ordre p.

2. Le cas particulier p = 1 (avec ¥ = 1 € R) correspond a la distribution (unidimen-

sionnelle) du khi-deuz a n ddl (voir le tableau[2.1]) :
Wl (TL, E) = ng

3. La forme (2.1) peut étre vue comme la somme des carrés de n vecteurs iid issus
de la loi normale multivariée. Pour cela, la loi de Wishart est décrite comme la

généralisation de la loi de Pearson (khi-deuz).

4. Si on désigne par U la matrice dont les lignes sont XM ... X™) .

x® o xW

xm 0 x

alors W peut s’écrire comme le produit de deux matrices : W = U'U. La matrice U
représente un échantillon de n observations (indépendantes) d’un vecteur multinor-

mal de dimension p.
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Chapitre 2. Lois de probabilité multidimensionnelles usuelles

2.1.2 Loi de Probabilité

Densité de probabilité

La densité de probabilité d’une matrice W ~ W,(n,X) est définie, sur I'ensemble des

matrices carrées d’ordre p, par

| W |(np=1)/2 exp{—%tT(E_1W)}

L n—7+1
2np/2p(p=1)/4 | 3 |n/2 Hr —

fW) = : (2.2)

J=1

Remarque 2.1.2 La quantité

représente la valeur de la fonction Gamma multivariée au point a > 0, qu’on note par

I, (a). Elle est initialement définie par
I (a) = / A 0HD2 et (A)}dA. (2.3)
A>0

Fonction caractéristique

Proposition 2.1.1 La fonction caractéristique de W ~ W, (n,X) est donnée par
ow(2) =| I, - 225 |7, (2.4)

ou Z est une matrice carrée symétrique d’ordre p.
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Chapitre 2. Lois de probabilité multidimensionnelles usuelles

Preuve. On a, par définition, pw (Z) := Elexp(tr(iZW))], c-a-d

ow(Z) = /W _exp(tr(GZW)) £(W)aW

1

R exp{—str(S'W)}
WETEISIE

aw

_ /W _exp(ir(iZW)

1 n—p—1 1
= 7 n/ | W | 2 exp{tr(—§(1 —2iZY)S W)W, (2.5)
2

Dans la formule (2.3), on fait le changement de variable A = T:WT?: dont le Jacobien
est égal & | T'|®*1D/2 . On obtient alors
I)(a) = / | TEWTH |02 exp{er(—THWTH)} | T [0FD/2 g
W0
= [ NW O T T 0 exp (W) | T [ W
W0
- / W D2 e (i (T} | T |2 dW.
W0
D’ou
/ | W |22 exp{tr(~WT)YdW =| T |7 T, (a).
W0
En prenant T = (I, — 2iZ¥)X "1 /2 et a =n/2, on a
n_rpil 1 -1 - 1 . 1 -n/2p (I
W35 expl{tr(— = WE YL, — 20Z5)}dW =| =(I, — 2iZ5)s~" |72 T, ().
W0 2 2 2

(2.6)
En remplagant (2.6 dans (2.5 , on obtient le résultat (2.4) . =

Espérance

Proposition 2.1.2 L’espérance d’une matrice W ~ W,(n,X) est

E(W) =nX.
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Chapitre 2. Lois de probabilité multidimensionnelles usuelles

Preuve. D’apreés (2.1), on a

avec X ~ N,(0,%), pour i = 1,...,n. Alors
EW) =B} XOX) =" B(xOx).
=1 i=1

D’autre part, on a

E(X(i)X(i)’) _ E(X(i))E(X(i)') -y

?

avec E(X®) = 0. Dot le résultat. m

Remarque 2.1.3 Comme indiqué dans [1], page 13, la structure de covariance de W ~
W, (n,X) est définie par une matrice de blocs obtenus & partir des éléménts de la matrice

Y de covariance des vecteurs multinormauz X9, i =1, ... n.

2.1.3 Propriétés

Ci-dessous quelques propriétés de la distribution de Wishart. Les détails et vérifications

se trouvent dans [7], pages 13-15. Soit W ~ W, (n,X) alors :

1. Si ¢ est un vecteur (non aléatoire) de RP alors la v.a ¢We est de distribution du

khi-deux & n degrés de liberté (ddl) :
dWe~ a?x?, avec o2 = Y.

2. Si C est une matrice de rang ¢, alors

CWC' ~ W,(n,CEC").
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Chapitre 2. Lois de probabilité multidimensionnelles usuelles

3. Le rapport des déterminants deux martrices W et X vérifie

| W]

2.2 2
~ XnXn—1- 'anp+17

2|

ol les p v.a du khi-deux sont indépendantes.

4. Pour tout vecteur ¢ € RP, on a

Y e
cW-1e ~ Xi*p+1' (2'7)

Ce reste résultat reste valable dans le cas ou ¢ est aléatoire (voir [5], page 313).

5. Si Wy ~ W,(n1,%) et Wy ~ W, (ng,2) et sont indépendants, alors

W1 + W2 ~ Wp(nl + na, E)

2.2 Loi de Hotelling

2.2.1 T? de Hotelling

La loi de Hotelling, connue sous le nom de loi du du 7?2 de Hotelling, est la généralisation
de celle de Student. Elle sert dans I'inférence statistique sur le vecteur moyen d’une distri-
bution multivariée et la comparaison de deux moyennes vectorielles. Pour une description

détaillée sur ce dernier sujet, on réfere le lecteur aux chapitres 5 et 6 du livre [§].

Définition 2.2.1 Soient X ~ N,(0,X) et W ~ W, (n,X) indépendante de X. Alors la v.a

Y = nX'W~LX suit la loi de Hotelling de paramétres p et n. On écrit

Vi=nX'W'X~T3,. (2.8)
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Remarque 2.2.1

1. Le cas particulier p =1 correspond au carré d’une v.a de Student an ddl : Tﬁn =t,

(voir le tableau [2.1]).

2. Plus généralement, si X ~ N,(u,X) et W ~ W,(n,X) sont indépendants, alors

n (X = p) WX = p) ~ T,

2.2.2 Lien avec la loi de Fisher

Proposition 2.2.1 La loi de Hotelling s’identifie a celle de Fisher, selon la formule :

T2 np

pn n——p+1}—p’"_p+1’ (2-9)

o Fi . représente la loi de Fisher a1 et m ddl (voir le tableau .

Preuve. On a
Y
— = XWX,
n
En multipliant et en divisant par la méme quantité X’Y "X, on obtient

Y X'N-lx XWX X'y-1x\ !
o xwlx (2 L) oxylx (2 S xy iy ()
n (X’Z—1X> ( X/S-1X ) (X’W—lX)

Pour ¥ =1I,, on a

Y X'X \7
XX (=2
n (X’WlX) ’
avec
X'X
2 2
X/X ~ Xp et ﬁ ~ Xn—p-i—l'

En effet, la v.a X' X, qui est égale a la somme des carrés de p v.a N (0,1), est un Xf) et le

deuxieéme résultat ci-dessus provient de (2.7 . De plus, les deux v.a sont indépendantes,
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Chapitre 2. Lois de probabilité multidimensionnelles usuelles

alors
Y X p Xp/P p

no X2, n—pt+lxi_4/(n—p+1l) n—p+

1 fp,n—pﬂ-

D’ou le résultat (2.9)) voulu. m

Corollaire 2.2.1 On a

np
B(T?)= ——.
(p,n) n_p_l

Preuve. En vertu de la linéarité de I'espérance, on a d’apres ([2.9)

np
B(T,,) = n——p+1E (Fpn—p+1) -

La derniére ligne du tableau (2.1)) implique le résultat. =

2.3 Loi de Wilks

2.3.1 Lambda de Wilks

La v.a de Wilks, plus connue sous le nom de lambda de Wilks, est une variable unidi-
mensionnelle. Sa loi joue un role imporatnt en analyse de variance multidimensionnelle
(MANOVA) et en régression multiple mutivariée. Elle sert aussi dans les tests du rapport
de vraisemblance. Elle concerne les rapports de variance généralisés qui sont des détermi-
nants de matrices de Wishart. Pour plus de détails sur ses applications, se référer a [g],

pages 217, 303 et 398.

Définition 2.3.1 Soient A ~ W,(n,X) et B ~ W,(m,X), n,m > p, indépendantes avec
| A|#0. Alors le quotient
| A 1

A=Y B T AB L) (210)

est une v.a de Wilks de paramétres p,n et m. On écrit A ~ A(p,n, m).
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Remarque 2.3.1

1. La distribution A(p,n,m) ne dépend pas de la matrice de covariance commune Y.
2. 0 <A <1 (car A et B sont définies positives).

3. D’apres les résultats d’algébre linéaire (sur les valeurs propres), on peut écrire

p

A=TJa-x)"",

i=1
ot les \; > ... > )\, sont les valeurs propres de A™'B.

4. Laloi de Wilks est la distribution du produit de de v.a de lois béta (voir la proposition

2.53.1).

Proposition 2.3.1 Si U; ~ B((m+1i—p)/2,p/2), i = 1,...,n sont indépendantes, alors

on a

ﬁUi ~ A(p,n,m).
i=1

Preuve. Voir [9], page 82. m

2.3.2 Lien avec la loi de Fisher

Selon [I1], page 106, la distribution de Wilks est liée a la loi de Fisher dans des cas

particuliers simples.

1. Pourp=1,0on a
1—AQ1
L=Anm) _mo
A(1,n,m) n-

2. Pour m=1,o0na
1 _A(p>n>1) p

fp,n—pﬂ‘

3. Pour p=2,on a

1 —+/A(2,n,m)

A@2,n,m)  n

m
Foma(n_1)-
17 2m2(n=1)
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Densité de Student Densité de Pearson Densité de Ficher

00
2
100
00

F1G. 2.1 — Densités de probabilités des lois usuelles

4. Pour m =2, on a

1 —+/A(p,n,2) D

Ap,n,2) n—p+1

F2p,2(nfp+1) .

Enfin, on note que les graphes des densités de probabilités de Student, Pearson et Fisher

sont présentés dans la figure 2.1}
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Conclusion

ans ce mémoire, on a passé en revue les principales définitions et propriétés
Ddes différentes distributions usuelles multivaraiés. Les applications de ces lois en
statistique mathématique (estimationstatistique et tests d’hypothéses) sont importantes
dans le cas des données multidimensionnelles. Elles méritent une description détaillée dans

un travail futur.
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Annexe A : Caractéristiques des

distributions usuelles

Les principales caractéristiques des distributions (de probabilité) usuelles sont résumées

dans les tableaux ci-dessous.

Distribution | Notation | Parameétres | Espérance Variance
Gauss N(p,o?) , o u o?
Student t [ 0 /(1 —=2),1>2
Pearson % l l 21
m 2m2(l +m — 2)
Fish Fiom [, —m>2
e ; T =2 " T m— 22 —4)

TAB. 2.1 — Caractéristiques des distributions unidimensionnelles usuelles

Distribution | Notation | Paramétres | Nature
multinormale | N, (i, X) 2 vecteur

Wichart Wy(n, %) n,% matrice
Hotelling 17, p,n variable
Wilks A D,M,N variable

TAB. 2.2 — Caractéristiques des distributions multidimensionnelles usuelles
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Annexe B : Codes R

C.1 : Code des courbes de la densité de Gauss

curve(dnorm(x,0,1),from=-4,t0=4,lwd=2,ylab="f () ”,ylim=c(0,0.5),
main="Densités de probabilité de Gauss")
curve(dnorm(x,-0.5,1.3),col="blue",from=-4,to=4,add=T Ilwd=2,lty=2)
curve(dnorm(x,1,0.8),col="red" ,from=-4,to=4,add=T lwd=2,lty=4)
legend("topleft",col=c("black","blue","red"),lwd=1,lty=c(1,2,4),cex=0.8,

legend=c("m =0, 02 =1","m = —0.5, 0> = 1.3","m =1, 02 = 0.8”))

C.2 : Code des courbes de la loi standard de Gauss

par(mfrow=c(1,2))
curve(dnorm(x,0,1),from=-4,t0o=4,lwd=2,ylab="f(x)",main="Densité de probabilité")

curve(pnorm(x,0,1),from=-4,to=4,lwd=2,ylab="F(x)" main="Fonction de répartition")

C.3 : Code de la cloche de Gauss en 3D

library (mnormt)
x<-seq(-5,5,0.25)
y<-seq(-5,5,0.25)
mu<-c(0,0)

sigma<-matrix(c(2,-1,-1,2),nrow=2)
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Annexe B : Codes R

f<-function(x,y) dmnorm(cbind(x,y),mu,sigma)
z<-outer(x,y,f)
persp(x,y,z,theta=-30,phi = 25,shade=0.75,col="gold",

expand=0.5,r =2,ltheta=25 ticktype="detailed")

C.4 : Code des contours de densité constante

library(mnormt)

x<-seq(-5,5,0.25)

y<-seq(-5,5,0.25)

mu<-c(0,0)

sigmal <-matrix(c(2,-1,-1,2),nrow=2)
f1<-function(x,y)dmnorm(cbind(x,y),mu,sigmal)
zl<-outer(x,y,f1)
sigma2<-matrix(c(2,0,0,2),nrow=2)
f2<-function(x,y)dmnorm(cbind(x,y),mu,sigma2)
z2<-outer(x,y,f2)
sigma3<-matrix(c(2,1,1,2),nrow=2)
f3<-function(x,y)dmnorm(cbind(x,y),mu,sigma3)
z3<-outer(x,y,{3)

par(mfrow=c(1,3))

contour(x,y,z1)
contour(x,y,z2,main="Corrélation nulle")

contour(x,y,z3)

C.5 : Code des densités de Student, Pearson et Fisher

par(mfrow=c(1,2))
curve(dt(x,1),xlim=c(-4,4),ylim=c(0,0.4),col="red" ,lwd=2,ylab="1f(x)",
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main="Densité de Student")
curve(dt(x,5),xlim=c(-4,4),ylim=c(0,0.4),add=T,col="blue" lwd=2,ylab="f(x)",
main="Densité de Student")
curve(dt(x,30),xlim=c(-4,4),ylim=c(0,0.4),add=T,col="black" ,lwd=2,ylab="1(x)",
main="Densité de Student")

legend(1.5,0.42,col=c("red","blue","black" ), lwd=1,
legend=c("(ddl=1)","(ddl=5)","(dd1=30)"),cex=0.8)
curve(dchisq(x,3),xlim=c(0,15),ylim=c(0,0.3),col="red" lwd=2,ylab="f(x)",
main="Densité de Pearson")
curve(dchisq(x,4),xlim=c(0,15),ylim=c(0,0.3),add=T,col="blue",lwd=2,ylab="f(x)",
main="Densité de Pearson")

curve(dchisq(x,5),xlim=c(0,15),ylim=c(0,0.3) ,add=T,col="black" lwd=2,ylab="1f(x)"
;main="Densité de Pearson")

legend(10.5,0.315,col=c("red","blue","black"),lwd=1,
legend=c("(dd1=3)","(ddl=4)","(dd1=5)"),cex=0.8)
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Abstract

This dissertation discusses some of the fundamental concepts, definitions
and properties of the multidimensional probability distributions of Gauss,
Wishart, Hotelling and Wilks. The importance of these distributions lies
in the great role which they play in the statistical analysis of multivariate
data such as estimation and hypothesis testing.

Keywords: Gauss multivariate distribution; Hotelling’s T2; Random
vectors; Wilks’ lambda; Wishart distribution.

Résumeé

Ce mémoire traite les concepts, définitions et propriétés de base des
distributions multidimensionnelles de probabilité de Gauss, Wishart,
Hotelling et Wilks. L'importance de ces distributions réside dans le grand
role qu’elles jouent dans l'analyse statistiqgue des données multivariées
telle I’estimation et les tests d’hypotheses.

Mots clés : Distribution de Wishart; Distribution multivariée de Gauss;
Lambda de Wilks; T2 de de Hotelling; Vecteurs aléatoires.
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