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Notations et symboles

Les différences notations et symboles utilisés tout au long de ce mémoire sont expliquées

ci-dessous :
v.a Variable aléatoire.
N Ensemble des entiers naturels.
R¢ Espace réel euclidien de dimension d.
Q Un ensemble fondamentale.
P Une mesure de probabilité sur €.
F La tribu sur 2.
B(R) Tribu borélienne sur R.
(Ft)e>0 La filtration naturelle du mouvement brownien.
Fr Tribu engendrée par la famille {X;0 < s < ¢}.
El] Espérance mathématique.
E[./] Espérance conditionnelle.
ct,C? L’espace des fonctions continues intégrables.
(Q,F,P) Espace probabilité.

(Q,F, (F)er, P) Espace de probabilité filtré.
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EDS

P.s

B = (By)i>0
Ll

L2
(Ft)i=0

C’est-a-dire.

Equation différentielle stochastique.
Presque stirement .

Mouvement Brownien.

L’espace de fonctions intégrable.
Fonction indicatrice de A.

L’espace de foctions de carré intégrable.
La filtration naturelle du mouvement brownien.
Fonction de cofit.

Variable de controle.

Ensemble des valeurs compacts.
Controle admissible.

Drift ou la dérive.

Terme de diffusion.
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Introduction

Un grand nombre des problémes économiques financiére moderne impliquent la résolution
des problémes de controle stochastique & temps continu et a état continu. Comme les solu-
tions explicites de ses problémes sont extrémement rares, plusieurs méthodes numériques
ont été proposées pour résoudre ces types de problémes par exemple Kushner [], [9] pour
les processus de diffusions controlées, Song et Yin [I3] pour les processus de diffusions de
jeux différentiel, Barles et Souganidis [2]. Pour approximation des solutions des équations
de HamiltonJacobi-Bellman par la méthode de différences finies et éléments finis. Dans
notre mémoire on se concentre sur l'approximation par la méthode des chaines de Mar-
kov. L’idée de base de cette méthode est d’approximé notre processus de diffusions par
une chaine de Markov controlée appropriée, dans laquelle le cotit optimal est facilement
calculés, puis on montre que nous pouvons approximer le cotit optimal pour le probléme

initial par le cotit optimal de cette chaine controlée.
Notre mémoire est divisé en trois chapitres :

Dans le premier chapitre, on présente un rappel sur le calcul stochastique (définition
de l'intégrale stochastique, formule d’Itd et quelques inégalités connues, etc...).

Dans le deuxiéme chapitre, on donne le théoréme d’existence et d'unicité de la solution
d’une équation différentielle stochastique progressive.

Dans le troisiéme chapitre, on se consacre & la résolution numérique d’un probléme
de controle stochastique par la méthode d’approximation des chaines de Markov. Alors

que le problémes sous-jacents sont en temps continu, les méthodes numériques sont basées



Introduction

sur la construction de chaines de Markov controlées en temps discret qui sont localement
cohérentes de sorte que la moyenne et la covariance locales coincident avec celles des
systémes stochastiques contrélés en temps continu, dans la démonstration on utilise le

concept des controles relaxés.



Chapitre 1

Rappels sur le calcul stochastique.

but de ce chapitre est donner les définitions et les notions de base pour

1 ele calcul stochastique, et donne les principaux résultates a utiliser dans les
chapitres suivants, et pour plus de détails consulter les documents suivantes :
[5] et [7]

1.1 Processus stochastique

1.1.1 Tribu et Mesurabilité

Soit (£2, F,IP) un espace de probabilité.

Définition 1.1.1 (Définition d’une tribu) Soit E un ensemble quelconque. Une tribu
(ou o- algébre) sur E est une famille F de parties de E telle que :

i) £ e F;

iil) Ac F = A° e F;

iii) St A, € F pour tout n € N, on a aussi : |J A, C F.
neN



Chapitre 1 : Rappels sur le calcul stochastique

Les éléments de F sont appelés parties mesurables. On dit que (F,F) est un espace

mesurable.

Enoncons quelques conséquences de la définition :

1. o F.

2. Si A, € F pour tout n € N, on a aussi : (| 4, € F.
neN

3. Puisqu’on peut toujours A, = @& pour n assez grand, la propriété(zii) entraine que

F est stable par réunion finie (et de méme par intersection finie).

Tribu boréliénne

Soit (€2, F) un espace mesurable, et soit X une variable aléatoire réelle (v.a.r).

Définition 1.1.2 On dit que X une application mesurable de (2, F) dans R si :
(X~1(A) € F,VA € B(R)) ,ou :
— F est un tribu de parties de ).

— Q) est une ensemble (univers des possibles).

— B(R) est un tribu des boréliens.

Définition 1.1.3 Soit (2, F) et (E,¢) deux espaces mesurables. Une application [ de )

dans E est dite (F,e) mesurable si f~1(A) € F,VA€e , ou:

FHA) ={w € Q\f(w) € Q}.

Définition 1.1.4 (tribu engendrée)La tribu engendrée par une variable aléatoire X dé-
finie sur (Q,F) est l'ensemble des parties de Q qui s’écrivent X 1(A) ot A € B(R).On
note cette tribu o(X). La tribu o(X) est contenue dans F. C’est la plus petite tribu sur S

rendant X mesurable.



Chapitre 1 : Rappels sur le calcul stochastique

1.1.2 Filtration et Processus adapté

Soit (€2, F, P) espace de probabilité complet.

Définition 1.1.5 (processus stochastique) Un processus stochastique est une famille
X = (Xy)ter de variables aléatoires a valeurs dans un espace mesurable (2, F) et indexée
par le temps t. Un processus dépend de deuzx paramétres : X, (w) dépend de t (en général

le temps) et de laléatoire w € €.
Poutt € T fizé, w € Q — Xy (w) est une variable aléatoire sur (2, F,P).

Pour w € Q fizé, t € T — Xy(w) est une fonction a valeurs réelles, appelée trajectoire du

processus.

Définition 1.1.6 (Modification et indistinguable) Etant donné un processus stochas-
tique Y = (Yy)ier, on dit que Y est une modification de X si pour toutt € T , on a :X; =Y,
p.si.e. P[X, = Y] = 1. On dit que Y est indistinguable de X si leurs trajectoires coincident

p.s. P[X, =Y, VteT]=1.

Définition 1.1.7 (processus gaussien)Un processus est dit gaussien si toutes ses lois

fini-dimentielles (X, Xy,, ..., Xy,) sont gaussiennes (¥n € N [Vt to, ..., t, € T).
Autrement dit : X = (Xy)ier est gaussien si toute combinaison linéaire :

a1 Xy, + as Xy, + oo + a, Xy, suit la loi gaussienne (pour tout n € N [ty to, ..., t, € T et

a1,02,...,0, € R)

Définition 1.1.8 (processus de Markov)Soit X = (X;)ier un processus et (F;) sa
filtration canonique, on dit que le processus est de Markov si, pour tout n et pour toute

fonction bornée F' définie sur R™, pour tous t; <ty < .... <t,



Chapitre 1 : Rappels sur le calcul stochastique

E(F(Xs+t1,Xs+t2, ........ 7Xs+tn /fs) = E(F(Xs+t1,Xs+t2, ........ 7Xs+tn /Xs)

Ceci implique en particulier que pour toute fonction f borélienne bornée :

B(F(X,)/F.) = B(F(X0)/X.) Wt > s.

Le processus est dit de Markov fort si la propriété précédente est vraie pour tout couple

de temps d’arrét finit 7, S avec T > S.

Filtration

On s’intéressera aux phénomeénes dépendant du temps, ce que l'on sait a la date t étre

collecté dans une tribu qui est information a la date t.

Définition 1.1.9 Une filtration est une famille croissante de sous tribus de F, c’est-a-dire

telle que F; C Fs , pour tout t < s.

On demande souvent que les ensembles négligables soient contenus dans F;.
On parle d’hypothéses habituelles si :

— Les ensembles négligables sont contenus dans Fy.
— La filtration est continue & droite au sens ou JF; = ﬂs>t Fs .

— Une filtration G est dite plus grosse que F' si F; C Gy, quelque soit ¢.

Processus adapté

Définition 1.1.10 Un processus stochastique (Xi)i>o, est dite adaptée (par rapport une
filtration F; ) si Xy est (F; ) mesurable pour tout t. On dit que le processus est a trajectoires
continues (ou est continu) si les applications t — X;(w) sont continues pour presque tout
w. Un processus est dit cadlag (continu a droite, pourvues de limites & gauche) si ses
trajectoires sont continues & droite, pourvues de limites & gauche méme définition pour

caglad.



Chapitre 1 : Rappels sur le calcul stochastique

Définition 1.1.11 Un processus X est dit adapté si pour t > 0, X, est (F; ) mesurable.
Le processus est dit progressif si, pour tout t > 0, lapplication (w,s) — Xs(w) définie sur

Q x [0,t] est mesurable pour la tribu F ® B([0,t]).

Définition 1.1.12 Un processus (X;)ier est dite prévisible (par rapport o F;) si l’applica-
tion (t,w) — Xs(w) est mesurable sur T x Q2 muni de la tribu engendrée par les processus

Fi-adaptés et continus.

Espérance conditionnelle

Soit X une variable aléatoire réelle (intégrable) définie sur (2, F, P) et G une sous-tribu

de F.

Définition 1.1.13 L’espérance conditionnelle E[X/G] de X quand G est l'unique variable

aléatoire :

1. G-mesurable.

2. VAeG , ona: [, XdP = [, E[X/GdP.

C’est aussi 'unique (& une égalité p.s.prés) variable G-mesurable telle que :

E [E(X |G)Y] = FE (XY ), pour tout variable Y , G-mesurable bornée.

Propriété 1.1.1 (propriété de espérance conditionnelle)

1. Linéarité : Soit a et b deux constantes, alors :
E(aX +bY|G) = aE(X|G) + bE(Y|G).
2. Croissance : Soit X et Y deux v.a telles que X <Y , alors :
EXI|G)SXEXY|G).
3. Espérance: F [E(X |G)|=FE (X ).
4. Si X est G—mesurable, alors : F (X |G )= X .

8



Chapitre 1 : Rappels sur le calcul stochastique

5. SiY est G—mesurable, alors: E (X Y |G)=Y E (X |G ) pour tout v.a X.

6. Si X est indépendante de G, alors :E (X |G )=FE [X].

1.1.3 Temps d’arrét et Martingales

Temps d’arrét

On travaille sur un espace muni d’une filtration (F;). On note : F, = o(UFy).

Soit (F;) une filtration sur (2, F,P)

Définition 1.1.14 Une v.a.T : Q — R, = R, U {+oo} est une (F,)-temps d’arrét si

YVt > 0,{T <t} € F;. On associée a un temps d’arrét T les tribus suivantes :
fT:{AGfoo,thO,Aﬂ{TSt}Eft },
Fre ={AeFo,Vt>0,AN{T <t} € F },

Fr-=0c(AN{T >t},t>0,Aec F }.
Propriété 1.1.2 :

1. On a toujours Fr- C Fr C Fr+. Si la filtration (F;) est continue a droite, on a :

Fr=Fr+ .
2. Unev.aT:Q — K+ est un (Fu+)i>o - temps d’arrét si et seulement si :

vVt > 0,{T <t} € F; . Cela équivalente encore & dire que T A t est (F;) - mesurable

pout tout ¢ > 0.
3. SiT =t alors Fr=F , Fr+ = Fr .
Martingale

Soit (2, F, (Fi)i>0,P) un espace de probabilité filtré, L' est un espace intégrable et tous

les processus sont a valeurs réelles.
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Définition 1.1.15 ( Martingale en temps continue) Un processus (Xi)i>o adapté et

tel que X, € L' pour tout t > 0 est appelé :

— Martingale si, pour tous 0 < s <t |, E [X; |Fs] = X; .
— Sur-martingale si, pour tous 0 < s <t , F [X; |Fs] < X, .

— Sous-martingale si, pour tous 0 < s <t |, E [X;|F] > Xs .

Remarque 1.1.1 1. 8i I C N , on dit que la martingale au temps discret.

2. Si I CR, , on dit que la martingale au temps continue.

Théoréme 1.1.1 (I’inégalité de Doob )Soit X = (X;)ier une sous-martingale positive

ou une martingale, cadlag alors pour tout temps d’arrét T a valeurs dans T, on a :

P{mmezﬂs

0<t<r

p p p
Bl s x| < (G2) B I e

0<t<r 1

Définition 1.1.16 ( Martingale locale) Soit X un processus cadlag adapté. On dit
que X est une martingale locale s’il existe une suite de temps d’arrét (7,), > 1 telle que :

lim 7,, = 400 p.s. et le processus arrété X™ est une martingale pour tout n.

n—~oo

Définition 1.1.17 ( semi-martingale ) Une semi-martingale est un processus cadlag

adapté X admettant une décomposition de la forme suivante : X = Xo+ M + A ou :

— M est une martingale locale cadlag nulle en 0.

— A est un processus adapté et a variation finie et nul en 0.

10



Chapitre 1 : Rappels sur le calcul stochastique

1.2 Mouvement brownien
Soit (2, F,P) un espace de probabilité et B = (B;):>¢ un processus stochastique.

Définition 1.2.1 ( Mouvement brownien ) Un processus B = (2, F, (Ft)i>0, (Bt)t>0, P)
a valeurs réelles est appelé un mouvement brownien si :

1. By =0. P-p.s.

2. V0<s<t, la variable aléatoire B, — B, est indépendante de F; .

3.V 0<s<t, (B;— Bs) est de loi gaussienne centrée de variance t — s .

Définition 1.2.2 Un mouvement brownien (By)icr+ est dit standard,ou processus de Wie-
ner, s’il est issu de 0, c’est-a-dire si By = 0 P-p.s et si pour tout t € RY, E[By] =0 et
E[B| =t .

Proposition 1.2.1 Si (B;);cr+ est un mouvement brownien standard, alors pour tout
(s,t) e RY

cov(By, Bs) = inf(t,s) = s A t.

Théoréme 1.2.1 Soit B = (By)cr, un processus stochastique tel que : toutes les trajec-
toires sont continues et By = 0, alors on dit que les propriétés suivantes sont équiva-

lentes :

1. Le processus B est un mouvement Brownien standard.

2. Le processus B est un processus gaussien avec espérance m(t) = 0, et de covariance :

cov(Bs, By) = s ANt = min(s,t).

Proposition 1.2.2 Tout mouvement brownien est une martingale relativement a sa fil-

tration, i.e : pour tout s <t , E(B/\Fs) = Bs.

11



Chapitre 1 : Rappels sur le calcul stochastique

Preuve. Si s < t, 'indépendance de B; — B, et F, implique que :
E(Bt - Bs\fs) - E(Bt - Bs) == 0

puisque B est centré. D’ou le résultat. m

Définition 1.2.3 (chaine de Makov)Un processus (X, )nen @ valeurs dans E est une
chaine de Makov si pour tout entier n > 1 et pour tous éléments xg, x1, %, 1,2,y de E.
Ona:P(X,1=y|Xo=20.., Xpy1 = Tpn1, X, = ) = P(Xpy1 = y| X, = ).

La chaine est dite homogéne si le nombre P(z,y) = P(X,11 = y| X, = ) ne dépend pas
de n. La matrice P = (P(x,Y))@ycExE, indexée par £ x E , est alors appelée matrice de
transition de la chaine.Notons que la matrice P a des coefficients positifs ou nuls et vérifie

Y P(x,y) =1 pour tout x € E , on dit que c’est une matrice stochastique.
yerR

1.3 Quelques inégalités

Proposition 1.3.1 (Inégalité de Jensen) Si ¢ est une fonction conveze et X une v.a.r

telle que ¢(X) est intégrable , alors : ¢(E[X ]) < Ep(X)] .

Proposition 1.3.2 (Inégalité de triangulaire) On travaill sur K=R ,si o, € K.
Alors

o+ 8] < [a] +[6]

Proposition 1.3.3 (Inégalité de Holder ) Si:1 < p < oo et q est l'exposant conjugué

de p, alors pour tous (1, ...,Ty), (Y1, -, Yn) ER™ , on a :

n n 1/p n 1/q
S o] < (zm\p) (z\ykw)
k=1 k=1 k=1

12



Chapitre 1 : Rappels sur le calcul stochastique

Proposition 1.3.4 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soit n € N* et soient

(1, oo Tn), (Y1y oy Yn) ER™ 00 a0 :

n
E TrYk
k=1

< Zm% X zn:y,%
k=1

Théoréme 1.3.1 (Inégalité de Cauchy-Shwartz) Soit L? un espace des fonctions

continues de carré intégrable sur I (I un intervalle réel quelconque) muni du produit sca-

laire) (f, g) — (f\ g) = fI fg, on obtient :

Jo =\ L=y

Lemme 1.3.1 (lemme de fatou)Soit (X,,,n > 0) une suite croissante de variables aléa-

Y (f.g)eL?,

toires réelles positives et intégrables, telle que liminf X,, est une variable intégrable, alors :

n—oo

E [hm inf X, } < liminf £ [X,,].

n—oo n—oo

Théoréme 1.3.2 (convergence monotone) Soit {X,,,n > 0} une suite croissante (ou

décroissante) de variable aléatoire et soit X = lim X,, p.s. Suppose que X est intégrable

alors : E[X] = lim E[X,].

n—oo

Propriété 1.3.1 (convergence dominée)Soit {X,,n > 0} une suite croissante de va-
riables aléatoires convergent p.s. vers X. Supposons qu’il existe une variable aléatoire Y

intégrable telle que : | X,| <Y alors :

X est intégrable et E[| X, —Y| — 0 quand n — +oco.

13



Chapitre 1 : Rappels sur le calcul stochastique

Propriété 1.3.2 (convergence faible)Soient E un espace vectoriel normé de norme
||| et E" son dual, et soit {z,,n > 0} une suite d’éléments de E, on dit que x, converge

faiblement vers x € E et on note x, — x , si¥ f € E' | f(x,) — f(z).

1.4 Calcul d’Ito6

1.4.1 Intégrale stochastique

Soit B un mouvement brownien sur (£, F, P), et C', C? sont deux espaces des fonctions

continus intégrables.

Nous définissons maintenant la v.a : fOT XdB(s) quand {X(s), s > 0} est un processus
stochastique. Le caractére aleatoire de X mnécessité une condition supplémentaire par
rapport au cas de I'intégrale de wiener, et notons {F” ;¢ > 0} la filtration naturelle du

mouvement brownien B.

Définition 1.4.1 On dit que (X;)i>o est un bon processus s’il est (FP)- adapté caglad, et

si: B [fOT des] < 400 , pour tout t > 0.

1.4.2 Processus d’It6

Définition 1.4.2 On dit que processus d’Ité tout processus X; de la forme suivante :
t t
VO<t<T ; X;=Xp+ / bsds—i-/ o, dB;, ; P—p.s
0 0

Ou :X, est Fy —mesurable, b et o sont deux processus progressivement mesurables

vérifiant les conditions : f(f bs |ds < oo et fot los |ds < o0, le coefficient b est le drift

14



Chapitre 1 : Rappels sur le calcul stochastique

ou la dérive, o est le coefficient de diffusion, et on utilise la notation suivante :

dXt :bt dt + oy dBt s
XO = T, V0§t

1.4.3 Formule d’Ito6

Soit le processus d’'Itd6 : VO <t <T |, X; = Xo + fot byds + fot 0sdBs, et soit f:R —R
(suffisamment réguliere). Le but de la formule d’1t6 est donner une formule de changement

de variable pour le processus f(X;) qui serais un processus d’It6.

Théoréme 1.4.1 (Premiére formule d’It6)Soit f : R — R wune fonction de classe

C?, est dérivée bornées, et soit le processus d’Ité :
t t
VO<t<T, X;=Xo+ / bsds+/ o.,dBy
0 0
Alors la premiére formule d’Itoé s’écrit sous la forme :
t , 1 t
£ = £000) + [ fXax.+ 5 [ ) o ds
0 0
et sous la forme condensée :

df (X,) = f(X,)dX, + % F1(X,) o2 dt.

Théoréme 1.4.2 (Deuxiéme formule d’It6)Soit f : Ry x R — R wune fonction
de classe C'  par rapport & t et de classe C* par rapport & x & derivées bornées et

(t,z) — f(t,x), on va écrire la déuxieme formule d’Ito par suit :

£ = $0.X0)+ [ £ Xt [ fils Xads 4 g [ s, x00? ds

15



Chapitre 1 : Rappels sur le calcul stochastique

Proposition 1.4.1 (intégration par parties)Si X et Y sont deux processus d’Ito,

alors :

t t t
X Y, = Xo Yo +/XSdYS +/Y;dXS +/d<X,Y J
0 0 0
et soit la notation : A(XY )y = X, dY; + Y, dX; + d(X,Y ), .

Preuve. Voir que [12]. =

16



Chapitre 2

Equations différentielles

stochastiques.

es équations différentielles (standard) gouvernent de nombreux phénomeénes
déterministes, formellement on doit prendre en compte des « différentielles
stochastiques ». Dans ce chapitre, nous aurons présenté la signification d’une
équation différentielle stochastique et est ce que la solution exsite et si elle existe, est-elle

unique ?

2.1 Equation différentielle stochastique

Définition 2.1.1 Une équation différentielle stochastique (EDS) est une équation de la

forme :

t t
Xi==x +/ b(s, Xs)ds —l—/ o(s, Xs)dBs (2.1)
0 0

ou sous forme condensée :

dXt = b(t,Xt) dt + O'(t, Xt)dBt ,Vt eT (2 2)

XO = T,

17



Chapitre 2 :Equations différentielles stochastiques.

ou :

1. (Bt)t> o est un mouvement brownien standard sur R™ défini sur un espace filtré
(Q, F, (Ft)t>0,P), x € R™ (condition initiale), le processus X ici est inconnu.

2. Les deux fonctions b : [0;7] x R®™ — R™ (la dérive) et o : [0;7] x R* — R™™
(le coefficient de diffusion) sont mesurables et bornés, tels que : 7" > 0, n,m € N .

Nous allons préciser les notions d’existence et d’unicité des solutions d’une(EDS).

2.2 Solution forte et solution faible

Soit (2, F, (Ft)i>0, P) un espace probabilité filtré , (B;): > ¢ est un mouvement brownien

standard sur R™, L? est I’ensemble des variables aléatoires intégrables.

Définition 2.2.1 (solution forte )On dit que le processus X = (X;) représente une

solution forte de I'(EDS) Si:

1. X est un processus continu et progressivement mesurable.
2. P.p.s fOT {1b(s, X )+ lo(s, X, )||2ds} < 400, ot ||o|| = trace (oo*) ou :
o* désigne le transposé de o,

3. P.ps ona:X,=x + fot b(s, X )ds + f(fa(s,Xs )dBs ,0<t<T.

Définition 2.2.2 (solution faible ) On dit que Uéquatior|2.d admet une solution faible
si on peut trouver un espace de probabilité filtré (Q, F, (F;)i>0, P), et pour tout mouvement
brownien (By): > o, $’il existe un processus continue X = {X;, T >t >0} tel que les

propriétés 1),2),3) soient vérifiées.

18



Chapitre 2 :Equations différentielles stochastiques.

2.3 Existence et ’unicité des solutions

Définition 2.3.1 (Unicité forte)On dit que [’équation admet une solution forte

unique si pour chaque deux solutions fortes X = (Xy), oo €t

Y = (Y ona: P{ supye, < [X; =Yy <0} =0

Clest-a-dire : P{ X, =Y, ;Vt €[0,7]} = 1.

Définition 2.3.2 (Ezistence et Unicité faible)Pour Uéquation[2.4 on dit quil y a :

— Existence faible si pour tout x € R?, il existe une solution de c’est-a-dire un triplet
{X,B, (4, F,(Fi)>0, P, )} o B est un (F;)—mouvement brownien et pour lequel X est
solution satisfaisant [2.1]

— Emistence et unicité faibles si de plus toutes les solutions de[2.9 ont méme loi.

Théoréme 2.3.1 Etant donné un horizon finit T > 0, considérons UEDS suivante sur
0,77 :

dX;, =0b(t,Xy) dt + o(t, Xy)dB, ,VteT

Xo = 1w,

Supposons les coefficients b et o localement bornés en temps et lipschitziens en espace, i.e.

pour tout t € [0,T],

btz ) = bty ) +lo(t.e) —olty )" < Kz —y[*. (2.3)

Alors on a le résultat suivant :

i) Existence : il existe une solution X sur [0,T] continue et adaptée, qui de plus est
bornée dans L* :

sup E[X?] < oo

0<t <T
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Chapitre 2 :Equations différentielles stochastiques.

ii) Unicité : Si X etY sont deux telles solutions de cette EDS (avec le méme mouvement

brownien et le méme point initial), alors elles sont égales p.s., i.e.
P(X;, =Y, ;Vte[0,T]) = 1.

ou b et o peuvent étre supposées localement Lipschitziennes en espace et satisfaisant

une condition de croissance linéaire.
Pour attaquer la preuve du théoréme, rappelons tout d’abord le lemme de Grnowall.

Théoréme 2.3.2 (Yamada- Watanabe) Supposons que admette une solution faible

et que toutes ces solutions soient indistinguables, alors[2.9 admet une unique solution forte.

Le théoréme suivant est ’analogue du théoréme de Cauchy-lipschitz pour les EDS. 11

fournit les conditions standard d’existence et d’unicité de solution forte.

Lemme 2.3.1 (Gronwall) Soit T >0 et g : [0,T] — R une fonction positive mesurable
bornée sur [0,T]. On suppose qu’il existe des constantes a > 0 , b > 0 tels que pour tout
te[0,T], ona :

o) <a+b /0 g(s)ds (2.4)

Alors, on a : g (t) < a e® pour tout t € [0,7T] .

Preuve. (Gronwall) En itérant la condition [2.4]sur g, on a pour tout n > 1:

bt)? bt )" ! o on
g(t) < a+a(bt) + a( 2) + ..+ % + b”“/ dsl/ d82.../ 9(8ns1)dSni1
! 0 0 0

Ainsi, g étant majorée par une constante A, on obtient que le reste intégral dans le terme

de droite soit majoré par A(bt)"*/(n + 1)! et il tend vers 0, quand n — +o00. m

A présent, nous sommes en mesure de démontrer le théoréme d’existence et d’unicité.
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Chapitre 2 :Equations différentielles stochastiques.

Preuve. ( Théoréme d’existence et d’unicité)

i) Unicité : Soient X et Y deux solutions de 'EDS ci-dessus. Alors pour tout ¢t € [0, 7],
¢ t
X, -V = / (b(s, Xs) — b(s,Ys))ds —|—/ (o(s,Xs) —o(s,Y))dBs.
0 0

Notons que les fonctions o et b étant Lipschitziennes et les processus X et Y bornés
dans L? sur [0, T, intégrale stochastique est bien définie. Ainsi en utilisant succes-
sivement les inégalités (a 4 ¢)? < 2(a* + ¢?) et de Cauchy-Schwartz, I'isométrie d’Ttd

et enfin 'inégalité [2.3], on obtient :

Bl(X,— Y)Y <2B [( ‘(b(s, X.) — b(s,m>>ds)2]

128 -<ft(0(5, X,) — ofs, YS))st)2

< 2tE: [ (s, X.) — b(s, Ys))zds]

12F ( "(o(s, X.) —a(s,Y;))dBS)2

< ZK_maX{T, 1} [T E[(X, —Y,)?Y ds.

D’ou par le lemme de Gronwall appliqué avec a = 0, on obtient que P(X; = Y,
Vt € [0,7)NQ) =1, on obtient le résultat est compté en utilisant la continuité de ces
deux processus.

ii) Existence :
Afin de démontrer I'existence d’une solution & 'EDS, nous allons utiliser une mé-
thode qui est classique en théorie des équations différentielles ordinaires, I'itération

de Picard. Ainsi, soit X(© = 2, et définissons par récurrence la suite de processus

(X™),15 par :

t t
Xt("ﬂ)—xo—i—/ b(s,X§">)ds+/ o(s, X" )dB,, Vte[0,T].  (2.5)
0 0

S

Comme d’habitude, pour montrer que cette suite de processus converge vers une
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Chapitre 2 :Equations différentielles stochastiques.

limite qui satisfait I’énoncé du théoréme, on va montrer que p.s elle est de Cauchy
pour la norme uniforme sur [0, 7].Tout d’abord, remarquons que l'itération donnée
ci-dessus est bien définie. En effet, si X est un processus continu, adapté et borné
dans L? sur [0, 7], I'inégalité [2.3] ainsi que le fait que o et b soient localement bornés
en temps nous donne facilement que o(-, X™) et b(-, X™) sont bornés dans L?
sur [0, 7] ( et donc comme ils sont continus et adaptés, ils appartiennent a ’espace
H2(0,T) = {X :(0,T) — R, EfOT | X,)? ds < oo}) Ainsi, on obtient que X1
est un processus continu, adapté et borné dans L? sur [0,7]. Et comme X© = z,
est trivialement continu, adapté et borné dans L? sur [0, 7], tous les processus X ()
le sont.

A présent, par la méme méthode que celle utilisée pour I'unicité, o cette fois 1'in-
égalité de Doob L? est invoquée pour controler le supermum, il n’est pas difficile de

montrer que pour tout n € N* et tout ¢ € [0, 7],

mi<c | gna(s)ds

ou C'= 8K max{T,1} et

gn(t) = E | sup | XD — X(”)f

s s
s€[0,t]

Ainsi, comme gy est majorée par une constante M sur [0, 7], alors en itérant 'inéga-
lité ci-dessus comme dans la preuve du lemme de Gronwall, on obtient la borne

M(CT)"

0<g,(T) < o

, neN.

En sommant sur n et par 'inégalité de Cauchy-Schwartz, il vient

E ) sup [X& — XM <Y V/ga(T) < o0,
]

nensel0.T neN
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Chapitre 2 :Equations différentielles stochastiques.

donc que p.s.,

sup | X" — X| < co.
neNsG[O,T]

Il en résulte que la suite de processus (X ("))neN est de Cauchy p.s. pour la norme
uniforme sur [0, 7], elle converge alors p.s. uniformément sur [0, 7' vers un processus

adapté X continue sur [0, T, satisfaisant pour tout n € N,

X=X+ (Xt(k“) - X,f’”) , telo,T).

k>n

En particulier, on a par l'inégalité triangulaire que :

Hsupte[ovﬂ ‘Xt N Xt(n)’ = k; gn(T) njoo 0’
L2 >n
||SuPse[0,T] |Xt|||L2 < |zo| + kz;\]\/ gn(T') < 00,
=

et donc X est borné dans L? sur [0, T7.

Maintenant, il reste & montrer que X vérifie bien '’EDS donnée ci-dessus. Notons
que par ce qui précéde et 'inégalité ,on aque b(-,X) et o(-,X) € H*(B,T) et
de plus,

[b(, X) — b("X(n))HW(o,T) - 0

HU<'7X)_U(‘vX(n))HW(o,T) — 0

n—oo

Ainsi, par 'isométrie d’'Ito, on obtient pour tout ¢t € [0, 7] :

2

E

— 0.
n—oo

([ (ot = ots. x5

La convergence dans L? entrainant la convergence p.s. d’une sous suite, alors pour
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tout ¢t € [0,7], on a p.s.,

IN b(s, XI™))ds 2 [ (s, X,)ds

[¥o(s, X{"™))dBs = [So(s, X,)dBs |

d’ou en remplagant n par n; dans U'identité 2.5 et en passant a la limite p.s. lorsque

k — oo, on obtient pour tout ¢t € [0,7], on a p.s.,

t t
X, =29 —i—/ b(s, Xs)ds +/ o(s, Xs )dBs .
0 0

Enfin, en prenant ¢ € [0, 7]NQ on peut intervertir avec le "p.s." et les deux membres

de cette égalité étant continus sur [0, 7], on obtient le résultat désiré, a savoir

t t
P (Xt = —l—/ b(s, Xs)ds +/ o(s,Xs )dBs Vte [O,T]) =1
0 0

La démonstration est achevée.

2.4 Quelques propriétés

2.4.1 Propriété de Markov

Propriété 2.4.1 (propriété de markov)On note (X5* | s > t) la solution de|2.1| par-

tant de x o l'instant t, et soit :

X" =g+ / b(u, X2*)du + dBu.
¢
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t,XO’z
st s>t Ce

Sous les conditions du théoréme (2.8.1|), on peut montrer que : X%* = X

qui montre que la solution de[2.1] est un processus de Markov pa rapport a la filtration F; :
E(f(X5)/F) = E(f(Xs)/Xe) = O(s,1, Xy).

Ou (s, t,x) = E(f(XL®)) , s > t. Ce résultat est extrémement important et permet de

calcul facilement des espérances conditionnelles. En particulier si :
X0 =+ /ts b(XE")du + /: o(X5")dBu.
On obtient un processus de Markov homogéne :
B(F(X.)/F) = B(F(X,)/X) = ®(s,t, X;) = U(s — t, X,).

i £ B(s, t,2) = E(F(X1)) = B(F(X2%) et W(u,x) = B(/(X2%)).

2.4.2 Théoréme de comparaison

Théoréme 2.4.1 (Théoréme de comparaison)Soit :
ow : b; est Lipschitz et |o(x) — o(y))* < k|z —y].

Supposons que X;(0) > X5(0) et by(x) > bo(x), alors X (t) > Xa(t).

Preuve. Voir [11]. n
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Chapitre 2 :Equations différentielles stochastiques.

2.4.3 Martingale exponentielle

Proposition 2.4.1 Soit 0 est un bon processus local et Zy est une constante. La solution

de : dZ, = 0,2,dB; est : Zy = Zy exp| [, 0,dB, — L [ 02d,).

Si de plus E(exp % fOT 02d,]) < oo , le processus (Z;,t < T') est une martingale d’espérance
Zy .

Preuve. Voir le [5] . =

Lemme 2.4.1 Soit f telle que |f(t,z) — f(t,y)| < Clx —y| et sup|f(s,0)] < C. Alors :
I3 f(s,B,)dBs — % [T f(s, B,)%d, est une martingale.
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Chapitre 3

Equations différentielles

stochastiques controélées.

ans ce chapitre, on va utiliser ’approximation par une chaine de markov
[8],[9] pour résolu un probléme de controle. Le processus stochastiques controlé

est un processus de diffusion.

3.1 Approximation par une chaine de Markov

Formulation du probléme : On considére un probléme du controle dont le systéme

controlé et la fonction de cofit associée sont donnés par [3.1] et
dr = b(x,u)dt + o(x)dw ,r €R" (3.1)

V(z,m)=ET /OT e P h(x(t),u(t))dt + E™e P Tg(x(7)) , B > 0, (3.2)
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inf(t:x(t) ¢ G°  siz(t) € G° ,pour t < oo,

00 sinon.

E™ désigne 'espérance sous z(0) = z, et u la variable de controle qui prend leur valeurs
dans un compact U et G° un compact de R". Un controle u(-) = m est admissible s’il est
U—meésurable. On définit :

V()= inf V(x,m) (3.3)

m admissible

Pour la suite on suppose que les hypotheses (H1) et (H2) sont vérifiées.

(H1) b(-,-) et o(-) sont continument Lipschitz, et uniformément en u, et : a(-) = o(-)o’(-).
(H2) k(-) et g(-) sont continues et bornées et G est un ensemble compact.
L’approximation par une chaine de Markov

Soit {&",n > 0} une chaine de Markov controlée de probabilités de transition P"(z,y\u),
h >0, u € U et un espace d’état discret R € R". Soit u” le controle utilisé & étape n et

on suppose qu'un interval d’interpolation (continu en z,u) At"(x,u) soit donné.
Définissons : At = At" (¢! ,ul) et posons G, = R}, N G°, V'espace d’état effectif de {¢!'}

jusqu’a la sortie de G°. &% = ¢ | — &' Pour tout @ > 0 et £ =z :

Erelh = At (z,u)b(x, u) + O(h At (2, u)), (3.4)
Enlogn — ERo§i[0€) — Enogy] = a(x)At"(z,u) + O(h* At"(z, u)),
|&h1 — & = O(h).

On définit £"(+) et u"(-) par :
n —1
€1(1) = € et ul(t) = uly sur [t thy),th = S0 A (35
i =0
Définition 3.1.1 Un controle m" pour {€"} est dite admissible, si les ul' associés sont
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des variables aléatoires a valeurs U et avec les {ul'} utilisé, le processus est toujours une

chaine de Markov, c’est dire :
P{&ry = y/&8 ul i <n}y =p"& y/uy). (3.6)

Soit E;”h lespérance sous la condition initiale x et la politique m”™. On définit la fonction

de cott :
Nj, —1

Via,m") = Br" S e Plk(eh by atl + EM e g (el ). (3.7)

i =0
O :Nj, = min{n,&" ¢ G} , (ou :N, = oo ,si non ), soit 7, = t?vh lespace de temps de

&(+) de G°, alors peut écrire sous la forme suivante :

Vi(z,m") = Ep" /Th e R(E" () u(s))ds + By e g (" (7). (3.8)
0
On définit :
Vi) = %nfd Vi (z,m"). (3.9)

Les conditions [3.4] sont des conditions de "cohérence locale"entre z(+) et £"(-). 1l s’avérera
que c’est la qualité essentielle que nous exigeons de la chaine, quelle que soit la maniére
dont elle est obtenue .Cette cohérence et la similarité entre [3.2 et [3.8] suggerent que les
valeurs optimales V"(x) et V() seront également proches pour un petit A, et il en résultera

étre le cas.

L’équation de la programmation dynamique pour est :

Vi) = min |30, e B COP o,y )VE(y) + Al (z, wk(e,u)| @ € Gy,

uelU

=g(z), =¢G,.

(3.10)
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Convergence de {V"()}

Sous certaines conditions toute sous-suite de {£(+)} & une sous-suite qui converge vers
une diffusion controlée avec un controle admissible m au sens d’une convergence faible
et V"'(-) converge vers le cotit V(x,m) pour cette diffusion. Le controle limite pourrait
étre un controle relaxé. Clairement, V(z,m) > V(x), puisque m n’est pas meilleur que
le controle optimal. Alors : limy V"(x) > V(x). Pour obtenir V"(x) — V(x), nous avons
besoin d’une inégalité inverse. Pour obtenir cela, étant donné un 6 > 0, alors il existe
un controle §—optimal m® pour x(-) tel queV”(z, m"?) — V(x,m?). Ces estimations et

Vh(z) < Vh(z, m™°) (du fait de 'optimalité de V"(x)) donne le résultat souhaité.

3.2 Controle relaxé

Nous définissons ici une classe des controles admissible qui seront utilisés pour simplifier

I’analyse de convergence.

Cas déterministe

Définition 3.2.1 Tout fonction mesurable u(-) & valeurs dans U est dit controle ordinaire

pour[3.1]) :
T =b(z,u). (3.11)

Soit - m(-) une application & valeurs mesure sur les ensembles boréliens de U x [0, +o0o[
telle que :

m(U x [0,t]) =t, pourt >0, (3.12)

et on note parfois m(B x [0,t]) = m(B,t). Sous[3.13, il existe une mesure my(-) sur les
ensembles boréliens U de U tels que pour Borel B, m.(B) est une application mesurable

et m(dc dt) = my(dc)dt.On dit que m(-) est un controle relaxé admissible pour et on
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réécrit (311 comme :

T = /b(az,c)mt(dc). (3.13)

Tout controle ordinaire u(-) a une représentation sous forme de contréle relaxé ot m(dc) =
duqy(c)de. 1l existe un lemme qui assure que pour tout m(-) relaxé et x(-) associé, il existe
une suite de controles ordinaires admissibles u®(+), qui prennent un nombre fini de valeurs,
et les solutions associées 1°(-) a[3.11] telles que 2°(-) — x(-), uniformément sur chaque
intervalle [0T], et m°(-) — m(-) (topologie faible), ot m?(-) est le contréle relaxé qui

équivaut a u®(-).

Cas stochastique

Soit F; X By la 0— algébre contenant les ensemble de produits, ou B; est I’algebre de Borel
sur [0, t]. Si u(-) une application mesurable de (2 x [0, %], F; X B;) a valeur dans U, on dit

qu’il s’agit d’un controle ordinaire admissible pour I’EDS :
dx = b(z,u)dt + o(x)dw. (3.14)

Soit m(-) une variable aléatoire & valeur mesure (sur les ensembles boréliens de U x [0, 00))

tel que pour tout ¢t et pour tout Borel B
m(U,t) =t, (3.15)

m(B,t) est F;-mesurable. (3.16)

Les conditions [3.15et implique l'existence d’une mesure m;(-) F;—adaptée telle que
m(dc dt) = my(de). On dit que m(-) est un controle admissible relaxé pour , et pour

tout controle relaxé B.14] est réécrit comme :

dr = dt / b(z, c)my(de) + o(x)dw. (3.17)
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Théoréme 3.2.1 Supposons que (H1) est vérifier, et soit m(-) un controle admissible.
Alors[3.17 admet une solution (au sens forte). Aussi la loi de probabilité de (x(-), w(-)) est
déterminée par celle de (m(-),w(-)). Pour tout T < 00,0 > 0, il existe un controle ad-
missible ordinaire u®(-), qui est constant par morceaus et ne prend qu’un nombre fini de
valeurs tel que si 2°(+) et 2°(-), respectivement, correspondent a u®(-) et m(-) et pour toute

fonction continue bornée f(-) a valeurs réelles on a :

P {SUPth {x‘s(t) — x(t)| > 5} LN 0, (3.18)

E )fOTf(s,u‘s(s))ds — fOTff(s,c)mS(dc)ds‘ — 0

Pour m(+) un contréle admissible relazé, V(x,m) de[3.9 s écrit

V(z,m) = E" /0 ' / e PUh(a(t), Syma(de)dt + EMe P g(x()). (3.19)

Controles pour {¢"}

La suite u” qui & valeur dans U est dite un controle admissible ordinaire si3.6{est vérifiée.

S’il existe une fonction borélienne u,,(+) telle que u” = u,(£"), alors on dit qu’il s’agit d'un

h =
controle admissible ordinaire de type feed-back. Une suite m!(-) de variables aléatoires

a valeur mesure (sur les ensembles boréliens de U) est un controle relaxé admissible si

mh(U) =1 et
P{gh =\ ml i <= [ PHEL, oml(ae)
On définit m"(-) par son dérive mp(-) : mP(-) = ml(-) sur [th,th. ), et écrire m"(dc

dt) = mP(dc)dt. Nous réécrivons [3.8 en terme de controles relaxés :

V' (x,m") = B /Om /eﬁs’f(fh(S), cyml(de)ds + E}" e g(E" (7). (320)
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Pour tout controle ordinaire{ u"}, nous définissons 1’équivalent du controle relaxé par
ml(dc) = 6,1 (c)dc.
3.3 Convergence faible

Dans cette section on introduit quelque notions sur la théorie de convergence faible, ces ré-
sultats sont appliqués pour caractériser les limites des processus interpolés {£(-), m"(-)},
lorsque i — 0. Soient { X, } et X des variables aléatoires & valeurs dans un espace métrique

S, et ses probabilités induites{ P, } et P sur la o—algebre de S .

Définition 3.3.1 On dit que {X,,} ou ({P,}) converge faiblement vers X ou (P) si pour

tout fonction continue bornée f(-) :
Ef(Xyn) — Ef(X)

et on écrire :X, = X (ou P, = P).

Théoréme 3.3.1 Si X,, = X et supposons que f(-) est mesurable et bornée et,
d’ensemble de discontinuité D. Si P{Df} =0 (ou P est la mesure induite par X ), alors
Ef(Xn) = Ef(X) et f[(Xn) = [(X).

Définition 3.3.2 La suite {X,,} (ou{P,}) est dite tendu (relativement compacte), si pour

tout € > 0, il existe un ensemble compact K. C S tel que :
inf P{X,, e K.} >1—¢.

Théoréme 3.3.2 Si {X,}, est tendu dans (S,C). Alors pour tout sous -suite, il existe

une autre sous-séquence {X '} et un X tel que X, — X.
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Théoréme 3.3.3 (Représentation de Skorokhod) Soit (S, d) un espace métrique com-
plet et séparable et soit X,, = X sur S. Alors il existe un espace de probabilité (ﬁ, 3’::, ITD)
et une suite des variables aléatoires )?n, X définies sur cet espave et & valeurs dans S tq :

X, — X , telles que pour tout Borelien A défini de S :
P{X, e A} = P{X, € A} ,P{X € A} = P{X € A}
et d()?n, )?) — 0 avec probabilité 1.

Soit M(T'),T < oo , 'ensemble des mesures m(-) sur les ensemble boréliens de U x [0, T
qui veérifient m(U x [0,t]) = m(U,t) =t , pour tous T" avec une topologie faible. Sur M (co)
on utilise la topologie la plus forte qui coincide avec celle de chaque M(T) sur [0, T

Soit D*¥[0, o0) I'espace des fonctions continues a droite et a de limite & gauche sur [0, 00) &

valeurs dans R* muni de la topologie de Skorokhod.

Les processus et les variables aléatoires que nous interésse dans notre mémoire sont {£(+)}
de trajectoire dans D"[0, o), {m"(-)} de valeurs dans M (c0), et des temps d’arréts {73, } de
valeurs dans ’espace compact [0, 00] = R. Pour les processus {Y"(-)} de trajectoire dans
D*[0, 00), un critére de tension est donnée par le théoréme suivant. Soit F''la o—algébre

engendrée par {Y"(s),s < t}.

Théoréme 3.3.4 Supposons que pour tout ' < oo,

lim sup P{sup [Y"(t)| > N} = 0. (3.21)
N—oo n tST
Pour tout T' < oo
(lsir%msupEmin{l, Y"(r+6) =Y (r)\|} =0, (3.22)
—U n <7

Pour certains B > 0, o 7 est un FJ* temps d’arrét. Alors{Y™(-)} est tendu dans D*[0, 00).
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Sous [3.2913.21] nous avons

]\}im sup P{|Y"(t)| > N} =0 pour tout t. (3.23)

Tension de {¢"(-),m"()}

h

i

Soit E" et El' I'espérance conditionelle par rapport aux o—algebres engendrées par {£, m

g <n}et {&"(s),m"(s) ,s <t} respectivement .

Théoréme 3.3.5 Supposons que (H1) et sont vérifions et soient m"(-) un contréle
admissible relaxé et ul une suite de controles ordinaires admissible pour {&"}. Alors

{&h(),m" ()} est tendu dans D"[0,00) x M (c0).

Preuve. On montre m pour Y"(-) remplacé par £(-), pour une constante K :

2

EleMt) —z|" =E ;Z st — Ehseh 4+ Ehseh (3.24)
v
th<t ,
< KE |Y(Ath)| + KEY (Ath),
th<t th<t

Ce qui donne [3.23 comme M (00) est compact alors {m”(-)} est toujours tendu m

Convergence faible de {¢"(-), m"(-),7,}

Par le critére de tension démontrée dans le théoréme chaque sous-suite de {£"(-)}
a elle-méme une sous-suite qui converge faiblement. Le théoréme suivant montre que les
limites sont en fait des processus de diffusion controlés. Ce fait joue un roéle important
dans les preuves que V"(z) — V(). Soit ¢;(-) des fonctions continues et bornées sur
U x [0,00), et soit (m, ¢), = [, [ ¢(s,c)m(de ds). Définissons L, le générateur différentiel

de avec u = ¢, pour tout fonction f(-) a valeurs réelles continues et a support compact
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et des dérivées secondes partielles continues :
Lf(x) = f'(x Z fm]

La technique utilisée dans le théoréme suivant est largement utilisée pour caractériser les
limites des suites faiblement convergentes comme solutions a un probléme de martingale

approprié.

Théoréme 3.3.6 Supposons que et (H1) sont vérifions et soit 1, des F' temps-
d’arrét. Soit m"(-) la représentation de controle relaxé admissible de la suite interpolée (in-
tervalles Ath) des contréles admissibles ordinaires {ul'}. Supposons que {£"(-), m"(-), 7.}
converge faiblement vers {z(-),m(-),7}. Alors il existe une filtration F;, et un processus
de wiener w(-), tel que T est un Fi—temps -d’arrét, m(-) est admissible (i.e ,(m(-),w(-))

est une paire admissible), et
dx = /b(x, a)my(da)dt + o(x)dw. (3.25)

Preuve. Soient p,q,t; ,i < q ,t et s arbitaires, mais avec t; < t < t+ s , tel que
P{1 =t} =0. On cherche a montré que pour tout fonction réelle réguliére arbitaires f(-)

et h(-) de support compact ,

Eh(x(ti)uTI{TSt}u (¢j7m)ti7i < Q>] < p)

t (3.26)
[F(@(t+ ) = f@(0) = [ [ £of@(w))m(de dv)| =0

Supposons que [3.26| soit vérifié. m

Soit F; la o—algébre minimale, qui mesure {(s), my(-), 7/{;<s},s < t}. Alors le caractére

arbitaire de h(-),t; , ¢;(+), et [3.26/ implique que :

Er | f(z(t + ) — / /zc m(de dv)| =
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donc

/ /ﬁc ))ms(dc)ds = My (t).

est une F;—martingale pour tout f(-) de type choisi. Mais ceci implique qu’il existe un
processus w(+), F;—Wiener tel quesoit vérifiée, alors Il suffit donc d’établir Nous
utilisons maintenant la représentation de Skorokhod (Théoréme (3.3.3)) pour que toutes les
convergences faibles deviennent avec probabilité un p.s convergences dans les topologies
de D"[0,00), M(c0) ou R, selon le cas.

Notons que si y,(-) — y(-) dans la topologie de Skorokhod, et y(-) est continue, alors la

convergence est uniforme sur des intervalles de temps bornés.

Nous prouvons maintenant [3.26) dans le cas scalaire uniquement, pour des raisons de

commodité de notation. Par [3.4] :

ERF(Eh,) — F(Eh) = / Fo(EL)B(EL Ymi ()AL + (€110 (ED)AE + O(h AL,
Cela donne :
Elf(E(t+5)) — f(E" @) =Bl [/ [ f.(€"())b(€"(v), c)m"(dc dv) (3.27)

+1E} t+s fee(En(W))a2(E"(v))dv + 5" (t, t + 5)
__Eht“[ﬁﬂg(@ﬁnﬂmum)+5ﬂut+sL

O 8" est borné et tend vers zéro lorsque :h — 0. Ainsi :

Eh(fh(tl), Th[{ﬂ'hgt}a (¢j7 mh)tiai S Q7j S p) . (328)
U@W+@—ﬂ@( Lo (€M (0))mP (de dv)| 0.

Enfin découle de et de la convergence faible.
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Représentation de {£"} sous terme d’une martingale

Nous obtenons maintenant une représentation pour {£'} qui sera trés utile pour obtenir

notre résultat.

Soit {u!'} la suite de controle et définissant 8" = (¢, | — &) — El(¢h, |, — &), on a:
G = & (& un) Aty + By + O(hAty), (3.29)

ot covl Bl = a(EM AL + O(h*Atl), d’apres 3.4 .
Nous représentation maintenant {8} en termes de "bruit blanc". Pour comprendre le
schéma, supposons d’abord que o(z) ait un inverse uniformement borné o~!(z), et défi-
nissons dW/ = o=1(¢") ph. Alors (cov! désigne la covariance conditionnelle, analogue &
Eh)
conh W = IAth + O(heAth), W] B o, (3.30)
ERBi(0Wy) = o(&n) Aty + O(h*Aty).

Définissons W"(-) par :

n—1
Whty= > Wi,  Wh=> W)
t <t 0

h
n+1l—=

Nous pouvons maintenant écrire en termes d’une suite de "bruit blanc" {§W/}.

Pour simplifier la notation, nous traiterons que le cas ot o(-) est une matrice carrée (r xr),
et non le cas général. Soit a(¢)) = PY(DP)?P!, ou D! est la diagonale {d} ,...,d! } et P"

est une matrice orthogonale, toutes deux aléatoires. Pour a € (0,1), on définit :

18 = diag {d, I pey. o}

Soit W(-) un processus de Wiener satandard & valeurs R indépendant de {&" u"}, et

posons W = W(th ) — U(¢"). Etendre la définition de E” et cov® afin qu'ils incluent le
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conditionnement sur ¥? ;i < n. Définissons (D! désigne le pseudo-inverse) :

OWyy = (D) 'L (Py) By + (1 = I)0 0y, (3.31)

Ensuite, nous pouvons écrire :

covhsWh = IAth + O(heAth),
ERBREWEY = o(EM)Ah + O(h Ath), (3.32)
B = o(EMOW) + el |

ot I'interpolation continue £”(-) de {e"} converge faiblement vers le processus "zéro". En

effet Elel =0 et covlel = O(h*)At] | et sup,,, e — 0si h — 0. On écrit comme :

b= b WAL o (MW el O(hALD). (3.33)

n’’n

Soit m"(+) la représentation de controle relaxé de I'interpolation continue des paramétres

de {u”}, avec I'interval d’interpolation {At"}. Nous pouvons énoncer le théoréme suivant.

Théoréme 3.3.7 Supposons que[3.4 et (H1) sont vérifions . Alors {€"(-), W"(-),"(-), m"(-)}
sont tendus dans D3"[0,00) x M(c0). Si la limite d’une sous-suite convergente est notée
par (z(-),w(:),e(:),m(:)) alors e(-) = 0 et le reste vérifié ot m(-) est un controle

relaxé admissible (la filtration F; est celle déterminée par la processus limites).

Remarque sur la preuve. La preuve est trés similaire a celle du théoréme [3.3.6 {IW"(-)} est
tendu dans D"[0, c0). Le fai que €"(-) = processus nul découle de ses propriétés locales.
Ensuite,dans les arguments de A(-) du théorémem Remplacer £"(u) par (" (u), W"(u))

chaque fois qu'’il apparait. Soit f(-) dépendant de £ et w et notons que (notation de cas
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vectoriel) :

Enf (& W) = F(E. W) = £L(& Wb(ER, un) Aty + O(h Aty)
+%Atﬁ[2i,j fle‘g( Za erLL)aZ](SZ)
+Zi fwiwi< var};) +Zi7j fwiwj( Z»WYIZ)%({Q)]

Substituer ensuite dans la forme vectorielle de [3.27et [3.28] et prendre les limites faibles.

En prenant la limite, £° sera remplacé par 'opérateur du couple (z(-),w(-)) satisfaisant

[3.17 sous m(-).

3.4 Le probléme actulisé déterministe

Afin d’illustrer I'idée de cette méthode d’approximation, nous traitons maintenant le cas

déterministe actulisé ol le systéme et le cotit sont :

4= / b, yma(de), (3.34)

V(z,m) = / Pk (x(t), c)my(dc)dt, (3.35)
0
et b(-) et k(-) sont bornés et continus, avec b(-, ¢) Lipschitz continus en z, uniformement en
c. Soit At"(z,c) continu et satisfasse koh > At"(x,c), ko > 0, et Ath(x, c) 2, 0. L'équation
de la programmation dynamique pour le probléme discrét approximé est [3.30] :

Vh(2) = min | e PA@OVA(x 4 bz, ) At (z, ¢)) + At (z, O)k(a, c)} . (3.36)

ceU

Supposons maintenant que nous approchons V' (-) par une fonction linéaire par mor-
ceaux. Avec 'utilisation de la valeur de controle ¢ au noeude z, nous utilisons z(z, ¢)
pour désigner la point canonique x + b(x,c)At"(x,c) accessible depuis z dans le temps

At"(z,c). Par exemple, z! ou 2%, oil ¢ = c;,0u ¢y, respectivement. Soit Y’ (z,c) les
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angles du triangle dans lequel z(z, c) se trouve, par exemple, Y"(x,cy) = {z, y1, y2}. Pour
y € Yh(x,c), soit p"(x,y/c) désignent les poids qui donnent z(z, ¢) (par exemple, les poids
qui donnent 2% comme une combinaison convexe de (x,y1,¥y2)). Clairement p"(x,y/c) > 0
et D evhine p(x,y/c) = 1. Soit {£"} la chaine de Markov controlée dont la fonction de
transition est p*(z,y/c),y € Y"(x,c). Avec approximation "linéaire par morceaux"de

Vh(.) utilisée, nous pouvons réécrire comme (pour x un sommet d'un triangle) :

Vi(z) = mié1 e BAL" (@.0) Z p"(z,y/c)V"(y) + At"(z, c)k(z,c)| . (3.37)
°c yeYh(x,c)
Il est claire que représente une approximation par éléments finis. En calculant les"statistiqus"locales

de {£)'}, nous avons (ou EJ! , dénote 'espérance donnée &, ul',i < n.et ul =c) :

By &nia — & = b(&r, o)At (z,0) = O(h), (3.38)

covy o(Eh 1 — &) = O(h?).

Soit u"(z) minimiser dans et soit u = u(&M), Ath = Ath(¢h, ul). Notons m”(-)
la représentation de controle relaxé de l'interpolation continue des parameétres(intervalles
Ath de {ul'}. Alors {€"(-), m"(-)} est serré, et si (z(+), m(-)) est la limite de toute sous-suite

faiblement convergente, alors :

i = /b(x,c)mt(dc).

Aussi, si & = x, alors pour cette sous-suite(indexée par h,,) :

V() / / c)yig(de)dt =V (z,1m).

L’interpolation probabiliste n’est qu'un dispositif utilisé pour étudier I’approximation par

éléments finis de ce probléme originellement déterministe.

41



Chapitre 3 :Equations différentielles stochastiques controlées.

Clairement V' (z,m) > V(z) = inf,;, aam V (z, m).

Ensuite, nous voulons montrer que V(xz,m) = V(). Soit m(-) le controle relaxé optimal
admissible (déterministe) pour Pour tout § > 0 et T5 < oo, ou 15 — oo comme
§ — 0, il existe un A > 0 et un controle ordinaire(déterministe) admissible @°(-), qui
est constant sur les intervalles [iA,iA + A),i = 0,1, ....et est tel que pour Z°(-) et Z(-)
correspondant respectivement a 4°(-) et m(-),on a :

sup [#(t) — 2(t)| <6, (2(),m’ () = (@(), ().

t<Ts

Nous notons m°(-) la représentation de controle relaxé de @’(-).

Ainsi, pour obtenir V(z,m) = V(x), il suffit de montrer que :

V(z,m) < V(x,m’) = V(z,u’), pour chaque § > 0. Nous appliquons maintenant #°(-) &
{&"}, comme suit. Définissez une suite de controle {@!} pour la chaine de Markov controlée

{€"} de la maniére suivante. Soit h suffisamment petit pour que A > inf, . At"(z, c).

Définir une suite {@”} récursivement par @ = 4°(0) pour n tel que th < A,

Utiliser @ = 4°(iA) pour tout n tel que t! € [iA,iA + A).

Soit {£'} la chaine de Markov (au lieu de {¢"}), d’interpolation £"(-), et soit 4°"(-)I’interpolation
continue des paramétres(intervalles At") de {a"}.

Alors {&"(+), u®M ()} = (Z°(-),a’(")). Aussi V(x,,u") — V(z,,ud).

Puisque, par optimalité de m"(-), V"(z, u*") > Vi(z,m") = Vi(z) — V(x,m), nous
concluons que V"(x) — V(x), comme souhaité.

Une méthode par éléments finis pour le probléme déterministe. Le schéma de ces articles

est essentiellement celui donné ci-dessus, et ’approche probabiliste donne une preuve de
convergence sensiblement plus simple. Pour le probléme stochastique, une forme de mé-

thode des éléments finis.
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3.5 Convergence de la méthode numérique du pro-

bléme de coit actualisé

Dans cette section, ont montre la convergence V" (z) — V(z) pour le systéme [3.1{ ou (sous
la forme de controle relaxé) et la fonction de cott , avec une chaine d’approximation
satisfaisant L’arrét ou ’ensemble de frontieres G est utilisé car, pour les méthode
numérique pratique, ’espace d’etat doit étre borné. L’existence de la frontiére pose certains
problémes pour la convergence et ceux-ci sont discutés ci-dessous, ainsi que les conditions

(D1),(D2), qui garantissent la convergence.
L’équation de la programmation dynamique pour V" (z) est :

Vh(x) = Hélél e PAEAN I (2, y/ )V (y) + Ath(z, c)k(x,c)|, = € Gy, (3.39)
¢ Yy

= g(z), x ¢ Gy,

Soit u"(-) le contréle qui minimise et définissons 4" = @"(£"). Soit m” et m"(-) les
représentations du controle relaxé :c’est-a-dire que m!(dc) est la mesure concentrée au

h

point @"(&) et m} = m! sur [th, ", ). Soit N, et 7, les premiers instants de sortie de

{&M} et £M(+), respectivement de GY,.

Discussion de 7 =lim 7, Soit (z(-), (), w(-), 7) la limite faible d’une sous-suite conver-
gente,également indexée par h. Alors (z(-), m(-), w(-)) satisfait [3.17, ou (m(-),w(-)) est un

couple admissible, et 7I¢.<y est non anticipatif par rapport a w(-). Nous avons toujours :

E™ / / e PE(EM(t), e)mP (de)dt — E™ / / e Pk (x(t), )my(de)dt, (3.40)

B e g(€M(m) — Ee P g(a(r)). (3.41)

Notez que :V(z,m) > V(z). On utilise les deux conditions suivantes concernant le bord
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oG :

(D1) L’ensemble compact G est 'adhérence de son intérieur et OG est morceaux cnti-

nuellement différentiable.

(D2) 7(-)est continue(dans la topologie décrite au dernier paragraphe) p.s par rapport

aux mesures induites par les processus limites z(+), sous tout controles admissibles.

Le théoréme de convergence

Théoréme 3.5.1 Supposons que[3.4,(H1),(H2),(D1),(D2), sont vérifions.

Alors V'(z) — V(z).

Preuve. Dans la preuve, des entités telles que ("(-), W"(-), m"(-), 7") ou (x(-), w(-), m(-), 7)
qui sont regroupés sont liés via les équations dynamiques, et les controles seront admis-

sibles.

Soit h un indice d’une sous-suite faiblement convergente avec :

{€"C). Wh(),m"(),m} = (2(),w(-),m(:),), ot m"(-) est optimal pour £"(-). Alors
Vi(z)=V"(z,m") = V (z,m)
Ainsi, nous n’avons qu’a prouver que pour cette sous-suite faiblement convergente :
@V’l(w) < V(). (3.42)

Soit m(-) un admissible par rapport & w(-) et tel que Z(-) et 7 sont la solution et le temps
d’arréet associés et V' (z,m) = V(z). Nous devons approximer m(-) de maniére & pouvoir

Iappliquer & {¢"}. Notons d’abord le fait suivant. =

Soit m°(+) un contréle admissible par rapport a w(-), et soit #°(-) et 7° la solution et le

temps d’arrét associés. Alors si (m°(:),w()) = (m(-),w(-)).
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On ont aussi, (’(-),w(-),#°(-),7%) = (m("),w(-),Z(-),7), ot [3.17 vaut pour la limite,
et 7 est le temps d’arrét associé. Aussi V (z,m°) — V(z,m). Nous utiliserons ce fait pour
aider & approximer la politique /m(-) afin qu’elle puisse étre appliquée a £(-).Ensuite, étant
donné p > 0, il existe 6 > 0 tel que 'on peut approximer m(-) par un contréle admissible

ordinaire u”(-) avec les propriétés suivantes.

Propriété 3.5.1 (a) u”(-) ne prend que un nombre fini de valeurs (notées U,).
(b) il est constant sur les intervalles [id,i0 4+ 0),i = 0,1, ....

(c) en notant m”(-) la représenation de controle relaxé de u’(-) on a:
(m?(+), z°(Hw(-),7") = (m(:),z()w(:),7) comme p — 0.

ot 7°() et 7 correspond & (M°(-), w(-)).
(d) V(x,m?) < V(z)+ p. Notons que, sous (D2) et la convergence faible, les temps de

sortie de Z°(-) sur OG convergent vers ceuz de () lorsque p — 0.

Nous nous préparons maintenant a choisir un controle plus approprié avec les propriétés (a)
(d), en remplagant éventuellement p par 3p dans (d). Pour chaque p > 0 et § du derniére
paragraphe, considérons un probléme d’optimisation pour mais ou les controles
doivent étre constants sur les intervalles [pd, pd +3d),p = 0,1, ...,et prennent des valeurs sur
U,. C’est-a-dire qu'une seul valeur en U est utilisée sur chaque [pd, pd + ¢). L’optimisation
n’est pas sur les controles relaxés. Cela correspond au controle du processus de Markov a
paramétres discrets obtenu en échantillonnant z(.) aux instants pd, p = 0, 1, ...,(Le controle
optimal pour ce probléme "échantillonné" est un controle de feedback ordinaire). Soit @*(+)
désigne le controle optimal et m”(-) sa représenation de controle relaxé, et soit 7(-) le
processus de solution associé. Puisque m”(+) est optimal dans la classe de controle choisie,
on doit avoir

V(z,m”) <V (z)+ p. (3.43)
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Nous approximons ensuite @”(-) par une fonction convenable de w(+).

Notons que pour chaque entier p donné, il existe une fonction mesurable F (+) telle que
uf(t) = Ff(w(s),s < pd) sur [pd, pd +d). Nous approximons ensuite F(-) par une fonction
qui ne dépend que des échantillons de w(+) & un nombre fini d’instants. Soit § < § tel que
6/6 soit un entier. I existe des fonctions mesurables a valeurs U, F2?(-) (de w(if), i6) < po)
telles que pour chaque 6, p,

F]f’e(w(w),i@ < pd) = ug’o — 0" (pd)

P.s lorsque § — 0.Soit m”’(-) dénotant la représentation de controle relaxé du controle
ordinaire u”?(-), qui prend des valeurs sur [pd, pd+0), et soit () et dénotons la solution

associée et le temps d’arrét. Alors, pour # assez petit, on a
V(x,mP?) < V(z,mP) + p. (3.44)

En fait, nous pouvons sélectionner FIQ”G(-) de telle sorte qu’il existe un nombre fini d’hyper-
rectangles disjoints (ouverts, fermés ou partiellement ouverts) qui couvrent la rang de ses
arguments de sorte que Fppﬁ(~) soit constant sur chaque hyper-rectangle. Supposons cette
forme, et notons que la probabilité que les valeurs de la variable aléatoire {w(if),i0 < pd}
est nulle sur tout borné ou tout hyper-rectangle. Nous adaptons maintenant Fpp’e(-) de
sorte qu'’il puisse étre appliqué a {£"}. Pour tout n tel que pd < t# < pd + J, utilisez le
controle F28(W"(if) ,i6 < pd) = al..

Soit 7" (+) la représentation de controle relaxé de I'interpolation continue des paramétres

de {u!} (intervalles d’interpolation At" = At"(&" al)). Alors :

(éh(')v mh<')7 Wh(')77-ha F;ﬁ(Wh(iQ)vie < p5),p = 07 1)

= (2(-),m”?(), w(-), 7, F29(w(if),i0 < p6),p = 0,1...).

46



Chapitre 3 :Equations différentielles stochastiques controlées.

Par Poptimalité de V" (z) et la convergence faible ci-dessus,
Vi(z) < V(x,m") — V(z,m"?).

Les inégalités ci-dessus et la convergence donnent lim,V"(z) < V(x) + 2p pour la sous-
suite choisie. Puisque p est arbitraire et toute sous-suite de {&"(-), W"(-), m"(-), 74} a une

sous-suite qui convergence faiblement, est vérifice.

3.6 Variance et dérive controlées

Si o(x) est remplacé par le o(x,c) controlé dans ou , alors l'opérateur de la

diffusion controlée est donné par
L™ f(x /f b(x, c)my(de) + /frzmj Jaij(x, c)my(dc) (3.45)
= /ch(x)mt(dc).

Supposons pour Uinstant que U = {cj,ca,...,cn}, un ensemble fini de points, alors il
existe p;(t) > 0, pi(t) = 1,tel que [ a(z, c)my(de) = %a(m,ci)pi(t). Nous pouvons alors
représenter un prz)cessus z(-) avec l'opérateur conime suit. Soit (wy(-), ..., wn(-)) un
processus de Wiener & valeurs vectorielles standards mutuellement indépendants et pour

tout B € U On défine
t
M(B x [0,t]) = Z/ (pi(5))2dw;(s) sy = M(B, 1).
— Jo

Alors, le processus z(-) défini par :

dr = Zb(x, c;)pi(t)dt + /a(:c, ¢) M (dc dt) (3.46)

i=1
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posséde I'opérateur différentiel Le processus M (-) peut étre vu comme une martingale
a valeur de mesure, et de tels processus fournissent une base trés utile pour la représen-
tation et I’étude des processus avec des opérateurs [3.45] Nous discutons maintenant [3.46]
dans un cadre un peu plus général. Pour plus de commodité dans la notation, nous écrivons

M(B x [0,1]) = M(B,1).

Mesures martingales

Soit F; une filtration sur un espace de probabilités, et soit U les ensembles boréliens
de U. Soit M(-) une fonction aléatoire a valeurs réelles sur Q x [0,00) x U. On dit que
M(+) est un F,—martingale a valeur de mesure ou une mesure de F;—martingale avec des
valeurs M (B, t) si M(B,-) est une F;—martingale pour chaque B € U et pour chaque ¢t :
supEM?(B,t) < co, M(AU B,t) = M(A,t) + M(B,t) p.s pour tous A,B € u disjoints et

Beu
EM?*(B,,t) — 0si B, — @. Sous (D3) ci-dessous, supEM?(B,t) < EM?*(U,t). M(-) est

Beu
dit continu (respectivement carré intégrable) si chaque M (B, -) l'est . On dit que M (-) est
orthogonale si M (A,-) et M(B,-) est une F;—martingale dés que AN B = @. Si M (-) et
N(-) sont des mesures de F;—martingale et M (A, )N(B,-) est une F;—martingale pour

tout Borel A, B, alors M(-) et N(-) sont dites fortement orthogonal.

Soit M(-) = (Mi(-), Ma(-), ..., M4(-))’, une martingale a valeurs vectorielles.Nous avons

donc supposons ensuite

(D3) M(-) = (My(+), Ma(-), ..., My(-))" est de carré intégrable et continu, chaque compo-

sante est orthogonale et les paires sont fortement orthogonales.

D’apres (D3), il existe des processus aléatoires a valeurs de mesure (les valeurs sont des
mesures sur les sous-ensembles boréliens de U x [0,00)) m;(-) tels que les processus de

variation quadratique satisfont, pour chaque t et B € U,

(Mi(B, ), M;(A,-))(t) = diymi(AN B,t)
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ou ’on note m; (A, t) pour m;(A x [0,t]), la mesure de A x [0, t]. Nous supposons désormais

que (ce sera le cas dans notre application, de toute fagon)
(D4) Les m; , ne dépendent pas de i (nous 'appelons m(-)) et m(U,t) = ¢, pour tout t.

Sous (D3) et (D4), pour chaque Borel B, on a un processus "dérivé" prévisible m.(B)

tel que my(-) est une mesure aléatoire sur U et m(dc dt) = my(dc)dt.

Intégrales stochastiques

L’intégrale stochastique par rapport a une mesure de martingale & valeurs réelles M (-) est
définie essentiellement comme pour les martingales & valeurs réelles. Soit P la o—algébre
des ensembles prévisibles dans Q2x [0, 00), et P xU la c—algebre sur les ensembles produits.

Pour f(-) étant P xU mesurable, définir

[un

1l =[BT I3 f2etymide dt)]*
L, = [l < 0}

pour tout T' < oo.

Pour un f(-) € L2, borné prenant des valeurs constantes f;(c) sur les intervalles [0, t1], (;, ;1]

, 1> 0,00t >1t;,on définit I'intégrale stochastique
t
wit) = [ [ flesiartdelds = 3 [ (o) Mldestins At) = Mlde,ti A1),
0 i

Notons que E |¢(T)!2 = Hf”fn

Le probléme des martingales

Soient b(+,-) , o(-,) borné et continu et définissons a = oo’. Soit z(-) un processus continu

et m(-) une mesure vérifiant (D4) et tels que pour tout fonction bornée et régulier f(-),

fx(t) — f(x(0) - //0 LEf(x)ms(de)ds = Qy(t).
49



Chapitre 3 :Equations différentielles stochastiques controlées.

est une F;—martingale, ou F;—mesure au moins {x(s), ms(-),s < t}. On dit alors que
(x(-),m(-)) résout le probleme de martingale pour 'opérateur £°. Aussi il existe une mar-

tingale M (-) de variation quadratique m(-)I et vérifiant (D3), (D4), et telle que
dx = /b(x,c)mt(dc)dth/a(x,c) M (dc dt) (3.47)

Supposons que

(D5) b(-),0(-) sont continues, b(-,c),o(-,c) sont continument Lipschitz et uniformément

bornées. en c.

Supposons (D5). Etant donné (M (-), m(-)) satisfaisant (D3), (D4), avec (M(-)) = m()I,
il existe une unique solution au sens fort de (qui peut étre construit par la technique
classique "d’itération de Picard"). Il existe aussi une unique solution de sens faible dans
le sens ou si (M'(:),m/(+)) et (M(-),m(-)) satisfont (D3), (D4), et ont la méme loi de
probabilité,alors la solution triple (z'(-), M'(-), m/(+)), (z(-)M(-),m(:)) ont aussi la méme
loi de probabilité. Si a(z, ¢) est uniformément (dans x € G,c¢ € U) définie positive, alors

(D2) est vérifiée sous la "condition de cone" décrite ci-dessous.

Controle relaxé admissible

Le systeme représente notre systéme de controle. Ce sera la représentation des limites
de {¢"(-)} lorsque la variance est également controlée. Nous disons que (M (), m(-)) est
un controle relaxé admissible pour si (D3) et (D4) sont vérifiés et (M(-)) = m(-)1.
Nous continuons a écrire le cotit sous la forme V' (x, m), méme si sa valeur dépend de

la distribution conjointe de m(-) et M(-).
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Approximation de (z(-)M(-),m(-))

Sous (D3)- (D5), un tel triplet peut étre approximée par un triplet satisfaisant :

=+ / / O(dc)ds + / / ,c)M?°(dc ds), (3.48)

ott M°(-) est représentable en termes dun nombre fini de processus de Wiener. Pour
obtenir 'approximation, soit § > 0 et soit {C’Zfs , 1< k)g} une partition finie de U telle que
les diametres de C? — 0 lorsque § — 0. Soit ¢f € C?. Alors {M(C?,-),i < ks} sont des
martingales continues orthogonales avec (M (C?,-)) = m(C?,-). 1l existe des processus de

Wiener w?(+), i < ks F;—standard indépendants les uns des autres tels que
t 1
M(CE0) = [ ma(C)bdui(s)
0

Soient M°(-) et m°(-) les restrictions des mesures M(-) et m(-), respectivement, aux en-
sembles {C? , i < k;} . Définissons bs(z, c) = b(z,c}) et o5(z,¢) = o(z, ), pour ¢ € CY,

et définissons 2°(-) par

() =ax+ fo [ bs(2°(s), c)mS(dc)ds + fo [ os5(x°(s), c)M°(dc ds)

) (3.49)
=+ [y 2b(a"(s), cz-)ms(Cz» )ds + [y 3 0 (20(s), &) ms(CF)]2dw (s).

Le (2°(+), M°(-),m°(+)) dans est 'approximation qu’on cherche, comme on montre

dans le théoréme suivant.

Théoréme 3.6.1 Supposons (D3)- (D5) sont vérifiés, et définissons x°(-) par
Alors (2°(-), M°(-), m% (")) = (x(-), M(-),m(-)). Aussi V(z,m®) — V(x,m), sous (D2).

On peut supposer que le m’(-) est constant sur les intervalles [pd, pd + 6).

Preuve. Par construction, (M°(-),m°(:)) == (M(-), m(-)).Nous illustrons la preuve de
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la convergence z°(-) == x(-) uniquement pour le cas scalaire. Nous avons

w(t) —2(t) =[5 [ [ .€) = bs(2°(s), )] ms(de)ds
+ Jo Jlos )—Ua(w‘s(S)( ), )| M (de ds)
+ Jo J I — bs((s), c) ms(dc)ds
+ J Jlo — 05(x(s)(s), c)|M (de ds).

Maintenant, utilisons les faits que |b(z,c) — bs(z, ¢)| + |o(z,c) — o5(x, )| sont bornés et
converge vers le zéro lorsque 0 — 0 pour chaque (z, ¢), avec la condition de Lipschitz et le
fait que ms(U) = 1 et les propriétés des martingales, pour obtenir il existe un K < oo tel
que

sup(E |z(t)|* + E ‘:c‘s(t)f) < 00,
t<T
§

2

E|x(s) — 2°(s)] < KE [} |x(s) — a%(s)[* ds + € (¢),

E sup |z(s) — x‘s(s)‘z < Kfot E|z(s) — x5(8)|2d8 + (1),

t<T
ot €°(+) et &°(-) — 0 si § — 0 sur chaque interval borné. Ainsi F max |z(s) — x5(5)|2 — 0
si 0 — 0. Pour obtenir la deniére phrase du théoréme, nous appliquons le théoréeme [3.2.1

au systeme [3.49, =

La limite des cotits V" (z)

Les probabilités de transition pour la chaine approchée peuvent étre calculées, simplement
en tenant compte de la dépendance de controle de a(z, ¢). Définissons V" (z) par a

nouveau. Passons maintenant & la caractérisation des limites.

Théoréme 3.6.2 Supposons (H2) et (D5). sont vérifiés. Alors {&"(-),m"(-)} sont
tendus. Si (z(-),m(-)) est la limite d’une sous-suite faiblement convergente, alors (x(-), m(-))

résout le probléme de martingale pour 'opérateur L. Il existe une mesure de martingale

M(-) telle que (M(-),m(-)) satisfont (D3),(D4) et[3.47 sont vérifiées. Sous la condition
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supplémentaire (D2) ou la régle d’arrét aléatoire , V"(x) — V(x,m) > V(x).

Remarque sur la preuve. La preuve de tension est la méme qu’au théoreme [3.3.5| ou [3.3.6
L’existence de M (.) a été commentée ci-dessus, pour obtenir la convergence des temps
d’arrét. Nous ne commentons plus loin que 'identification de 'opérateur limite. L’idée est
de montrer mais avec la définition d’inclure la £¢ dépendance de o(x,c). Mais cela
découle de la preuve du théoréme [3.3.6] une fois que nous notons que toutes les expressions
restent les mémes avec la dépendance de controle ajoutée-a condition que nous écrivons

(nous faisons ici le cas scalaire, comme dans le théoréme m pour simplifier la notation)

By, f(&hia) — F(&) = [ fo(&)b(E, c)mip(de) Aty
Lo (€l) [ ol cymb (de) At + O(h Ath)
= [ Lof(&)mp (de) Aty + O(h At).

La convergence des cotts

Par le théoréme [3.6.1} on peut approximer tout paire admissible (M (-), m(-)) par un paire
(M(-), (")), ot () est constante par morceaux et prend un nombre fini de valeurs et
oi M () est représenté en termes d’un nombre fini de processus de Wiener. Ainsi, pour

prouver que V" (z) — V(z), il suffit de montrer que pour tout telle paire
@vh(x) < V(x,m). (3.50)

Théoréme 3.6.3 Sous les conditions du théoréme Vhi(z) — V(z).

Preuve. Par la discussion au-dessus du théoréme, on peut supposer que (M (-),m(-))
utilisé et prend la forme suivante. Les m;(+) sont F;—adaptées et constantes par morceaux,
et sont concentrées sur les points ¢y, ..., ¢4, pour tout ¢. Elles sont concentrées sur une valeur
de ¢; sur chaque intervalle [pd, pd + ). Les w;(+), i < ¢, sont des processus J;—Wiener

indépendants les uns des autres, donc /m(-) correspond & un controle ordinaire (-), ou @(-)
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est constant sur les intervalles [pd, pd + 0) et prend des valeurs dans l'ensemble (cy, ..., ¢,).

Le modeéle

dr = bz, 0)dt +Y 0(x,c;)fa=cydw;
i 1 (3.51)
= > b(x, c;)my(c)dt +> o (z, c;)mi (¢;)dw;,

()

mi(ci) = agty=c;}-

est analogue a ce qui a été fait dans le théoreme [3.3.7] il suffit de considérer (), qui sont
donnés par les fonctions sz’e introduites plus bas dans ce théoréme. Ici, les arguments
de ces fonctions sont les échantillons de tous les processus de Wiener wy (-), ., W,(+). Nous
construisons maintenant les analogues appropriés du W"(.) et . Comme dans le
théoréme [3.3.7, par commodité nous supposons que o est une matrice r x r. Soit 712 le
controle admissible ordinaire & utiliser pour la chaine d’approximation {£"}. m

Soit ¥;(+) ,i < q , des processus de Wiener standard a valeurs dans R” indépendants les uns
des autres, qui sont également indépendants de {&)!, @/}, et définissent dv)', = o;(th ;) —

V(") Soient m” et m"(-) la représentation de controle relaxé de @” et, respectivement,

I'interpolation des parameétres continus avec la dérivée définie sur [¢", ¢!, ) par m]' = m!.
Rappelons la définition de §W/" . Définissons les variables aléatoires
h h h
5Wi,n = 5Wn [{ag:q} + 5%#{@2#%}, (3.52)
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et définissons : W/(t) = > 6W/ .Alors on peut écrire (ou le processus . el = "(t)

thy <t th<t

tend aiblement vers un processus zéro si h — 0) :

iy = € B(E AL +0(Eh T gy, W,
= el (e et () At + Yo (€h ) [mh ()| ? oW, + 2t
(3.53)

Mn(ci) = ooy (3.1)

Nous continuons a suivre la procédure du théoreme m Pour n tel que t" < g utiliser
le controle. Pour p = 1,2, .... et n tel que t" € [pd, pd + §), utiliser le controle défini par
al = FrP(Wh(j0), j <ps/0 , i < q). Comme dans le théoréme cela donne

O Wi < g M), 7)) = (@), wil-),i < q, m(-), 7),

ot la limite satisfait|3.51, 7 et 7" sont les temps d’espace de sortie G. Ainsi, puisque V" (z)

est le cotit infimum, on a

Vi(z) < VM@, m") — V'(z,m) (3.54)
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/ Résumé \

Dans ce mémoire on s'intéresse a la résolution numérique d’un probleme de
confréle optimal par une approximation consistante d’'une chaine de Markov.
Premierement nous rappelons quelques notions de base sur le calcul
stochastique, ensuite on donne le théoreme d’existence et I'unicité de la
solution d'une équation différentielle stochastique, enfin on approxime notre
probleme de contréle par un modele d'une chaine de Markov, puis on résolu ce
probleme approximé. La méthode de la démonstration est basée sur la théorie
des convergences faible d'une suite de mesures de probabilité ou des processus

\oléo’roires. /
/ Abstract \

In this memory we are interested to the numerical resolution of an
optimal control problem by a consistent approximation of a Markov chain.
First we recall some basic notions on stochastic calculus, then we give
the theorem of existence and uniqueness of the solution of a stochastic
differential equation, finally we approximate our control problem by a
model of a Markov chain, then we solve this approximate problem. The
method of the demonstration is based on the theory of weak convergences
of a sequence of probability measures or random processes.
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