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Introduction

Les équations di¤érentielles stochastiques progressives rétrogrades (EDSPR en abrégé),

ont été introduites par Bismut en 1973 [8], dans le but de résoudre un problème de

théorie du contrôle. A l�époque, il s�agissait de résoudre un système découplé, ne

comprenant qu�une équation di¤érentielle stochastique progressive classique et une

équation di¤érentielle stochastique linéaire rétrograde. Dans les années 90, c�est le

début de l�étude des équations di¤érentielles stochastiques progressiles rétrogrades

Couplées, nous citons le travail de Antonelli en 1993 [7], qui prouve l�existence et

l�unicité locale d�un famille d�EDSPR couplées. Dans cette thèse, nous présentons

une méthode probabiliste pour traites une grande classe de EDSPR dé�ni par :

dxt = b(t; xt; yt; zt)dt+ �(t; xt; yt; zt)dBt

�dyt = f(t; xt; yt; zt)dt� ztdBt

x0 = a; yT = �(xT );

où les co¢ cints f; b; �; sont G-montons, c�est à dire qu�il existe une matrice de taille

n�m non dégénérée, telle que pour chaque (w; t) �x, la fonction

A(x; y; z) �

0BBBB@
�GTf

Gb

G�

1CCCCA (x; y; z) : Rn+m+m�d ! Rn+m+m�d est montone en(x; y; z):
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Dans ce cas, pour obtenir une estimation a priori de la di¤érence de deux solutions

(x̂; ŷ; ẑ) ; la bonne méthode n�est pas d�appliquer la formule d�Itô a jx̂tj2 et jŶtj2 mais

à hGx̂t; ŷti; et par suite, on va obtenir le théorème d�existence et d�unicité sous les

hypothèses G� monoton de A et �.

Ce travail est composé de trois chapitres :

Le premier chapitre est consacré à la théorie du calcul stochastique (�ltration, pro-

cessus, stochastique, mouvement brownien, processus d�Itô......), et puis l�existence

et l�unicité des équations di¤érentielles stochastiques (EDS) :

Dans le deuxième chapitre, nous étudions le premier résultat d�existence et d�unicité

de la solation d�une équation dé¢ rentielle stochastique rétrograde (EDSR).

Dans le troisième chapitre, nous étudions l�existence et l�unicité d�une solution pour

les équations di¤erentielles stochastiques progressives rétrogrades (EDSPR). En�n

de ce chapitre nous donnons quelques exemples d�application au contrôle optimal.
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Chapitre 1

Généralités et rappelles

L�objectif de ce chapitre est de présenter les dé�nitions et les notions de base concer-

nant le calcul stochastique.

1.1 Calcul stochastique

Dé�nition 1.1.1 (variable aléatoire) Toute application mesurable X d�un espace

probabilisé (
;F ;P) dans un espace (E; �) dé�nit une variable aléatoire. X véri�e

donc la propriété de mesurabilité.

8� 2 �; X�1(�) 2 F

Dé�nition 1.1.2 (processus aléatoire) un processus aléatoire (ou fonction aléa-

toire) discret (resp continue) est une famille de variable aléatoire (X(t))t2N(respX(t)t2R)):

Et on représente le processus stochastique comme un application.
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X(�; �) : T � 
! E;

(t; !)! X(t; !):

� L�application X(t; �) : 
! E est une variable aléatoire.

� L�application X(�; !) : T ! E est une trajectoire.

Dé�nition 1.1.3 (Mesurable) Un processus X(t) est dit mesurable si lapplication

(t; !)! X(t; !) de (R+ � 
; �(R+)
F)! (E; �) est mesurable.

Dé�nition 1.1.4 (Filtration) Une �ltration est une famille croissante de sous tri-

bus de F , c�est-à-dire tel que Fs � Ft pour tout s � t.

Dé�nition 1.1.5 (Processus adapté) Un processus X est adapté par rapport à la

�ltration fFtgt�0 Si, pour tout t, Xt est Ft�mesurable.

Dé�nition 1.1.6 (progressivement mesurable) Un processus X est progressive-

ment mesurable par rapport à fFtgt�0si, pour tout t � 0, l�application (s; !)! Xs(!)

de [0; t]� 
 dans Rd est mesurable par rapport à �([0; t])
Ft et �(Rd):

Dé�nition 1.1.7 (Modi�cation d�un processus ) Soient X et Y deux proces-

sus, on dit que X est une modi�cation de Y si pour tout t � 0: les variables aléatoires

Xt et Yt sont égales P� p:s :

8t � 0;P(Xt = Yt) = 1

Remarque 1.1.1 Dé�nition 1.1.8 (Indistinguable) On dit que X et Y sont in-

distinguables si P� p:s les trajectoires de X et Y sont les mµeme , c�est -à-dire :

P(Xt = Yt; 8t � 0) = 1
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1.1.1 Mouvement brownien.

Dé�nition 1.1.9 (Mouvement brownien) On appelle mouvement brownien stan-

dard tout processus stochastique Bt à valeurs réelles tel que :

1. P� p:s: t �! Bt(!) est continue.

2. Pour 0 � s < t; Bt � Bs est indépendant de la tribu �fBu; u � sg et de loi

gaussienne centrée de variance (t� s).

3. B0 = 0, P� p:s:

Pour tout t > 0, la variables aléatoire Bt suit la loi gaussienne centrée de variance t

donc de densité (2�t)�
1
2 expf�x2=(2t)g:

Proposition 1.1.1 Soit B un MB standard.

1. pour tout s > 0, fBt+s �Bsgt�0estMB indépendant de �fBu; u � sg:

2. �B est aussi unMB .

3. pour tout c > 0, fcBt�c2gt�0 est unMB .

4. le processus dé�ni par X0 = 0 et Xt = tB1=t est unMB .

1.1.2 Martingales.

Dé�nition 1.1.10 (Martingale , sous-martingale et sur-martingale ) Un pro-

cessus (X)t�0 est dit martingale sous-martingale et sur-martingale si :

1. Pour tout t � 0; Xt est Ft mesurable.

2. Pour tout t � 0 Xt est intégrable i.e.E( j Xt j) <1 .

3. Pour 0 � s � t :

E(Xt j Ft) = Xs; P� p:s (si martingale),

E(Xt j Ft) > Xs;P� p:s (si sous-martingale),

E(Xt j Ft) < Xs;P� p:s (si sur-martingale).
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Remarque 1.1.2 Si Bt est un MB, alors fBt2 � tgt�0 et fexp(�Bt � �2t�2)gt�0

sont des martingales.

1.2 Intégrale stochastique

Soient (
;F ;P) un espace de probabilité etB un mouvement brownien sur cet espace.

On désigne par Ft = � fBs; s � tg la �ltration naturelle du MB:

L�intégrale stochastique ( ou l�intégrale d�itô ) est une intégrale de la forme suivante :

Z t

0

�sdBs;

où f�s; s � 0g est un processus stochastique.

1.2.1 propritétés de l�intégrale stochastique

1. � !
R t
�
�sdBs est linéaire,

2. � !
R t
�
�sdBs est continue p:s,

3. (
R t
0
�sdBs)0�t�T est un processus F-adapté,

4.
hR t
0
�sdBs

i
= 0 et var (

R t
0
�sdBs) = E

hR t
0
�sdBs

i
;

5. propriété d�isométrie :

E
�
(

Z t

0

�sdBs)

�
= E

�Z t

0

�sds

�
:

6. De maniére plus générale, on a :

E
�Z t

s

�udBujFs
�
= 0;
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et

E
�
(

Z t

s

�udBu)
2jFs

�
= E

�Z t

0

�sdujFs
�
:

7. On a méme le résultat plus général :

E
�
(

Z t

s

�udBu)(

Z t

s

�udBu)jFs
�
= E

�Z t^u

s

�u�udujFs
�
:

8. (
R t
0
�sdBs)0�t�T est une F�martingale.

9. Le processus ((
R t
s
�udBu)

2 �
R t
0
�2sds)0�t�T est une F�martingal.

10. La variation quadratique de l�integral stochastique est donné par :

h
Z t

0

�sdBsi =
Z t

0

�2sds:

11. La covariance quadrtique entre 2 integrale stochastique est donné par :

h
Z t

0

�sdBs;

Z t

0

�sdBsi =
Z t^u

s

�u�uds:

1.2.2 Calcule d�Itô

Dans tout ce paragraphe, on se donne (
;F ;P) un espace de probabilité complet,

fFtgt�0 une �ltration qui véri�e les conditions habituelles et B un fFtgt�0-MB (on

peut prendre Ft= FB
t ).

Les martingales seront toujours cadlàg.

1.2.3 Processus d�Itô

Dé�nition 1.2.1 (Processus d�Itô) Un processus d�Itô est un processus de la forme

Xt = X0 +

Z t

0

'sds+

Z t

0

k �s k dBs < +1;

7



où le coe¢ cient ' est le drifte ou la dérivée et � est le co¢ cient de di¤usion.

On note de manière in�nitésimale : dXt = 'sds+ �sdBs:

1.2.4 Formule d�Itô

Théorème 1.2.1 (1 er formule d�Itô) Soit f une fonction de R dans R; de classe

C2 à dérivées bornées. Alors

f (Xt) = f (X0) +

Z t

0

f 8 (Xs) dXs +
1

2

Z t

0

f 88 (Xs) ds:

Théorème 1.2.2 (2éme formule d�Itô) Soit f une fonction de C2; on a alors :

f (Xt) = f (X0) +

Z t

0

f 8 (Xs)'sds+

Z t

0

f 8 (Xs) �sdBs +
1

2

Z t

0

f 88 (Xs) �
2
sds:

La notation in�nitésimale de cette relation est donc :

df (Xt) = f 8 (Xs) dXs +
1

2

Z t

0

f 88 (Xs) dhXit:

Remarque 1.2.1 La formule d�Itô s�énonce également dans le cas multidimention-

nel (i.e '(t); �(t); B(t) sont des matrices)

f (t;Xt) = f (0; X0) +

Z t

0

fs (s;Xs)'sds+

Z t

0

fx (s;Xs)'sdXs

+
1

2
tr[�(s)t + f (s;X(s)) �(s)] +

Z t

0

fx (s;Xs) �sdBs

Proposition 1.2.1 (Formule d�intégration par parties) SiX et Y sont des pro-

cesus d�Itô, alors

XtYt = X0Y0 +

Z t

0

XsdYs +

Z t

0

YsdXs + hX; Y it;

8



Cette formule est connue sous le nom d�intégration par partie.

1.3 Résultats utiles

Théorème 1.3.1 (théorème de représentation des martingales browniennes)

Soit Bt un mouvement Brownier sur un espace de probabilité �ltré (
; F ; F = (F t)t2T ;

P); et Mt une martingale Ft -adapté. Alors, il existe un processus adapté (Zt)0�t�T
tel que :

E
�Z T

0

Z2sds

�
<1;

et, pour tout t 2 [0; T ] :

Mt =M0 +

Z t

0

ZsdBs; P� p:s:

Théorème 1.3.2 (Théoréme du point �xe de Picard) Soit (E.d) un espace mé-

trique complet et 	 : E ! E une fonction contractante c�est à dire il existe K 2 [0; 1]

tel que :

d(	(x);	(y)) � Kd(x; y);8x; y 2 E:

Alors il existe un unique point � 2 E tel que 	(�) = �:

Théorème 1.3.3 (Inégalité de Burkholder-Davis -gundy BDG) Pour tout p >

0; il existe des constantes positives cp et Cp telles que, pour tout martingale locale

continue X = (Xt)0�t�T et tout T > 0; on ait

cpE
h
hXi

p
2
T

i
� E

�
sup
0�t�T

j Xt jp
�
� CpE

h
hXi

p
2
T

i
:

Lemme 1.3.1 (Lemme de Gronwall) Soit T � 0 et f une fonction posi�ve me-

9



surable bornée telle que :

f (t) � a+ b

Z t

0

f(s)ds; 8t � T;

où a et b sont des constantes positives. Alors

f(t) � aebt; 8t � T:

1.4 Equations di¤érentilles stochastiques

Cette section introduit les équations di¤érentilles stochastiques dirigéees par un mou-

vement brwnien. Ces équations permettent de tenir compte d�un bruit aléatoire dans

l�évolution d�un phénomène. En particulier, elles fournissent des modèles en physique,

biologie, économie et �nance.

1.4.1 Dé�nitions et notations

Dé�nition 1.4.1 Une équation di¤érentille stochastique (EDS) est de la forme :

8><>: dXt = b(t;Xt)dt+ �(t;Xt)dBt

X0 = x
(1.1)

où :

� b : [0; T ] � Rk ! Rk(la dérive) et � : [0; T ] � Rk ! Rk�d(le coe¢ cient de

di¤usion) sont deux fonction mesurables bornées où :T > 0 et k; d 2 N

� x 2 Rk une condition initiale (carré intégrable et indépendante du MB B).

Cette équation est constituée par :

1. Un espace de probabilité �ltré complet (
;F ; (Ft)t �0; P ) où la �ltration est

10



dé�nie pour tout t positif par :

Ft = �f�(x;Br; r < t) [Ng:

2. Un (Ft)t�0 Mouvement Brownien B à valeurs dans Rd:

3. Un processus X = fXt; t � 0g continue (Ft)t�0�adapté tel que les intégrales :

Z t

0

b(s;Xs)ds et
Z t

0

�(s;Xs)dBs

sont bien dé�nies de plus l�égalité :

Xt = x+

Z t

0

b(s;Xs)ds +

Z t

0

�(s;Xs)dBs, 8t 2 [0; T ] (1.2)

soit satisfaite 8t 2 [0; T ] P� p:s:

Dé�nition 1.4.2 (solution forte). Un processus continu X est dit solution forte

de l�EDS (1:1) si :

�X est progressivement mesurable.

� P � p:s
R t
0
fj b(s; ;Xs) j + k �(s;Xs) k2gds < 1; oùk � k= trace(��t), telle que

��t la matrice de di¤usion.

� P� p:s on a : Xt = x+
R t
0
b(s;Xs)ds +

R t
0
�(s;Xs)dBs, 8t 2 [0; T ]:

1.4.2 Existence et unicité des solutions

Pour assurer l�existence et l�unicite d�une solution on a besoin de deux types de

condtions pour les fonction b et �.

Notation :

i) S2(Rk) : Espace de Banach constitué des processus X progressivement mesurable,

11



tel que :

E
�
sup
0�t�T

j Xt j2
�
<1 et k X k= E

�
sup
0�t�T

j Xt j2
� 1
2

ii) S2c(Rk) : Sous espace de S2 formé des processus X continus.

Théorème 1.4.1 (Existente et unicité) Soient b et � deux fonctions boréliennes.

Supposons qu�il existe une constante K > 0 telle que pour tout t 2 [0; T ]; x; y 2 Rn :

� Condition de lipschitz en espace, uniforme en temps :

j b(t; x)� b(t; y) j + k �(t; x)� b(t; y) k� K j x� y j :

� Croissance linéaire :

j b(t; x) j + k �(t; x) k< k(1 + jxj):

� La condition initiale x est de carré intégrable i.e E[j x j2] <1:

Alors l�EDS (1:1) posséde une unique solution appartient à S2 et donc à S2c :

12



Chapitre 2

Equations di¤érentilles

stochastiques rétrogrades

Dans ce chpitre, nous introduisons la notion des équations di¤érentielles stochas-

tiques rétrogrades que l�on notera EDSR. Nous étudions des résultats d�existence

et d�unicité de la solution dans le cas lipschitzienne, ce résultat est introduits par

pardoux et peng en 1990 [9]:

2.1 Introduction

Soient (
;F ;P) un espace de probabilité T � 0; B = (Bt)t�0 � un mouvement brow-

nier de Rd; (Ft)t�0 sa �ltration naturelle et � 2 FT :Dans ce chapitre, on s�intéresse à

la résolution de l�équation di¤érentielle stochastique suivante :

�dYt
dt

= f(Yt); t 2 [0; T ]; YT = �;

en imposant que la solution au moment t ne dépende que du passsé c-à-d que le

processus Y soit adapté à la �ltration fFtgt�0.

13



Prenons pour commencer le cas où f � 0.On est tenté de donner comme so-

lution Yt = � qui n�est pas adaptée que si � n�est pas déterministe.La meilleur

approximation- disons dans L2- adaptée est la martingale YT = E(�jFt).Si on tra-

vaille avec la �ltration naturelle d�unMB, le théorème de représentation des martin-

gales browniennes permet de construire un processus Z de carré intégrable et adapté

tel que :

Yt = E(�jFt) = E[�] +
Z t

0

ZsdBs:

on pose t = T; d�ou

YT = E(�)+
Z T

0

ZsdBs

= E(�)+
Z t

0

ZsdBs +

Z T

t

ZsdBs

= Yt+

Z T

t

ZsdBs

On a alores :

Yt = ��
TZ
t

ZsdBs; ie � dYt = �ZtdBt; t 2 [0; T ] YT = � :

On voit donc apparaître sur l�exemple le plus simple une seconde inconnue qui est le

processus Z dont le rôle est de rendre le processus Y adapté.

Par conséquent, comme une seconde varaible apparaît, pour obtenir la plus grande

généralité, on permet à f de dépendre du processus Z, l�équation devient donc :

�dYt = f(t; Yt; Zt)dt� ZtdBt avec, YT = �

14



Notation :

Soient (
;F ;P) un espace de probabilité complet et B un MB d-dimensionnel sur

cet espace. On notera fFtgt�0 la �ltration naturelle du MB B.

� S2(Rk) désigne l�espace vectoriel formé des processus Y , progressivement mesu-

rables, à valeurs dans Rk, tels que :

k Y k2S2= E
�
sup
0�t�T

jYtj2
�
<1;

et S2c (Rk)le sous-espace formé par les processus continus.

�M2(Rk�d) désigne l�espace vectoriel formé par les processus Z, progressivement

mesurables à valeurs dans Rk�d, tels que :

k Z k2M2= E
�Z T

0

k Zt k2 dt
�
<1;

ou si z 2 Rk�d, k z k2= trace(zz�):

�M2(Rk�d) désignent l�ensemble des classes d�équivalence deM2(Rk�d) .

� B2 : Espace de banach S2c (Rk)�M2(Rk�d); muni de la norm :

k (Y; Z) kB2= E

24 sup
0�t�T

jYtj2 +
TZ
0

k Zt k2 dt

35 ;
� f : 
 � [0; T ] � Rk � Rk�d �! Rk est appelé le générateur, telle que pour tout

(y; z) 2 Rk � Rk�d le processus ff(t; y; z)g0�t�T soit progressivement mesurable.

avec f s�applle le générateur de l�EDSR:

� � un v.a de carré intégrable FT -mesurable à valeur dans Rk(condition terminale)

Soit l�EDSR :

�dYt = f(t; Yt; Zt)dt� ZtdBt; 0 � t � T; YT = �;
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ou sous la forme intégral :

Yt = � +

Z T

t

f(s; Ys; Zs)ds�
Z T

t

ZsdBs; 0 � t � T: (2.1)

Dé�nition 2.1.1 Une solution de l�EDSR (2:1) est un couple de processus f(Yt; Zt)g0�t�T
véri�ant :

1. Y et Z sont progressivement mesurables à valeurs respectivement dans Rk et Rk�d

,

2. P� p:s
R T
0
fj f(s; Ys; Zs) j + k Zs k2gds <1;

3. P� p:s. on a :

Yt = �+
R T
t
f (s; Ys; Zs) ds�

R T
t
ZsdBs; 0 � t � T:

Proposition 2.1.1 Supposons qu�il existe un processus fftg0�t�T positif, apparte-

nant àM2(R) et une constantes positives � telles que :

8 (t; y; z) 2 [0; T ]� Rk � Rk�d; j f (t; y; z) j� ft + �(j y j + k z k):

Si f(Yt; Zt)g0�t�T est une solution de l�EDSR (2:1) telle que Z 2 M2(Rk�d) alors

Y appartient à S2c :

Preuve. On a pour tout t 2 [0; T ] :

Yt = Y0+

Z t

0

f (s; Ys; Zs) ds�
Z t

0

ZsdBs;

et par suite, utilisant l�hypothèse sur f :

j Yt j�j Y0 j +
Z t

0

j f (s; Ys; Zs) j ds�
����Z t

0

ZsdBs

����
�j Y0 j +

Z t

0

(fs + � k Zs k)ds+ sup
0�t�T

����Z t

0

ZsdBs

����+ �

Z t

0

j Ys j ds:
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Posons

& =j Y0 j +
Z T

0

(fs + � k Zs k)ds+ sup
0�t�T

������
tZ
0

ZsdBs

������ :
Par hypothése, Z appartientM2 et donc via l�inegalité de Doob, le troisiéme terme

est de carré intégrable, il en est de méme pour(ft)0�t�T et Y0 est une constont, donc

de carré intégrable, il s�en suit que & est une v.a de carré intégrable, comme Y est

un processus continus qui véri�e :

j Yt j� & + �

Z t

0

j Ys j ds:

Par le lemme de Gronwall, on aura :

j Yt j� & exp(�t)

et donc :

sup
0�t�T

j Yt j� & exp(�T )

comme & est de carré integrable, alors Y appartient à S2c :

2.2 Existence et unicité

Dans ce paragraphe, nous énonçons à présent le résultat de E.Pardoux et S.Peng;

pour les EDSR dans le cas où le générateur est non-linéaire.

Voici les hypothèses sous lesquelles nous allons travailler

Hypothèses (L1)

Il existe � � 0 telle que P� p:s.

H1 Condition de Lipschitz en (y; z) :
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pour tout t; y; y8; z; z8 :

jf(t; y; z)� f(t; y0; z0)j � �(jy � y0j+ jjz � z0jj)

H2 Condition d�intégrabilité :

E
�
j�j2 +

Z T

0

jf(s; 0; 0)j2ds
�
<1

Nous commencons par un cas trés simple où f ne dépend ni de y ni de z i.e on

se donne � de carré intégrable et un processus (Ft)0�t�T dans M2(Rk) et on veut

trouver une solution de l�EDSR :

Yt = �+

Z T

t

Fsds�
Z T

t

YsdBs; 0 � t � T (2.2)

Lemme 2.2.1 Soit �2L2; FT -mesurable et (Ft)0�t�T dans M2(Rk). l�EDSR (2:2)

posséde une unique solution (Y; Z) tq : Z 2M2:

Preuve. Soit (Y; Z) un solution de(2:2) telle que Z 2 M2:En prenant l�espérance

conditionnelle par rapport à Ft on a :

Yt = E (Yt j Ft)

= E
�
�+

Z T

t

Fsds�
Z T

t

ZsdBs j Ft
�

= E
�
�+

Z T

t

Fsds j Ft
�
� E

�Z T

t

ZsdBs j Ft
�

= E
�
�+

Z T

t

Fsds j Ft
�
� E

�Z T

t

ZsdBs

�

18



pisque
R T
t
ZsdBs est une martingale alors E

�R T
t
ZsdBs

�
= 0:

Yt = E
�
�+

Z T

t

Fsds j Ft
�

= E
�
�+

Z T

0

Fsds�
Z t

0

Fsds j Ft
�

Y est donc dé�nie de cette formule et il reste à trouver Z: Comme F = (Ft )0�t�T

est de carré intégrable (
R t
0
Fsds)0�t�T est un processus adapté à la �ltration (Ft)0�t�T

car il est progressivement mesurable. On a alors :

Yt = E
�
�+

Z T

0

Fsds j Ft
�
�
Z t

0

Fsds

=Mt �
Z t

0

Fsds:

M est une martingale brownienne ; via le théorème de représentation des martingales

browniennes on construit un processus Z 2M2 tel que

Mt =M0 +

Z t

0

ZsdBs;

et donc :

Yt =Mt �
Z t

0

Fsds =M0 +

Z t

0

ZsdBs �
Z t

0

Fsds:

On véri�e facilement que (Y; Z) ainis construit est une solution de l�EDSR étudiée

puisque comme YT = �

Yt � � =M0 +

Z t

0

ZsdBs �
Z t

0

Fsds� (M0 +

Z T

0

ZsdBs �
Z T

0

Fsds)

=

Z T

t

Fsds�
Z T

t

ZsdBs:

On obtient :

Yt = �+

Z T

t

Fsds�
Z T

t

ZsdBs:
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Par conséquent, l�unicité existe pour les solutions qui véri�ent Z 2M2:

Maintenant on va montrer le théorème de Pardoux et Peng.

Théorème 2.2.1 (Pardoux- Peng) D�après les hypothèses (H1 et H2) l�EDSR

(2:1) possède une unique solution (Y; Z) tq Z 2M2 :

Preuve.On utilise un argument de point �xe dans l�espace de Banach B2 en construi-

sant une application  de B2 dans lui-même de sorte que (Y; Z) 2 B2 est solution de

l0EDSR (2:1) si et seulement si (Y; Z) est un point �xe de  : Pour (U; V ) de B2 on

dé�nit (Y; Z) =  (U; V ) comme une solution de l�EDSR :

Yt = �+

Z T

t

f (s; Us; Vs) ds�
Z T

t

ZsdBs; 0 � t � T:

Remarquons que cette dernière l�EDSR possède une unique solution qui est dans

B2:en e¤et, posons Fs = f(s; Us; Vs):ce processus appartient à M2 puisque f étant

Lipschitz :

j Fs j�j f(s; 0; 0) j +� j Us j +� k Vs k;

Et ces trois derniers processus sont de carré intégrable. par suite, nous pouvons

appliquer le lemme(2:2:1) pour obtenir une unique solution (Y; Z) telle que Z 2

M2: (Y; Z) 2 B2; l�intégralité de Z est obtenue par construction et, d�après la

proposition(2:1:1), Y appartient à S2c . l�application de  dans B2 lui-même est donc

bien dé�nie.

Soient (U; V ) et (U 8; V 8) deux éléments de B2 et (Y; Z) =  (U; V ); (Y 8; Z 8) =  (U 8; V 8):On

note que : z = Z � Z 8 et y = Y � Y 0. on a yT = 0 et :

dyt = ff(t; Ut; Vt)� f(t; U 0t ; V
0
t )gdt+ ztdBt:
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On applique la formule d�Itô à e�t j yt j2 pour obtenir :

d(e�t j yt j2) = �e�t j yt j2 dt+ 2e�tyt � ff(t; Ut; Vt)� f(t; U 0t ; V
0
t )g dt

�2e�tyt � ztdBt + e�t k zt k2 dt:

et par conséquent, intégrant entre t et T , on obtient :

e�t j yt j2 +
R T
t
e�s k zs k2 ds =

R T
t
e�s(�� j ys j2 �2ys � ff(s; Us; Vs)� f(s; U 0s; V

0
s )g)ds

+
R T
t
2e�sys � zsdBs;

et, comme f est Lipschitz, il vient, notant u et v pour U�U 8 et V�V 8 respectivement :

e�t j yt j2 +
R T
t
e�s k zs k2 ds �

R T
t
e�s(�� j ys j2 +2� j ys jj us j +2� j ys jk vs k)ds

�
R T
t
2e�sys � zsdBs:

Pour tout " > 0, on a 2ab � a2

"
+ "b2, et donc, l�inégalité précédente donne :

e�t j yt j2 +
R T
t
e�s k zs k2 ds �

R T
t
e�s(��+ 2�2�") j ys j2 ds

�
R T
t
2e�sys � zsdBs + "

R T
t
e�s(j us j2 + k vs k2)ds;

et prenant � = 2�2

"
; on a, notant R" = "

R T
0
e�s(j us j2 + k vs k2)ds;

8t 2 [0; T ], e�t j yt j2 +
Z T

t

e�s k zs k2 ds � R" � 2
Z T

t

e�sys � zsdBs: (2.3)

La martingale locale f
R T
0
e�sys � zsdBsgt2[0;T ] est en réalité une martingale nulle en 0

puisque Y; Y 8 appartiennent à S2c et Z;Z
8appartienent àM2: En prenant l�espérance,

il vient que pour t = 0 :

E
�Z T

0

e�s k zs k2 ds
�
� E [R"] : (2.4)
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Revenant à l�inégalité de (2:3), les inégalitésBurkholder-Davis-Gundy fournissent,

E
�
sup
0�t�T

e�t j yt j2
�
� E [R"] + (�2C)E

�
(

Z T

0

e2�s j ys j2k zs k2 ds)
1
2

�
� E [R"] + E

�
( sup
t0�t�T

e�t j yt j2 (C2
Z T

0

e�s k zs k2 ds))
1
2

�
� E [R"] + E

�
sup

t0�t�T
e�t�2 j yt j (C2

Z T

0

e�s k zs k2 ds)
1
2

�
:

Puis, comme ab � a2

2
+ b2

2
;

E
�
sup
0�t�T

e�t j yt j2
�
� E [R"] +

1

2
E
�
sup
0�t�T

e�t j yt j2
�

+
C2

2
E
�Z T

0

e�s k zs k2 ds
�
:

Prenant en considération l�inégalité (2:4), on obtient �nalement :

E
�
sup
0�t�T

e�t j yt j2 +
Z T

0

e�s k zs k2 ds
�
� (3 + C2)E [R"] ;

et par suit, revenant à la dé�nition de R";

E
h
sup0�t�T e

�t j yt j2 +
R T
0
e�s k zs k2 ds

i
�

"(3 + C2)(1 _ T )E
h
sup0�t�T e

�t j ut j2 +
R T
0
e�s k vs k2 ds

i
:

Prenons " tel que "(3 + C2)(1 _ T ) = 1
2
; de sorte que l�application  est alors une

contraction stricte de B2 dans si on lui-même si on le munit de la norme qui on fait

un espace de Banach, cette dernier norme étant équivalente à la norme usuelle corres-

pondant au cas � = 0:  possède donc un unique point �xe, ce qui assure l�existence et

l�unicité d�une solution de l�EDSR (2:1) dans B2:
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Chapitre 3

Équations di¤érentielles

stochastiques progressives

rétrogrades

Dans ce chapitre, nous étudions le résultat d�existence et d�unicité de la solution

d�une équations di¤érentielles stochastiques progressives rétrogrades couplées dans

le cas où les co¢ cients sont monotones , ce résultat est introduits par Shige Peng

et Zhen Wu en 1999 [6].

3.1 Dé�nitions

Soient(
; F;P) un espace de probabilité, et soit fBtgt�0 un mouvement brownien de

dimension d dans cet espace. On note par Ft la �ltration naturelle de ce mouvement

brownien. Dans cette section, nous considérons l�équation di¤érentielle stochastique

progressive rétrograde couplées (EDSPR) suivantes :
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8>>>><>>>>:
dxt = b(t; xt; yt; zt)dt+ �(t; xt; yt; zt)dBt;

�dyt = f(t; xt; yt; zt)dt� ztdBt;

x0 = a; yT = �(xT );

(3.1)

où :b : 
� [0; T ]�Rn�Rm�Rm�d ! Rn , � : 
� [0; T ]�Rn�Rm�Rm�d ! Rn�d;

f : 
� [0; T ]� Rn � Rm � Rm�d ! Rm; et � : 
� Rn ! Rm

On nous donne une matrice G de rang m� n complet. Nous utilisons les notations :

u =

0BBBB@
x

y

z

1CCCCA ; A = (t; u) =

0BBBB@
�GTf

Gb

G�

1CCCCA (t; u) ;

où G� = (G�1:::G�d). Nous utilisons le produit interne habituel et la norme eucli-

dienne dans Rn;Rm et Rm�d:

Théorème 3.1.1 Un triple de processus (X; Y; Z) : 
� [0; T ]�Rn�Rm�Rm�d est

appelé une solution adaptée d�EDSPR (3:1) si (X; Y; Z) 2M2
�
0; T ;Rn � Rm � Rm�d

�
et il satisfait l�EDSPR (3:1) .

Nous supposons que :

8>>>>>>><>>>>>>>:

(i) A(t; u) est uniformément Lipschitz par rapport à u;

(ii) pour chaque u; A(:; u) est dansM2(0; T );

(iii) �(x) est uniformément Lipschitz par rapport à x 2 Rn,

(iv) pour tout x, �(x) est dans L2(
;FT ;P):

(3.2)
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Les conditions de monotonies suivantes sont les hypothèses principales :

hA(t; u)� A(t; �u); u� �ui � ��1jGx̂j2 � �2jGT ŷj2;

h�(x)� �(�x); G(x� �x)i � 0

8u = (x; y; z); �u = (�x; �y; �z); x̂ = x� �x; ŷ = y � �y; ẑ = z � �z;

(3.3)

où �1 et �2 sont des constantes non négatives avec �1 + �2 > 0: De plus, nous avons

�1 > 0 (r�es:, �2 > 0) lorsque m > n (r�es:; n > m):

Le premier résultat de cette section est le théorème d�unicité suivant :

Théorème 3.1.2 Sous les hypothèses (3:2) et (3:3). Alors l�EDSPR (3:1) a au plus

une solution adaptée.

Preuve. Soit us = (xs; ys; zs) et u8s = (x
8
s; y

8
s; z

8
s) deux solutions de (3:1). Nous avons

dé�ni : û = (x�x8; y� y8; z� z8) = (x̂; ŷ; ẑ) on applique la formule d�Itô à hGx̂s; ŷsi :

Eh�(xT )� �(x8T ); Gx̂T i � Ehŷt; Gx̂ti = E
Z T

t

hA(s; us)� A(s; u8s); ûsids

� ��1E
Z T

t

hGx̂s; Gx̂sids� �2E
Z T

t

hGT ŷs; GT ŷsids:

Ceci avec la monotonie de � et A; implique :

�1E
Z T

0

hGx̂s; Gx̂sids+ �2E
Z T

0

hGT ŷs; GT ŷsids � 0:

Nous traitons d�abord le cas où m > n. Dans ce cas �1 > 0, puis hGx̂s; Gx̂si � 0:

Nous avons x̂s � 0. Ainsi xs � x8s. En particulier, �(xT ) � �(x8T ). d�après l�unicité

de EDSR, il s�ensuit que ys � y8s et zs � z8s: Nous discutons maintenant du deuxième

cas où m < n. Dans ce cas �2 > 0, alors hGT x̂s; GT x̂si � 0: Nous avons ys � �ys.

Nous appliquons la formule d�Itô à jŷsj2 � 0. Il s�ensuit que
R T
0
jzs � z8sj2ds = 0.

Ainsi zs � z8s: En�n, d�après l�unicité de l�EDS, il s�ensuit que xs � x8s: De manière
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similaire aux deux cas ci-dessus, le résultat peut être obtenu facilement dans le cas

m = n.

Nous donnons maintenant un résultat d�existence de EDSPR (3:1) pour un cas

particulier où � ne dépend pas de x, c�est-à-dire �(x) � �:

Théorème 3.1.3 Nous supposons que yT = �, � 2 L2(
;FT ;P) et (3:2), (3:3) sont

véri�ant alors : il existe un unique triple us = (xs; ys; zs); s 2 [0; T ] satisfaisant les

équations (3:1).

� L�unicité est une conséquence immédiate du théorème (3:1:2) :

� Pour la preuve de l�existence. Nous avons d�abord besoin des deux lemmes sui-

vants.Considérons la famille suivante de EDSPR paramétrée par � 2 [0; 1] :

dx�t =
�
(1� �)�2(�GTy�t ) + �b(t; u�t ) + �t

�
dt (3.4)

+
�
(1� �)�2(�GT z�t ) + ��(t; u�t ) +  t

�
dBt;

�dy�t = [(1� �)�1Gx
�
t + �f(t; u�t ) + 
t]dt� z�t dBt;

x�0 = a; y�T = �;

où �;  et 
 sont des processus donnés enM2(0; T ) avec des valeurs en Rn;Rn�d et

Rm, resp. Clairement, lorsque � = 1 l�existence de la solution de(3:4) implique celle

de (3:1) pour yT � �: Le lemme suivant donne une estimation a priori de �l�intervalle

d�existence�de (3:4) par rapport à � 2 [0; 1].

Lemme 3.1.1 Nous supposons (3:2)et (3:3) sont satisfant. Alors il existe une constante

positive �0 tel que si, a priori, pour un �0 2 [0; 1) il existe une solution (x�0 ; y�0 ; z�0)

de (3:4), alors pour chaque � 2 [0; �0] il existe une solution (x�0+�; y�0+�; z�0+�) de

(3:4) pour � = �0 + �

Preuve. Puisque pour chaque � 2M2(0; T ;Rn), 
 2M2(0; T ;Rm),  2M2(0; T ;Rn�d),
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� 2 [0; 1) il existe une unique solution de (3:4), donc, pour chaque triple

us = (xs; ys; zs) 2M2(0; T ;Rn+m+m�d)

il existe un triple unique Us = (Xs; Ys; Zs) 2 M2(0; T ;Rn+m+m�d) satisfaisant l�

EDSPR suivante :

dXt = [(1� �0)�2(�GTYt) + �0b(t; Ut) + �(�2G
Tyt + b(t; ut)) + �t]dt

+
�
(1� �0)�2(�GTZt) + �0�(t; Ut) + �(�2G

T zt + �(t; ut)) +  t
�
dBt;

�dYt = [(1� �)�1GXt + �0f(t; Ut) + �(��1Gxt + f(t; ut)) + 
t]dt� ZtdBt;

X0 = a; YT = �:

Nous allons prouver que la application dé�nie par :

I�0+�(u) = U :M2(0; T ;Rn+m+m�d)!M2(0; T ;Rn+m+m�d);

est une contraction. Soient u8 = (x8; y8; z8) 2 M2(0; T ;Rn+m+m�d) et soient U 8 =

(X 8; Y 8; Z 8) = I�0+�(u
8). Nous avons dé�ni : û = (x̂; ŷ; ẑ) = (x � x8; y � y8; z � z8);

Û = (X̂; Ŷ; Ẑ) = (x� x8; y � y8; z � z8): On applique la formule d�Itô à hGx̂s;ŷsi, on

obtient :

0 = E
Z T

0

h�0(A(s; Us)� A(s; U 8s); Ûsids

� (1� �0)E
Z T

0

(�1hGX̂s; GX̂sids+ �2hGT Ŷs; GT Ŷsi+ �2hGT Ẑs; GT Ẑsi)ds

+ �E
Z T

0

(�1hGX̂s; Gx̂si+ �2hGT Ŷs; GT ŷsi+ �2hGT Ẑs; GT ẑsi

+ hX̂;�GT �fsi+ hGT Ŷs;�bsi+ hẐs; G��si)ds;
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où

�fs = f(s; us)� f(s; u8s);
�bs = b(s; us)� b(s; u8s); ��s = �(s; us)� �(s; u8s):

À partir de (3:2) et, (3:3) nous pouvons obtenir :

E
Z T

0

(�1hGX̂s; GX̂sids+ �2hGT Ŷs; GT Ŷsi)ds � �C1E
Z T

0

(jûsj2 + jÛsj2)ds:

D�autre part, puisque X et X 8 sont des solutions de EDS, en appliquant la technique

habituelle, les estimations de la di¤érence X̂ = X �X 8 sont obtenues par

sup
0�s�T

EjX̂sj2 � C1�E
Z T

0

jûsj2ds+ C1E
Z T

0

(jŶsj2 + jẐsj2)ds;

E
Z T

0

jX̂sj2ds � C1T�E
Z T

0

jûsj2ds+ C1TE
Z T

0

(jŶsj2 + jẐsj2)ds:

De même, pour la di¤érence des solutions (Ŷ; Ẑ) = (Y � �Y; Z � �Z), on applique la

technique habituelle à la EDSR :

E
Z T

0

(jŶsj2 + jẐsj2)ds � C1�E
Z T

0

jûsj2ds+ C1E
Z T

0

jX̂sj2ds:

Ici, la constante C1 dépend des constantes de Lipschitz ainsi que de G; �1; �2, et T .

En utilisant la formule d�Itô à jŶsj2 à la EDSR une fois de plus, il donne

jŶ0j2 + E
Z T

0

jẐsj2ds

= E
Z T

0

2Ŷs[�0(f(s; Us)� f(s; U 8s)) + (1� �0)�1GX̂s + � �fs � ��1Gx̂s]ds

� 1

4
E
Z T

0

jẐsj2ds+
1

4L
E
Z T

0

jX̂sj2ds+ C2E
Z T

0

jŶsj2ds+ C2�E
Z T

0

jûsj2ds:

Ici L = max(C1; T; 1); C2 est une constante su¢ samment grande qui dépend de L;

G; �1; et les constantes de Lipschitz. En combinant les cinq estimations ci-dessus, il
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est clair que, chaque fois que �1 > 0, �2 > 0 et / ou �1 > 0, �2 > 0 est vrai, nous

avons toujours

E
Z T

0

jÛsj2ds � C�E
Z T

0

jûsj2ds;

où la constante C ne dépend que de C1; C2; L et T . Nous choisissons maintenant

�0 =
1
2C
Il est clair que, pour chaque � �xe tq � 2 [0; �0], l�application I�0+� est une

contraction tq :

E
Z T

0

jÛsj2ds �
1

2
E
Z T

0

jûsj2ds:

Il s�ensuit immédiatement que cette fonction admet un unique point �xe U�0+� =�
X�0+�; Y �0+�; Z�0+�

�
qui est la solution de (3:4) pour � = �0 + �. La preuve est

compléter.

il reste à preuver que si � = 0, (3:4), i.e

dx0t = [��2GTy0t + �t]dt+ [��2GT z0t +  t]dBt;

�dy0t = [�1Gx0t + 
t]dt� z0t dBt;

x00 = a; y0T = �;

a une unique solution.

Nous traiterons une situation plus générale qui peut être également utilisée dans la

preuve de théorème (3:1:4)

Lemme 3.1.2 L�équation suivante admet une unique solution :

dxt = [��2GTyt + �t]dt+ [��2GT zt +  t]dBt; (3.5)

�dyt = [�1Gxt + 
t]dt� ztdBt;

x0 = a; yT = �GxT + �;

où � est une constante non négative.
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Preuve. On observe que la matrice G est de rang complet. La preuve de l�existence

pour (3:5) sera divisé en deux cas : n � m et n > m. Pour le premier cas, la matrice

GTG est strictement positive. Nous avons dé�ni :

0BBBB@
x8

y8

z8

1CCCCA =

0BBBB@
x

GTy

GT z

1CCCCA ;

0B@ y88

z88

1CA =

0B@ (Im �G(GTG)�1GT )y

(Im �G(GTG)�1GT )z

1CA :

En multipliant GT à des deux côtés d�EDSR pour (y; z) ;donne :

dx8t = [��2y8t + �t]dt+ [��2z8t +  t]dBt;

�dy8t = [�1GTGx8t +GT
t]dt� z8tdBt;

x80 = a; y8T = �GTGx8T +GT �:

(3.6)

En multipliant
�
Im �G(GTG)�1GT

�
à des deux côtés de la même équation donne :

�dy88t = (Im �G(GTG)�1GT )
tdt� z88t dBt;

y88T = (Im �G(GTG)�1GT )�:

De toute évidence, la paire (y88; z88) est déterminée d�une manière unique. L�unicité

de (x8; y8; z8) découle du théorème (3:1:2). A�n de résoudre (3:6), nous introduisons

l�équation di¤érentielle ordinaire symétrique à valeurs matricielles n � n suivante,

connue sous le nom d�équation matricielle de Riccati :

�K 8(t) = ��2K2 + �1G
TG; t 2 [0; T ];

K(T ) = �GTG:

Il est bien connu que cette équation admet une unique solution non négative K(:) 2

C1([0; T ];Sn), où Sn représente l�espace de toutes les matrices n � n symétriques.
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Nous considérons ensuite la solution (p; q) 2 M2(0; T ;Rn+n�d) d�EDSR linéaire

simple suivant :

�dpt = [��2K(t)pt +K(t)�t +GT
t]dt+ [K(t) t � (In + �2K(t)qt]dBt; t 2 [0; T ];

pT = GT �:

Nous supposone maintenant x8t est la solution l�EDSR suivante :

dx8t = [��2(K(t)x8t + pt) + �t]dt+ [ t � �2qt]dBt; t 2 [0; T ];

x80 = a:

Ensuite, il est facile de véri�er que (x8t; y
8
t; z

8
t) = (x8t; K(t)x

8
t + pt; qt] est la solution

de (3:6). Une fois que (x8; y8; z8) et (x88; y88) sont résolus, alors le triple (x; y; z) est

obtenu d�une manière unique par

0BBBB@
x

y

z

1CCCCA =

0BBBB@
x8

G(GTG)�1y8 + y88

G(GTG)�1z8 + z88

1CCCCA :

La preuve pour le cas n > m est analogue au cas contraire ci-dessus. Nous observons

que dans ce cas la matrice GTG est de rang complet. Nous avons dé�ni :

0BBBBBBB@

x8

x88

y8

z8

1CCCCCCCA
=

0BBBBBBB@

Gx

(In �GT (GGT )�1G)x

y

z

1CCCCCCCA
:
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x88est la unique solution l�EDS linéaire suivante :

dx88t = (In �GT (GGT )�1G)�tdt+ (In �GT (GGT )�1G) tdBt;

x880 = (In �GT (GGT )�1G)a:

Alore le triple (x8; y8; z8) résoudue l�EDSR

dx8t = [��2GGTy8t +G�t]dt+ [G t � �2GG
T z8t]dBt;

�dy8t = [��1x8t + 
t]dt� z8tdBt;

x80 = Ga; y8T = �x8T + �:

(3.7)

Pour résoudre cette équation, nous introduisons a la solution K(:) 2 ([0; T ];Sm) de

l�équation de Riccati à valeurs matricielles symétrique m�m

�K(t) = �1Im � �2KGG
TK; t 2 [0; T ];

K(T ) = �Im:

Nous considérons ensuite la unique solution (p; q) 2M2(0; T ;Rm+m�d) de l�EDSR

linéaire suivante :

�dpt = (��2K(t)GGT )pt +K(t)G�t + 
t)dt+ (K(t)G t � (Im + �2K(t)GG
T )qt)dBt; t 2 [0; T ];

pT = �:

Nous supposons maintenant x8t est la solution de l�EDS

dx8t = [��2GGT (k(t)x8t + pt) +G�t]dt+ [G t � �2GG
T qt]dBt; t 2 [0; T ]

x80 = Ga:

Il est facile de voir que (x8t; y
8
t; z

8
t) = (x

8
t; K(t)x

8
t+pt; qt] est la solution de (3:7). Lorsque
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(x8; x88; y8; z8) sont résolus, par la dé�nition, le triple (x; y; z) est obtenu d�une manière

unique par 0BBBB@
x

y

z

1CCCCA =

0BBBB@
GT (GGT )�1x8 + x88

y8

z8

1CCCCA
La preuve est complète.

Nous procédons maintenant à ce qui suit.

Preuve de l�existence du théorème (3:1:3). Par le lemme (3:1:2), lorsque � = 0 dans

(3:5), (3:4) pour �0 = 0 elle a une unique solution .

Alors il s�ensuit du lemme (3:1:1): qu�il existe une constante positive �0 = �0(C1; C2; L; T )

telle que pour chaque � 2 [0; �0], (3:4) pour � = �0 + � admet une unique solution .

Puisque �0 ne dépend que de (C1; C2; L; T ), nous pouvons répéter ce processus pour

N fois avec 1 � N�0 < 1 + �0. Il s�ensuit alors que, en particulier, (3:4) pour � = 1

avec �s � 0,
s � 0, et  s � 0 a une solution unique. La preuve est complète.

Maintenant, nous pouvons considérer l�EDSPR (3:1) pour yT = �(xT ). En fait,

l�hypothèse(3:2) doit être renforcée comme suit :

hA(t; u)� A(t; �u); u� �ui � ��1 j Gx̂ j2 ��2(j GT ŷ j2 � j GT ẑ j2);

h�(x)� �(�x); G(x� �x) � �1 j Gx̂ j2

8u = (x; y; z); �u = (�x; �y; �z); x̂ = x� �x; ŷ = y � �y; ẑ = z � �z;

(3.8)

où �1; �2 et �1 sont des constantes non négatives avec �1 + �2 > 0, �1 + �2 > 0: De

plus on a �1 > 0, �1 > 0 (resp:; �2 > 0) lorsque m > n (r�es:;m > n):

Nous avons le résultat principal de cette section suivant.

Théorème 3.1.4 Nous suposons (3:2) et (3:8) sont satisfant. alors, il existe un

unique solution adapté (X; Y; Z) de l�EDSPR (3:1).
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En fait, la méthode pour prouver l�existence est similaire au théorème (3:1:3). Nous

considérons maintenant l�equation suivante (3:9) pour chaque � 2 [0; 1] :

dx�t = [(1� �)�2(�GTy�t ) + �b(t; u�t ) + �t]dt (3.9)

+ [(1� �)�2(�GT z�t ) + ��(t; u�t ) +  t]dBt;

�dy�t = [(1� �)�1Gx
�
t + �f(t; u�t ) + 
t]dt� z�t dBt;

x�0 = a; y�T = ��(x�T ) + (1� �)Gx�T + �;

où �;  et 
 sont des processus donnés en M2(0; T ) avec des valeurs en Rn;Rn�d

et Rm, � 2 L2 (
;FrP). Il est clair que l�existence de (3:9) pour � = 1 implique

l�existence de (3:1).

A�n d�obtenir cette conclusion, nous avons besoin également du lemme suivant :

Lemme 3.1.3 Nous supposons (3:2)et (3:8) sont véri�ant. Alors il existe une constante

positive �0 tel que apriori si pour un �0 2 [0; 1) il existe un triple de solution

(X�0 ; Y �0 ; Z�0) de (3:9) , alors pour chaque � 2 [0; �0] il existe une solution (X�
0+� ; Y �

0+� ; Z�0+� )

(3:9) pour � = �0 + �.

Preuve. Puisque pour chaque � 2 M2(0; T;Rn), 
 2 M2(0; T;Rm),  2

M2(0; T;Rn�d); � 2 L2 (
;Fr;P), �0 2 [0; 1) il existe une unique solution de (3:9),

donc, pour chaque xT 2 L2 (
;FT ;P) et un triple us = (xs; ys; zz) 2M2(0; T;Rn+m+m�d)

il existe un unique triple Us = (Xs; Ys; Zz) 2M2(0; T;Rn+m+m�d) satisfaisant l�ED-
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SPR

dXt = [(1� �0)�2(�GTYt) + �0b(t; Ut) + �(�2G
Tyt + b(t; ut) + �t]dt

+ [(1� �0)�2(�GTZt) + �0�(t; Ut) + �(�2G
T zt + �(t; ut)) +  t]dBt;

�dYt = [(1� �0)�1GXt) + �0f(t; Ut) + �(��1Gxt + f(t; ut) + 
t]dt� ZtdBt;

X0 = a; YT = �0�(XT ) + (1� �0)GXT + �(�(xt)�GxT ) + �:

Nous allons maintenant prouver que, si � est su¢ samment petit, l�application dé�nie

par :

I�
0�
(u� xT ) = U �XT :

M2(0; T;Rn+m+m�d)� L2 (
;FT ;P;Rn)!M2(0; T;Rn+m+m�d)L2 (
;FT ;P;Rn)

est une contraction.

On pose �u = ds(x8; y8; z8) 2M2(0; T;Rn+m+m�d) et laissez I�
0�
(u8 � x8T ) = U 8 �X 8

T .

Nous avons dé�ni

û = (x̂; ŷ; ẑ) = (x� x8; y � y8; z � z8); Û = (X̂; Ŷ; Ẑ) = (x� x8; y � y8; z � z8)
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En applique la formule d�Itô à hGX̂s; Ŷsi, on obtient

�0Eh�(XT )� �(X 8
T ); GX̂T i+ (1� �0)EhGX̂T ; GX̂T i

+ �Eh�(xT )� �(x8T )�Gx̂T ; Gx̂T i

= E
Z T

0

h�0(A(s; Us)� A(s; U 8s); Ûsids

� (1� �0)E
Z T

0

(�1hGX̂s; GX̂si+ �2hGT Ŷs; GT Ŷsi+ �2hGT Ẑs; GT Ẑsi)ds

+ �E
Z T

0

(�1hGX̂s; Gx̂si+ �2hGT Ŷs; GT ŷsi+ �2hGT Ẑs; GT ẑsi

+ hX̂s �GT �fsi+ hGT Ŷs; GT�bsi+ hẐs; G��si)ds;

Où

�fs = f(s; us)� f(s; u8s);
�bs = b(s; us)� b(s; u8s); ��s = �(s; us) + �(s; u8s):

A partir de (3:2) et (3:8), nous pouvons obtenir

(�0�1 + (1� �0))E j GX̂T j2 +�1E
Z T

0

j GX̂s j2 ds+ �2E
Z T

0

(j GT Ŷs j2 + j GT Ẑs j2)ds

� �K1E
Z T

0

(j ûs j2 + j Ûs j2)ds+ �K1E j X̂T j2 +�K1E j x̂T j2 :

En appliquant la même technique que le lemme (3:1:1), nous avons les estimations

suivantes

sup
0�s�T

E j X̂s j2� K1�E
Z T

0

j ûs j2 ds+K1E
Z T

0

(j Ŷs j2 + j Ẑs j2)ds;

E
Z T

0

j X̂T j2� K1T�E
Z T

0

j ûs j2 ds+K1TE
Z T

0

(j Ŷs j2 + j Ẑs j2)ds;

E
Z T

0

( j Ŷs j2 + j Ẑs j2)ds � K1�E
Z T

0

j ûs j2 ds+K1�E j x̂T j2

+K1E
Z T

0

j X̂s j2 ds+K1E j X̂T j2 :
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Ici, la constante K1 dépend des constantes de Lipschitz G; �1; �2 et T . Si � � 0,

alors �0�1 + (1� �0) � �, � = min(1; �1) > 0. En combinant les quatre estimations

ci-dessus, il est clair que, 8�1 � 0; �1 � 0; �2 � 0 ou �1 � 0, �1 � 0 , �2 � 0; nous

avons toujours

E
Z T

0

j Û j2 ds+ E j X̂T j2� K�

�
E
Z T

0

j ûs j2 ds+ E j x̂T j2
�
:

Ici, la constante K ne dépend que de �1; �2; �; K1 et T . Nous choisissons maintenant

�0 =
1
2K
. Il est clair que, pour chaque � 2 [0; �0] �xe, l�application I�0+� est une

contraction.

E
Z T

0

j Û j2 ds+ E j X̂T j2�
1

2

�
E
Z T

0

j ûs j2 ds+ E j x̂T j2
�
:

Il s�ensuit que cette application admet une unique point �xe U�0+� = (X�0+�; Y �0+�; Z�0+�)

qui est la solution de (3:9) pour � = �0 + �. La preuve est complète.

Nous donnons maintenant la preuve du théorème (3:1:4).

Preuve. du théorème (3:1:4). L�unicité est évidente à partir du théorème (3:1:2).

Par le lemme (3:1:2), lorsque � = 1, � = 0 dans (3:5); (3:9) pour � = 0 il une

solution unique. Il résulte alors du lemme (3:1:3) qu�il existe une constante positive

�0 dépendant des Constantes de Lipschitz, �1; �2; �1 et T telles que, pour chaque

� 2 [0; �0], (3:9) pour � = �0 + � a une unique solution. Nous pouvons répéter ce

processus pour N fois avec 1 � N .�0 < 1 + �0:Il s�ensuit alors que, en particulier,

EDSPR (3:9) pour � = 1 avec � � 0 il a un unique solution. La preuve est complète.
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3.2 Applications des EDSPR aux contrôles opti-

maux stochastiques.

Exemple 3.2.1 (système stochastique de Hamilton).Soit n = m, et soit h(x) :

Rn ! R. Pour la simpli�cation de la notation, nous supposons que d = 1. Nous

considérons le�Hamiltonien généralisé " suivant :

H(x; y; z) : Rn+n+n ! R:

Nous supposons que H et h sont deux fois continuellement di¤érentiables telle que

les dérivés seconde sont bornées. Nous considérons les EDSPR suivants :

dxt = Hy(xt; yt; zt)dt+Hz(xt; yt; zt)dBt; (3.10)

�dyt = Hx(xt; yt; zt)dt� ztdBt;

x0 = a; yT = hx(xT );

où (Hx Hy Hz) (resp:; hx) représente le gradient de H (resp:; h). C�est clair que

les équations hamiltoniennes stochastiques sont un cas particulier de EDSPR (3:1)

avec

f = Hx; b = Hy; � = Hz;

D�après les conditions de monotonies, c�est-à-dire (3:8), correspondent, pour ce cas

particulier, à la non-négativité de la matrice hxxet :
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0BBBB@
�Hxx �Hxy �Hxz

Hyx Hyy Hyz

Hzx Hzy Hzz

1CCCCA (x; y; z) � �
0BBBB@

�1In 0 0

0 �2In 0

0 0 �2In

1CCCCA
où �1 � 0; �2 > 0.

Un problème d�optimisation classique d�un système de contrôle stochastique est for-

mulé comme suit :

dxt = g(xt; �t)dt+ �(xt; �t)dBt;

x0 = a;

où �t, s 2 [0; T ], est un processus de contrôle admissible, c�est-à-dire, est un processus

de carré intégrable adapté à Ft , prenant des valeurs dans un sous-ensemble donné

U de Rk. Ici, g et � sont donnés des fonctions dé�nies sur Rn � Rk avec des valeurs

dans Rn. Le problème de contrôle optimal est de minimiser la fonction de coût

j(�(:)) = E
�Z T

0

L(xt; �t)dt+ h(xT )

�
sur l�ensemble des contrôles admissibles. L�une des deux méthodes importantes de

résolution de ce problème d�optimisation est dit le principe du maximum stochastique

qui peut être considéré comme une généralisation naturelle du principe maximum

bien connu de Pontryagin à des situations d�incertitude. Ce principe est dit que, sous

certaines hypothèses raisonnables imposées aux coe¢ cients g; �; L; h si �(:) est un

contrôle optimal admissible, et si la trajectoire correspondant à �(:) est x(:), alors,

nécessairement, il existe une paire de processus de carré intégrables adaptés (y; z)

prenant des valeurs dans Rn � Rn telles que le triple des processus (x(:); y(:); z(:))
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satisfait le système Hamiltonien stochastique (3:10), où l�Hamiltonien H est dé�ni

par

H(x; y; z) = inf
�2U

fhy; g(x; �)i+ hz; �(x; �)i+ L(x; �)g :

Un coproduit de ce principe du maximum stochastique est qu�il nous donne un

exemple de l�existence de la solution à EDSPR, mais l�un des inconvénients de telles

méthodes est que la véri�cation des conditions d�existence d�un contrôle optimal est

un problème très di¢ cile. Un autre inconvénient est que cette approche ne nous

fournit aucune information sur l�unicité de la solution de (3:10).

Exemple 3.2.2 Nous supposons que dans l�exemple ci-dessus g et � sont des fonc-

tions linéaires

g(x; �) = Ax+B�; �(x; �) = Cx+D�;

où A et C sont des matrices n�n, B et D sont des matrices n� k. Nous supposons

également qu�il n�y a pas de contrainte imposée aux processus de contrôle U = Rk:

L(x; �); h(x) sont deux fois continuellement di¤érentiables par rapport à (x; �) et x ;

Lx(x; �) sont bornés par C(1+ j x j + j � j):

Dans ce cas, si nous supposons que :

8>>>><>>>>:
(i) k � k matrice L�� (x; v) � �Ik; � > 0;

(ii) n� n matrice Lxx(x; �)� Lx�(x; �)L
�1
��L�x(x; �)n

0est pas n�egative;

(iii) n� n matrice hxx(x)n
0est pas n�egative;

(3.11)

et, si u(:) est un contrôle optimal admissible, la trajectoire correspondent à u(:) est

x(:), alors l�Hamiltonien H est dé�ni par

H(x; y; z) = inf
�2U

fhy; Ax;B�i+ hz; Cx+D�i+ L(x; �)g :
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Nous avons, nécessairement

L�(xt; ut) +BTyt +DT zt = 0; (3.12)

et (x; y; z) satisfont aux EDSPR suivantes :

dxt = (Axt +B�t)dt+ (Cxt +D�t)dBt; (3.13)

�dyt = (ATyt + CT zt + Lx(xt; �t))dt� ztdBt;

x0 = a; yT = hx(xT ):

Si le processus de contrôle optimal u(:) n�existe pas, la solution de (3:13) n�existe pas.

Dans la théorie du contrôle optimal, nous pouvons prouver que le u(:) existe et il est

unique. Alors il existe une solution à la EDSPR (3:13). C�est une méthode indirecte

et nous ne pouvons pas savoir si c�est unique. Maintenant, nous étudions directement

EDSPR (3:13). Il est clair que sous l�hypothèse(3:8), le théorème (3:1:4) ne peut

pas être appliqué pour obtenir l�existence et l�unicité de (3:13):Heureusement, pour

le cas particulier comme le formulaire suivant, nous avons un meilleur résultat:

Nous considérons le type de EDSPR suivant :

dxt = b(t; xt; Byt; Czt)dt+ �(t; xt; Byt; Czt)dBt; (3.14)

�dyt = f(t; xt; yt; zt)dt� ztdBt;

x0 = a; yT = �(xT ):

Ici B est une matrice de k� n, C a est une matrice de k� n; (x; y; z) 2 Rn+n+n, et
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b; f; � ont dimensions appropriées. Nous utilisons les notations

u =

0BBBB@
x

y

z

1CCCCA ; A(t; u) =

0BBBB@
�f

b

�

1CCCCA (t; u)

et imposer les conditions de monotonies suivantes :

hA(t; u)� A(t; �u); u� �ui � ��1jx̂j2 � �2jBŷ + Cẑj2;

h�(x)� �(�x); (x� �x)i � 0

8û = (u� �u) = (x̂; ŷ; ẑ) = (x� �x; y � �y; z � �z):

(3.15)

Ici �1 � 0; �1 > 0. Nous supposons également que

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

(i) A(t; u) est uniform�ement Lipschitz par rapport �a u;

(ii) pour chaque u; A(:; u) est dans M2(0; T );

(iii) �(x) est uniform�ement Lipschitz par rapport �a x 2 Rn;

(iv) pour chaque x; �(x) est dans L2(
;FT ;P);

(v) 8x; j l(t; x; By; Cz)� l(t; x; B�y; C�z) j� K(j Bŷ; Cẑ j); K > 0; l = b; �:

(3.16)

Ensuite, nous avons le résultat suivant :

Théorème 3.2.1 Sous les hypothèses (3:15) et (3:16) . Alors il existe une unique

solution us = (xs; ys; zs) satisfaisant à l�EDSPR (3:14).

Preuve.Nous prouvons d�abord l�unicité pour l�EDSPR (3:14). Soit us = (xs; ys; zs)

et u8s = (x
8
s; y

8
s; z

8
s) soit deux solutions de (3:14). Nous dé�nissons

û = (x� x8; y � y8; z � z8) = (x̂; ŷ; ẑ):
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On applique la formule d�Itô àhx̂s; ŷsi :

Eh�(xT )� �(x8T ); x̂T i � Ehŷt; x̂ti = E
Z T

t

hA(s; us)� A(s; u8s); ûsids:

Ceci avec la monotonie de � et A implique :

�2E
Z T

0

j Bŷs + Cẑs j2 ds � 0:

Bŷs + Cẑs � 0. d�après (3:16) (v) et un résultat classique pour l�unicité de l�EDS,

nous avons x̂s � 0. Ainsi xs � x8s. En particulier, �(xT ) � �(x8T ). Ainsi de la unicité

de EDSR il s�ensuit que ys � y8s et zs � z8s. La méthode pour prouver l�existence est

similaire aux théorèmes (3:1:3) et (3:1:4). Nous considérons le EDSPR suivante :

dx�t = [(1� �)(�BTBy�t �BTCz�t ) + �b(t; x�t ; By
�
t ; Cz

�
t ) + �t]dt

+[��(t; x�t ; By
�
t ; Cz

�
t ) + (1� �)(�CTCz�t � CTBy�t ) +  t]dBt;

�dy�t = [(1� �)x�t + �f(t; x�t ; y
�
t ; z

�
t ) + 
t]� z�t dBt;

x�0 = a; y�T = ��(x�T ) + �;

(3.17)

où �,  et 
 sont des processus donnés en M2(0; T ) avec des valeurs en Rn, � 2

L2(
;FT ;P; Rn). Il est clair que l�existence de (3:17) pour � = 1 implique notre

conclusion.Si � = 0, nous peut obtenir le résultat d�existence et d�unicité en utilisant

directement le théorème (3.1.3). Donc nous avons seulement besoin de considérer

dXt = [(1� �)(�BTBYt �BTCZt) + �0b(t;Xt; BYt; CZt)]dt

+[�(BTByt �BTCzt) + b(t; xt; Byt; Czt)) + �t]dt

+[�0�(t;Xt; BYt; CZt) + (1� �0)(�CTCZt � CTBYt)]dBt

+[�(�(t; xt; Byt; Czt) + CTCzt � CTByt) +  t]dBt;

�dyt = [(1� �0)Xt + �0f(t; Ut)� �(xt � f(t; ut)) + 
t]dt� ZtdBt;

X0 = a; yT = �0�(Xt) + ��(xT ) + �;
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et prouver que l�application dé�nie par :I�0+�(u�xT )U�XT :M2(0; T; Rn+n+n�d)�

L2(
;FT ;P; Rn)!M2(0; T; Rn+n+n�d)� L2(
;FT ;P; Rn) est une contraction.

Pour la di¤érence (X̂; Ŷ ) = (X �X 8; Y � Y 8), en utilisant une technique similaire à

celle des Lemmes (3:1:1) et (3.1.3) à hX̂; Ŷ i, nous avons

�2�0E
Z T

0

( j BŶs + CẐs j2)ds+ (1� �0)E
Z T

0

(j BŶs + CẐs j2)ds

� �C1E
Z T

0

j ûs j2 ds+ �C1E j x̂T j2 +�C1E
Z T

0

j Ûs j2 ds+ �C1E j X̂T j2;

où Û et û sont dé�nis de la même manière que dans le lemme (3.1.1). Ici, C1 dépend

des constantes de Lipschitz de b, �, f et �, �2�0+(1��0) � L1; L1 = min(1; �2) > 0,

donc

E
Z T

0

( j BŶs + CẐs j2)ds

� �C2E
Z T

0

j ûs j2 ds+ �C2E j x̂T j2 +�C2E
Z T

0

j Ûs j2 ds+ �C2E j X̂T j2

Ici C2 = C1
L1
. En appliquant la technique habituelle au X̂t = Xt �X 8

t, on obtient

sup
0�s�T

E j X̂s j2� C3�E
Z T

0

j ûs j2 ds+ C3E
Z T

0

(j BŶs + CẐs j2)ds;

E
Z T

0

j X̂s j2 ds � C3T�E
Z T

0

j ûs j2 ds+ C3TE
Z T

0

(j BŶs + CẐs j2)ds:

De même, pour la di¤érence des solutions (Ŷ; Ẑ) = (Y � Y 8; Z � Z 8), en appliquant

la technique habituelle à la EDSR, nous avons

E
Z T

0

(j Ŷs j2 + j Ẑs j2)ds � C3�E
Z T

0

j ûs j2 ds+ C3E
Z T

0

j X̂s j2 ds+ C3E j X̂T j2 :

Ici, la constante C3 dépend des constantes de Lipschitz, K;B;C et T . En combinant
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les quatre estimations ci-dessus, il est clair que nous avons toujours

E
Z T

0

j Ûs j2 ds+ E j X̂T j2� L�

�
E
Z T

0

j ûs j2 ds+ E j x̂T j2
�
;

où la constante L dépend de C1; C2; C3 et T . Nous pouvons donc choisir �0 = 1
2L
.

Puis pour chaque � 2 [0; �0], l�application I�0+� est contractante. L�autre partie est

la même chose que dans le théorème (3:1:3) ou (3:1:4) ; nous l�omettons.Maintenant,

nous pouvons considérer à nouveau la EDSPR (3:13).

En remarquant (3:12), nous pouvons obtenir

L��(xt; ut)uy = �BT ; L��(xt; ut)uy = �DT ; L�x(xt; ut)uy + L��(xt; ut)uy = 0

En combinant (3:11), nous pouvons facilement véri�er (3:13), satisfaisant les hypo-

thèses (3:15) et (3:16). Ensuite, en appliquant le théorème (3:2:1), alors il existe une

unique solution .
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Annexe B : Abréviations et

Notations

Les di¤érentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont

expliquées ci-dessous :

EDS Equations di¤érentielles stochastiques

EDSR Equations di¤érentielles stochastiques rétrogrades

DSPR Equations di¤érentielles stochastiques progressives rétrogrades

MG Martingale.

MB .Mouvement Brownien.

i:e C�est-à-dire.

v:a Variable aléatoire.

P� p:s Presque sûrement puor la mesure de probabilité P.

L1 Espace des processus intégrables.

Rd Espace réel enclidien de dimension d.

Rk�d Ensemble des matrices réelles k � d.

resp Respectivement

j : j Désigne la valeur absolu

k:k Désigne la norme

(
;F ; (Ft)t�0;P) *** Espace de probabilité �ltré
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             Résumé 

Ce travail de mémoire porte sur les équations différentielles 

stochastiques progressives rétrogrades (EDSPR en abrégé). Ce mémoire 

d’équations est utilisé en mathématiques financières et en contrôle 

optimal stochastique. L’objectif principal de cette thèse est l’étude de 

l’existence et l’unicité de la solution des EDSPR couplée sous les 

conditions de monotonies, et nous donnons quelques exemples 

d’application au contrôle optimal. 

Mot-clés : équations différentielles stochastiques progressives 

rétrogrades, contrôle optimal. 

        Abstract 

This memory deals with the forward backward stochastic differential 

equations (FBSDE in short). This type of equation is used in financial 

mathematics and in stochastic optimal control. The main objective of 

this memory is the study of existence and uniqueness of solution to the 

coupled (FBSDE) under monotonous conditions, and we give some 

examples of application to optimal control. 

Key-words : the forward backward stochastic differential equations, 

optimal control  

 ملخص      

يركز عمل الاطروحة هذا على المعادلات التفاضلية العشوائية التراجعية التقدمية.يستخدم هذا  

و التحكم العشوائى  النوع من المعادلات في الرياضيات المالية  

ان الهدف لاساسي من هذه لاطروحة هو دراسة وجود ووحدانية الحل لهذه المعادلات مع 

   المعادلات التفاضلية  الشروط الرتيبة . ونقدم بعض لامثلة التطبقية في التحكم العشوائي

:                  العشوئية التراجعية التقدمية التحكم العشوائي المفتاحيةالكلمات   
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