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Introduction

Les équations différentielles stochastiques progressives rétrogrades (EDSPR en abrégé),
ont été introduites par Bismut en 1973 [§], dans le but de résoudre un probléme de
théorie du controle. A 1’époque, il s’agissait de résoudre un systéme découplé, ne
comprenant qu’'une équation différentielle stochastique progressive classique et une
équation différentielle stochastique linéaire rétrograde. Dans les années 90, c’est le
début de I’étude des équations différentielles stochastiques progressiles rétrogrades
Couplées, nous citons le travail de Antonelli en 1993 [7], qui prouve l’existence et
I'unicité locale d’'un famille ’EDSPR couplées. Dans cette these, nous présentons

une méthode probabiliste pour traites une grande classe de EDSPR défini par :

dl’t = b(t, Tty Yy Zt)dt + O'(t, Tty Yt, Zt)dBt
—dyy = f(t, 24, s, 2)dt — 2,d By

To = a, Yr = CI)(‘TT>7

ou les cofficints f, b, d, sont G-montons, c’est & dire qu’il existe une matrice de taille

n X m non dégénérée, telle que pour chaque (w;t) fix, la fonction

—GTf
Az, y,z) = Gb (z,y,2) : Rrtmimxd _, primimxd oot montone en(x, y, 2).

Go



Dans ce cas, pour obtenir une estimation a priori de la différence de deux solutions

(2,7, %), la bonne méthode n’est pas d’appliquer la formule d’Ito a | 2|2 et |V;]? mais
a (GZy,7;), et par suite, on va obtenir le théoréme d’existence et d’unicité sous les

hypothéses G— monoton de A et ¢.
Ce travail est composé de trois chapitres :

Le premier chapitre est consacré a la théorie du calcul stochastique (filtration, pro-
cessus, stochastique, mouvement brownien, processus d’Ito......), et puis I'existence

et 'unicité des équations différentielles stochastiques (EDS) .

Dans le deuxiéme chapitre, nous étudions le premier résultat d’existence et d’unicité
de la solation d’une équation déffirentielle stochastique rétrograde (EDSR).

Dans le troisiéeme chapitre, nous étudions I’existence et 1'unicité d’une solution pour
les équations differentielles stochastiques progressives rétrogrades (EDSPR). Enfin

de ce chapitre nous donnons quelques exemples d’application au controle optimal.



Chapitre 1

Généralités et rappelles

L’objectif de ce chapitre est de présenter les définitions et les notions de base concer-

nant le calcul stochastique.

1.1 Calcul stochastique

Définition 1.1.1 (variable aléatoire) Toute application mesurable X d’un espace
probabilisé (2, F,P) dans un espace (E,&) définit une variable aléatoire. X wvérifie

donc la propriété de mesurabilité.
voee, XTH(B)eF

Définition 1.1.2 (processus aléatoire) un processus aléatoire (ou fonction aléa-
toire) discret (resp continue) est une famille de variable aléatoire (X (t))ien(respX (t)ier)).

Et on représente le processus stochastique comme un application.



X(,):TxQ—E,

(t,w) — X(t,w).
— L’application X (¢,-) : Q@ — E est une variable aléatoire.
— L’application X (-,w) : T'— E est une trajectoire.

Définition 1.1.3 (Mesurable) Un processus X (t) est dit mesurable si lapplication
(t,w) = X(t,w) de (Ry x 2, B(R,) @ F) — (B, &) est mesurable.

Définition 1.1.4 (Filtration) Une filtration est une famille croissante de sous tri-

bus de F, c’est-a-dire tel que Fy C F; pour tout s < t.

Définition 1.1.5 (Processus adapté) Un processus X est adapté par rapport a la

filtration {F;}i>0 Si, pour tout t, X; est Fr—mesurable.

Définition 1.1.6 (progressivement mesurable) Un processus X est progressive-
ment mesurable par rapport o {F; }i>08i, pour toutt > 0, Uapplication (s,w) — X(w)

de [0,t] x Q dans R? est mesurable par rapport a 3([0,t]) @ F; et B(R?).

Définition 1.1.7 (Modification d’un processus ) Soient X et Y deux proces-
sus, on dit que X est une modification de'Y si pour toutt > 0. les variables aléatoires

X, etY; sont égales P — p.s :

vt >0,P(X, =Y,) =1

Remarque 1.1.1 Définition 1.1.8 (Indistinguable) On dit que X et Y sont in-

distinguables st P — p.s les trajectoires de X et'Y sont les méme , c’est -a-dire :

P(X, =Y, Vt>0)=1



1.1.1 Mouvement brownien.

Définition 1.1.9 (Mouvement brownien) On appelle mouvement brownien stan-
dard tout processus stochastique B; a valeurs réelles tel que :
1. P—p.s. t — By(w) est continue.

2. Pour 0 < s < t, B, — By est indépendant de la tribu o{B,,u < s} et de loi

gaussienne centrée de variance (¢ — s).

3. Bp=0,P—np.s.

Pour tout ¢ > 0, la variables aléatoire B; suit la loi gaussienne centrée de variance ¢

donc de densité (2mt)~z exp{—z2/(2t)}.

Proposition 1.1.1 Soit B un MB standard.
1. pour tout s > 0, {Bys — Bs }+>0est MB indépendant de o0{B,,u < s}.
2. —B est aussi un MB .
3. pour tout ¢ > 0, {cB;,/*};>0 est un MB .

4. le processus défini par Xo =0 et X; =tB;,, est un MB .

1.1.2 Martingales.

Définition 1.1.10 (Martingale , sous-martingale et sur-martingale ) Un pro-
cessus (X )i>o est dit martingale sous-martingale et sur-martingale si :

1. Pour tout £ > 0, X; est F; mesurable.

2. Pour tout ¢ > 0 X; est intégrable i.e.E( | X; |) < o0 .

3. Pour 0 <s<t:

E(X; | F:) = Xs, P — p.s (si martingale),
E(X, | ) > X5, P — p.s (si sous-martingale),

E(X; | ) < X5, P — p.s (si sur-martingale).



Remarque 1.1.2 Si B; est un MB, alors {Bg — t}i>o et {exp(cB; — 0*t,/2)}1>0

sont des martingales.

1.2 Intégrale stochastique

Soient (€2, F,P) un espace de probabilité et B un mouvement brownien sur cet espace.

On désigne par F; = 0 { B, s < t} la filtration naturelle du M B.

L’intégrale stochastique ( ou I'intégrale d’itd ) est une intégrale de la forme suivante :

t
/ 0,dB,,
0

ou {fs,s > 0} est un processus stochastique.

1.2.1 propritétés de l’intégrale stochastique

1. § — f; 0,dB, est linéaire,

2. 0 — f; 0,dB, est continue p.s,

3. (fot 05dBy)o<i<r est un processus F-adapté,

4. |y 0sdB,| = 0 et var (f; 0,4B,) =B [, 0.dB,] .
5. propriété d’isométrie :

E {(/Otesst)] =E Votesdsl .

6. De maniére plus générale, on a :

t
E [/ QudBuU-"S} — 0,



et

E {(/: QudBu)2|]-“5] =E Uot esdupfs] .

7. On a méme le résultat plus général :

B [( / 0, / t qbudBu)lfs} ., { / a emudulfs} |

8. (fot 0sdBs)o<i<r est une F—martingale.
9. Le processus ([ 0,dB,)? — [, 02ds)o<i<r est une F—martingal.

10. La variation quadratique de I'integral stochastique est donné par :

t t
</ 95d35>=/ 0%ds.
0 0

11. La covariance quadrtique entre 2 integrale stochastique est donné par :

t t t"u
< / esdBw / ¢sst> = / Quqbuds
0 0 s

1.2.2 Calcule d’It6

Dans tout ce paragraphe, on se donne (2, F,P) un espace de probabilité complet,
{Fi},>0 une filtration qui vérifie les conditions habituelles et B un {F;},,-M B (on

peut prendre F,= FP ).

Les martingales seront toujours cadlag.

1.2.3 Processus d’Ito

Définition 1.2.1 (Processus d’It6) Un processus d’Ité est un processus de la forme

t t
X, =X, —|—/ 0sds —I—/ | b5 || dBs < +00,
0 0



ot le coefficient ¢ est le drifte ou la dérivée et 0 est le cofficient de diffusion.

On note de maniére infinitésimale : dX; = @sds + 05dBs.

1.2.4 Formule d’It6

Théoréme 1.2.1 (1°" formule d’It6) Soit f une fonction de R dans R, de classe

C? 4 dérivées bornées. Alors

f(Xy) =f(Xo)+ /f s)dXs + = /f“

Théoréme 1.2.2 (2°™¢ formule d’Itd) Soit f une fonction de C?, on a alors :

f(X,) = f(Xo) + /f gpsder/f 5) 0,dB, + = /f“ ) 0%ds.

La notation infinitésimale de cette relation est donc :

X = P (X)X, [ X

Remarque 1.2.1 La formule d’It6 s’énonce également dans le cas multidimention-
nel (i.e p(t), 0(t), B(t) sont des matrices)
t t
FX) = F0.X0)+ [ LX) euds + [ (5.0 X,
0 0

+ %tr[Q(s)t +F (s X () 0(s)] + /O ' f(5.X.) 0.4,

Proposition 1.2.1 (Formule d’intégration par parties) Si X etY sont des pro-

cesus d’Ito, alors

t t
XY = XoYe + | X.dY, + / Y,dX, + (X, Y.
0 0



Cette formule est connue sous le nom d’intégration par partie.

1.3 Reésultats utiles

Théoréme 1.3.1 (théoréme de représentation des martingales browniennes)
Soit By un mouvement Brownier sur un espace de probabilité filtré (Q, F, F = (F,)ier,

P), et M; une martingale F; -adapté. Alors, il existe un processus adapté (Z;)o<;<r

T
E(/ Zfds) < 00,
0

tel que :

et, pour tout t € (0,77 :
t
M, = M, +/ Z.dB,, P —p.s.
0

Théoréme 1.3.2 (Théoréme du point fixe de Picard) Soit (E.d) un espace mé-
trique complet et W : E — E une fonction contractante c’est a dire il existe K € [0, 1]
tel que :

d(¥(z),¥(y)) < Kd(z,y),Yz,y € E.

Alors il existe un unique point a € E tel que ¥(a) = a.

Théoréme 1.3.3 (Inégalité de Burkholder-Davis -gundy BDG) Pour toutp >
0, il existe des constantes positives c, et C, telles que, pour tout martingale locale

continue X = (X¢)o<t<r et tout T >0, on ait

|

Lemme 1.3.1 (Lemme de Gronwall) Soit T > 0 et f une fonction posifive me-

Nl

&, [<X>§} <E [ sup | X, |P} <O, [<X>

0<t<T



surable bornée telle que :

f(t)§a+b/tf(s)ds, W< T,
0

ol a et b sont des constantes positives. Alors

ft) <ae vt <T.

1.4 Equations différentilles stochastiques

Cette section introduit les équations différentilles stochastiques dirigéees par un mou-
vement brwnien. Ces équations permettent de tenir compte d’un bruit aléatoire dans
I’évolution d’un phénomeéne. En particulier, elles fournissent des modeéles en physique,

biologie, économie et finance.

1.4.1 Définitions et notations

Définition 1.4.1 Une équation différentille stochastique (EDS) est de la forme :

dXt = b(t, Xt)dt + U(t, Xt)dBt
(1.1)
XO =T
ou :
~b:[0,7] x R* — R¥(la dérive) et o : [0,7] x R¥ — R**‘(le coefficient de
diffusion) sont deux fonction mesurables bornées ou :7" > 0 et k,d € N

— x € R* une condition initiale (carré intégrable et indépendante du M B B).

Cette équation est constituée par :

1. Un espace de probabilité filtré complet (Q, F, (F;)¢ >0, P) ou la filtration est

10



définie pour tout t positif par :
Fi=ocf{o(x,B;;r <t)UN}.

2. Un (F;)i>0 Mouvement Brownien B & valeurs dans R?.

3. Un processus X = {X;,¢ > 0} continue (F;);>0—adapté tel que les intégrales :

t t
/ b(s, Xs)ds et / o(s, Xs)dBs
0 0

sont bien définies de plus 1’égalité :

¢ ¢
X, = +/ b(s, X,)ds +/ o(s, X,)dB,, Vit € [0,T] (1.2)
0 0
soit satisfaite V¢ € [0,T] P — p.s.

Définition 1.4.2 (solution forte). Un processus continu X est dit solution forte

de VEDS (T1) si :

— X est progressivement mesurable.
-P—-ps fot{| b(s,, Xs) | + | o(s, Xs) [[*}ds < o0, ot o ||= trace(oct), telle que
oo’ la matrice de diffusion.

~P—psona:X;=x+ fot b(s, Xs)ds + fota(s,Xs)st, vt € [0,T].

1.4.2 Existence et unicité des solutions

Pour assurer 'existence et 'unicite d’une solution on a besoin de deux types de

condtions pour les fonction b et o.
Notation :

i) S?(R¥) : Espace de Banach constitué des processus X progressivement mesurable,

11



tel que :

1
3
E{sup |Xt|2} < o0 et ||X||:E[sup |Xt|2}
0<t<T 0<t<T
ii) S?(IR*) : Sous espace de S? formé des processus X continus.

Théoréme 1.4.1 (Existente et unicité) Soientb et o deux fonctions boréliennes.

Supposons qu’il existe une constante K > 0 telle que pour toutt € [0,T], x,y € R™:

— Condition de lipschitz en espace, uniforme en temps :
[ 0(t,2) = b(t,y) | + [ ot 2) = b(t,y) [[< K|z —y].
— Croissance linéaire :
| o(t, ) [+ | ot z) [|< k(1 + [x]).

— La condition initiale = est de carré intégrable i.e E[| z |*] < co.

Alors ’EDS (1.1)) posséde une unique solution appartient & S? et donc a S2.

12



Chapitre 2

Equations différentilles

stochastiques rétrogrades

Dans ce chpitre, nous introduisons la notion des équations différentielles stochas-
tiques rétrogrades que 'on notera EDSR. Nous étudions des résultats d’existence
et d’unicité de la solution dans le cas lipschitzienne, ce résultat est introduits par

pardoux et peng en 1990 [9].

2.1 Introduction

Soient (€2, F,P) un espace de probabilité T > 0, B = (B;):>¢ > un mouvement brow-
nier de R?, (F;)¢>o sa filtration naturelle et £ € Fr.Dans ce chapitre, on s’intéresse a

la résolution de I’équation différentielle stochastique suivante :

—dy,
dt

= f(Y»? te [07T]7 Yr 257

en imposant que la solution au moment ¢ ne dépende que du passsé c-a-d que le

processus Y soit adapté a la filtration {F;},-,.

13



Prenons pour commencer le cas ou f = 0.0n est tenté de donner comme so-
lution Y; = £ qui n’est pas adaptée que si £ n’est pas déterministe.La meilleur
approximation- disons dans L2- adaptée est la martingale Y7 = E(¢|F;).Si on tra-
vaille avec la filtration naturelle d'un M B, le théoréme de représentation des martin-
gales browniennes permet de construire un processus Z de carré intégrable et adapté

tel que :
Vi~ BS\F) ~ B¢+ | Zua.

on pose t =T, d’ou

On a alores :

T
Y, = 5—/ZSdBS, ie —dY, =—2,dB,, tec0,T] Yp=¢.
t

On voit donc apparaitre sur I’exemple le plus simple une seconde inconnue qui est le

processus Z dont le role est de rendre le processus Y adapté.

Par conséquent, comme une seconde varaible apparait, pour obtenir la plus grande

généralité, on permet a f de dépendre du processus Z, I’équation devient donc :

—dY, = f(t, Y, Zy)dt — Z,d By avec, Yr=¢

14



Notation :

Soient (€2, F,P) un espace de probabilité complet et B un M B d-dimensionnel sur

cet espace. On notera {Fi},., la filtration naturelle du M B B.

— S%(RF) désigne l'espace vectoriel formé des processus Y, progressivement mesu-

rables, & valeurs dans R”, tels que :

| Y = E [ sup w] <0,
0<t<T

et S%(RF)le sous-espace formé par les processus continus.

— M?(RF*4) désigne I'espace vectoriel formé par les processus Z, progressivement

mesurables & valeurs dans R¥*?, tels que :

T
| Z 2o=E [ JRET dt] <,
0

ousi z € RF* || 2 ||2= trace(z2*).

— M?(RF*4) désignent 1’ensemble des classes d’équivalence de M?(R**4) |

— B?: Espace de banach S?(R*) x M2(R¥*?), muni de la norm :
T
| (V.2) 5= B | sup [+ [ 12 ]
0<t<T J

— f:Qx[0,T] x RF x R¥>*? — R* est appelé le générateur, telle que pour tout
(y,2) € R* x R**? le processus {f(t,y, 2) bo<t< soit progressivement mesurable.
avec [ s’applle le générateur de 'EDSR.

— & un v.a de carré intégrable Fr-mesurable a valeur dans R¥(condition terminale)

Soit TEDSR :
—dY; = f(t’}/;’ Zt)dt — ZydBy, 0 <t <T, Yr=¢,

15



ou sous la forme intégral :
T T
Yt:£+/ f(s,YS,Zs)ds—/ ZdB,, 0<t<T. (2.1)
t t

Définition 2.1.1 Une solution de 'EDSR (2.1)) est un couple de processus {(Y3, Zy)

}ogth

vérifiant :

1. Y et Z sont progressivement mesurables & valeurs respectivement dans R* et R¥*¢

)

2. P—ps| fo{ £(5,Ye, Z0) | + || Ze |P}ds < o0,

3. P—p.s.ona:
Yi=¢&+ [ f(s,Ye, Z)ds — [ ZdB,, 0<t<T.

Proposition 2.1.1 Supposons qu’il existe un processus { f;}o<t<r positif, apparte-

nant a M?(R) et une constantes positives \ telles que :
V(ty2) €0, T) x RY xR | f (ty,2) < fe+ M|y |+ 2 ID)-

Si {(Ys, Zi) Yo<i<r est une solution de 'EDSR (2.1) telle que Z € M?*(R**?) alors

Y appartient o S2.

Preuve. On a pour tout ¢t € [0,7] :

t t
}/; — %+/ f (87 }/Sv Zs) dS - / stB87
0 0

et par suite, utilisant ’hypothése sur f :

t
/ Zsd By
0
t
/ Zsd By
0

t
|n|s|yo|+/ | f(5,Y0r Z,) | ds —
0

t t
SlYolJr/(ferAIIZsll)dSvLsup +A/ Y, | ds.
0 0

0<t<T

16



Posons
t

T
<:|Yo|+/ (fo+ A1l Z, [)ds + sup /zsst |
0

0<t<T

Par hypothése, Z appartient M? et donc via I'inegalité de Doob, le troisiéme terme
est de carré intégrable, il en est de méme pour(f;)o<;<7 et Yy est une constont, donc
de carré intégrable, il s’en suit que ¢ est une v.a de carré intégrable, comme Y est

un processus continus qui vérifie :
t
!YtlgwA/ | Y, | ds.
0
Par le lemme de Gronwall, on aura :
| Y, |< cexp(At)

et donc :

sup |V [< qexp(AT)
0<t<T

comme ¢ est de carré integrable, alors Y appartient & S?. =

2.2 Existence et unicité

Dans ce paragraphe, nous énoncons a présent le résultat de E.Pardoux et S.Peng,

pour les EDSR dans le cas ot le générateur est non-linéaire.
Voici les hypotheses sous lesquelles nous allons travailler
Hypotheéses (L1)

Il existe A > 0 telle que P — p.s.

H1 Condition de Lipschitz en (y, 2) :

17



pour tout t,y,y', z, 2" :
1fty,2) = ft 9, 20 < My =y + 112 = 2l))

H2 Condition d’intégrabilité :
T
E [mz -/ rf<s,o,o>|2ds] <o
0

Nous commencons par un cas trés simple ot f ne dépend ni de y ni de z i.e on
se donne ¢ de carré intégrable et un processus (F})o<i<r dans M?(R¥) et on veut

trouver une solution de 'EDSR :
T T
Y£=§+/ Fsds—/ Y. dB,, 0<t<T (2.2)
t t

Lemme 2.2.1 Soit (€L?, Fr-mesurable et (F})o<i<r dans M?(R*). 'EDSR .

posséde une unique solution (Y, Z) tq : Z € M2

Preuve. Soit (Y, Z) un solution de(2.2)) telle que Z € M?.En prenant 1'espérance

conditionnelle par rapport a J; on a :

E(Y; | F)

E

T T
£+ Fds—/ 7,dB, \]:t)
t

()
E (g Fsds | ]-"t> —E </tT Z,dB, | J-"t>
(5 F.ds | ft> —E < /t st35>

E
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pisque ftT Zd B, est une martingale alors & (ftT ZSdBS> =0.

T
tT t

:E(§+/ Fsds—/ Fsds\ft>
0 0

Y est donc définie de cette formule et il reste & trouver Z. Comme F' = (F} )o<i<r

est de carré intégrable ( f(f Fods),.,.rest un processus adapté a la filtration (F),_,_,

car il est progressivement mesurable. On a alors :

T ¢
Y, =E (§+/ Fyds | ft> —/ F.ds
0 0

t
= Mt —/ FSdS.
0

M est une martingale brownienne ; via le théoréme de représentation des martingales

browniennes on construit un processus Z € M? tel que
t
M= My + [ Z.dB,
0

et donc :

t t t
Y, =M, — / Fids = M, —1—/ ZsdBs — / Fds.
0 0 0

On vérifie facilement que (Y, Z) ainis construit est une solution de 'EDSR étudiée

puisque comme Yy = &

t t T T
Y — &= M, +/ ZsdBg — / Fids — (Mo + / ZsdBs — / F.ds)
0 0 0 0

T T
— / FSdS — / ZSdBS'
t t

T T
Yt:§+/ Fsds—/ Z.,dB,.
t t
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Par conséquent, I'unicité existe pour les solutions qui vérifient Z € M?. =

Maintenant on va montrer le théoreme de Pardoux et Peng.

Théoréme 2.2.1 (Pardoux- Peng) D’aprés les hypothéses (H1 et H2) 'EDSR
(2.1]) posséde une unique solution (Y,Z) tq Z € M? :

Preuve. On utilise un argument de point fixe dans ’espace de Banach B? en construi-
sant une application ¢» de B? dans lui-méme de sorte que (Y, Z) € B? est solution de
I'EDSR si et seulement si (Y, Z) est un point fixe de . Pour (U, V) de B? on
définit (Y, Z) = (U, V') comme une solution de 'EDSR :

T T
Yt:§+/ f(s,US,V;)ds—/ Z.dB,, 0<t<T.
t t

Remarquons que cette derniére TEDSR. posséde une unique solution qui est dans
B2.en effet, posons F, = f(s,U,, V,).ce processus appartient a M? puisque f étant
Lipschitz :

| Fo <[ f(5,0,0) | +A | Us [+A ]| V5 |,

Et ces trois derniers processus sont de carré intégrable. par suite, nous pouvons
appliquer le lemme pour obtenir une unique solution (Y, Z7) telle que Z €
M2 (Y,Z) € B? Tlintégralité de Z est obtenue par construction et, d’aprés la
proposition, Y appartient a S2. I'application de 1) dans B? lui-méme est donc

bien définie.
Soient (U, V) et (U', V") deux éléments de B2 et (Y, Z) = (U, V), (Y, 2") = (U, V").On

noteque:z=2—Zety=Y —-Y . onayr=0et:

dy; = {f(t, U, Vi) — f(t, U}, V/)Ydt + zdB,.
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On applique la formule d’It6 & e** | y; |* pour obtenir :

dle [y [?) = ae® |y |2 dt + 2ey, - {f(t, Us, Vi) — f(6, UL VY)Y dt

—2ey; - 2 dBy + e || z ||* dt.

et par conséquent, intégrant entre ¢t et T, on obtient :

ety P4 [T e || 2 |2ds = [T e (—a |y, 2 =2y, - {f(s,Us, Vi) — (5, UL, V) })ds
+ ftT 2e*%y, - z,d By,

et, comme f est Lipschitz, il vient, notant u et v pour U—U" et V —V\ respectivement :

ey P [T e | 2 [P ds < [ e (—a |y 2420 |y || us | 22 ] ws ||| vs [|)ds

— ftT 2e*%y, - 2,dBs.
Pour tout € > 0, on a 2ab < % + eb?, et donc, I'inégalité précédente donne :

Ly P+ S e 2 P ds < f] e (—a+202/e) |y [ ds

T as T as
—ft 2e%y, - 2,d B, +5ft e (| ug | + || vs [|?)ds,
et prenant o = %, on a, notant R. = EfOT e (| us | + || vs ||?)ds,

T T
vt € [0,T], e |y, |? +/ e || 2z || ds < R. — 2/ ey + 25dBs. (2.3)
t t

La martingale locale { fOT e* Yy - stBs}te[o,T] est en réalité une martingale nulle en 0
puisque Y, Y" appartiennent a S? et Z, Z'appartienent & M?2. En prenant I’espérance,

il vient que pour t =0 :

E [/OT e || 2, |12 ds} <E[R.]. (2.4)
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Revenant a I'inégalité de (2.3)), les inégalités Burkholder-Davis-Gundy fournissent,

T
B | sup o || < BRI+ (200 ([ g P s 12 )]
0

0<t<T

T
SEm4+Eksw<ﬂ|%F«ﬂA wﬂMﬂF@»{

t0<t<T

T
<BIRJ4E | swp 2 | (€ [ e o}
0

t0<t<T

. 2 2
Puis, comme ab < % + %,

1
B sup e [ ] < BRI+ 38| sup e [ ]

0<t<T 0<t<T
02 T
+ —E [/ e || z || ds} :
2 0

Prenant en considération l'inégalité ([2.4]), on obtient finalement :

T
E [ sup e |y |? +/ e || z, |2 ds] < B+ CHE[R.],
0

0<t<T

et par suit, revenant & la définition de R,

« T s
B [SUpogthe Ty P+, e |z | ds] <

c(3+C?)(1VT)E [SupOStST e |y |2+ [T e || v, |2 ds] .

Prenons ¢ tel que (3 + C*)(1VT) = %, de sorte que ’application v est alors une
contraction stricte de B? dans si on lui-méme si on le munit de la norme qui on fait
un espace de Banach, cette dernier norme étant équivalente a la norme usuelle corres-
pondant au cas o = 0. ¢ posséde donc un unique point fixe, ce qui assure I’existence et
I'unicité d’une solution de 'EDSR dans B2.
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Chapitre 3

Equations différentielles
stochastiques progressives

rétrogrades

Dans ce chapitre, nous étudions le résultat d’existence et d’unicité de la solution
d’une équations différentielles stochastiques progressives rétrogrades couplées dans
le cas ou les cofficients sont monotones , ce résultat est introduits par Shige Peng

et Zhen Wu en 1999 [6].

3.1 Définitions

Soient(§2, F,IP) un espace de probabilité, et soit {B;};>¢ un mouvement brownien de
dimension d dans cet espace. On note par F; la filtration naturelle de ce mouvement
brownien. Dans cette section, nous considérons I’équation différentielle stochastique

progressive rétrograde couplées (EDSPR) suivantes :
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dxy = b(t, g, Y, 2¢)dt + o (t, x4, Ys, 2¢0)d By,
—dy; = f(t, z¢, ys, 2¢)dt — 2By, (3.1)
g = a, yr = ®(z7),
o :h: Ax[0,T]x R*"x R x R™4 - R" g :Qx[0,T] x R" x R™ x R™*? — Rnxd,
F:Ox[0,T] x R* x R™ x R™4 — R™ et :Q x R* — R™

On nous donne une matrice G de rang m x n complet. Nous utilisons les notations :

x ~GTf
U = Yy ) A:<t7u): Gb (t7u)a
z Go

ou G, = (Gy1...Gyq). Nous utilisons le produit interne habituel et la norme eucli-

dienne dans R", R™ et R™*¢,

Théoréme 3.1.1 Un triple de processus (X,Y,Z) : 2 x [0, T] x R" x R™ x R™*? est
appelé une solution adaptée ’EDSPR 1) si (X,Y,7) € M? (O, T;R™ x R™ x Rde)
et il satisfait UEDSPR (3.1)) .

Nous supposons que :

i) A(t,u) est uniformément Lipschitz par rapport a u;

K

(i1) pour chaque u, A(.,u) est dans M?(0,T), (32)
(

| (

i1i) ®(x) est uniformément Lipschitz par rapport a x € R™,

iv) pour tout z, ®(z) est dans L*(Q, Fr,P).
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Les conditions de monotonies suivantes sont les hypotheses principales :

(A(t,u) — A(t 1), u—u) < —B|GE[* — Bo| GTI%,
(®(z) - @(7), Gz — 7)) =20 (3.3)

VU:(l’ayaZ); a:(:fagv'E)J Z)A'J:I—i', @:y_@ 2:’2_27

ou (31 et B sont des constantes non négatives avec (3; + 5 > 0. De plus, nous avons

p1 >0 (rés., Bz > 0) lorsque m > n (rés., n > m).

Le premier résultat de cette section est le théoréeme d’unicité suivant :

Théoréme 3.1.2 Sous les hypothéses (3.2)) et (3.3). Alors 'EDSPR (3.1)) a au plus

une solution adaptée.

Preuve. Soit uy = (xg, ys, 25) et ul, = (2}, 9, zy) deux solutions de (3.1)). Nous avons

défini : o = (x — 2",y —y', 2 —2") = (2,9, 2) on applique la formule d’It6 & (G, Js) :

E(®(2r) — ®(ay), Gor) — B(fh, Giy) = E/t (A(s, us) = A(s, uy), i) ds

T T
< —ﬁlE/ (G:%S,Gi's)ds—ﬁgE/ (GTi,, GTy,)ds.
t t

Ceci avec la monotonie de ¢ et A, implique :

T T
ﬂlE/ <G£5, G-’%s>ds + B2E/ <GT Asa GT As>d3 S 0.
0 0

Nous traitons d’abord le cas ou m > n. Dans ce cas 51 > 0, puis (GZ4, Gi) = 0.
Nous avons & = 0. Ainsi z; = 2. En particulier, ®(xz7) = ®(2%,). d’aprés 1'unicité
de EDSR, il s’ensuit que y; = ¥, et z; = z.. Nous discutons maintenant du deuxiéme
cas ot m < n. Dans ce cas 35 > 0, alors <GTLE‘S,GT335> = 0. Nous avons ¥y, = ¥s.
12

Nous appliquons la formule d’Ito & |gs|* = 0. Il s’ensuit que fOT |zs — 24|2ds = 0.

Ainsi z; = 2}. Enfin, d’apres 'unicité de I’ EDS, il s’ensuit que z; = z}. De maniére
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similaire aux deux cas ci-dessus, le résultat peut étre obtenu facilement dans le cas

m=n. 1

Nous donnons maintenant un résultat d’existence de EDSPR (3.1) pour un cas

particulier ot ® ne dépend pas de z, c’est-a-dire ®(x) = £.

Théoréme 3.1.3 Nous supposons que yr = £, £ € L*(Q, Fr,P) et (3.2), (3.3)) sont
vérifiant alors : il existe un unique triple us = (xs,ys, 2s), s € [0,T] satisfaisant les

équations (3.1)).

— L’unicité est une conséquence immédiate du théoréme ((3.1.2]) .
— Pour la preuve de 'existence. Nous avons d’abord besoin des deux lemmes sui-

vants.Considérons la famille suivante de EDSPR. paramétrée par a € [0,1] :

4z = [(1— a)fa(—GTy2) + ab(t,u%) + 6] dt (3.4)
+ [(1 - a)ﬂg(—Gtha) + ao(t,uy) + @Dt} dB,
—dy;' = [(1 — a)BiGay + af(t,u)) +vldt — 2dBy,

o a
ZL‘O—G,, yT_€7

oll ¢,1) et v sont des processus donnés en M2(0,T) avec des valeurs en R™, R"*? et
R™, resp. Clairement, lorsque a = 1 ’existence de la solution de(3.4]) implique celle
de (3.1) pour y7 = £. Le lemme suivant donne une estimation a priori de “I'intervalle

d’existence”de (3.4)) par rapport & « € [0, 1].

Lemme 3.1.1 Nous supposons (3.2) et (3.3)) sont satisfant. Alors il existe une constante
positive dg tel que si, a priori, pour un ag € [0, 1) il existe une solution (z®°,y*°, z2*°)
de (3.4), alors pour chaque & € [0,8)] il existe une solution (x°0+?, yro+o »20+d) de

(13.4) pour o =g+ 9

Preuve. Puisque pour chaque ¢ € M2(0,T;R"), v € M?(0, T;R™), ) € M?(0, T; R**%),
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a € [0,1) il existe une unique solution de (3.4), donc, pour chaque triple
U = (24, Ys, 25) € M2(0,T; RTmTm>d)

il existe un triple unique U, = (X,, Y, Z,) € M?(0,T; Rvtm+mxd) gatisfaisant 1’

EDSPR suivante :

dXy = [(1 — ap)Bo(—G"Yy) + agb(t, Up) + 0(BoGTye + b(t, we)) + ydt
-+ [(1 — Oéo)ﬁg(-GTZt) + Oé[)U(t, Ut) + (5(52GTZt + O'(t, Ut)) + wt} dBt,
—dYy = [(1 = )5 GXy + aof (, Ur) + 0(=Sr1Gy + f (¢, w)) + yldt — Z1dBy,

XO - a‘; YT - 5.
Nous allons prouver que la application définie par :
Togirs(u) = U : M?(0,T; R"+m+de) — M*(0,T; Rn+m+m><d)’

est une contraction. Soient u' = (z',%,2") € M?(0, T;Rtm+tmxd) ot soient U =
(XN Y\, Z") = I,,15(u"). Nous avons défini : @ = (2,79,2) = (v — 2\,y — ', 2 — 2'),
U= (X, Y, Z) = (x -2,y —y', 2z —2"). On applique la formule d’'It6 a (G, ys), on
obtient :
T A
0— ]E/ (ao(A(s, U.) — A(s, ), U.)ds
0
T
—(1-ag)E / (BUG K., GX)ds + 5GPV, GTYL) + Bo(GT 2y, GT 2,))ds
0
T A A A
+ 5E/ (61 <GX57 Gis> + 52<GTY:97 GT As) + 52 <GTZ57 GT’§5>
0

+ (X, =GTf,) + (GTY,,b,) + (Z,,G5,))ds,
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ol

fs = f(s,us) — f(s,uy), bs = b(s,us) —b(s,u), ds =0(s,us) — (s, uy).

A partir de 1) et, 1) nous pouvons obtenir :

T

T
E/ (B1(GX,, GX)ds + Bo(GTYo, GTV.))ds < 5011@/ (its]? + [T [2)ds.
0 0

D’autre part, puisque X et X" sont des solutions de EDS, en appliquant la technique

habituelle, les estimations de la différence X = X — X" sont obtenues par

T T
sup E]XS\Z < Cl(SE/ |ﬁ8|2ds+ClE/ (]YS\Q + \ZSIQ)ds,
0 0

0<s<T

T T T
E/ | X,|2ds < ClTéE/ |ﬁs|2ds+C’1TE/ (|Y3? + | Z,|*)ds.
0 0 0

De méme, pour la différence des solutions (Y, 7 )= (Y — Y, Z -7 ), on applique la
technique habituelle & la EDSR :

T T T
]E/ (|Yal? + | Zs|})ds < C’l(SE/ ]ﬁ5]2ds—|—C’1E/ | X, |2ds.
0 0 0

Ici, la constante C'; dépend des constantes de Lipschitz ainsi que de G, 31, [s, et T

En utilisant la formule d’It6 a |YS|2 a la EDSR une fois de plus, il donne

T
|Y/0|2+E/ | Z,|2ds
r o
:E/ Wifao(£(5,U2) — F(5,U)) + (1 — )G KXo + 6, — 661G ] ds
0

Lo [0 1 T T o C
< -E |Zs|“ds + —E | Xs|*ds + Col |Ys|“ds + Cy0E |s|"ds.
4 Jo 4L Jo 0 0

Ici L = max(Cy,T,1), Cy est une constante suffisamment grande qui dépend de L,

G, B, et les constantes de Lipschitz. En combinant les cing estimations ci-dessus, il
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est clair que, chaque fois que ; > 0, B2 > 0 et / ou 51 > 0, S > 0 est vrai, nous

avons toujours

T . T
E/|mﬁkgam/|mm&
0 0

ou la constante C' ne dépend que de Cy,Cs, L et T. Nous choisissons maintenant

0o = % 11 est clair que, pour chaque § fixe tq § € [0, dg], 'application I,,,s est une

T . 1 T
E/‘Wﬁﬁg—E/|mﬁw
0 2 0

Il s’ensuit immeédiatement que cette fonction admet un unique point fixe U*+° =

contraction tq :

(Xaoto yeotd Zaotd) qui est la solution de (3.4) pour @ = ag + §. La preuve est

compléter. m

il reste a preuver que si a = 0, (3.4)), i.e

da? = [~ BoGTy° + Gi]dt + [~ BoGT 20 + 0y]d By,
—dy; =[Gy + yldt — 2/dB,,

0 __ 0 __
'To_a’a yT_£7

a une unique solution.

Nous traiterons une situation plus générale qui peut étre également utilisée dans la

preuve de théoréeme (3.1.4))

Lemme 3.1.2 L’équation suivante admet une unique solution :

dry = [~ BoGTy; + ildt + [~ BoGT 2 + 4]d By, (3.5)
—dy = [1Gxy + vi]dt — 2 dBy,

xo=a, yr = \Gop + &,

ol A est une constante non négative.
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Preuve. On observe que la matrice G est de rang complet. La preuve de I'existence
pour (3.5)) sera divisé en deux cas : n < m et n > m. Pour le premier cas, la matrice

GT@ est strictement positive. Nous avons défini :

X X

y\\ (Im _ G(GTG)—IGT)y
y\ — GTy , —

2 (I, — G(GTG)'GT)z
2! GTz

En multipliant G & des deux cotés d” EDSR. pour (y, z) ,donne :

dxy = [—Bay; + ¢]dt + [ Baz; + Uy]d By,
—dy, = [/G" Gay + GTy]dt — zd By, (3.6)

zy = a, ¥y = \GTGay + GT¢.

En multipliant (7,, — G(GTG)'GT) a des deux cotés de la méme équation donne :

—dy) = (I, — G(GTG)'GT)y,dt — 2\ dB,,

Yyr = (In — G(GTG)'GT)¢.

De toute évidence, la paire (y", 2") est déterminée d’une maniére unique. L unicité
de (z',9', ') découle du théoreme (3.1.2). Afin de résoudre ([3.6]), nous introduisons
I’équation différentielle ordinaire symétrique a valeurs matricielles n x n suivante,

connue sous le nom d’équation matricielle de Riccati :

_K\(t) = _BZKQ + ﬁlGTGa le [OvT]a

K(T) = \G"G.

I1 est bien connu que cette équation admet une unique solution non négative K(.) €

C([0,T]; S™), ou S™ représente I'espace de toutes les matrices n X n symétriques.
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Nous considérons ensuite la solution (p,q) € M?(0,T;R"*"*4) 4’ EDSR. linéaire

simple suivant :

—dpy = [~ B2 K (t)pr + K () + GTy]dt + [K ()¢ — (I + Bo K (t)qi]d By, t € [0, T,

br = GTS-

Nous supposone maintenant z} est la solution I’ EDSR suivante :

dl"t = [—52([((15)37; —|—pt) + ¢t]dt + [wt - 62(]15](13,5, t e [0, T],

\ p—
Ty = a.

Ensuite, il est facile de vérifier que (), v}, 2;) = (x}, K(t)x), + pi, ;] est la solution
de (3.6). Une fois que (z', 9", 2") et (", y") sont résolus, alors le triple (z,y, z) est

obtenu d’une maniére unique par

\

X X
Y = G(GTG)—ly\ +y\\
z GGTG) 12 + 2

La preuve pour le cas n > m est analogue au cas contraire ci-dessus. Nous observons

que dans ce cas la matrice GG est de rang complet. Nous avons défini :

x Gz
" B (I, - GT(GG")'Q)x
y Y
2! z
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2V est la unique solution I’ EDS linéaire suivante :

dx) = (I, — GT(GGT) Q) ¢pdt + (I, — GT(GGT)*G)yd By,

ry = (I, — GH(GGT)'G)a.

Alore le triple (z', 4", 2') résoudue I’ EDSR

dzy = [=BGGTy, + Goyldt + Gy, — BoGGT 2]d By,
—dy, = [—f1xy + y]dt — z,dBy, (3.7)

xy = Ga, yp = vy + €.

Pour résoudre cette équation, nous introduisons a la solution K(.) € ([0,7];S™) de

I’équation de Riccati a valeurs matricielles symétrique m x m

_K(t) = 61[m - 62KGGTK, S [O,T],

K(T) = M,

Nous considérons ensuite la unique solution (p,q) € M?(0, T; R™*™*4) de I’ EDSR,

linéaire suivante :

—dpy = (=B K (1)GG")py + K (t)Gy + ve)dt + (K (8)Gtoy — (Im + fo K (1)GGT)qy)dBy, t € [0,T],

pr=¢.
Nous supposons maintenant z est la solution de I’ EDS

dz) = [~ BoGGT (k(t)x} + py) + Géyldt + [Gpy — BGGT q))dBy, t € [0,T]

\ p—
z, = Ga.

Il est facile de voir que (x}, yy, 2;) = (3, K (t)x,+pt, ¢ est la solution de (3.7)). Lorsque
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(x', 2, 9", 2") sont résolus, par la définition, le triple (x,y, z) est obtenu d’une maniére

unique par
x GT(GGT) 12" + 2"
y | = Y
z 2!

La preuve est compléte. m

Nous procédons maintenant & ce qui suit.

Preuve de D'existence du théoréme (3.1.3)). Par le lemme (3.1.2)), lorsque A = 0 dans
(13-9)), (3.4) pour ap = 0 elle a une unique solution .
Alors il s’ensuit du lemme (3.1.1]). qu’il existe une constante positive g = 6o(Cy, Ca, L, T')

telle que pour chaque 6 € [0, dpl, (3.4) pour o = ap + § admet une unique solution .

Puisque dy ne dépend que de (Cy, Cy, L, T'), nous pouvons répéter ce processus pour
N fois avec 1 < Ny < 1+ dp. Il s’ensuit alors que, en particulier, (3.4) pour o = 1

avec ¢s = 0,7, = 0, et 1), = 0 a une solution unique. La preuve est compléte.

Maintenant, nous pouvons considérer I’ EDSPR ({3.1)) pour yr = ®(x7). En fait,

I’hypothese(3.2)) doit étre renforcée comme suit :

(At,u) — At a),u —u) < =B | G2 P =B(| GTY |2 — [ GT2 ]?),
(B(z) = ©(2), Gz —2) > m | G2 [ (3.8)

Vu:(x,%z), ﬂ:<i‘73772)7 'fj:x_'fv g:y_g> 222_27

ou (31, P2 et uy sont des constantes non négatives avec 51 + B2 > 0, p1 + B2 > 0. De

plus on a 31 > 0, uy > 0 (resp., B > 0) lorsque m > n (rés.,m > n).

Nous avons le résultat principal de cette section suivant.

Théoréme 3.1.4 Nous suposons (3.2) et (3.8)) sont satisfant. alors, il existe un
unique solution adapté (X,Y,Z) de 'EDSPR (3.1)).
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En fait, la méthode pour prouver I'existence est similaire au théoreme (3.1.3]). Nous

considérons maintenant 1’ equation suivante (3.9)) pour chaque «a € [0, 1] :

4 = [(1 - @)Ba(—GTy) + ablt, ) + il (3.9
+[(1 — @) Bo (=G 2) + ao(t, us) + 1,|d By,
—dy; = [(1 — a)B1Gay + af(t, uf') + y]dt — 2;dBy,

7y = a, yr = a®(z7) + (1 — a)Grg + &,

ol ¢, ¢ et v sont des processus donnés en M2(0,T) avec des valeurs en R™, R"*4
et R™, ¢ € L?(Q, FP). 1l est clair que l'existence de (3.9) pour a = 1 implique
lexistence de (3.1)).

Afin d’obtenir cette conclusion, nous avons besoin également du lemme suivant :

Lemme 3.1.3 Nous supposons et sont vérifiant. Alors il existe une constante

positive 0y tel que apriori si pour un oy € [0,1) il existe un triple de solution

(X0 Yoo Z) de , alors pour chaque & € [0, dp] il existe une solution (X “o+e Y %o+s 7 %+s)
pour o = g + 9.

Preuve. Puisque pour chaque ¢ € M*0,T,R"), v € M?*(0,T,R™), ¢ €
M2(0, T, R™4), ¢ € L?(Q, F.,P), ap € [0,1) il existe une unique solution de ([3.9)),
donc, pour chaque z7 € L? (Q, Fr,P) et un triple u, = (x5, ys, 2.) € M2(0, T, RrHmtmxd)

il existe un unique triple Uy = (X, Y;, Z.) € M?(0, T, R"Tm+mxd) gatisfaisant I’ ED-
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SPR

dX; = [(1 — a0)Ba(=G"Yy) + aob(t, Uy) + 8(B2GT e + b(t, ur) + @] dt
+ [(1 — Oéo)ﬁg(-GTZt) + OéoO'(t, Ut) -+ 5(52GTZ1§ + O'(t, Ut)) + wt]dBt,
—dY; = [(1 — Oéo)ﬁlGXt) + Oéof(t, Ut) + (5(—51G1’t + f(t, ut) -+ ’Yt]dt — thBt,

XO = a, YT = a0<I>(XT) + (]. - Oé())GXT + 5(‘1)(1}) - GJIT) + 5

Nous allons maintenant prouver que, si ¢ est suffisamment petit, ’application définie

par :

Iaoé(uxxT) =U XXTi

M0, T, RVTmEmxdy 5 12(Q, Fr, P,R") — M>(0, T, R"T™ > 12 (Q, Fp, P, R™)

est une contraction. m
On pose u = ds(a, 3, 2') € M?(0, T, R*m%9) et laissez I, (u' x 2y) = U' x Xj.

Nous avons défini

A

a:(iagvé): (a:—m\,y—y‘,z—z\),U:(X,?,Z):(:U—w‘,y—y\,z—z\)
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En applique la formule d’Tt6 a (GX,,Y,), on obtient

aB(®(X7) — B(X)), GX7) + (1 — ap)B(GXy, GX7)
+ 5E<CI)<LET> - (I)(.%’\T> - GfT, GiT>

T
_E / (o(A(s, U.) — A(s, U, U.)ds
0
T
—(1- ag)E / (BU{GX 0GR + BolGIVe GTYL) + BolGT 2, G 2.))ds
T ‘ R R .
1 B / (BUGK,, Gis) + lGTVs, GT30) + Bl GT 24, GT5)
0

+ <Xs - GTfS) + <GT}>57 GTZ_)S> + <237 G5s>)d57

fs = f(s,us) — f(s,u)), bs =b(s,us) —b(s,u)), 7, =0c(s,us) + o(s,u).
A partir de (3.2)) et (3.8]), nous pouvons obtenir
~ T A T ~ A
(aops + (1 — a))B | GX7 |? +61E/ | GX, [ ds + BQE/ (| GYS P+ [ GTZ, P)ds
0 0
T
< 6K1E/ (| i 2+ | Uy |P)ds + 6K B | Xp |? +0K\E | dr |2
0

En appliquant la méme technique que le lemme (3.1.1)), nous avons les estimations

suivantes

T T
sup B | X, |°< KléE/ | 4 |? ds+KlE/ (| Yy |2+ Z, |P)ds,
0<s<T 0 0
T . T T . .

E/ | Xy 2< KlTéE/ |, [2 ds+K1TE/ (Y, 2+ | Z, [2)ds,

(; A ) 0 . 0
E/(|YS|2+|ZS\2)ds§K15E/ | G |* ds + K 0B | 37 |?

0 0

T
+K1E/ | X, 2ds + KB | Xp |2
0
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Ici, la constante K; dépend des constantes de Lipschitz G, 51,82 et T. Si pu > 0,
alors aop1 + (1 — ag) > py, o = min(1, p7) > 0. En combinant les quatre estimations
ci-dessus, il est clair que, V3, > 0, ug >0, o >0ou pB; >0, ug > 0, S5 > 0, nous

avons toujours

T T
E/ ]U]2d3+]E]XT\2§K(S(E/ \ﬁs\2ds+E]§cT]2).
0 0

Ici, la constante K ne dépend que de (31, B2, 4, K1 et T'. Nous choisissons maintenant

0y = % Il est clair que, pour chaque 6 € [0,d] fixe, 'application I,,.s est une
contraction.
T R 1 T
E/ |U|2ds+E|XT|2§§(E/ |ﬁs|2ds+E|i’T|2).
0 0

Il s’ensuit que cette application admet une unique point fixe U+ = (X @0+ yao+d  Fao+d)
qui est la solution de pour o = g + 6. La preuve est compléte.

Nous donnons maintenant la preuve du théoréme .

Preuve. du théoréeme . L’unicité est évidente a partir du théoréme .

Par le lemme , lorsque A\ = 1, £ = 0 dans , pour a = 0 il une
solution unique. Il résulte alors du lemme qu’il existe une constante positive

0o dépendant des Constantes de Lipschitz, £, £a, i1 et T telles que, pour chaque

5 € 0, 8], pour @ = ap + 6 a une unique solution. Nous pouvons répéter ce
processus pour N fois avec 1 < N.6g < 1+ .1l s’ensuit alors que, en particulier,
EDSPR pour o = 1 avec £ = 0 il a un unique solution. La preuve est compléte.
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3.2 Applications des EDSPR aux controles opti-

maux stochastiques.

Exemple 3.2.1 (systéme stochastique de Hamilton).Soit n = m, et soit h(x) :
R™ — R. Pour la simplification de la notation, nous supposons que d = 1. Nous

considérons le” Hamaltonien généralisé " suivant :
H(x,y,z): R"™" S R

Nous supposons que H et h sont deux fois continuellement différentiables telle que

les dérivés seconde sont bornées. Nous considérons les EDSPR suivants :

d.?:t = Hy(a}t,yt,zt)dt—i— HZ(SL’t,yt,ZQdBt, (310)
_dyt = Hx<xt7 Yt, Zt>dt - thBt7

To = a, Yr = hZB(xT)a

ou (H, H, H,) (resp., h,) représente le gradient de H (resp.,h). Cest clair que
les équations hamiltoniennes stochastiques sont un cas particulier de EDSPR ({3.1))

avec

f:Hx7 b:Hya ngza

D’aprés les conditions de monotonies, c’est-a-dire (3.8)), correspondent, pour ce cas

particulier, a la non-négativité de la matrice h et :
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H, H, H,. |[@y2)<—-] 0 pBI 0
Hzx sz sz 0 0 BQITL

ou f; >0, Ba > 0.

Un probléme d’optimisation classique d’un systéme de controéle stochastique est for-

mulé comme suit :

dﬂft = g(.ﬁ?t, Ut)dt + /L(.Tt, 'Ut)dBt,

To = a,

ot vy, s € [0, 7], est un processus de controle admissible, ¢’est-a-dire, est un processus
de carré intégrable adapté & F; , prenant des valeurs dans un sous-ensemble donné
U de R*. Ici, g et i sont donnés des fonctions définies sur R” x R avec des valeurs

dans R"™. Le probléme de controle optimal est de minimiser la fonction de cott

jw(.))=E {/OTL(wt, vy)dt + h(xT)}

sur I’ensemble des controles admissibles. L’'une des deux méthodes importantes de
résolution de ce probléme d’optimisation est dit le principe du maximum stochastique
qui peut étre considéré comme une généralisation naturelle du principe maximum
bien connu de Pontryagin a des situations d’incertitude. Ce principe est dit que, sous
certaines hypotheéses raisonnables imposées aux coefficients g, u, L, h si v(.) est un
controle optimal admissible, et si la trajectoire correspondant & v(.) est z(.), alors,
nécessairement, il existe une paire de processus de carré intégrables adaptés (v, z)

prenant des valeurs dans R™ x R” telles que le triple des processus (z(.), y(.),2(.))
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satisfait le systéme Hamiltonien stochastique (3.10)), o I'Hamiltonien H est défini

par

H(z,y,2) = inf {{g,g(z,0) + (2, n(x, v)} + L, 0)}

Un coproduit de ce principe du maximum stochastique est qu’il nous donne un
exemple de I'existence de la solution &8 EDSPR, mais I'un des inconvénients de telles
méthodes est que la vérification des conditions d’existence d’un controle optimal est
un probléme trés difficile. Un autre inconvénient est que cette approche ne nous

fournit aucune information sur l'unicité de la solution de (|3.10]).

Exemple 3.2.2 Nous supposons que dans l’exemple ci-dessus g et p sont des fonc-
tions linéaires

g(x,v) = Az + Bu, p(z,v) = Cx + Du,

ou A et C sont des matrices n x n, B et D sont des matrices n X k. Nous supposons
également qu’il n’y a pas de contrainte imposée aux processus de controle U = RF.
L(z,v), h(x) sont deux fois continuellement différentiables par rapport & (z,v) et x ;
L, (z,v) sont bornés par C(14+ |z |+ | v |).

Dans ce cas, si nous supposons que :

(1) k x k matrice Ly, (z,v) > I}, >0,
(it) n X n matrice Lyy(x,v) — Ly (z,0) L, Ly (x,v)n'est pas négative,

111) n X n matrice hx:}: x)n'est pas négative,

et, si u(.) est un contréle optimal admissible, la trajectoire correspondent & u(.) est

x(.), alors ’Hamiltonien H est défini par
H(r.y.2) = inf {(y. Az, Bv) + (.C + Dv) + L{z.v)}.
S
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Nous avons, nécessairement

LU((Et, Ut> -+ BTyt —+ DTZt = 0, (312)

et (z,vy,2) satisfont aur EDSPR suivantes :

dI’t = (A.Tt + BUt)dt + (C$t + .D’Ut)dBt, (313)
—dyt = (ATyt -+ CTZt -+ Lx(.ft, ’Ut))dt — thBt,

o = a, yr = hy(x7).

Si le processus de controle optimal u(.) n’existe pas, la solution de (3.13) n’existe pas.
Dans la théorie du contréle optimal, nous pouvons prouver que le u(.) existe et il est
unique. Alors il existe une solution a la EDSPR (3.13)). C’est une méthode indirecte

et nous me pouvons pas savoir si ¢’est unique. Maintenant, nous étudions directement

EDSPR (3.13). Il est clair que sous [”hypothése(3.8), le théoréme (3.1.4) ne peut

pas étre appliqué pour obtenir lexistence et l'unicité de (3.13)). Heureusement, pour

le cas particulier comme le formulaire suivant, nous avons un meilleur résultat.

Nous considérons le type de EDSPR suivant :

d.Tt = b(t, Ty, Byt, CZt)dt + O'(t, T, Byt, CZt>dBt, (314)
—dy, = f(t, 24, ys, 2)dt — 2d By,

o = a, yr = ®(x7).

Ici B est une matrice de k x n, C' a est une matrice de k X n, (z,y,z) € R*™" et
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b, f, o ont dimensions appropriées. Nous utilisons les notations

T —f
u= |y |, Alt,u) = b (t,u)

et imposer les conditions de monotonies suivantes :

A<t7a>7u - 77’> S _V1|‘%|2 - VQIBQ + Ci|27
(2), (x—x))>0 (3.15)

(t,u)

(A(t,u) —
(®(z) — P

A A

Vi = (U—ﬂ) = (x,y,é)z(x—f,y—gj,z—z).

Ici vy >0, vy > 0. Nous supposons également que
(

i) A(t,u) est uniformément Lipschitz par rapport a u;

i1) pour chaque u; A(.,u) est dans M?*(0,T);

iv) pour chaque x, ®(z) est dans L*(Q, Fr,P);

(
(
(1ii) ®(x) est uniformément Lipschitz par rapport a x € R™,
(
(

v) Va,| l(t,z, By,Cz) — l(t,x,By,CZz) |[< K(| By,C%z|), K >0, l=b, o.
(3.16)

\

Ensuite, nous avons le résultat suivant :

Théoréme 3.2.1 Sous les hypotheses (3.15)) et (3.16) . Alors il existe une unique
solution us = (x4, Ys, 2s) satisfaisant ¢ I”EDSPR ([3.14)).

Preuve. Nous prouvons d’abord I'unicité pour PEDSPR (3.14)). Soit us = (x4, ys, 2s)

et uy = (3,9, z}) soit deux solutions de (3.14)). Nous définissons

S

U= (Jt—x\,y—y‘,z—z‘) = (5&3)72)
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On applique la formule d’Itd a(Z, Js) :
T
B(@(or) ~ B(a).dr) ~ Bl ) =B [ {Als,0.) = Als, ), ).
t
Ceci avec la monotonie de ® et A implique :
T
VQ]E{/ | Bj, + CZ%, | ds < 0.
0

Bys + CZ%, = 0. d’aprés (3.16]) (v) et un résultat classique pour I'unicité de I’ EDS,
nous avons &; = 0. Ainsi z; = x}. En particulier, ®(zr) = ® (). Ainsi de la unicité

de EDSR il s’ensuit que y; = ¥, et zs = 2}. La méthode pour prouver l'existence est

similaire aux théorémes (3.1.3) et (3.1.4]). Nous considérons le EDSPR suivante :

dl‘? = [(1 - a)(_BTByta - BTCZta) + Oéb(t, l’?, By?a Cz?) + ¢t]dt
+ao(t, 2%, By, Cz®) + (1 — a)(=CTCz& — CT By?) + 44|d By, (3.17)
—dyy = [(1—a)zg +af(t,z3,yf, 2f) + %) — 2{dBy,

7y = a, yp = a®(zg) +¢,

ou ¢, ¥ et v sont des processus donnés en M?(0,T) avec des valeurs en R", £ €
L2(Q, Fr,P,R™). 1l est clair que l'existence de (3.17) pour o = 1 implique notre
conclusion.Si o = 0, nous peut obtenir le résultat d’existence et d’unicité en utilisant

directement le théoreme (3.1.3)). Donc nous avons seulement besoin de considérer

dX, =[(1— a)(—=B"BY; — B'CZ) + aob(t, X;, BY,, CZ,)|dt
+[6(BY By, — BYC2) + b(t, x4, By, Cz;)) + ¢y)dt
+lago(t, Xy, BY;, CZ) + (1 — ap)(—CTCZ, — CTBY,)]dB,
+[6(a(t, z¢, Bys, Czt) + CTCz — CT Byy) + 44|d By,

—dy, =[(1— )Xy + aof(t,U) — d(xy — f(t,up)) + y]dt — ZdBy,
Xo = a, yr = ag®(Xy) + 6@(2r) + &,
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et prouver que I'application définie par : 1o, s(ux x7)U X Xp : M2(0, T, RHntnxd) x
L3(Q, Fr,P, R") — M?2(0, T, Rrtntnxd) x [2(Q, Fr, P, R") est une contraction.

Pour la différence (X,Y) = (X — X\, Y — Y"), en utilisant une technique similaire a

celle des Lemmes (3.1.1) et (3.1.3) a (X, Y), nous avons

T T
moE/ (| BY, + CZ, P)ds + (1 — ao)]E/ (| BY, + CZ, P)ds
0 0
T T .
S (5CIE/ | fLs |2 ds +(501E | JA]T |2 +(501E/ | Us |2 ds + (501E | XT |2,
0 0
ot U et 4 sont définis de la méme maniere que dans le lemme 1) Ici, C'y dépend
des constantes de Lipschitz de b, o, f et ®, voap+ (1 —ap) > Ly, L1 = min(1,v5) > 0,
donc
T A A
E/ (| BY, +CZ, [*)ds
0

T T
< 5021[5/ | G |? ds + 0C,E | &p |2 +602]E/ | U, |2 ds + 0CoE | Xr 2
0 0

Ici Cy = % En appliquant la technique habituelle au X, = X, — X;, on obtient

T T
sup B | X, [’< 0351@/ | |2ds+03E/ (| BY, +CZ, |*)ds,
0 0

0<s<T

T T T
E/ | X, > ds < CST(SE/ | G, |? ds + CgTE/ (| BY, +CZ, |?)ds.
0 0 0

De méme, pour la différence des solutions (Y A )= (Y =Y\ Z —2"), en appliquant

la technique habituelle & la EDSR, nous avons

T T T
E/ (|YS|2+|ZS|2)ds§C35]E/ |ﬂs|2ds+C’3E/ | X, | ds + CsB | X7 2.
0 0 0

Ici, la constante C'3 dépend des constantes de Lipschitz, K, B, C' et T'. En combinant
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les quatre estimations ci-dessus, il est clair que nous avons toujours
T X T
]E/ |Us P ds +E | Xr y2gL5<E/ | ]2ds+E|:%T\2>,
0 0

ou la constante L dépend de C4, Csy, C5 et T. Nous pouvons donc choisir g = ﬁ

Puis pour chaque § € [0, o], 'application I,,.s est contractante. L’autre partie est

la méme chose que dans le théoreme (3.1.3) ou (3.1.4)) ; nous 'omettons.Maintenant,

nous pouvons considérer a nouveau la EDSPR (3.13)).

En remarquant (3.12]), nous pouvons obtenir

Lw/(xtv ut)uy = _BTa Lw/(xta U/t>uy = _DT7 Lux(xtv ut)uy + Luu(xh ut)uy =0

En combinant (3.11f), nous pouvons facilement vérifier (3.13]), satisfaisant les hypo-
theses (3.15)) et (3.16]). Ensuite, en appliquant le théoréme (3.2.1]), alors il existe une

unique solution . m
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Annexe B : Abréviations et

Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont

expliquées ci-dessous :

EDS Equations différentielles stochastiques

EDSR Equations différentielles stochastiques rétrogrades
DSPR Equations différentielles stochastiques progressives rétrogrades
MG Martingale.

MB .Mouvement Brownien.

i.e C’est-a-dire.

v.a Variable aléatoire.

P—p.s Presque stirement puor la mesure de probabilité PP.
L' Espace des processus intégrables.

R4 Espace réel enclidien de dimension d.

Rkxd Ensemble des matrices réelles £ x d.

resp Respectivement

| .| Désigne la valeur absolu
111l Désigne la norme

(Q,F, (F))i=0,P) *** Espace de probabilité filtré
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Résumé

Ce travail de mémoire porte sur les équations différentielles
stochastiques progressives rétrogrades (EDSPR en abrégé). Ce mémoire
d’équations est utilisé en mathématiques financiéres et en controle
optimal stochastique. L’objectif principal de cette these est I’étude de
I'existence et l'unicité de la solution des EDSPR couplée sous les
conditions de monotonies, et nous donnons quelques exemples
d’application au controle optimal.

Mot-clés : équations différentielles stochastiques progressives
rétrogrades, controle optimal.

Abstract

This memory deals with the forward backward stochastic differential
equations (FBSDE in short). This type of equation is used in financial
mathematics and in stochastic optimal control. The main objective of
this memory is the study of existence and uniqueness of solution to the
coupled (FBSDE) under monotonous conditions, and we give some
examples of application to optimal control.

Key-words : the forward backward stochastic differential equations,
optimal control
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