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 الإىـــداء
 

 بسم الله الرحمن الرحيم

وصمى الله عمى صاحب الذفاعة سيجنا محمد نبيشا الكخيؼ وعمى آلو وصحبو أجسعيؽ، ومؽ تبعيؼ بإحدان 
 وبعج:إلى يؾم الجيؽ 

إلى مؽ سانجتشي في صلاتيا ودعائيا، إلى مؽ سيخت الميالي تشيخ دروبي، إلى أجسل وأعغؼ إمخأة في 
 .نعرورة الزىرةالؾجؾد أمي الحشؾن 

 .غانيو عباسإلى مؽ تذققت يجاه في سبيل رعايتي إلى مؽ عمسشي أن الجنيا كفاح أبي الغالي 

فؾا معشى الأخؾة سشجي في ىحه الحياة أخؾتي الأحباء: إلى الحيؽ عفخت بيؼ ىجية مؽ الأقجار إخؾة فعخ 
 .وفاء، إليام. وأخؾاتي العديدات: عبد الله، حسزة، عسر، عمي ومحمد الرديق

 .سجود، رحسةإلى أميخات العائمة ونؾرىا بشات أخي 

 إلى بقية أفخاد عائمتي الجسيمة التي أسعج بإنتسائي ليا.

إلى رفيقة الجرب والحياة، إلى أختي التي لؼ تمجىا أمي ومؽ كانت معي في كل خظؾة أخظييا، إلى 
 أميرة زمالي.صاحبة العيؾن الجسيمة 

 إلى كل مؽ أوصمشي إلى ىحه السخحمة، إلى جسيع أساتحتي خلال مذؾري الجراسي.

 إلى كل مؽ ساعجني مؽ قخيب أو بعيج.

 ىؼ قمسي أىجي ىحا العسل.إلى كل مؽ يدعيؼ قمبي ولؼ يحكخ 

غانيو إيسان



 الإىـــــداء
الحسج لله حسجا كثيخا طيبا مباركا فيو سبحانػ لا نحرى ثشاء عميػ أنت كسا أثشيت عمى نفدػ خمقت 
فأبجعت، وأعظيت فأفزت، فلا حرخ لشعسػ ولا حجود لفزمػ، وصمى الله وسمؼ عمى أشخف عبادك 

 خاتؼ السخسميؽ ومعمؼ السعمسيؽ نبيشا ورسؾلشا محمد صلى الله عليه وسلم خيخ مؽ عمؼ وأفزل مؽ نرح.وأكسل خمقػ 

أما بعج إلى صاحب الؾجو الظيب والأفعال الحدشة فمؼ يبخل عمي طيمة حياتو فقج كان لو الفزل الأول 
 .والدي العزيز حدين زماليفي بمؾغي التعميؼ العالي 

 ولؼ لا فمقج ضحت مؽ أجمي،ولؼ تجخخ جيجا في سبيل إسعادي عمى الجوامإلى مؽ أفزميا عمى نفدي 

 أمي الحبيبة امباركة تواتي حسد. 

إلى الذخص الحي كان ىؾ سبب نجاحي، إلى مؽ أنار دربي، وكان سشجي، ومذجعي الأول ومميسي إلى 
لى مثل ىحا اليؾم رفيق الشجاح فمؾلا فزل الله عد وجل ولؾلاه لسا كشت قج وصمت إ سعودي مرادزوجي 

 العغيؼ.

وأخواتي نور إلى مؽ أعتسج عمييؼ في كل كبيخة وصغيخة إلى مؽ ىؼ الدشج والعزج في الحياة إخؾتي 
 كريسة، عمي، محمد البذير، عبد الكامل، زيشب، محمد اليادي، أنور.، اليدى، سموى 

 يؼ.إلى أعدائي بخاعؼ العائمة بشات وأولاد أخؾتي وأخؾاتي، وأزواجيؼ وزوجات

إلى رفيقة دربي وصجيقة الظفؾلة والسذؾار الجراسي ذات الؾجو البذؾش والبدسة البخيئة والقمب الظيب 
 إيسان غانيو.

إلى صجيقاتي وزميلاتي اللاتي أشيج ليؼ بشعؼ الخفقاء في جسيع الأمؾر وأخص بالحكخ عبيخ، رزيقة، 
 بثيشة، سامية.

 دامية أساتحتي وأستاذاتي في جسيع مخاحل الجراسةإلى مؽ ليؼ الفزل لؾصؾلي إلى ىحه السختبة ال

 إلى كل مؽ ساعجني ولؾ بكمسة في إنجاز ىحه السحكخة وإلى كل مؽ ندييؼ القمؼ وىؼ في عسق القمب.

 هزمالي أمير                            أىجي ىحا العسل                                                



 شكر وعرفان
 

 

شيء نحسج الله عد وجل ونذكخه الحي أنعؼ عميشا بشعسة العمؼ وأنار طخيقشا نحؾ سبل قبل كل 
الشؾر والسعخفة. ونثشي عميو الخيخ كمو عمى أن وفقشا لإتسام ىحا العسل، وندألو أن يجعل ىحا 

 كمو خالرا لؾجيو الكخيؼ، وأن يشفعشا بو ويشتفع بو مؽ بعجنا.

"مؽ لا يذكخ الشاس لا يذكخ الله" وأولى الشاس بالذكخ ىسا الأبؾان لسا ومؽ قؾل الخسؾل صلى الله عليه وسلم 
 ليسا مؽ فزل ما يبمغ عشان الدساء فؾجؾدىسا سبب لشجاح والفلاح في الجنيا والآخخة.

 نتقجم وبكل معاني التقجيخ والإحتخام بالذكخ 

 للأستاذ "ىدار مبارك" 

 تخظي الكثيخ مؽ العقبات والرعاب.ثخ في الأبالغ  الحي أشخف عمى ىحا العسل وكان لو

 وأعزاء لجشة السشاقذة الكخام

 ''حايف خايف وناسة''و  عميان ايدير'''' 

 بتفزميسا عمى قبؾل مشاقذة ىحه السحكخة. 
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 سقدمةال    

في القجيؼ تسكؽ العمساء مؽ شخح الغؾاىخ العمسية وحتى نياية القخن الثامؽ عذخ ميلادي بؾاسظة     

الفيدياء الكلاسيكية إلا أنو عشج اكتذاف الحرات والجديئات ومكؾناتيا لؼ تدتظع الفيدياء الكلاسيكية شخح 

تخاكسات الجلالات العمسية التي أدلت بعجم ودراسة الغؾاىخ العمسية السختبظة بيا فقج أخمف ذلػ العجيج مؽ 

امكانية الفيدياء الكلاسيكية في شخح وتفديخ الأنغسة الحرية الستشاىية في الرغخ. ولأجل الترجي ليحه 

التحجيات  غيخ القابمة لتفديخ أدخل عمييا بعض مؽ الفخضيات لمعجيج مؽ العمساء كساكذ بلانػ، بؾىخ 

كانيكا الكؼ القجيسة، ىحه الفخضيات لؼ تكؽ مقشعة في بعض السؾاضع ودي بخولي  لتأسيذ ما يدسى بسي

لكشيا ناجحة جدئيا لمغؾاىخ الحرية فيشا قام كل مؽ ىيدنبخج وشخودنغخ كلا عمى حجى مؽ إعادة الرياغة 

الأساسية لشغخية الفيديائية الخاصة بالأنغسة السيكخوسكؾبية ووضع المسدات الأخيخة ليا وسسيت بشغخية 

فيي نغخية أكثخ أساسا وأوسع تظبيقا حيث يسكؽ تظبيقيا عمى ، quantum mechaniaيكا الكؼميكان

الأجدام الستشاىية في الرغخ وأيزا عمى الأجدام الكبيخة وليذ كسا يعتقج البعض أنيا خاصة بالأجدام 

 الستشاىية في الرغخ فقط.

ونغخا لعجم تشاعخ الغؾاىخ السجروسة كحرة الييجروجيؽ التي ليا تشاعخ كخوي كالجديئات والأنؾية      

والحرات متعجدة الإلكتخونات أدى بالفيديائييؽ إلى طخح فكخة الكسؾنات غيخ السخكدية التي ليذ ليا تشاعخ 

ا. ومؽ بيؽ ىحه الكسؾنات مخكدي أي لاتتعمق فقط بشرف القظخ إنسا تتعمق بسعاملات أخخى كالدواي

كسؾن كخاتدر الحي لو دورا ىاما في تاريخ الكيسياء الجدئية والكسية وقج تؼ استخجامو لؾصف البشية 

 والتفاعلات الجدئية، وكحلػ كسؾن الحمقة السزاعف 

وفي ىحا العسل سشقؾم بجراسة الحل الجقيق لسعادلة شخوديشغخ لكسؾن الحمقة السزاعف زائج كسؾن     

 اتدر وذلػ بالتدمدل التالي: كخ 
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سشعخض في الفرل الأول كسؾن الحمقة وكسؾن كخاتدر وذلػ بعج التعخف عمى معادلة شخوديشغخ مؽ 

 تعخيفيا حتى عبارتيا الستعمقة بالدمؽ وغيخ الستعمقة بالدمؽ.

 أما الفرل الثاني فديكؾن حؾل حل معادلة شخوديشغخ بكسؾن الحمقة السزاعف.

  ص بحل معادلة شخوديشغخ بكسؾن كخاتدر. والفرل الثالث خا

سشتظخق إلى حل معادلة شخوديشغخ بكسؾن الحمقة السزاعف زائج كسؾن كخاتدر  وأخيخا في الفرل الخابع

 معا.



 

 

 

 

 

 
 

 

 
الفرل الأول: كسون الحمقة 
 وكسون كراتزر



 

 

 مقدمة 1.1

تظؾرت الشغخية الكسية في اتجاىيؽ مختمفيؽ، إتجاه رياضي وىؾ إيجاد طخق رياضية ججيجة لحل     

حيث يسكؽ فيؼ  معادلة شخوديشغخ وفي الإتجاه الفيديائي في تفديخ بعض الغؾاىخ الفيديائية والكيسيائية.

ميكانيػ الكؼ بإستخجام معادلة شخوديشغخ وحميا لتؾصل إلى حل مذكمة خرائص السؾجة لمجديسات في 

 الأنغسة السجيخية مثل الحرة 1 عجة صعؾبات أىسيا أن معادلة  تومع ذلػ حل معادلة شخوديشغخ واجي 

ى فرل متغيخاتيا شخوديشغخ معادلة مؽ الجرجة الثانية مسا سبب صعؾبة في حميا لحلػ لجئ الفيديائيؾن إل

فتحرمؾا عمى معادلات ججيجة ففي بعض الحالات قج تكؾن ىحه السعادلات ليذ ليا حل، لحلػ أقتخح حل 

 معادلة شخوديشغخ بعجة طخق مختمفة وبكسؾنات عجة. 

 معادلة شروديشغر 1.1

 تعريف 1.1.1

 فيدييييائي ميييع اليييدمؽ،ىيييي عبيييارة عيييؽ معادلييية تفاضيييمية جدئيييية تريييف كيفيييية تغييييخ الحالييية الكسيييية لشغيييام    

وقيييييييج صييييييياغيا العيييييييالؼ الفيدييييييييائي الشسدييييييياوي إروييييييييؽ  وتزيييييييسؽ الديييييييمؾك السيييييييؾجي والجدييييييييسي ل جديييييييام.

م، وتحتيل ىيحه السعادلية 1926م ونذيخىا عيام 1925( فيي أواخيخ عيام Erwin Schrodingerشيخوديشغخ 

التييي يعظييي  الكلاسيييكية.أىسييية خاصيية فييي ميكانيكييا الكييؼ تعييادل أىسييية القييانؾن الثيياني لشيييؾتؽ فييي الفيدييياء 

E حميا الجالة السؾجية و قيسة الظاقة  2 3 4.  :وتكتب مؽ الذكل 

  1.1)                                             µ   

 مؤثخ ىاممتؾن ويكتب بذكل : µدالة السؾجة لو و طاقة الجديؼ،  حيث يسثل 
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 .الظاقة الكامشة :Vحيث

 معادلة شروديشغر الستعمقة بالزمن  1.1.1

 نجج: (1.1في الإحجاثيات الكخوية   بتعؾيض مؤثخ الياممتؾن بعبارتو في معادلة شخوديشغخ العام

 3.1                    )        
   

2

, , , , , ,
2

r t r t
V

   

 
      
 

h 

2بحيث   :مؤثخ لابلاس ويعظى بالعبارة التالية : 
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 ( نجج: 3.1( في  4.1بتعؾيض العبارة  
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 أما في الإحجاثيات الكارتيدية تكؾن:
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 ( نجج: 3.1( في  6.1بتعؾيض العبارة  

 7.1          )
2 2 2 2

2 2 2
( , , , ) ( , , , )

2
V x y z t x y z t

x y z

    
        

    

h 

( تعخف بسعادلة شخوديشغخ الستعمقة بالدمؽ، والتي تتزسؽ أربعة متغيخات وىي إحجاثيات 3.1السعادلة  

 .tالفزاء والدمؽ 
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 ستعمقة بالزمنالمعادلة شروديشغر غير   1.1.1

الستغيخات السؾجؾدة في السعادلة مشفرمة حيشسا لا تكؾن الظاقة الكامشة دالة زمشية. وباستعسال طخيقة 

فرل الستغيخات نحرل عمى معادلة شخوديشغخ السدتقمة عؽ الدمؽ، حيث نفخض أن الجالة ىي ججاء 

كالتاليr والأخخى بالسؾضع  tدالتيؽ إحجاىسا تتعمق بالدمؽ  5 : 
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 نجج: rومختيؽ بالشدبة لمسؾضع  tمدمؽ ل( مخة بالشدبة 8.1نفاضل السعادلة  
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( ونقدؼ عمى 9.1( في معادلة  11.1( و 10.1نعؾض     , ,r
f t

 
   :نحرل عمى 

 12.1       )                  

   

 
22

, ,

2

, ,

1 1

2

r

r

f t
V i

r f t t

 

 


    
       

      

h
h 

، مؽ نغخيات tوالأيسؽ عمى الدمؽ  r( نجج أن الظخف الأيدخ يعتسج عمى السؾضع 12.1في السعادلة  

 الظاقة الكمية لمجديؼ وىي طاقة محفؾعة.  Eالسعادلات التفاضمية أن كلا الظخفيؽ مداو لثابت وىؾ 

 إن حل الظخف الأيسؽ يعظي الجالة الدمشية التالية: 
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 13.1                                               )  i tf t e  h 

 أما الظخف الأيدخ يعظي حمو معادلة شخوديشغخ السدتقمة عؽ الدمؽ كالتالي:

 14.1                              )
   

2

, , , ,
2

r r
V

   

 
      
 

h 

 : يكؾن  الإحجاثيات الكخويةفي  بتعؾيض مؤثخ لابلاس نجج

 15.1 )  
   

2 2
2

, , , ,2 2 2 2 2

1 1 1
sin

2 sin sin
r r

r V
r r r r r

   


     

         
           

         

h 

 : يكؾن  الإحجاثيات الكارتيديةفي 

 16.1           )
   

2 2 2 2

, , , ,2 2 22
r r

V
x y z

   

    
        

    

h 

حيث الكسؾن السخكدي  V r ىؾ جيج يعتسج عمى السدافةr  في أصل الإحجاثيات. أما الكسؾن غيخ

السخكدي  , ,V r   فيي دوال تعتسج عمى نرف القظخr  والدوايا،  شخوديشغخ لحلػ أخحنا معادلة

 في الإحجاثيات الكخوية.

 الكسونات غير السركزية 1.1

في حياتشا اليؾمية لا نجج جسيع الأجدام والغؾاىخ متشاعخة فمؼ تدتظع الكسؾنات السخكدية حل ىحه    

الغؾاىخ لحلػ أضظخ الفيديائيؾن إلى إستخجام الكسؾنات غيخ السخكدية، حيث تعتسج الكسؾنات السخكدية 

، rعمى نرف القظخ في أصل الإحجاثيات أما الكسؾنات غيخ السخكدية فيي دوال تعتسج rعمى البعج 

وىشاك العجيج مؽ الكسؾنات غيخ السخكدية التي تست دراستيا ونحكخ مشيا:  .والداوية الداوية القظبية 

وجحبت  ، كسؾن كخاتدر، كسؾن الحمقة السزاعف.... Hautotكسؾن ماكاروف، كسؾن ىارتسان، كسؾن 
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الكسؾنات الإنتباه في الكيسياء نغخا لتظبيقاتيا ضسؽ الحجود الأيؾنية لمجديئات القظبية.أيزا في عمؼ ىحه 

الأحياء الجديئي في دراسة آليا تخابط الإلكتخون في الحسض الشؾوي والحسض الشؾوي الخيبي 6. 

 كسون الحمقة السزاعف  1.1.1

ميكانيػ الكؼ والفيدياء الشؾوية فيؾ دراسة مدتؾيات الظاقة والحبحبات مؽ الجديئات يعج جدءا كبيخا مؽ 

والحرات والشؾاة السذؾىة وكحلػ الكسؾن غيخ السخكدي في التفاعل بيؽ جديئات عمى شكل حمقة مثل البشديؽ 

وأيزا لتفاعلات بيؽ الدوج السذؾه مؽ الشؾى.ويكتب ىحا الكسؾن مؽ الذكل التالي 7 : 

  17.1      )0c          ، 
2 2

2 0 0
02 2 2 2

2
,

sin 2 cos

a a c
V r q

r r M r
   

 

 
   

 

h 

حيث: 
2

0 2
a

Me


h    ،
4

0 22

Me





h
لحرة  الحالة الاساسية وطاقة بؾىخ وتسثلان عمى التختيب نرف قظخ 

 الييجروجيؽ.

 لا مخكدي: Hautotوىؾ حالة خاصة مؽ كسؾن 

 18.1            )   
2

4 2 2

2 2

1
, cos cos sin

2

H
V r

r r
       




  

      
  

h 

 بحيث:  

2

22
c



 
 

 

h        ، 
2

2

022
a 



 
  

 

h     ،0  
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 كسون كراتزر  1.1.1

تمعب كسؾنات كخاتدر دورا ميسا في تاريخ الكيسياء الجديئية والكسية وقج تؼ استخجاميا لؾصف البشية 

والتفاعلات الجديئية بدبب أىسيتيا في ىحا السجال. كانت كسؾنات كخاتدر مؾضؾع لعجيج مؽ الجراسات 

 . ويتؼ تعخيفو بالذكل التالي: 1920مشح تقجيسيا مؽ قبل كخاتدر في عام 

 19.1                                  )  2
, rDQ

V r
r r

   
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الفرل الثاني: حل معادلة شروديشغر  
 لكسون الحمقة السزاعف
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 مقدمة  1.1

السذؾىة بذكل حمقي، جديئات والشؾاة الإن كسؾن الحمقة السزاعف يدتعسل لجراسة ووصف التفاعل بيؽ 

وىؾ يعتبخ كسؾن غيخ مخكدي وفي ىحا الفرل سشحاول دراسة معادلة شخوديشغخ تحت تأثيخ كسؾن الحمقة 

السزاعف 7. 

 كسون الحمقة السزاعفلشروديشغر  حل معادلة 1.1

 بالذكل التالي: نكتب معادلة شخوديشغخ

 1.2                                  ) 
2

,
2

V r E 


 
    

 

h 

الكخوية  حجاثياتحلػ  مؽ الأفزل استخجام الإمؽ أجل حل ىحه السعادلة يجب عميشا فرل الستغيخات ل

فتكتب معادلة شخوديشغخ كالتالي
 8

:
 

 2.2    ) 
 

2

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

2 1 cot 1

2 sinr

f
V r E

r r r r r r

 
 

    

       
         

      

h 

 نزع السعادلة في الذكل السشاسب التالي: 

 3.2  )   
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 1 1 2 2
cot

sin

E
V r f

r r r r r

  
   

   

        
           

        h h h
 

يسكؽ فرل الستغيخات عشجما تتؼ كتابة الجالة السؾجية بالذكل:      exp im R r    لحلػ عميشا،

 حداب مذتقات الجالة السؾجية في التعبيخ الججيج.

 ىؾ:   rبالشدبة ل  السذتق الأول مؽ 
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 4.2                                      ) 
   exp

R r
im

r r


 


 

  

ىؾ:  rبالشدبة ل  السذتق الثاني مؽ 
 

 5.2                                   ) 
   

22

2 2
exp

R r
im

r r


 


 

 
 

 ىؾ: بالشدبة ل السذتق الأول مؽ

 6.2                                    ) 
   exp im R r




 




 
 

 ىؾ: بالشدبة ل السذتق الثاني  مؽ

 7.2                                 ) 
   

22

2 2
exp im R r




 

 


  

 ىؾ:بالشدبة ل  السذتق الأول مؽ 

 8.2                                 )     expim im R r


 



 


 

 ىؾ:بالشدبة ل  السذتق الثاني مؽ 

 9.2                           )     
2

2

2
expm im R r


 




  


 

 ( نجج:3.2( في معادلة شخوديشغخ  9.2( إلى   4.2  مؽ نعؾض بالسعادلات

          
   

 
           

2 2

2 2 2

2 2 2
exp exp exp

R r R r E
im im V r im R r

r r r

 
     

   
       

   h h
 

 10.2) 
   

 
                 

2 2 2

2 2 2 2

1 2
exp cot exp exp exp 0

sin

m
im R r im R r im R r f im R r

r

  
       

  

    
           h
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نقدؼ عمى  exp im :نجج 

                               
     

2 2

2 2 2

2 2 2R r R r E
V r R r

r r r

 


    
      

    h h
 

 11.2        )   
       

2 2 2

2 2 2 2

1 2
cot 0

sin

m
f R r

r

  
   

  

   
      

  h
 

نقدؼ عمى    R r   :فشجج 

                          
   

   
      

2

2 2

1 2 2R r R r
E V r R r

R r r r r


 



  
     

   h
 

 12.2   )
   

   
       

2 2

2 2 2 2

1 1 2
cot 0

sin

m
f f R r

R r r

  
   

   

   
      

   h
 

 نحرل عمى: 2rونزخب السعادلة في 

                   
 

   
    

2

2 2

2 2

1 2
2

R r R r
r r r E V r R r

R r r r




  
    

  h
 

 13.2     )
 

   
     

2 2 2

2 2 2

1 2
cot

sin

m
f f

r

  
   

  

   
      
   h

 

 نجج معادلتيؽ كالتالي:   E( مداويا ل 12.2عشجما نزع يسيؽ السعادلة  

 14.2         )
 

   
     

2 2

2 2 2

1 2
cot

sin

m
f E

r


  
   

  

   
      

   h
 

 15.2         )
 

   
    

2

2 2

2 2

1 2
2

R r R r
r r r E V r R r E

R r r r





  
     

  h
 

 : قظخيةوالسعادلة ال داويةظي ىحا كسعادلتيؽ السعادلة اللحلػ يع
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 16.2        )   
       

2 2 2

2 2 2

2
cot 0

sin

d d m
f E

d d


  
    

  

 
       

h
 

 17.2           )   
      

2

2 2

2 2

2
2 0

d R r dR r
r r r E V r R r E R r

dr dr



    

h
 

 المعادلة الزاوية حل  2.1.1

 كسؾن الحمقة السزاعف:  لجيشا

 18.2        )   
2

4 2 2

2 2

1
, cos cos sin

2

H
V r

r r
       




  

      
  

h 

 بحيث:   Hautotوىؾ حالة خاصة مؽ كسؾن لامخكدي ل

2

22
c



 
 

 

h ، 
2

2

022
a 



 
  

 

h ،0 . 

 وفي ىحه الحالة تربح السعادلة الداوية لكسؾن لا مخكدي مؽ الذكل: 

 19.2) 
     

2 2
4 2 2 2

2 2
cot cos cos sin cos 0

sin

d d m
E

d d



         

  

 
 

         

 وعشج أخح الستغيخات التالية: 

 20.2                                                      ) 2cos  

 21.2                                                 ) 1 T
    

 ندتعسل لحداب باقي أجداء السعادلة الداوية نحرل عمى الستغيخات الججيجة: 

 22.2                                          )   2 2sin 1 cos 1      
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 23.2                                                   )cot
1








 

 ىؾ:مؽ حيث الستغيخ الججيج  بالشدبة ل السذتق الأول ل

 24.2                                           ) 2 1
d d

d d
 

 

    
 

 

 ىؾ:مؽ حيث الستغيخ الججيج  بالشدبة ل السذتق الثاني ل

 25.2                                 )   
2 2

2 2
2 4 4 1

d d d

d d d
  

  

  
    

dالسذتق الأول 

d

  مؽ حيث الجالة الججيجةT :ىؾ 

 26.2               )      
11 1 1 1

d dT
T

d d

         
 


      

السذتق الثاني 
2

2

d

d

  مؽ حيث الجالة الججيجةT  :ىؾ 

                    
2

1 12 1

2
1 1 2 1 1 1

d
T

d

             


           
 

 

 27.2                     )      
2

11

2
2 1 1 1

dT d T

d d

         
 

      

( نجج السعادلة الداوية الججيجة 19.2( في السعادلة  25.2( و  22.2 بؾاسظة تعؾيض السعادلتيؽ 

 :بالستغيخ 

 28.2    )     
2

2

2

1
4 1 2 6 0

1

d d
m E

d d



     

   

    
           

   
 

 ( نجج:28.2( في السعادلة  27.2( و 26.2(،  21.2وبتعؾيض السعادلات  
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                   4 1 (       
2

11

2
1 2 1 1

d T dT

d d

         
 

     

                        1 12 11 1 2 1 1 1 T
             

         )         

                             112 6 1 1 1
dT

T
d

          


 
       

 
 

 29.2                      ) 21
1 0

1
m E T






   

 

  
        

   
 

وبالقدسة عمى  4 1
   :تربح السعادلة مؽ الذكل 

                                
2

2

1 3
1 2 2 2

2 2

d T dT

d d
     

 

    
          

    
 

                    
1 11 11 1 3

1 1 1 1 1
2 2 2

            
            

 30.2                  )
 

21 3
2 0

4 1 4 2

E
m T

   
 

 
       

  
 

 وبؾضع: 

 31.2                                         ) 
1 21 1

1
4 4

    

 32.2                                   ) 
1 2

21

2
m       

 نحرل عمى السعادلة الفؾق اليشجسية التالية:

                                   
1 3

1 2 2 2
2 2

T T     
    

          
    
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 33.2                    )21
8 2 2 2 0

4
E m T               

 وحميا ىؾ دالة فؾق اليشجسية: 

  

 34.2) 

 مؽ شكل السعادلة فؾق اليشجسية: 

 35.2              )  21
8 2 2 2 2 2 2

4
E m                   

 فيي تتظمب: 

 36.2                  )   
2

1 21 2 21 1
2 1 1

4 2
E l m     

 
          

 
 

في السعادلة  Tوبحلػ نحرل عمة دالة السؾجة الداوية عشج تعؾيض الجالة  1 T
     :نجج 

 37.2   )       
1 21 2 1 221 1

1 , 1 1 ;1 1 ;
2 2

F l l m


       
 

              
 

 

2cosوبؾضع:     :تربح السعادلة مؽ الذكل 

                                                   
2 2cos 1 cos



      

 38.2          )     
1 21 2 1 22 21 1

, 1 1 ;1 1 ;cos
2 2

F l l m     
 
          
 

 

 حيث:  
1 2

21

2
m        و 

1 21 1
1

4 4
    

     
1 21 2 1 221 1

, 1 1 ;1 1 ;
2 2

T F l l m      
 

            
 
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 وتكتب الظاقة الداوية عمى الشحؾ التالي: 

 39.2                 )   
2

1 21 2 21 1
2 1 1

4 2
E l m     

 
          

 
 

0,1,2.....,m 0, 1, 2,.....l     

 وىحا الحل الخاص بكسؾن لا مخكدي أما كسؾن الحمقة السزاعف فدشعؾض بالثؾابت الدابقة: 

2

22
c



 
 

 

h        ، 
2

2

022
a 



 
  

 

h     ،0  

ومشو:  
2

2

0 2

2
a c




 
   

 h
  ،

2

2

2
c




 
  
 h

 

 وبالتعؾيض في السعادلتيؽ نجج:

                                               
2 2cos 1 cos



      

 40.2) 
1 2 1 2 1 2

2 2 2 2
2 2 2

02 2 2 2

1 2 2 2 1 2
, 1 1 ;1 1 ;cos

2 2
F l l c m a c c c

   


             
                      
              

h h h h
 

 أي: 

                                                
2 2cos 1 cos



      

 41.2  )
1 2 1 2 1 2

2 2 2
2 2 2

02 2 2

1 2 2 1 2
, 1 1 ;1 1 ;cos

2 2
F l l c m a c

  


           
                  
            

h h h
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 حيث:  
1 2 1 2

2 2 2
2 2 2 2

0 02 2 2

1 2 2 1 2

2 2
m a c c m a

  


        
             

        h h h
و  

1 2
2

2

1 1 2
1

4 4
c




  
    

  h
 

 وتكتب الظاقة الداوية عمى الشحؾ التالي: 

 42.2       ) 

2
1 2 1 2

2 2 2
2 2

02 2 2

1 1 2 2 2
2 1 1

4 2
E l c m a c c

           
                 
          

h h h
 

 حل السعادلة القطرية  1.1.1

 التالية: مؽ السعادلة 9  

 43.2                       )
2 2

2(r)

2 ( )

r R
Hr Er E

R r r r




 
   

 

h 

لجيشا: 
2

2 E
  

h
، 1  l l ومشو: 

 44.2                               )  
2

1
2

E



 

h
l l 

نزخب في  R r 2ونقدؼ عمىr: 

 45.2          )     
2 2

2 2

(r)

2

Er R H
R r ER r R r

r r r r r





 
   

 

h 

 يسكششا كتابة ىحه السعادلة مؽ الذكل: 

 46.2            ) 
2 2

2 2

(r)
0

2

Er R H
E R r

r r r r r





   
     

   

h 
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 لجيشا الجيج الفعال لحرة الييجروجيؽ يعظى بالعبارة: 

 47.2                            )
2eff

E H
V

r r

  

 48.2                      )   
2 2

2

(r)
0

2
eff

r R
E V R r

r r r

 
   

 

h 

نزخب السعادلة في 
2

2


h
 فشجج:  

 49.2                     )   
2

2 2

1 (r) 2
0eff

r R
E V R r

r r r

 
  

  h
 

)بتغييخ الجالة  )R r : 

 50.2                                  ) 
R( )

r
r

r


 

 ونعؾض في السعادلة ونبدظيا:

                         2

2 2

1 2 ( )
eff

X rd d X r
r E V

r dr dr r r

  
       

   h
 

                 2

2 2 2

1 1 ( ) 1 2 ( )
( ) eff

d dX r X r
r X r E V

r dr r dr r r

  
        

   h
 

       
 

 2

2 2 2

1 1 1 2
eff

d r rd
r r V

r dr r dr r r

   
         

    h
 

                          
 

 
2 2

1 2
eff

d r rd
r r V

r dr dr r

  
       

  h
 

                      2

2 2 2

1 2
eff

d r d r d r r
r V

r dr dr dr r

    
        

  h
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 51.2                               ) 
 

2

2 2

2
0eff

d r
V r

dr


      h

 

 أي:

 52.2               ) 
   

2 2

2 2 2

2
1 0

2

d r H
r

dr r r





  
      

 

h
l l

h
 

بؾضع الثؾابت:
2

2
  

h
 ،

2

2 H
 

h
 ،

2

2
E


 

h
 فتربح السعادلة مؽ الذكل: 

 53.2                           ) 
 

2

2 2
0

d r
r

dr r r

  
     
 

 

لإعظاء الظاقة الحخكية الدالبة لمجديسات في السالانياية فإنو نبحث عؽ الدمؾك السقارب ل r  عشجما

r  ىشا معجومة ومشو:، بحيث تكؾن الظاقات الكامشة 

 54.2                                  ) 
 

2

2
0

d r
r

dr


  

 وحل ىحه السعادلة يكؾن مؽ الذكل: 

 55.2                                 )  r rr e e      

0نزع   :حتى تحقق الجالة شخط الإستشغام، أي تكؾن مؽ الذكل 

 56.2                                     )  rr e    

لمبحث عؽ الدمؾك السقارب ل r  0لساr    2( في 53.2نزخب السعادلةr :فشجج 

 57.2                       ) 
   

2

2 2

2
0

d r
r r r r

dr



      
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0rفعشجما تكؾن   :نجج 

 58.2                             ) 
 

2

2

2
0

d r
r r

dr



   

 وحميا يكؾن مؽ الذكل: 

 59.2                                   ) r r  

 بإشتقاق الحل ونعؾضو في السعادلة :

 60.2                            ) 2 21 0r r r      

 61.2                            )  2 21 0r r       

 62.2                                 ) 1 0     

 63.2                     )  2

2 2

2 2
1 0E E 

 
          

h h
 

حل معادلة مؽ الجرجة الثانية: 
2

2
1 4 0E


   f

h
 وليا حميؽ:  

2

1

2
1 1 4

2

E





  

 h              ،2

2

2
1 1 4

2

E





  

 h 

2ومؽ أجل تحقق شخط محجودية الجالة السؾجية نأخح الحل 

1

2
1 1 4

2

E





  

 h ومشو تكؾن ،

 ( مؽ الذكل: 59.2السعادلة 

 64.2                                   ) 
2

2
1 1 4

2

E

r r




  

 
h
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 فيكؾن الحل العام كسا يمي: 

 65.2                         )   
2

2
1 1 4

2

E

rr r e F r




  

  
h

 

 ( نجج:53.2( ونعؾضو في السعادلة  65.2باشتقاق معادلة الحل  

 66.2      )   
 

22
2

2

22 1 1 41 1 4

2 1 0
2

EE
d F r dF r

F r
dr dr rr




            
      

  
 
 

hh 

 بتغييخ متغيخ: 

 67.2                )
2 2

2 2
2 2 4

d d d d
r

dr d dr d


 
        

 بالتعؾيض نجج:

 68.2     )   
 

2

1 1

2

2 2 4
4 4 1 0

d F dF
F

dr d

  


  

   
      

 
 

 6922          )     
 

2 1

2

2 1 2
1 0

d F dF
F

dr d


 


  

 
        

 

l 

1نزع الثؾابت التالية:
2

a 


 


 ،
12b  : وبتعؾيض في السعادلة 

 70.2                   )   
 

2

2
1 0

d F dFb a
F

dr d

 


  

 
    
 

 

 حل ىحه السعادلة التفاضمية عمى شكل سمدمة ذات أسذ متدايجة تكتب كسا يمي: 
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 71.2                                 ) 
0

k

k

k

F C 




 

 ( نجج: 70.2نقؾم باشتقاق الحل ونعؾضو في السعادلة  

 72.2           )   
 

2

1 2

2
1 2

1k k

k k

k k

dF d F
C k C k k

d d

 
 

 

 
 

 

     

 73.2          )  2 1

2 1 0

1 1 0k k k

k k k

k k k

b a
C k k C k C  

 

  
 

  

 
     

 
   

 74.2       )  2 2 1 1

2 1 1 0

1 0k k k k

k k k k

k k k k

C k k c C k C k a C   
   

   

   

        

 وىحه بعض السعاملات الأساسية:

 75.2    )1 1

1

m
m

b a m
b

m b m

  


 
...............2

3

2

3 2

b a
b

b





،1

2

1

2 1

b a
b

b





،1 0

a
b b

b
 

 ومشو:

 76.2   ) 
 

 

2 3

0

1 !1 1 2
1 ...

1 2 1 2 2 3 1 !m!

ma ma a a a a a
F b

b b b b b b b m

 
 

    
     

      

 

، maxmمحجودة فإنو يجب التؾقف عشج  جالةالسالانياية ولكؽ بسا أن التؤول إلى  جالةومؽ ىشا تكؾن ال

 وبالتالي نحرل عمى:

 77.2                    )max 1 max0 0
2

a m m


     


 

 78.2                              ) 12 m     

 نجج: ،بتعؾيض الثؾابت 
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 79.2                      ) max 12 2

2 2
2

E H
m

 
  

h h
 

 بتخبيع الظخفيؽ نحرل عمى:  

 80.2                     ) 
2 2 2

2 4

8 4

1max

E H
m

 
 

h h
 

 81.2           )
   

2 2

1 1max max
2 2

H H
E

m m

 

 

 
     

   hh
 

بؾضع  1max
n m   :نجج 

 82.2                            )
2 2

22

2

2 2
1 1 4

n

H H

n
E

 



   
       

    
   
 

h h

h

 

أي أن ىشاك  l،mفقط ولا تتعمق ب nومؽ خلال عبارة الظاقة لحرة الييجروجيؽ ندتشتج أنيا تتعمق ب

 .العجيج مؽ الحلات الكسية السختمفة التي ليا نفذ قيسة الظاقة 

 السعسؼ التالية:  Laguerre( مع معادلة كثيخ حجود 70.2بسظابقة السعادلة  

 83.2          ) 
 

 
   

2

2
1 0

N N

NK K

K

r d r
r N r K N r

dr dr

d L L
L      

2السعسؼ   Laguerreنجج أن الجالة ىي كثيخ حجود  1

nL




l

l
 ، بتعؾيض الثؾابت والتبديط نجج: 

 84.2                 )  0
2 1

1

0 0

2 2
Zr

na

n nn

Z Z
r r e r

na na
NR L






   
    

   

l

l

l l
 

nNولتحجيج الثابت  l  ندتعسل شخط التشغيؼ لمجالة القظخية nR rl
: 
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 85.2                           )    2

0
1n nR r R r r dr


  l l

 

 نجج:وبادخال الستغيخ

 86.2               )   
 

 

3
22 _ 2 1 2

0

2 1 !

1 !n

n n
d

n
e L


  

 



    
   

l l

l l
 

بحيث 
0

2Z
r

na
  فقيسة ثابت التشغيؼ ىي :ومشو 

 87.2                        ) 

 

3

2

3

0

1 !2

2 !
n

n
N

na n n

  
  

    
l

l

l
 

 إذا نكتب الجالة القظخية كسا يمي :

  88.2          ) 
 

 
0

3

2
2 1

13

0 0 0

1 !2 2 2

2 !

r

na

nn

n
R r r e L r

na na nan n






      
      

       

l

l

l

l

l
 

 ومؽ خلال السعادلات الدابقة يسكششا كتابة دالة السؾجة كسا يمي: 

      
 

 
   0

3

2
22 1 2

13

0 0 0

1 !2 2 2
, , cos 1 cos

2 !

r

na

n

n
r r e L r

na na nan n



   






      
        

       

l

l
l

l
 

 89.2) 

1 2 1 2 1 2
2 2 2

2 2 2

02 2 2

1 2 2 1 2
, 1 1 ;1 1 ;cos .exp

2 2
F l l c m a c im

  
 

           
                  
            

h h h
 

 وعبارة الظاقة: 

 90.2 ) 

2
2

1 2 1 22 2 2 2
2 2

02 2 2 2

2 1 1 2 2 2
1 1 4 2 1 1

4 2
n

H
l c m a c c

   




                                                         

h h h h h
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 مقدمة 1.1

تؼ تقجيؼ الجراسة  لكسؾن كخاتدر في أطياف الشظاق لمجديئات ثشائية الحرة  11 10  ومشح ذلػ الحيؽ جحب

الكثيخ مؽ الاىتسام بدبب تظبيقيا في مختمف مجالات الفيدياء والكيسياء مثل: الفيدياء الشؾوية  12 

والجديئية  13 وكيسياء الكؼ 14  و الفيدياء الكيسيائية 15  حتى أنو يدتخجم لجراسة الخرائص البرخية

في الشذاط الكسؾمي لأشباه السؾصلات  16  وديشغخ بؾاسظة ىحا وسشخى في ىحا الفرل حل معادلة شخ

الكسؾن  17  18. 

 كسون كراتزرلحل معادلة شروديشغر  1.1

بالتعؾيض في معادلة شخوديشغخ نجج 9 : 

2 2
2

2 2 2 2 2

1 ( ) 1 ( , ) 1 ( , )
( , ) ( ) sin ( ) ( ) ( , )

2 sin sin

R r Y Y H
Y r R r R r R r Y

m r r r r r r

   
    

    

        
        

        

h

 1.3                                        )( ) ( , )R r Y     

وبعج فرل الستغيخات لجالة السؾجة 
 , ,

( ) ( , )
r

R r Y
 

     نتحرل عمى نفذ السعادلات في الفرل

 الثاني.

 حل السعادلة الزاوية 1.1.1

 2.3           )
2 2 2

2 2

sin ( , ) ( , )

2 ( , )sin 2 ( , )sin

Y Y
E

mY mY


    

        

  
 

  

h h 

نزخب السعادلة الداوية في 
2

2m

h
 ومع تبديظيا نجج: 

 3.3              )
2

2 2 2

21 sin ( , ) 1 ( , )
0

( , )sin ( , )sin

mEY Y

Y Y

    

        

  
  

   h
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وبؾضع: 
2

2mE
A   

h
 نتحرل عمى:  

 4.3               )
2

2 2

1 sin ( , ) 1 ( , )
0

( , )sin ( , )sin

Y Y
A

Y Y

    

        

  
  

  
 

2sin( في 4.3نزخب السعادلة    : 

 5.3                   )
2

2

2

sin sin ( , ) 1 ( , )
sin 0

( , ) ( , )

Y Y
A

Y Y

     


      

  
  

  
 

 باستخجام فرل الستغيخات لمسخة الثانية أي: 

 6.3                                          )( , ) ( ) ( )Y y     

 ( وتبديظيا نجج:5.3( في  6.3بتعؾيض السعادلة  

 7.3                       )
2

2

2

sin sin ( ) 1 ( )
sin 0

( ) ( )

y
A

y

   


    

   
  

   
 

 ( لا يسكؽ أن تتحقق إلا إذا كان: 7.3السعادلة  

 8.3                                   )2sin sin ( )
sin

( )

y
A B

y

  


  

 
 

 
 

 9.3                                           )
2

2

1 ( )

( )
B



 

 
 

 
 

  حل الجزء الخاص بالزاوية 

( في 9.3نزخب السعادلة     :ونبدظيا فشجج 

 10.3                                        ) 
2

2

( )
0B






 
  


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2Bولتكؽ  m   10.3فشكتب السعادلة :) 

 11.3                                       ) 
2

2

2

( )
0m






 
  


 

 وىي معادلة تفاضمية مؽ الجرجة الثانية حميا مؽ الذكل: 

 12.3                                      )  1 2

im imC e C e     

 . ¢mبحيث: 

2نزع  0C   .حتى لا يغيخ الإلكتخون اتجاه حخكتو 

 ( مؽ الذكل:12.3تكتب السعادلة  أي 

 13.3                                          )  1

imC e   

ندتعسل شخط الإستشغام لتكؾن الجالة  1Cولسعخفة الثابت    مدتشغسة، ولجيشا الداوية  تكؾن في

السجال  0,2. 

 14.3                                     )   
2

0

1d



     

 15.3                                       )
2

2

1

0

1im imC e e d



    

 ومشو : 

 16.3                                              )1

1

2
C


 

 ( نجج:13.3( في  16.3وبتعؾيض السعادلة  
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 17.3                                         ) 
1

2

ime 


  

2و  ولكي تكؾن الجالة السؾجية أحادية القيسة يجب أن تكؾن الجالة عشج الداويتيؽ    متداوية القيسة

 أي أن: 

 18.3                                       )   2     

 19.3                                  ) 21 1

2 2

imime e
 

 


 

 20.3                                  )21 1

2 2

im im ime e e  

 
 

 21.3                                            )2 1ime   

,0القيؼ التالية:  mومشو تأخح  1, 2, 3...m      .وىؾ ما يدسى بالعجد الكسي السغشاطيدي 

 حل الجزء الخاص ب

 :(8.3أي السعادلة  

 8.3                             )2 2sin sin ( )
sin

( )

y
A B m

y

  


  

 
  

 
 

 22.3                            )2 2sin sin ( )
sin 0

( )

y
A m

y

  


  

 
  

 
 

( في 22.3بزخب السعادلة   y   2والقدسة عمىsin   :نجج 

 23.3                           )
2

2

1 sin ( )
( ) 0

sin sin

y m
A y

 


   

  
   

   
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 لجيشا: 

 24.3                              )cos
sin cos sin

d
d d

d


   


     

 25.3                                       )1

cos sin

d d

d d  
   

2sin( في 25.3نزخب السعادلة    :فشجج 

 26.3                                     )2sin sin
cos

d d

d d
 

 
  

 27.3                             )2 2 2 2sin cos 1 sin 1 cos        

 ( فشحج: 23.3( في السعادلة  27.3(،  26.3(،  25.3نعؾض السعادلات  

 28.3                 )
 

2
2

2

( )
sin ( ) 0

cos cos 1 cos

d dy m
A y

d d


 

  

  
         

 

cosxنقؾم بتغييخ متغيخ ونزع:    ،   P x y   مؽ الذكل: 28.3. فتربح السعادلة ) 

 29.3                       ) 
 

 
 

2
2

2
1 0

1

dP xd m
x A P x

dx dx x

  
     

    

 

مؽ أجل  نيايةفي الحالة العامة ليحه السعادلة التفاضمية مؽ الجرجة الثانية حلان مدتقلان يربحان لا 

1x   التابع السؾجي يكؾن غيخ معجوم عشج مدافة غيخ محجدة ،r  وتعخف ىحه السعادلة بسعادلة ،

ليجشجر والحل العام ليا غيخ مقبؾل فيديائيا الا اذا كان:  1l l    أي  
2

1
2

E l l
m




 

h  :بحيث

0l  أحج ىحه الحمؾل يكؾن معخف عشج كل قيؼ.x. 

0mمؽ أجل    فإن P x .ستكؾن كثيخة الحجود لميجشجر 



كراتزركسون للة شروديشغر حل معاد  الثالثالفصل ا  

 

 ~33  ~  

0mمؽ أجل     حل دائسا معخف، لؽ يكؾن مسكشا إلا إذا كانتm l  والحل يكؾن كثيخات الحجود

لميجشجر السخافقة  
m

lP x  :بحيث 

 30.3                                 )   
2

21 . .
m m

m

l lm

d
P x P x

dx
  

 31.3                                  )   21
1

2 !

l
l

l l l

d
P x x

l dx
  

 فيكتب الحل مؽ الذكل: 

 32.3                                   )   cos
m

lm ly     

 إذا حل الجدء الستعمق بالدويا يكؾن: 

 33.3                         ) 
1

( , ) cos
2

m im

lm lY e   


    

 بحيث: 

lm :ثابت التشغيؼ نحرل عميو مؽ خلال شخط الاستشغام لجالة 

 34.3                          )   , , sin 1lm lmY Y d d        

 35.3                    ) 
22

2

0 0

sin 1
2

im im mlm
ld e e x d

 

   


 
   

 
  

 لجيشا:

 36.3                       ) 
 

 

2

0

!2
sin

2 1 !

m

l

l m
x d u

l l m



  


 
    

 ( نجج: 35.3( في السعادلة  36.3بتعؾيض السعادلة  
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 37.3                              ) 

 

2 !2
2 1

2 2 1 !

lm
l m

u
l l m

 





 
 

 ومشو:

 38.3                                ) 
 

 

!2 1
1

2 !

m

lm

l ml

l m


  


 

 :0m( نجج مؽ أجل 33.3وبالتعؾيض في السعادلة  

 39.3               ) 
 

 
 

!2 1 1
( , ) 1 cos

2 ! 2

m m im

l

l ml
Y e

l m

  



   


 

 40.3                    ) 
 

 
 

!2 1
( , ) 1 cos

4 !

m m im

l

l ml
Y e

l m

  



   


 

 : 0mومؽ أجل 

 41.3                                        ) 1
mm m

l lY Y
   

 السعادلة القطرية 1.1.1

 فشجج: 2rلحل السعادلة القظخية نأخح السعادلة الستحرل عمييا في الفرل الدابق ونقدسيا عمى 

 42.3         )   
 

2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 1 2 1
0r

d R r dR r
E H D E R r

dr r dr r r


      
         

    h h h
 

 مؽ أجل حل ىحه السعادلة نقؾم بالتغييخ التالي: 

 43.3                                                    )
2

8
Er


  

h
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نحدب مذتق الجالة  R rفي السعادلة القظخية بجلالة السذتقات لمستغيخ الججيج: 

يسكؽ كتابة السذتق الأول  dR r

dr
 بالذكل التالي:  

 44.3                                 )     
2

8dR r dR r dR rd
E

dr d dr d

 

 
  

h
 

 ويسكؽ كتابة السذتق الثاني بالذكل: 

 45.3                                          )   2 2

2 2 2

8d R r d R r
E

dr d




 

h
 

 وبيحا التعبيخ تربح السعادلة القظخية عمى الشحؾ التالي: 

                                      2
2

2 2 2

8
2

8 8
E

d R r dR r
E E

d d



 

  



   h

h h
 

 46.3       ) 
2 22 2

2 2 2 2

8 8
2 2 2

0r

E E

E H D E R r

 
  

 

  
      

        
     
   

h h

h h h
 

( عمى 23.3وبقدسة السعادلة  
2

8
E




h
نجج  

2

8
Er


  

h
: 

 47.3   )   
 

2 2

2 2 2 2

2 1 1 2 1
0

4 2
r

d R r dR r
H D E R r

d d E


 


    

     
             

     h h
 

نزع:  
2

2

2
1 rD E


    

h
 ،

22
H

E


  

h
 

 فشحرل عمى السعادلة القظخية التالية: 
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 48.3                    )   
   

2

2 2

2 1 1
1 0

4

d R dR
R

d d

  
  

    

  
       

  
 

 لحل ىحه السعادلة نزع:

 49.3                                              )   2R e f


  


 

 عميشا حداب مذتقات الجالة الججيجة بجلالة الستغيخ الججيج 

 الأول:السذتق 

 50.3       )
 

   
 

2

1 2 2 2
1

2

d e f
dfdR

e f e f e
d d d




  
  

 


    
  



  


 
 
     

 السذتق الثاني:

                        22
12 2 2

2 2
2

d f dfd R
e e e

d d d

  
   

  
  

  


 
    

 
 

 51.3                 )   2 12 2 2
1

1
4

e e e f
  

       
  

 
 

   
 

 

 ( نجج:48.3( في السعادلة  51.3( و 50.3نعؾض السعادلتيؽ  

                                     2

12 2 2
2

2
d f df

e e e
d d

  
   

  
 

  


 
   
 

 

                                     2 12 2 2
1

1
4

e e e f
  

       
  

 
 

   
 

 

 52.3   )   
 

   2
2

2 1 1 1
1 0

2 4

df
f f e f

d


 

        
   

    
           

    
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1بالقدسة عمى  2e





 :نجج 

                     
 

 
   

2

1

2

1
2 1

4

d f df
f

d d

 
        

 

 
       

 
 

 53.3      )   
 

   2

2 1 1 1
1 0

2 4

df
f f f

d

 
        

   

    
           

    
 

 بعج تبديط السعادلة نحرل عمى: 

 54.3                     ) 
 

 
   

2

2
2 2 1

d f df
f

d d

 
     

 
      

 التفاضمية السعخوفة وحميا ىؾ دالة فؾق اليشجسية الستجسعة:  Laguerreالسعادلة الأخيخة ىي معادلة 

 55.3                                   )   1 1 1,2 2,f N F        

مؽ الدمؾك السقارب لمجالة الستجسعة  1 1 0r N F   0مسا يؤدي ىحا إلى  حيثr    

 نجج الذخط العام لمتكسيؼ: 

 56.3                                     )1 ,n 1,2,3,....r rn     

 أي:

 57.3                                                 )1rn    

نعؾض 
22

H
E


  

h
 ،

2

8
Er


  

h
1rnو     :ومشو 

 58.3                                )  1 1 2

8
,2 2,r rf r N F n Er




 
    

 h
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1 1 2 2

8
, 2 ,

2
r r rN F n H n Er

E

 


  
       

  h h
مؽ الجرجة Laguerreيسكؽ كتابتيا ككثيخ حجود 

rn: 

 59.3             )2 2

1 12 2 2

8 8
, 2 ,

2rn r r rL Er N F n H n Er
E

   


    
             

    h h h
 

 ( لجيشا: 49.3مؽ السعادلة  

                   

2

2

1 1 2
1 4

2 2

2 2

1

8 1 8
exp

2

rD E

rR r N Er Er





 

 
     

    
         

   

h

h h
 

 60.3                     )
2

1 2 2

2 8
,1 1 4 ,r rF n D E Er

   
        

h h
 

 حيث:

22
H

E


   

h
   ، 

2

8
Er


  

h
و 

2

2

2
1, 1r rn D E


        

h
 

 باستخجام ىحه العبارات نجج عبارة الظاقة:

 61.3              )
3 3

2 2 2

2 2 2 22 2 2
H H E H

E E

  
  


        

h h h
 

1rnبتعؾيض      : فتربح عبارة الظاقة مؽ الذكل 

 62.3                                      )
 

3
2

222 1r

E H
n




 

 h
 

 مؽ السعادلة التالية:  عميشا حداب 
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 63.3                  ) 
2 2

2

2 2

2 2
1 0r rD E D E 

 
   

 
        

 h h
 

 ىحه السعادلة ليا حميؽ ىسا: 

 64.3                                        )
2

1 2

1 1 2
1 4

2 2
rD E




 
     

 h
 

 65.3                                        )
2

2 2

1 1 2
1 4

2 2
rD E




 
     

 h
 

الحل السقبؾل ىؾ الحل الأول 
1   فشجج:62.3ندتخجمو في عبارة الظاقة ) 

 66.3                       )
2

3 2 2

2 2

1 1 2
1 4

2 2 2rn r r

H
E n D E

 


  
          

h h
 

 وعبارة الجالة القظخية مؽ دالة السؾجة تكؾن: 

                         
  

2 2

2

1 1 2
1 4 1

2 2 2

2 2

1

8 1 8
exp

2

rD l l
m

rR r N Er Er



 

 
      

    
         

   

h

h

h h
 

 67.3                              )  
2 2

1 2 2

2 8
,1 1 4 1 ,

2
r rF n D l l Er

m

   
         

h

h h
 

 ( لشجج العبارة الشيائية لظاقة :66.3في معادلة الظاقة   Eنعؾض عبارة 

 68.3                     )  
2

3 2 2 2

2 2

1 1 2
1

2 2 2 2rn r r

H
E n D l l

m

 


 
      

 
 

h

h h
 

n 0,1,2,...., 0,1,2,....r l  وm 0, 1, 2,....    
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ومشو ندتشتج الجالة السؾجية لشغامشا      , , ,r R r Y       والسعادلة ( 40.3مؽ السعادلة الداوية

 ( نجج:67.3القظخية  

                      
  

2 2

2

1 1 2
1 4 1

2 2 2

2 2

1

8 1 8
, , exp

2

rD l l
m

rr N Er Er



 
  

 
      

    
         

   

h

h

h h
 

 69.3   )    
 

 
 

2 2

1 2 2

!2 8 2 1
,1 1 4 1 , . 1 cos

2 4 !

m m im

r r l

l ml
F n D l l Er e

m l m

 




    
             

h

h h
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لكسون الحمقة السزاعف زائد كسون 

 كراتزر
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 مقدمة  1.4

في ىحا الفرل سشعسؼ التظبيقات التي قسشا بيا سابقا، وذلػ عؽ طخيق حل معادلة شخوديشغخ العجدية 

 دالة السؾجة وطيف الظاقة السقابل ليحه الحالة.بؾجؾد كسؾن الحمقة السزاعف زائج كسؾن كخاتدر لحداب 

 حل معادلة شروديشغر لكسون كراتزر زائد الحمقة السزاعف  1.4

 نكتب معادلة شخوديشغخ عمى الذكل التالي:

   1.4                                   )
 

2

,
2

V r E 


 
    

 

h 

الدابقيؽ فشتحرل عمى السعادلتيؽ الداوية والقظخية عمى ونقؾم بشفذ الخظؾات التي قسشا بيا في الفرميؽ 

 التؾالي:
  2.4        )   

       
2 2 2

2 2 2

2
cot 0

sin

d d m
f E

d d


  
    

  

 
       

h
 

 3.4           )   
      

2

2 2

2 2

2
2 0

d R r dR r
r r r E V r R r E R r

dr dr



    

h
 

لأن الجالتيؽ  dبالسذتق الكمي   استبجلشا السذتق الجدئي R r و   ليسا متغيخ واحج، وعميشا حل

(  و 3.4ثؼ ندتخجم  ىحه القيؼ الحاتية الداوية لحل السعادلة القظخية   E( لإيجاد 2.4السعادلة الداوية  

لمشغام وأيزا وعيفة السؾجة  Eسيعظيشا ىحا الظاقات  ,r  . 

 حل السعادلة الزاوية  1.1.4

 لجيشا: 
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 4.4            )   
2

4 2 2

2 2 2

1
, cos cos sin

2

rDH
V r

r r r
       




  

       
  

h 

 وفي ىحه الحالة تربح السعادلة الداوية مؽ الذكل: 

 5.4 ) 
     

2 2
4 2 2 2

2 2
cot cos cos sin cos 0

sin

d d m
E

d d



         

  

 
 

         

 وعشج أخح الستغيخات التالية: 

 6.4                                                      ) 2cos  

 7.4                                                 ) 1 T
    

 ندتعسل لحداب باقي أجداء السعادلة الداوية نحرل عمى الستغيخات الججيجة: 

 8.4                                          )   2 2sin 1 cos 1      

 9.4                                                   )cot
1








 

 ىؾ:مؽ حيث الستغيخ الججيج  بالشدبة ل السذتق الأول ل

 10.4                                           ) 2 1
d d

d d
 

 

    
 

 

 ىؾ:مؽ حيث الستغيخ الججيج  بالشدبة ل السذتق الثاني ل

 11.4                                 )   
2 2

2 2
2 4 4 1

d d d

d d d
  

  

  
    

dالسذتق الأول 

d

  مؽ حيث الجالة الججيجةT :ىؾ 
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 12.4               )      
11 1 1 1

d dT
T

d d

         
 


      

السذتق الثاني 
2

2

d

d

  مؽ حيث الجالة الججيجةT  :ىؾ 

                    
2

1 12 1

2
1 1 2 1 1 1

d
T

d

             


           
 

 

 13.4                     )      
2

11

2
2 1 1 1

dT d T

d d

         
 

      

( نجج السعادلة الداوية الججيجة بالستغيخ 5.4( في السعادلة  11.4( و  8.4بؾاسظة تعؾيض السعادلتيؽ  

: 

 14.4    )     
2

2

2

1
4 1 2 6 0

1

d d
m E

d d



     

   

    
           

   
 

 ( نجج:14.4( في السعادلة  13.4( و 12.4(،  7.4وبتعؾيض السعادلات  

                   4 1 (       
2

11

2
1 2 1 1

d T dT

d d

         
 

     

                        1 12 11 1 2 1 1 1 T
             

         )         

                             112 6 1 1 1
dT

T
d

          


 
       

 
 

 15.4                      ) 21
1 0

1
m E T






   

 

  
        

   
 

وبالقدسة عمى  4 1
   :تربح السعادلة مؽ الذكل 

                                
2

2

1 3
1 2 2 2

2 2

d T dT

d d
     

 

    
          

    
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                    
1 11 11 1 3

1 1 1 1 1
2 2 2

            
            

 16.4                  )
 

21 3
2 0

4 1 4 2

E
m T

   
 

 
       

  
 

 وبؾضع: 

 17.4                                         ) 
1 21 1

1
4 4

    

 18.4                                   ) 
1 2

21

2
m       

 نحرل عمى السعادلة الفؾق اليشجسية التالية:

                                   
1 3

1 2 2 2
2 2

T T     
    

          
    

 

 19.4                    )21
8 2 2 2 0

4
E m T               

 وحميا ىؾ دالة فؾق اليشجسية: 

  

 20.4) 

 مؽ شكل السعادلة فؾق اليشجسية: 

 21.4              )  21
8 2 2 2 2 2 2

4
E m                   

 فيي تتظمب: 

     
1 21 2 1 221 1

, 1 1 ;1 1 ;
2 2

T F l l m      
 

            
 
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 22.4                  )   
2

1 21 2 21 1
2 1 1

4 2
E l m     

 
          

 
 

في السعادلة  Tوبحلػ نحرل عمة دالة السؾجة الداوية عشج تعؾيض الجالة  1 T
     :نجج 

 23.4   )       
1 21 2 1 221 1

1 , 1 1 ;1 1 ;
2 2

F l l m


       
 

              
 

 

2cosوبؾضع:     :تربح السعادلة مؽ الذكل 

                                                   
2 2cos 1 cos



      

 24.4          )     
1 21 2 1 22 21 1

, 1 1 ;1 1 ;cos
2 2

F l l m     
 
          
 

 

 حيث:  
1 2

21

2
m        و 

1 21 1
1

4 4
    

 وتكتب الظاقة الداوية عمى الشحؾ التالي: 

 25.4                 )   
2

1 21 2 21 1
2 1 1

4 2
E l m     

 
          

 
 

0,1,2.....,m 0, 1, 2,.....l     

 حل السعادلة القطرية   1.1.4

 فشجج: 2r( ونقدسيا عمى 3.4لحل السعادلة القظخية نأخح السعادلة  

 26.4      )   
 

2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 1 2 1
0r

d R r dR r
E H D E R r

dr r dr r r


      
         

    h h h
 

 مؽ أجل حل ىحه السعادلة نقؾم بالتغييخ التالي: 
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 27.4                                                      )
2

8
Er


  

h
 

نحدب مذتق الجالة  R rفي السعادلة القظخية بجلالة السذتقات لمستغيخ الججيج: 

يسكؽ كتابة السذتق الأول  dR r

dr
 بالذكل التالي:  

 28.4                                 )     
2

8dR r dR r dR rd
E

dr d dr d

 

 
  

h
 

 ويسكؽ كتابة السذتق الثاني بالذكل: 

 29.4                                          )   2 2

2 2 2

8d R r d R r
E

dr d




 

h
 

 وبيحا التعبيخ تربح السعادلة القظخية عمى الشحؾ التالي: 

                                      2
2

2 2 2

8
2

8 8
E

d R r dR r
E E

d d



 

  



   h

h h
 

 30.4       ) 
2 22 2

2 2 2 2

8 8
2 2 2

0r

E E

E H D E R r

 
  

 

  
      

        
     
   

h h

h h h
 

( عمى 8.3وبقدسة السعادلة  
2

8
E




h
نجج  

2

8
Er


  

h
: 

 31.4   )   
 

2 2

2 2 2 2

2 1 1 2 1
0

4 2
r

d R r dR r
H D E R r

d d E


 


    

     
             

     h h
 

نزع:  
2

2

2
1 rD E


    

h
 ،

22
H

E


  

h
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 فشحرل عمى السعادلة القظخية التالية: 
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 لحل ىحه السعادلة نزع:
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 عميشا حداب مذتقات الجالة الججيجة بجلالة الستغيخ الججيج 

 السذتق الأول:

 34.4     )
 

   
 

2

1 2 2 2
1

2

d e f
dfdR

e f e f e
d d d




  
  

 


    
  



  


 
 
     

 السذتق الثاني:
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 ( نجج:32.4( في السعادلة  35.4( و 34.4نعؾض السعادلتيؽ  
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 36.4   )   
 

   2
2

2 1 1 1
1 0

2 4

df
f f e f

d


 

        
   

    
           

    
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 بعج تبديط السعادلة نحرل عمى: 
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 التفاضمية السعخوفة وحميا ىؾ دالة فؾق اليشجسية الستجسعة:  Laguerreالسعادلة الأخيخة ىي معادلة 

 39.4                                   )   1 1 1,2 2,f N F        
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 نجج الذخط العام لمتكسيؼ: 
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مؽ الجرجة  Laguerreيسكؽ كتابتيا ككثيخ حجود  
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 ( لجيشا: 33.4مؽ السعادلة  

                   

2

2

1 1 2
1 4

2 2

2 2

1

8 1 8
exp

2

rD E

rR r N Er Er





 

 
     

    
         

   

h

h h
 

 44.4                     )
2

1 2 2

2 8
,1 1 4 ,r rF n D E Er

   
        

h h
 

 حيث:
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 باستخجام ىحه العبارات نجج عبارة الظاقة:
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1rnبتعؾيض      : فتربح عبارة الظاقة مؽ الذكل 
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 مؽ السعادلة التالية:  عميشا حداب 
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 ىحه السعادلة ليا حميؽ ىسا: 

 48.4                                        )
2

1 2

1 1 2
1 4

2 2
rD E




 
     

 h
 

 49.4                                        )
2

2 2

1 1 2
1 4

2 2
rD E




 
     

 h
 

الحل السقبؾل ىؾ الحل الأول 
1   فشجج:46.4ندتخجمو في عبارة الظاقة ) 
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 وعبارة الجالة القظخية مؽ دالة السؾجة تكؾن: 
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 ( لشجج العبارة الشيائية لظاقة :50.4( في معادلة الظاقة  25.4مؽ السعادلة   Eنعؾض عبارة 
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n 0,1,2,...., 0,1,2,....r l  وm 0, 1, 2,....    

ومشو ندتشتج الجالة السؾجية لشغامشا        , , expr im R r        24.4مؽ السعادلة الداوية )

 ( نجج:51.4والسعادلة القظخية  
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 بحيث: 
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 مشاقذة

نلاحظ في ىحا الفرل أن كسؾن الحمقة السزاعف زائج كسؾن كخاتدر يعظيشا عبارة طاقة وتكؾن بقيؼ 

معخفة لظاقة في حالة تحقق الذخط 
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4
rD E


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h
وىحا الذخط يدتمدم قيؼ حجية ل 

rD  وتتغيخ

 وىحا الذخط ما يجعمشا نحرل عمى حل معادلة شخوديشغخ لمكسؾنيؽ معا.   Eبتغيخ 
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 الخاتسة

في ىحه الاطخوحة قسشا  بجراسة بذكل تحميمي معادلة شخوديشغخ بكسؾن الحمقة السزاعف زائج كسؾن      

كخاتدر وذلػ بعج إعظاء نغخة عامة حؾل معادلة شخوديشغخ ومفيؾميا ومعادلتيا الستعمقة بالدمؽ وغيخ 

شا بحل معادلة الستعمقة بالدمؽ مع شخح بديط لبعض الكسؾنات غيخ السخكدية التي نحتاجيا، وقس

شخوديشغخ بكسؾن الحمقة السزاعف وكسؾن كخاتدر كل عمى حجى وتحرمشا عمى عبارتيؽ دالة السؾجة 

 عمى التؾالي: 
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بالكسؾنيؽ معا حيث تحرمشا عمى دالة السؾجة التي ىي عبارة عؽ دالة وفي الأخيخ رأيشا حل السعادلة 

الجدء الداوي مؽ دالة السؾجة لكسؾن الحمقة السزاعف والجدء  نلاحظبيؽ الجالتيؽ الدابقتيؽ حيث  مذتخكة

 القظخي مؽ دالة السؾجة لكسؾن كخاتدر.
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 :ممخص

في ىحا العسل قسشا بجراسة تحميمية لحل معادلة شخوديشغخ لكسؾن لا مخكدي متكؾن مؽ كسؾن كخاتدر زائج كسؾن 
السعادلة ومؽ ثؼ في  ى درسشا كل كسؾن لؾحجه وقسشا بحلالحمقة السزاعف، وذلػ في حالتيؽ بحيث الحالة الأول

 الحالة الثانية دمجشا الكسؾنيؽ معا: 
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 والظاقة في ىحه الحالة.    وتحرمشا عمى حل السعادلة وىي دالة السؾجة الأخيخة

 معادلة شخوديشغخ، كسؾن الحمقة السزاعف، كسؾن كخاتدر الكمسات السفتاحية:

 

Abstract: 

in this work we have studied an analytical to solve Schrodinger equivalent to a non-
central universe consisting of an ambush of a keratzer plus Double Ring-Shaped in 
two cases, so that the first case we studied all an ambulance alone and we solved the 
equation and then in the second case together: 
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we obtainequation and afinal wave and energy function in this case. 

kegwordes: Schrödinger equation, Kratzer potential, Double Ring-Shaped potential 
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Résumé:  

dans ce travail nous avons fait une étude analytique pour résoudre l'équation de 
Schrödinger pour un potentiel excentrique composé d'un potentiel de Kratzer plus un 
potentiel a double boucle, dans les duex cas ou le premier cas nous avons étudié 
chaque potentiel seul nous avons résolu l'équation et puis dans les deux potentiels 
ensemble: 
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et on obtenu la solution de l'équation qui est une fonction la dernière onde et l'énergie 
dans ce cas. 

Mots clés : l’équation de Schrödinger, potentiel de Kratzer, potentiel a double boucle  

 


