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Abstract

In our work, we study a stochastic optimization control problem, where the controller has incomplet
informations. More precisely ; the information available to the controller is possibly less than the
whole (full) information. We establish a set of necessary conditions for optimal stochastic control
of systems driven by stochastic differential equations in the form of stochastic maximum principle.
The incomplete informations means that the information available to the controller is possibly less
than the whole (full) information. That is, any admissible control is adapted to a subfiltration.
This type of control problems which has potential applications in mathematical finance becomes
naturally, because it may fail to obtain an admissible control with complet information in real

world applications. In this work, the control domain is assumed to be convex.

Keywords. Stochastic optimal control; stochastic differential equation; incomplet information,

necessary conditions of optimality. Ito-formula. variational method, convex perturbations.

Hourma Selami (©)2024
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Résumé

Dans notre travail, nous étudions un probléme d’optimisation stochastique, ot le controéleur dispose
d’informations incomplétes. Plus précisément ; les informations dont dispose le responsable du
traitement sont peut-étre inférieures a la totalité des informations (complétes). Nous établissons un
ensemble de conditions nécessaires pour un contrble stochastique optimal des systémes gouvernés
par des équations différentielles stochastiques sous la forme du principe du maximum stochastique.
Les informations incomplétes signifient que les informations dont dispose le responsable du traite-
ment sont éventuellement inférieures a 1’ensemble des informations (complétes). C’est-a-dire que
tout controle admissible est adapté a une sous-filtration. Ce type de probléme de controle qui a
des applications potentielles en finance mathématique devient naturel, car il peut ne pas parvenir
& obtenir un controle admissible avec des informations complétes dans des applications du monde

réel. Dans ce travail, le domaine de controle est supposé convexe.

Hourma Selami (©)2024

v



Table des matiéres

(Introductionl

[1 Généralités sur les processus stochastiques|

T2

kspérance Conditionnellel . . . . . . . . .. o000

M21

Esspérance conditionnelle par rapport a une tribuf . . . . . . ... ... ...

22

Espérance conditionnelle par rapport a une variable] . . . . . . ... ... ..

123

Propriétés de I'espérance conditionnelle| . . . . . . . ... ... ...,

24

Formule de Bayes| . . . . . . . . .. oo

(1.4  Martingales . . . . . . . . . e

ii

iii

iv



[1.5.2  Intégrale de Wiener{. . . . . . . . . . . ... 14
[1.5.3  Processus lié¢ a I'intégrale stochastiquel . . . . . .. ... ... ... ... .. 15
[1.5.4 Intégration par parties| . . . . . . . . . . ... 17

[1.6 Intégrale stochastique{. . . . . . . . . . 17
[1.6.1 Propriétés] . . . . . . . . . 19
[1.6.2  Martingale locale| . . . . . .. ... ... . . o oo 20
[1.6.3 Inégalité maximalel . . . . . . . . ... Lo 20
(.64 Processus d’Itdl . . . . . . .. 21
[1.6.5 Intégrale par rapport a un processus d’Itd| . . . . . . . ... ... L. 22
[1.6.6 Crochet d’un processus d’Ito]. . . . . . . ... ... ... L. 22
6.7 lemmedTtdl. . . . . . . . . . o e 23
[1.6.8  Equations diftérentielles stochastiques|. . . . . . . .. ... ..o 24
[1.6.9 Exemples de processus d’Itd| . . . . . . . ... 25

2 Contréle optimal stochastique 27
21 Classes des controles . . . . . . . ... o 28
2.1.1 Controle admissiblel . . . . . . . .. .. L oL 28
[2.1.2  Controle optimal| . . . . . ... ... oo 28
2.1.3 Controle Feed-Backl . . . . . . . .. .. . L o 29
214 Controlerelaxél . . . . . . . . .. Lo 29
[2.1.5  Controle ergodique et controle Risk-sensible] . . . . . ... ... ... .. .. 29

[2.2  Méthodes de résolution en controle stochastiquel . . . . . . . ... ... ... .. 30
[2.2.1  Principe de la programmation dynamique| . . . . . . ... ... ... ... 30
[2.2.2  Equation d’Hamilton-Jacobi-Bellman| . . . . . . ... ... ... ... .. .. 30
[2.2.3  Principe du maximum de Pontryagml . . . . . ... ... .00 0L 32

[3 Principe du maximum avec des informations incomplétes| 33
[3.1 Enoncé générall . . . . . ... 33

vi



Table des matiéres

B.2 Conditions Nécessaired . . . . . . . . . . . . . ..
[Conclusionl
[Bibliographie|
A Abrévian N ons

vil

41

43



Introduction

Dans ce mémoire, on consideére des problémes des controles optimaux stochastiques et le principe
du maximum sous l'information partielle. Il existe deux principes de résolution du probléme de
controle optimal :

i) Principe de la programmation dynamique : Le principe de la programmation dynamique (PPD)
est un principe fondamental pour la théorie du controle stochastique, a été introduite par Bellman
en (1953- 1956).

ii) Principe du maximum de Pontryagin : Le principe du maximum a été introduit par Pontryagin
et al, en (1953-1956). Elle s’appuie sur 'idée suivante : si un controle optimal existe en utilisant
I'approche de Lagrange en calculant des variations sur la fonctionnelle J(u) par rapport a un

parametre de perturbation positive 6 :

) oo 2 0.

L’objet du contrdle optimal stochastique est de maximiser (minimiser) un cott sur un ensemble U

de tous les controles admissibles :

J () = sup J(u(-))

u(-)eU
Le principe du maximum a été établie par Pontryagin et al., en 1956, et la premiére version
du maximum stochastique a été établie par Kushner en (1973-1976), pour objectif de trouver

I’ensemble des conditions nécessaires et suffisantes qui satisfaites de ce controle.

Nous présentons ce travail en trois chapitres comme suit : dans le premier chapitre généralités

sur les processus stochastiques, nous donnons des généralités et concepts de base sur les processus
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stochastiques. Ces différentes notions, vont étre utilisées dans la suite de ce mémoire. On va s’inté-
resser ainsi, & des phénomeénes aléatoires dépendant du temps. De telle sorte que toute I'information

connue & la date t est rassemblé dans une tribu notée F;.

Dans le deuxiéme chapitre : Controle optimal stochastique, la théorie du controle a été initialement
développée dans le but d’obtenir des outils d’analyse et de synthése des systémes de controle et de
systéme dynamique (c’est a dire I’évolution du systéme au cours du temps). Cette grande théorie

a de nombreuses applications en gestion et en finance.

Dans le troisiéme chapitre : Principe du maximum sous l'information partielle, ce chapitre est
consacré a la démonstration des conditions nécessaires du principe du maximum sous I'information
partielle de la facon plus intuitive possible. Cette méthode de résolution est utilisée dans le cas
qu’il ne dispose pas d’une mesure compléte et parfaite de I’état complet du systéme a chaque fois.

Par exemple, une information retardée par a > 0 : G, = F;_q).



Chapitre 1

Généralités sur les processus

stochastiques

Dans ce premier chapitre, nous donnons des généralités et concepts de base sur les processus
stochastiques. Ces différentes notions, vont étre utilisées dans la suite de ce mémoire. On va s’inté-
resser ainsi, & des phénomeénes aléatoires dépendant du temps. De telle sorte que toute I'information

connue & la date t est rassemblé dans une tribu notée F;.

1.1 Filtration et Processus
Considérons dans la suite I'espace de probabilités (2, F, P) .

Définition 1.1.1 Une filtration est une famille croissante de sous tribus de F, c “est-a-dire telle

que F; C Fg pour tout t < s.

On demande souvent que les ensembles négligeables soient contenus dans Fy. On parle donc d’hy-
pothéses habituelles si :

— Les ensembles négligeables sont contenus dans Fy.

— La filtration est continue a droite au sens ot F; = Mg Fs.

— Une filtration G est dite plus grosse que F si F; C G, Vt.
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Définition 1.1.2 Une processus stochastique (ou fonction aléatoire) est une famille de variables
aléatoires (Xy;t € [0,00]) définies sur le méme espace de probabilités. Le processus stochastique

(X, t > 0) est dit adapté (par rapport & une filtration F;) si X; est Fy — mesurable pour tout t.

Remarque 1.1.1 On dit que le processus est a trajectoires continues (ou continu) si les applica-
tions t — X;(w) sont continués pour presque tout w. De plus, un processus est dit cadlag (continu
a droite et de limites a gauche) si ses trajectoires sont continués a droite, et avec une limite a

gauche.

A un processus stochastique X on associe sa filtration naturelle F;*, c’est a dire la famille croissante
de tribus FX = o {X,, s <t} . On utilise souvent des processus dit prévisibles. La définition précise
est la suivante : Soit (2, F, P) un espace muni d’une filtration (F;). On appelle tribu des prévisibles

la tribu sur (0,00) x € engendrée par les rectangles de la forme :
Js,t] x A, 0<s<t, AecF,.

Un processus est prévisible si et seulement si lapplication (¢,w) — X;(w) est mesurable par
rapport a la tribu des prévisibles [I], 10, Remark 2.2]. En effet, il suffit de savoir que les processus

cag sont prévisibles.

Remarque 1.1.2 On dit que deux processus X etY sont égaux & une modification prés si X; =Y,
p.s. Vt. Deux processus sont égaux en lot X o Y si pour tout (tq,ts,,...,t,) et pour tout n on a

(Xt17Xt27 "'7th) léi (}/15171/;27 7}/1511)

1.1.1 Processus croissant

— Un processus A = (A; ,t > 0) est un processus croissant si Ag = 0 et t — A; est une fonction
croissante c’est-a-dire :

A (w) <Ay (w) \VE<s ,p.s.
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— Un processus V = (V;,t > 0) et dit a variation bornée sur [0, ] si

sng\vtM ~V,| <K,

le sup étant pris sur les subdivisions 0 <ty <t; < ... <t; <t <t

— Un processus V = (V;,t > 0) et dit & variation finie sur [0, ¢] si

S?pz ’V;Hrl = Vi;| < 00,
g

Le sup étant pris sur les subdivisions 0 < ¢y, <t; < ... <t; <t;41 <t
— Un processus V' = (V;,t > 0) est dit a variation finie s’il est a variation finie sur [0, ¢ pour tout

t. Il est alors la différence de deux processus croissants (et réciproquement).

1.1.2 Processus Gaussiens

Définition 1.1.3 Un processus X est gaussien si toute combinaison linéaire finie de (X;,t > 0)

est une variable aléatoire (v.a.) gaussienne :

n
Vn ,Vt; 1 <i<n, Vag ,Zain- est une v.a. gaussienne.

=1

Remarque 1.1.3 Un processus gaussien est caractérisé par son espérance et sa covariance. Un
espace gaussien est un sous-espace vectoriel fermé de L* () formé de v.a. gaussiennes centrées.
L’espace gaussien engendré par un processus gaussien est le sous espace de L* (Q) engendré par les
v.a. centrées (Xy — E (X;), t > 0), c’est-a-dire le sous espace formé par les combinaisons linéaires

de ces variables centrées et leurs limites en moyenne quadratique.
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1.2 Espérance Conditionnelle

Soit A et B deux événements (sous-ensembles de €2 ). On définit la probabilité conditionnelle de

A sachant B par
P(ANB)

P(AIB) =~ 0

pour tout B tel que P (B) # 0.
Propriété 1.2.1 P (.|B) est une probabilité sur Q.

On peut définir I’espérance d’une variable par rapport & cette loi. Considérons le cas d’une variable
X a valeurs dans (x1, xg, ..., T,). Soit B fixé et Q) (A) := P (A|B). On a alors en désignant par Eg

I’espérance par rapport a @) :

Bo() S -y - £ L)

On peut écrire
B

ol 1(x=s,) est la fonction indicatrice qui vaut 1 si w € {X =1z,} et 0 si non et on remarque que

xilix—p1 = X. Alors,
77 { i}

P(X=x;nB) 1
25 b ‘P<B>/3Xdp’

J

ce que 'on peut lire

/B Fo (X)dP = Eq (X) P (B) /B XdP.

On note E (X|B) = Eg (X). Soit alors B la tribu engendrée par B et E (X|B) la variable aléatoire
définie par £ (X|B) = E(X|B) 1+ E (X|B¢) 1g.. On a

/DE(X|B)dP:/DXdP.
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pour tout élément D € B. O appelle espérance conditionnelle de X sachant B, quand cette variable
aléatoire X est B — mesurable. Un cas particulier intéressant est celui ol ’événement B est lié a
une v.a.

Soient X et Y deux v.a. a valeurs dans (z1, T, ..., T,) (resp (Y1, Y2, .-, Yn)) , telles que Vi, P (Y = y;) #
0. On peut alors définir P (X = z,|Y =y;) = p(z;;y;). On remarque que pour tout v;, p(.;v;)
définit une probabilité sur (z1, s, ..., z,). On peut donc définir espérance de X par rapport a

cette loi par :

X‘Y—yl Z[L'J —.TJ’Y:yz)

1
= i) = XdP.
ij/'b LL’], y P (Y Vi ) Yy

On définit ainsi une fonction ¥ telle que ¥ (y;) = E (XY = v;) .

IL est facile de vérifier que :
STPO =) B XY =) = SR =)W ) = B (¥ () = B(E(XY) = B(X).

On note ¥ (V) = E (X|Y) lespérance conditionnelle de X sachant Y ou encore I'espérance condi-
tionnelle de X par rapport a Y. Cette fonction est caractérisée par :

a) ¥ (Y) est Y — mesurable,

b) E(®(Y)X)=FE(®((Y)¥(Y)) pour toute fonction ®.

Remarque 1.2.1 IL suffit par linéarité de vérifier b) pour ® = 1,,.

1.2.1 Espérance conditionnelle par rapport a4 une tribu
Soit X une v.a.r. (intégrable ) définie sur (€2, F, P) et G une sous-tribu de F.

Définition 1.2.1 L’espérance conditionnelle E (X|G) de X sachant G est l'unique v.a. :

a) G—mesurable.

b) telle que [, E(X|G)dP = [, XdP, VAeg.
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Remarque 1.2.2 F(X|G) c’est aussi l'unique (& une égalité P.s prés ) variable G — mesurable
telle que :
EE(X|9)Y]=E(XY)

pour toute variable Y, G — mesurable bornée.
Il en résulte que si X est de carré intégrable, E (X|G) est la projection de X sur l’espace des
variables aléatoires G — mesurable, de carré intégrable, c’est-a-dire la v.a. G — mesurable qui

mainimise E [(X — Y)Z} parmi les v.a. Y, G — mesurables.

1.2.2 Espérance conditionnelle par rapport & une variable

On définit 'espérance conditionnelle d’une variable X (intégrable ) par rapport & Y comme étant
'espérance conditionnelle de X par rapport a la tribu o (Y). On lanote £ (X]Y"). C’est une variable
mesurable par rapport a la tribu engendrée par rapport Y, donc c’est une fonction de Y : il exist

1 de R dans R borélienne telle que E (X|Y) = ¢ (V).

Propriété 1.2.2 L’espérance coditionnelle E (X|Y') est caractérisée par :
a) E(X|Y) c’est une variable o (Y') mesurable.
b) [, E(X|Y)dP = [, XdP YA€ o(Y).

Remarque 1.2.3 La propriété b) est équivalente o E(E (X|Y)¢(Y)) = E(X¢(Y)) pour toute

fonction ¢ borélienne bornée, ou a [y _p E(X|Y)dP = [,_p XdP pour tout B € B.

Proposition 1.2.1 On utilise souvent la notation E (X|Y =y) pour désigner la valeur de i) en
y . On a alors :
i) E(X|Y =y) est une fonction borélienne.

i) [ E(X|Y =y)dPy (y) = [5, z2dPxy (z,y), VB € Bg.

1.2.3 Propriétés de ’espérance conditionnelle
L’espérance conditionnelle vérifiée les propriétés suivantes :
1. Linéarité : Soit a et b deux constantes, E (aX +0Y|G) = aFE (X|G) + bE (Y|G) .

8
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2. Croissance : Soit X et Y deux v.a. telles que X <Y. Alors, F (X|G) < E(Y|G).

3. F[E(X|G)] =E(X).

4. Si X est G — mesurable, alors E (X|G) = X.

5. SiY est G — mesurable, alors E (XY|G) =Y E (X|G).

6. Si X est indépendante de G, alors F (X|G) = F(X).

7. Si G est la tribu grossiére (composée de 'ensemble vide et de ), alors E (X|G) = E(X).

8. Si G et 'H sont deux tribus telles que H C G, alors

E(X|H) = E(E(X[H)|G) = E(E(X|G)[H).

On note souvent F (E (X|H)|G) = E (X|H|G).

9. Si (X,Y) sont indépendantes, et ¢ une fonction borélienne bornée, alors

E(¢(X,Y)[Y) =[E(¢ (X, y))],-y.

Cette derniere égalité signifie que, pour calculer F (¢ (X,Y)|Y) lorsque les variables X et
Y sont indépendantes, on explicite la fonction ¥ telle que ¥ (y) = E (¢ (X,y)), puis on

remplace y par Y pour obtenir la v.a. U (Y).

Définition 1.2.2 (Variance conditionnelle :) On définit Var (X|G) = E (X?|G) — E? (X|G) .

C’est une v.a. positive en vertu de linégalité de Jensen : Soit ¢ une fonction convexe :

E(¢(X)|F) =z oE (X|F).

1.2.4 Formule de Bayes

Soit P une probabilité et Q une probabilité équivalente & P définie par dQ =LdP.

Théoréme 1.2.1 On peut exprimer ’espérance conditionnelle d’une variable sous Q en fonction
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de ’espérance conditionnelle sous P :

Ep (LX|G)

Ee(X19) = 5Ty

Preuve. Il s’agit de trouver Z v.a. G — mesurable telle que
Eq (ZY) = Eg (XY)
pour toute v.a. Y G — mesurable. On écrit

Eq(ZY)=FEp(LZY) = Ep(ZYEp(L|G))
et

Eq (XY) = Ep (LXY) = Ep (YEp (LX]|G))

en utilisant la G — mesurabilité de Z,Y . L’égalité devant étre vérifiee pour tout Y, il vient

ZEp(L|G) = Ep (LX|G), dou 'expression de Z. =

1.3 Loi conditionnelle
Définition 1.3.1 Soit (X,Y) v.a.r. La loi conditionnelle de X sachant Y est la famille de lois
sur R notée p (y,dx) indexées pary (qui décrit l’ensemble des valeurs prises par'Y') telle que :

o0

ERX)Y =y~ [ @nyd)

— 00

pour toute fonction ® borélienne bornée.

La propriété s’étend aux fonctions ® intégrables par rapport & p. Lorsque 'on connait cette loi
conditionnelle, les calculs d’espérance et de variance conditionnelle se réduisent a des calculs d’es-

pérance et de variance. En effet, F'[X|Y =y] = ffooo zp (y, dx), est pour tout y, I'espérance d’une

10
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v.a. de loi p (y,dz). Sile couple (X,Y') a une densité f (x,y), on peut montrer que :

H(y, dr) = ff <xuy)yd:§lu

Remarque 1.3.1 (Cas Gaussien) Si le coupl de v.a.r.(X,Y) est gaussien (avec une densité
ou non), la densité conditionnelle de X a Y est une loi gaussienne d’espérance linéaire en Y
et de wvariance ¢ indépendante de Y. Il est alors facile de retrouver la valeur de [’espérance :
E(X|Y)=aY +b implique E(X)=aE(Y)+bet E(XY)=FE(YE(X]Y))=F(aY?) +bE(Y)

, d’ot

_Cow(X)Y) ,
a= W,b_E(X) —aE(Y),
= E(X°]Y) — E*(X]|Y)

= E(X?) — E[(aY +b)’]

Ceci se généralise & un vecteur multidimensionnel : si (X,Y) est un vecteur gaussien, la den-
sité conditionnelle de X a Y est une loi gaussienne d’espérance linéaire en Y et de variance c

imdépendante de Y .

1.4 Martingales

1.4.1 Cas discret

On se donne une filtration, c’est-a-dire une famille de sous-tribus F,, croissante (telle que F,, C

Fni1)- La tribu Fy contient les négligeables.

Définition 1.4.1 Une suit de v.a.r. (X,,n € N) est une F,, — martingale si
1)X,, est intégrable, Vn € N

2)X,, est F, — mesurable, Vn € N

3) E(Xp1|Fn) = X, Vn € N.

Propriété 1.4.1 E (X,,|F,) =X, Vn e N, Vpe N.

11
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Exemple 1.4.1 57 X, =Y +Yo+...4Y, ot lesY; sont indépendantes, équidistribuées et centrées,

X, est une martingale.

1.4.2 Cas continu

On se donne une filtration, c’est-a-dire une famille de sous-tribus F; croissante (telle que F; C F;

Vs <t).

Définition 1.4.2 Une famille de variables aléatoires (Xy,t € [0,00[) est une martingale par rap-
port a la filtration (F) si :
i) X; est F; — mesurable et intégrable pour tout t.

ii) E (X,|F,) = Xg,¥s < .
Propriété 1.4.2 Si X est une martingale, alors E (X;) = E (Xo), Vt.

Propriété 1.4.3 Si (X, t <T) est une martingale, le processus est complétement déterminé par
sa valeurs terminale : X; = E (Xp|F:). Cette derniére propriété est d’un usage trés fréquent en

finance.

Définition 1.4.3 Une famille de varaibles aléatoires (X;,t € [0,00]) est une surmartingale (resp.
sous-martingale) par rapport & la filtration (F;) si :
i) Xy est Fy — mesurable et intégrable pour tout t.

ii) B (X)|F.) < X, Vs <t (resp. E(X,|F) > Xs).

Exemple 1.4.2 Si X est une martingale, alors X? est une sous martingale. Si de plus, X est une

martingale et A un processus croissant, alors X + A est une sous martingale.

On dira que X est une martingale, si la filtration de référence est la filtration naturelle de X. On
fera attention, car la propriété de martingale dépend de la filtration et une F—martingale n’est

en général pas une G martingale si G est plus grosse que F.

Remarque 1.4.1 Une martingale continue a variation bornée est égale a une constante.

En effet si M est une telle martingale et V' sa variation,

L (MtQ) =F {(Z (Mti‘Fl - Mti))? kB [Vt sup ’Mti-!—l — M,

| <K E[sup|M,,, — M,]|]

12
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et le membre de droite converge p.s. vers 0 quand on raffine la partition.

Proposition 1.4.1 (Inégalité de Doob) Si X est une martingale continue, alors

E <supX§> <A4E (X7).

s<T

1.5 Le mouvement Brownien

On se donne un espace (£2, F, P) et un processus (By,t > 0) sur cet espace.

Définition 1.5.1 Le processus (By,t > 0) est un mouvement Browinien (standard) si :
a) P(By =0) =1 (le mouvement Brownien est issu de l’origine).
b) Vs <t,B; — B est une variable réelle de loi gaussienne, centrée de variance (t — s) .

c) Vn,Vt;,0 <ty <t; <..<t,, les variables (Btn — By, ..., By, — By, Bto) sont indépendantes.

Remarque 1.5.1 La popriété b) est la stationnarité des accroissements du mouvement Brownien,
la propriété c) traduit que le mouvement Brownien est a accroissements indépendantes. On peut
aussi écrire ¢) sous la forme équivalente suivante :

¢’) Soit s <t .La variable B;— By est indépendante de la tribu du passé avant s , soit 0 (By,u < s).

Nous ne démontrons pas l’existence du mouvement Brownien (MB dans la suite). On pourra consul-
ter 'ouvrage de Karatzas et Shreve (1988) .On le construit sur “ ’espace canonique ” 2 = C'(R*, R)
des fonction continues de R™ dans R par B; (w) = w (t) et on munit cet espace d’une mesure (me-
sure de Wiener) telle que B soit un M B. La filtration naturelle est F; = o { Bs, s < t}.On lui ajoute
de fagon implicite les négligeables. On peut montrer qu’elle vérifie alors les conditions habituelles.
On s’autorisera a noter B (t;) au lieu de By, la valeur de la trajectoire en t; pour des raisons de

lisibilité.

1.5.1 Généralisation

Le processus X; = a + B; est un mouvement Brownien issu de a. On dit que X est un Brow-

nien généralisé ou un MB de drift p si X; = x + put + 0B; ou B est un mouvement Brow-

13
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nien. La variable X, est une variable gaussienne d’espérance z + ut et de variance o?t. Les

v.a. (Xt - X, o<t <. < tn) sont indépendantes.

41

Propriété 1.5.1 Dans ce qui suit , B = (By,t > 0) est un mouvement Brownien et F, =

0{Bs,s <t} est sa filtration naturelle.

1.5.2 Intégrale de Wiener

Définition 1.5.2 On note L? (R") I’ensemble des (classes d’équivalence) des fonctions boréliennes
[ de R" dans R de carré intégrable, c’est-a-dire telles que f0+oo |f (s)|?ds < co. Cest un espace de

1

Hilbert pour la norme || f||, = ( 0+°° 2 (s) ds) °
a) Fonctions en escalier : Pour f = 1j,,], on pose

+o0o
i f(s)dBs = B(v) — B(u).

Soit f une fonction en escalier, de la forme f(z) = >1=7 fi 11y, , 41, on pose

—+00

F$)AB, = 3 fia(Bt) = B 1),

0

déf

o f(s)dBs est une variable gaussienne d’espérance nulle et de

La variable aléatoire I(f)
variance f0+°° f?(s)ds. En effet, I(f) est gaussienne car le processus B est gaussien, centrée, car B

est centré. De plus,

—+00

Var((£) = 3 f2.Var(B(t) = B(ta) = 3 falti=ten) = [ Py = 1],

L’intégrale est linéaire :I(f +g) = I(f) + 1(g).Si f et g sont des fonction e escalier E(I(f)I(g)) =
Jas f(s5)g(s)ds. En effet

Var(I(f + ) = Var [I(f) + I(g)] = Var(I(f)) + Var(I(g)) + 2E(I(f)1(g)) = / T(f 4 9)(s)ds

:/Ooofz(s)der/o ds+2/ f(s ds

14
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b) Cas général : On montre en analyse que, si f € L? (RT) il existe une suite f,, de fonctions en

escalier qui converge(dans L? (R1)) vers f, c’est-a-dire qui vérifie

n—-aoo

/0 \fo — fP (x)dz — 0.

Dans ce cas la suite f, est de Cauchy dans L? (RT). La suite de v.a.F,, = fooo fn(s)dBs est une
suite de cauchy dans l'espace de Hilbert L? () (en effet ||F,, — Elly = |fo — full, — 0,
donc elle est convergente. Il reste a vérifier que la limite ne dépend que de f et non de la suite f,

choisie. On pose
o0

1(5) / Y fs)aB, = tim [ f.(s)aB,

n—:aoo 0

la limite étant prise dans L% (). On dit que I(f) est l'intégrale stochastique (ou intégrale de
Wiener) de f par rapport & B. Le sous-espace de L? () formé par les v.a. [~ f(s)dBs coincide

avec l'espace gaussien engendré par le mouvement Brownien.

Propriété 1.5.2 L’application f — I(f) est linéaire et isométrique de L? (RT) dans L? () : la
linéarité signifie que I(f+g) = I(f)+1(g) et lisométrie que la norme de I(f) est égale & la norme
de f . La norme de I(f) est la norme L*(Q) définie par |I(f)||> = E((I(f))?), la norme de f est
la norme L2 (R*) ,so0it || f||* = [ f2(s)ds.

Remarque 1.5.2 La propriété d’isométrie implique E(I(f)I(g)) = [p: f(s)g(s)ds.

Soit f € L*? (R").La variable I(f) est une v.a. gaussienne centrée de variance [, f*(s)ds appar-

tenant & ’espace gaussien engendré par (By,t > 0) et elle vérifie pour tout ¢

E (Bt Wf(s)st) - /0 (s)ds.

1.5.3 Processus lié a I'intégrale stochastique

On définit pour f € L?(R*) la v.a. [) f(s)dBs = [° Ljouq(s) f(s)dB,.
On peut de la méme fagon définir fot f(s)dBg pour f telle que fOT \f(s)|2 ds < 00,VT' , ce qui permet

de définir 'intégrale stochastique pour une classe plus grande de fonctions. On notera L? = cette

loc
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classe de fonctions.

loc

Théoréme 1.5.1 Soit f € L}, et M, = [} f(s)dB,.

a) Le processus M est une martingale continue, la v.a. M; est d’espérance 0 et de variance
I3 f2(s)ds.

b) Le processus M est un processus gaussien centré de covariance fot/\s f2(u)du & accroissements
indépendants.

c) Le processus (]\42 — 7 f(s)ds, t 2) est une martingale.

d) Si f et g sont dans L2, ,on a E (fot f(u)dBy [; g(u)dBu> = OMS fw)g(u)du .

Preuve. On commence par le cas ot la fonction f est étagée et on passe a la limite. Pour vérifier

que M est une martingale, pour f = ZZ’; fi—11)¢,_, +,) on montre que
t
0=FE(M,— M;|Fs)=FE (/ f(u)dBu]}"s>

Supposons que t; < s < t < t;;1 .Dans ce cas F (fst f(u)dBu|.7:s> = [iE((By — By)|Fs) et l'igaliteé
est vérifiée.

Supposons que t; < s < t;41 <t; <t <t;;. Dans ce cas

t Jj—1
B ( / f(U)dBu!Fs> B F(Bi-B)+ 3 fulBus — Bu) + {(Bu — BIIF,
S k=i+1
j—1
= [iE(B: — By|F.) + Y [rE(By,, — By|Fo) + fi(Br,, — Bi|F.) = 0.
k=i+1

Les autres cas sont analogues. En particulier

E(M} — M2|F,) = E(M, — Ms)* |F,) = E ((/t f(u)dBu>2 !E)

= E(Y_ f(t)(Byynt — Biynt)*| Fo

= Y Pt AD) = (1 A1),
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1.5.4 Intégration par parties

Théoréme 1.5.2 Si f est une fonction de classe C*, alors

/de_ /des

Preuve. Il suffit, d’aprés théoréme précédent de vérifier que pour tout u, E [B fo s)dB } =
E(B, [ fo s)B ds] Le premier membre vaut fo f(s)ds, on calcule le second au moyen
des deux égalités E(B, f(t)B,) = f(t)(tAu), E(B, [ f(s)Byds) = [, f(s)(sAu)ds. L’égalité résulte
alors de ’application de la formule d’intégration par parties classique pour calculer des expressions
du type fob sf(s)ds

d(B.f(t)) = f(t)dB, + B, f(t)dt.

Exemple 1.5.1 Le Brownien géométrique : Soit B un MB , b et 0 deux constantes. Le processus
L,
X, = Xgexp< (b— 3¢ )t + 0By

est appelé Brownien géométrique. Ce processus est aussi appelé processus “log-normal”. En effet,

dans ce cas

1
In X, = {b— 502}t+03t+lnx

et la variable qui est a droite suit une loi normale.

1.6 Intégrale stochastique

On se donne un espace (2, F, P) et un mouvement Brownien B sur cet espace. On désigne par
Fi = 0(Bs, s < t) la filtration naturelle du mouvement Brownien.

1) Cas de processus étagés : On dit qu'un processus 6 est étagé (ou élémetaire) s’il existe
une suite de réels t;,0 < tyg < t; < ... < t, et une suit de variables aléatoires ¢; telles que 0;

soit F; — mesurable, appartienne a L*(Q) et que 6, = 6; pour tout ¢ € |t;,t;11], soit O5(w) =
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Z?:_g 0; (w) 114, 4,,1)(s). On définit alors

| MB—Z@ (ti1) - B(t,)).

On a E([;°0,dB,) =0 et Var([,* 0,dB,) = E [ [;° 62ds] . On obtient

/ 0,dB, _Ze (tjs1 At) — B(t; At)).

ce qui établit la continuité de I'application ¢t — fooo 0,dBs. SiT;,0 < Ty < Ty < ... < T, est une
suite croissante de temps d’arrét, et si 0, = Z;‘;Ol 011, 1,,,)(s) ol 0; est une suite de variables

aléatoires telles que 6; soit Fr — mesurable, appartienne a L? (£2), on définit alors

/ 0,dB, _Ze (Tj1 At) — B(T; At)).

0

2) Cas Général : On peut prolonger la définition de 'intégrale de Wiener a une classe plus grande
de processus. On perd le caractére gaussien de l'intégrale, ce qui est déja le cas de processus étagé.
On définit les processus caglad de carré intégrable (appartenant & L? (2 x RT)) comme I’ensemble

" des processus 6 adaptés continus a gauche limités a droite, (F;) — adaptés tels que

102 % g [/ 024t
0

Les processus étagés appartiennent a I'. On dit que 6, converge vers § dans L? (2 x RT) si

16 — 6,]|*> = 0 quand n — oco.
L’application @ — ||#|| définit une norme qui fait de I' un espace complet.

On peut définir fooo 0,d B, pour tous les processus # de I' : on approche # par des processus étagés,
~T

soit # = lim 6, ou 6, = Zf(:"l) 01y, ¢ avec 0, € F;; la limite étant au sens de L2(QxRTM).

oo 1]

L’intégrale [ 0,dB; est alors la limite dans L? (Q) des sommes Zf(:"l) 5]- (B(tj+1) — B(t;)) dont
~2
I'espérance est 0 et la variance vaut F [ZJ 0t — tj)} :

On a alors E ([°0,dB,) = 0 et E ([ 0,dB,)" = E([;° 62d,).
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On note [;° 0,dB,s = [ 0,1104(s)dBs. Si 6 et ¢tage : [~ 0,dBs = >, 0:( By, at — Bune)-

Plus généralement, si 7 est un temps d’arrét, le processus 1y est adapté et on définit

TAE t
/ 0.dB, = / 0.:10.11(s)dBs.
0 0

1.6.1 Propriétés

On note A 'ensemble L? (Q x R*) des processus 6 adaptés caglad vérifiant E( fot 0? (w)ds) <

loc
00, Vt.

1) linéarité : Soit a et b des constantes et (6%;7 = 1,2) deux processus de A .On a

t t t
/(a9;+b9§)d33 :a/ 9;d33+b/ 02dB,
0

0 0

2) propriétés de martingale :

Proposition 1.6.1 Soit
t
Mt == / Hsst; O’l\L 6 S A
0

a) Le processus M est martingale (& trajectoires continues).

2
b) Soit Ny = (f(f (95st> — [62ds. Le processus (N, t > 0) est une martingale.

Preuve. Toutes ces propriétés se démontrent pour des processus étagés, puis pour les processus

de A par passage a la limite. La propriété de martingale s’écrit

t s
E(/ HudBu|]-"s) :/ 0,dB,, Vt>s
0 0
t
E (/ QudBu|}"S) =0

et implique en particulier que E ( fst GudBu> =0.

ou

2
La propriété b) équivaut a E [(f; HudBu> |fs} =F [fst 03du|fs] . Si I'on veut définir M, pour
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t < T, il suffit de demander que 6 € L?(Q x [0,T]), c’est a dire F (fST 93dt> < oo et que 6 soit

adapté. Sous cette condition (M;,t < T') est encore une martingale. m

Corollaire 1.6.1 L’espérance de M, est nulle et sa variance est égale a fOtE{HS}2 ds. Soit

¢ €AE (/Ot 0,dB, /Ot ¢sdBS) —E (/Ot 95¢sds) .

Si My(0) = fot 0,dB; et M;(p) = fot ©0sdBy, le processus

MM - | Dapuds

est une martingale.

2
Preuve. Il suffit de remarquer quefot (05 + ¢s) dBs et (fot (0s + ¢s) dBS> — f; (05 + gbs)Q ds sont

des martingales. m

1.6.2 Martingale locale

On peut définir fot 0,d B, pour des processus adaptés caglad qui n’appartiennent pas nécessairement
a L? (2 x R), mais qui vérifient pour tout ¢, fot 6? (s,w) ds < oo p.s. Dans ce cas M n’est pas une
martingale mais une martingale locale et £ (M;) peut étre non nul. On utilise souvent qu’une

martingale locale positive est une sur martingale.

1.6.3 Inégalité maximale

On a souvent besoin de majorations d’intégrales stochastiques. Soit 6 € A, I'inégalité de Doob

E ([iﬂ? /0 eudBu] 2) < 4FE <U0T HudBu] 2) = 4/OTE[QU]2du.

conduit a
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1.6.4 Processus d’Ito6

Définition 1.6.1 Un processus X est un processus d’Ito si

t t
Xi=x+ / bsds + / o,dB;
0 0

ot b est un processus adapté tel que fg |bs| ds eziste (au sens Lebesgue) p.s. pour tout t ,et o un

processus appartenant a A. On utilise la notation plus concise suivante

dXt = btdt + O'tdBt
XO =T

Le coefficient b est le drift ou la dérive, o est le coefficient de diffusion. L’ écriture dX; = bydt+o,dB;
est unique (sous réserve que les processus b et o vérifient les conditions d’intégrabilité). Ceci signifie

que Si

dX; = bydt + 04dB, = bdt + 5,dB;
alors, b="b et o = &. En particulier, si X est une martingale locale alors b = 0 et réciproquement.

On peut définir un processus d’Ito pour des coefficients de diffusion tels que fg o%ds < oo Pp.s.
La partie x + f(f bsds est la partie a variation finie. Si un processus A a variation finie est une

martingale, il est constant. En effet, si Ay = 0, A? = 2 [} A,dA, et par suite E (A?) = 0.

Propriété 1.6.1 Si o appartient a A, on a E (X;) = E(Xo) + fot E (bs) ds, et

s s t s
Vi > s, E(Xtyfs):Xo+/ budu+E(/ budu\]:s)Jr/ audBu:XerE(/ budu| F,).
0 0 0 0

Sib=0 et oe A leprocessus X est une martingale continue. On verra que la réciproque est

vrate : sous certaines conditions d’intégrabilité et de mesurabilité, toute martingale continue s’écrit

x4+ f(f ¢sdBy.
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1.6.5 Intégrale par rapport a un processus d’It6

Soit X un processus d’'It6 de décomposition d.X; = b;dt+0,dB;. On note (sous réserve de conditions

t i t ¢
/ 0.dx, < / 0.b.ds + / 0.0.dB,
0 0 0

1.6.6 Crochet d’un processus d’Itd

d’intégrabilité)

Soit Z une martingale continue de carré intégrable (telle que E(sup, Z7?) < 00).On peut montrer
qu'il existe un processus croissant continu A tel que (Z2 — A, t > 0) est une martingale. Le proces-
sus A est appelé le “crochet oblique”, ou le crochet de Z. On le note trés souvent 4, = (Z, Z), ou
encore (Z),. En utilisant ce vocabulaire probabiliste, nous avons établi que le crochet du Brownien
est t et que le crochet de I'intégrale stochastique (Mt = fot GSdBS> est fg 02ds.

Si M et N sont deux martingales locales continues, on définit leur crochet par

<M7N>t: (<M+N7M+N>t_<M7M>t_<N7N>t)'

N | —

C’est I'unique processus a variation finie tel que le processus M N — (M, N) est une martingale

locale. Le crochet de deux intégrales stochastiques X; = x + fot HJdB, , Y, =y+ fot K. dB; est
t
(X,Y), = / H,K,ds
0

Proposition 1.6.2 Le crochet de deux martingale continues M et N est égal a la variation qua-

dratique de ces processus
(M,N), =lim Y " (M,,, — M) (N,,,, — Ny,)
i=1
1l en résulte que si P et () sont équivalentes, le crochet de M sous P et sous ) sont égaux. On dit
que deux martingales continues sont orthogonales si leur crochet est nul ou st leur produit est une
martingale.

Si M est une martingale locale continue, on a équivalence entre E (M), < oo et (M, s <t) est
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une martingale L? bornée. On étend la définition du crochet aux processus d’Ito : si

sont deux processus d’Ito, leur crochet est par définition le crochet de leur partie martingale. Nous
en déduisons une nouvelle forme de la définition de Browniens corrélés : deux Browniens sont
corrélés si leur crochet est pt. On définit le crochet du processus d’It6 X comme étant le crochet
de sa partie martingale. Le crochet de X est A, = (X), = f(f o2ds .On caractérise le mouvement

Brownien en disant que c’est une martingale continue d’espérance nulle et de crochet t.

1.6.7 Lemme d’Itd

Dans ce qui suit, X est un processus d’It6 de décomposition d.X; = b,dt + 0,dB;. Nous renvoyons

a Revuz-Yor pour la démonstration basée sur la formule de Taylor et propriété du crochet.

Théoréme 1.6.1 (premiére forme) Soit f un fonction de R dans R, de classe C* & dérivé bornées.

Alors
t ) 1 t” )
f(Xt)—f(X0)+/0 f(Xs)dXs+§/0 F(X,) o2ds.

Sous forme condensée

df (X,) = f(X,) dX, + % f(X,) o2dt.

ou encore

df (Xi) = f(X) bdt + %f (Xy) ofdt + f(X) 00d By

et en utilisant le crochet
, 1, ,
df (Xy) = f(Xy) bdt + §f (Xy)d(X), + f(X;) 0d By

La condition de bornitude des dérivées n’est exigée que pour 'existence des intégrales et pour la

propriété de martingale de I'intégrale stochastique. La formule est facile & mémoriser en notant sa
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ressemblance avec la formule de Taylor, sous la forme

df (X)) = f(X,) dX, + %f' (X,) dX,.dX,
et la régle de multiplication

dt.dt =0, dt.dB;=0, dB;.dB;=dt
Proposition 1.6.3 Supposons que

t t
X, = Xo+ / b(X,)ds + / o (Xs) dB
0 0

ot b et o sont des fonctions de R dans R bornées. Si f est une fonction de R dans R de classe C*?

a dérivées bornées et vérifiant

le processus f(x) est une martingale.

1.6.8 Equations différentielles stochastiques
Définition 1.6.2 Une équation différentielle stochastique est une équation de la forme

dXt =b (t, Xt) dt +o0 <t7 Xt) dBt
XO =X

L’inconnue est le processus X. Le probléme est, comme pour une équation différentielle ordinaire,
démontrer que sous certaines conditions sur les coefficients, I’équation différentielle a une unique

solution. Il est utile de préciser les données.

Définition 1.6.3 Soit b et o sont des fonctions de RT dans R™ a valeurs réelles données. On se

donne également un espace (Q, F, P) muni d’une filtration (F;) et un (F;) mouvement Brownien
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B sur cet espace. Une solution de I’équation différentielle stochastique est un processus X continu

(Fi)-adapté tel que les intégrales fot b(s,Xs)ds et fot o (Xs) dBs sont un sens et l’égalité
t t
Xt:$+/ b(s,Xs)ds—l—/ o (s, Xs)dBs
0 0
est satisfaite pour tout t, P.p.s.

1.6.9 Exemples de processus d’It6

Le Brownien géométrique : On considére I’équation différentielle stochastique suivante
dXt = thtdt + XtO'tdBt s X() =X

ou b et o sont des processus adaptés bornés. Plagons nous dans le cas de coefficients déterministes.

Cette équation admet une solution unique

xexp{/otb(s)ds+/0ta(s)d35—%/OtUQ(S)dS}

(il suffit d’appliquer la formule d’It6). On écrit souvent dX; = X;b,dt + X,00:dB; , Xo = x sous

la forme
dX
—L — p(t)dt + o(t)dB;.
Xy
La martingale M, = X,e~" est solution de
th = MtO'dBt.

Théoréme 1.6.2 La solution de dX; = X, [bdt + odBy| s’écrit

1
X; = Xpexp { (b — 502) t+ aBt}
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ou encore

X, :Xsexp{(b— %02) (t —s)+o (B —Bs)}

Preuve. 1l est facile de vérifier que I'équation dX, = X, [bdt + 0dB;], Xy = = a une unique

solution. Soit Y une secod solution. Nous savons que X ne s’annule pas et

1 1
d(—) = — [pdt + 0dBy] .
( Xt) X, [ndt + od By]
avec it = —b + 02. Nous pouvons définir 7, = % Ce processus vérifie

dZ,=Z, [(p+b—0*)dt + (0 —0)dB,] =0

soit dZ; = 0, ce que est une équation différentielle ordinaire, de solution Z; = Z,. =
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Chapitre 2

Controle optimal stochastique

La théorie du controle a été initialement développée dans le but d’obtenir des outils d’analyse et
de synthese des systémes de controle et de systéme dynamique ( c’est a dire I’évolution du systéme
au cours du temps).Cette grande théorie & de nombreuses applications en gestion et en finance.
[3, 4, [5, 6l [7, T2, Remark 2.2]

D’une maniére générale, un probléme de controle se construite par les caractéristiques suivantes :

1) Etat du systéme : Soit un systéme dynamique caractérisé par son état a tout instant, le
temps peut étre continu ou bien discret. L’horizon (I'intervalle de variation du temps) peut
étre fini ou infini. On notera X; (w) I'état du systéme a U'instant ¢. Une fois 'état soit défini,
il s’agit de décrire les lois d’évolution de cet état en fonction du temps. L’application ¢t — X,

décrit I’évolution du systéme. Cette évolution est fournie par un modeéle probabiliste.

2) Controle : La dynamique X; de I’état du systéme est exigé par un controle que nous modé-
lisons comme un processus u; dont la valeur peut étre décidée a tout instant ¢ en fonction
des informations disponibles & cet instant, c’est-a-dire que u; est adapté par rapport a une

certaine filtration, et prend ses valeurs dans un espace de controle.

3) Critére de cott : Le but principal du controle optimal est de minimiser (ou de maximiser

selon le cas un gain ou bien une perte ) une fonctionnelle

‘](“('”:EUO F (X () u () dt 4+ g (X (T))
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Chapitre 2. Controle optimal stochastique

sur I’ensemble de tous les controles admissibles. La fonction valeur associée a ce probléme de

controle stochastique est donnée par :

V(t,z) € [0,T] x R"\VYu el :v(t,x) = in[f]J(t,a:,u).

ue

~

Un controle admissible @ € U est dit optimal si v (t,z) = J (t,z, 1) .

2.1 Classes des controles

2.1.1 Controéle admissible

Définition 2.1.1 On appelle un contréle admissible tout processus (ut)te[O,T] mesurable, intégrable
et adapté a une valeur dans un borélien A C R, notons par U [’ensemble de tous les contréles

admassibles :

U={u:[0,T] x Q2 — A, u -mesurable, intégrable et F, — adapté}

2.1.2 Controle optimal

Le probléme du controle optimal consiste & minimiser une fonction de cotit J (u (.)) sur un ensemble

des controles admissibles U.

Définition 2.1.2 On dit que le controle u est optimal si :
J(u) < J(u), Yuel

Remarque 2.1.1 (Contréle presque optimal) Soit € > 0 ,le controle u® est dit presque opti-
mal ow bien € — optimal si :

J (W) < J(u)+eYueld
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Chapitre 2. Controle optimal stochastique

2.1.3 Controle Feed-Back

Soit u un controle F; — adapté et soit {.EX } la filtration naturelle engendrée par le processus X |,
on dit que u; est Feed-Back controle si u; est aussi adapté par rapport a la filtration {ftX } On

dit aussi qu’'un controle u est Feed-Back si est seulement si v dépend de X.

2.1.4 Controéle relaxé

On considére un ensemble des mesures de Radon V' sur [0,7] x A dont la projection sur [0, 7]
coincide avec la mesure de Lebesgue muni de la topologie de convergence stable des mesures.
L’espace V' est muni de sa tribu borélienne, qui est la plus petite tribu telle que I’application

q— [ f(s,a)q(ds,da) soit mesurable pour toute fonction f mesurable, bornée et continue en a.

Définition 2.1.3 Un contréle relazé q est une variable aléatoire q (w, dt,da) a valeurs dans ’espace

V' telle que pour chaque t 1y qu’est F;—mesurable.

2.1.5 Controle ergodique et contrdle Risk-sensible

Certains systémes stochastiques peuvent exhiber sur le long terme un comportement stationnaire
caractérisé par une mesure invariante. Cette mesure, si elle existe, est obtenue en calculant la
moyenne d’état du systéme sur le long terme. Un probléme de controle ergodique consiste alors a
optimiser sur le long terme un certain critére prenant en compte cette mesure invariante. Cette

formulation standard consiste & optimiser sur les controles u; une fonctionnelle comme suit :

lim sup%E UOTf (t, X (¢) ,u(t))dt] ,

T—+o00

ou bien

lim sup%lnE {exp (/UTf (t, X (t) ,u(t))dt)] .

T—+o0
Cette derniére formulation est appelée controle Riske-sensible est a été utilisée dans plusieurs

travaux en mathématiques financiers comme un critére de gestion de portefeuille a long terme.
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Chapitre 2. Controle optimal stochastique

Un autre critére basé sur le comportement de type grandes déviations du systeme :
P Xp/T >c]~exp(—=1(c)T) ,quand T — 400
Consiste & maximiser sur les controles u une fonctionnelle de la forme :

1. [1
lim sup=P |=>c]|.
ot T [T—]

Ce probléeme de controle de grandes déviations s’interpréte en finance comme la version asympto-
tique (ergodique) du critére quantile consistant & maximiser la probabilité que la valeur terminale

X7 du portefeuille soit au-dessus d’un certain index.

Remarque 2.1.2 i existe de nombreux autres classes et autre problémes de controle.

2.2 Meéthodes de résolution en contrdle stochastique

Il existe deux méthodes majeures pour la résolution des problémes des controles stochastiques; le

principe de la programmation dynamique et le principe du maximum de Pontryagin.

2.2.1 Principe de la programmation dynamique

Le principe de la programmation dynamique (PPD) est un principe fondamental pour la théorie
du controéle stochastique.

1) Horizon fini : Soit (¢t,z) € [0,7] x R". Alors, on a

0
_ : t,x t,x
v(t,r) = aelAIlé,x)E [/t f (S,XS ,as) ds +v (Q,Xe ) )

2.2.2 Equation d’Hamilton-Jacobi-Bellman

L’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) est la version infinitésimale du principe de la pro-
grammation dynamique : elle décrit le comportement locale de la fonction valeurs v (¢, ) lorsqu’on

fait tendre le temps d’arrét 6. Dans cette section, nous dérivons formellement I’équation d’HJB

30



Chapitre 2. Controle optimal stochastique

en supposant que la fonction valeur v est de classe C2. L’équation classique d’HJB associée au

probléme de controle stochastique est

dv (t,z)+ inf [L%(t,z)+ f(t,z,a)] =0, sur [0,7] x R",
ot acA(z)

ou L est le générateur infinitésimal de second-ordre & la diffusion X; solution de I’équation contro-

lée par u donné par la formule suivante :

1
L% = b(x,a).Dyv + §tr(a(x, a)o(z,a)D?v),

pour tout o € A,on a l'inégalité :

0 (4, ) + sup [~ L2u(t,2) — f(t,,0)] < 0.
at acA

D’outre part, supposons que a*controle optimale .alors on a :

t+h
v(t,x)zEU f(s, X al)ds+v(t+h X[,
t

ol X* est I'état du systéme solution précédant partant de x en t avec le contrdle o*. Par un

argument similaire et avec des conditions de régularités sur v, on obtient :

0 0) — £ 0lt, )~ f(tm07) =0

Lorsqu’on cherche & maximiser un gain, I’équation aux dérivées partielles devient

_% (t,x) 4+ sup [—L(t,x) — f(t,z,a)] =0, V(t,z)€[0,T][xR"
acA

On réécrit souvent cette équation aux dérivées partielles de la fagon suivante :

O

T (t,x) + H(t,z, Dv(t,x), D>v(t,z)) =0 Y (t,z) € [0,T] x R"
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Chapitre 2. Controle optimal stochastique

telle que Y(t,z,p, M) € [0, T| xR"xR" x S,, (ou S, est 'ensemble des matrices n x n symétriques :

1
H<t7$>p7 M) = sup —b(I,()é)p - 5157”(00/(,%,0[)]\4 - f(t,ﬂ?,Oé)

acA

Cette fonction H est appelée Hamiltonien du probléme de controéle associé.

2.2.3 Principe du maximum de Pontryagin

Le Principe du maximum de Pontryagin a été introduite par Pontryagin en 1956. Elle s’appuie sur
I'idée suivante :
Si un controle optimal existe en utilisant 'approche de Lagrange en calculant des variations sur la

fonctionnelle J(u) par rapport & un parameétre de perturbation positive 6 :

d
@J(ueﬂezo > 0.

Ce principe consiste a introduire un processus adjoint p(t) solution d’une équation différentielle
stochastique rétrograde et d’'une inégalité variationnelle.

Commencons par la formulation du probléme de controle optimal : Soit un espace de probabilité
filtré (Q, F, F;, P) sur lequel est défini un mouvement Brownien standard multidimensionnel W (¢).

Considérons 1’équation différentielle stochastique suivante :

dX (t) =b(t, X (t),u(t)) dt + o(t, X(t), u(t))dW (t)
X(0)==x

L’idée principale de la résolution est d’introduire un processus adjoint p(¢) solution de I'EDSR :

dp(t) =—H, (t, X(t)7 u(t),p(t), Q<t>) dt + Q(t)dW<t)'
p(T) = g.(X(T)).

H (t, X (t),u(t), p(t), q(t)) = f (£, X (&), u(t)) + b (¢, X (1), u(t)) .p(t) +tr (o (¢, X (1), u(t)) q(t)) .
est le Hamiltonien du systéme.
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Chapitre 3

Principe du maximum avec des

informations incomplétes

Ce chapitre est consacré a la démonstration des conditions nécessaires du Principe du maximum
sous l'information partielle de la fagon plus intuitive possible. Cette méthode de résolution est
utilisée dans le cas qu’il ne dispose pas d’une mesure compléte et parfaite de ’état complet du

systéme a chaque fois. Par exemple, une information retardée par a : G, = F_q) a > 0.

3.1 Emnoncé général

Soit W (t) un MB et U C R* convexe et l'espace filtrée (Q, F,F;, P). Supposons que X (t) =

X® (¢) € R™ est donné par I’équation différentielle stochastique controlé suivante :

dX (t) =b(t, X (t),u(t)) dt + o(t, X (t),u(t))dW (t) (3.1)

X(0) =29 ouzpeR"

tel que :

1. u(.) est le controle admissible (Définition [2.1.1)); ie :

uel :={u:[0,T] x Q2 — U/u est (Gt)y>0 — adapé} .
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Chapitre 3. Principe du maximum avec des informations incomplétes

2. Le “cofit de fonctionnement” :
b:[0,T] xR"x U — R"
et le “coit terminal” :
0:0,T] x R" x U — R™"

sont deux fonctions de classe C'* par rapport & z et w.
3. T > 0 est constant.

4. Pour G, C F; vVt > 0, on a le cotit fonctionnel comme suit :

‘”“('”:EUO f(uX(t),u<t>>dt+g<X<T>>]

ou :

f:0,T]xR"xU — R, g:R"— R de classe C".

E VO |f(t,X(t),u(t))|dt+|g(X(T))|} <0, uel.

Le probléme de controle sous I'information partiel est de trouver un controle u* qui minimise

(maximise) le cott J(u(.)) Gy—mesurable.(G; — adapte)

3.2 Conditions Nécessaires

Maintenant la question posée si u est un contrdle optimal, satisfait-t-il les conditions d’optimalités
sous l'information partiel sous les mémes conditions ou bien elles différe? supposos qu’on a les
hypothéses suivantes :

(H,) pour tout ¢ et h telleque 0 <t <t+h <T ,Vi=1k Ya=a(w) G—mesurable borné, on

définit le contrdle comme suit :
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Chapitre 3. Principe du maximum avec des informations incomplétes

avec v' (s) == aly \pi(s) s €[0,7] est un controle admissible (ie : v* € U).
(Hs) pour tout u ,u € U avec v est bornée e > 0 : u + v € U pour tout 6 € E. := (—&,+¢), on

définit le processus

d
_X(u+0v) (t) ‘9:0 ’

Z(t) == Z0) (1) = 7

Notons que :Z(0) =0 et :
dZ(t) = 4 [b (£, X0 (), u(t) + Ov (1)) dt + o (t, X (2),u(t) + v (t))dW (t)]

do

Alors la dérivée par rapport a 6 de la formule précédente est :

dZ(t) = by (t, X0 (E), u(t) + 0v () Z(t) + bu(t, X0 (@), u(t) + Ov (t)v (t) dt

o, (8, X ), u(t) + 0v (t)) + o (t, XU (@), u(t) + Ov (£)v (t) dWV (¢).
(H;) supposons que u € U est un maximum local pour J (u) alors
h(0) = J(a+ev) , 0cE..

est maximale au point § = 0.

On suppose qu’il exist un pair (Z) (t),q (t)) de solution de I’équation adjoint :

oW
h<P)
=
I
|
=
N
\.@F
=
=)
—~
=
k<P
=
<)

Lq(t )> dt + q(t)dW (t).

de plus si Z(t (t)y=2 (m}> (t) avec @; ,V,; ; leurs coefficients correspondants alors :
T A

{fo Yaq () Z(t)dt

{ ST OO X (1), u (1)p (t) dt} < 00

Théoréme 3.2.1 Sous les hypothéses (Hy — Hs) on a u est une poit stationnaire pour E [H|G,]
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donc :

Preuve. Par (H3), on trouve :

!

= 1/(0)

= iJ (%2+ 01}) lo=0

a6
/ ' (t, x (=) (1), 3 (1) + 6’1}(1&)) dt + g (X (w00) (T))

—F [ / ik (t,x(m”) (1) at) + ev<t>> %XWO (1

|0:0

+ fa (t, X(awv) (1) U (t) + 01}(25)) v(t) dt} |o—o
i [gw (X (50) (T)> d% @) o s

Alors, en déduit

0=F _/T fo (8, X @0 (1) Ju (t) + ev(t))T 2(t)dt}

+E /T fu <t, X(awv) (t),u(t) + 91}(15))

T

v(t)dt]

+E g (X@w”) (T)> Z(T)

(3.2)

u+6v -
Notons d’abord : X ( i ) := X. Par les hypothéses (Hj3) et (Hy) et en appliquant formule d’It6
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on obtient :

o (X <T>)T (1)

— £ |p ()" 2(m)
_F :/OT]? )7 d%(t)] v E VOT 2@)%@3@)} +E UCT d <?)(t)2(t)>]
_B Zl /0 oo [b; (t,)}(t),a(t)) Z(t) + b (t,)}(t),a(t)) v(t)rdt]

Vv E _—Z:: /OT 7 (1) H, (t,?((t),a(t),fo(t),g(t)) dt]

/0 ' {;’;q?(t) {o—;’j (t, E((t),&(t)) +o’ (tf( (t),@(t)) v(t)] } dt]

H (0, X (), 0(0),p(8), (1) = Fo (b 0) + D20 () = 0¥ (1) ¢

De la méme maniére,

Hy (8, X (8), u(t), p(t), q(t)) = fu (t, 2, u) + Zbi (t,x,u)p' = Y o (t,u) g

ij=1

Alors, devient
T ~ -
E —F [/ —fa (t,X (t) ,&(t)) Z(t)dt}
0

+E zn; /0 e {bg (t, X(1), a(t>) v(t)] ' dt]

+E /0 ' {é}i(t) {a;ﬁ (t, X(), a(t)) v(t)} T} dt] (3.3)

o (X <T>)T 2(T)
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Par ’hypothese (Hs) et (3.3) on obtient :

5[ 5 (sX000) Zow

e8| [C5 (1X000) | 48 o (Y) Ze)
=E_ATﬁ<u%umua0T2®w_+E ATﬁ(u%@maaQTwwﬁ]
—E_ATﬁ(a%@»aw0T2mﬁ:
+EiATQZ{f%w;;w(u%ax&w)+§:$%wglﬂﬂ(a%@xmw)}w@m4
—u| [ m (nx00.50.50) o

Fixons ¢ € [0, 7] et appliquant (H;) :

fﬁaeﬁwﬁwam

|
|

0
U;

) p
h

H (X0,

8H(

8ui

T
t+ ~

s, X (s), a(s),

q

(t)) ' v(t)dt]

(5)> Ot (S)dsl

)

(),

(59 ().

Par la dérivation par rapport & h au point h = 0, on obtient

0
oh

0
ou;

0

0
(9Ui

o

d

H <s,5<(s),a(s

) 561 (6)) (615 o

Hijﬁwﬁmwﬁw@,

et comme est un v.a. arbitraire G;-mesurable borné. Alors, on a trouvé une resultat de principe du

maximum (conditions necessaires d’optimalité) par I'espérance conditionnelle

Epa@%@ﬁwam
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Chapitre 3. Principe du maximum avec des informations incomplétes

Les informations incomplétes signifient que les informations dont dispose le responsable du traite-
ment sont éventuellement inférieures a 1’ensemble des informations (complétes). C’est-a-dire que

tout controle admissible est adapté a une sous-filtration G;.qui donne le résultat demandé. m
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Conclusion

Le principe du maximum, qui est au cceur de ce travail, est I'une des deux grandes formulations
de la théorie générale de I'optimisation stochastique, ’autre étant la Programmation dynamique.
Ces deux approches ont chacune leur intérét propre et sont complémentaires. L'une se déduit de
I’autre, mais sous des hypothéses trop restrictives pour nombre d’applications.

Dans ce mémoire nous avons présenté un probléme du controle optimal stochastique qu’est donné
par I’équation différentielle stochastique non linéaire a coefficients controlés. Nous étudions un
probléme d’optimisation stochastique, o le contréleur dispose d’informations incomplétes. Les
informations incomplétes signifient que les informations dont dispose le responsable du traitement
sont éventuellement inférieures & I’ensemble des informations (completes). C’est-a-dire que tout
controle admissible est adapté a une sous-filtration.

Ce type de probléeme d’optimisation stochastiques qui a des applications potentielles en finance
mathématique devient naturel, car il peut ne pas parvenir a obtenir un contréle admissible avec

des informations complétes dans des applications réelles.
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Annexe : Abréviations et Notations

Les différentes abréVariations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées

ci-dessous.
Z, Convergence en probabilité.
i>, 2, Convergence en loi, convergence en distribution.
22, Convergence presque sire.
LS Convergence en moyenne d’ordre p.
T Temps terminal.
b Drift.
o Coefficient de diffusion
P—p.s Presque surement pour la mesure de probabilité P.
sAt min (s, t) .
sVt max (s, t)
U Controle optimal.
Cct Ensemble des fonctions une-fois continuement dérivable.
C? Ensemble des fonctions 2-fois continuement dérivable.
EDSR Equation différentielle stochastique rétrograde

H (t, X (t),u(t),p(t),q(t))  systéme Hamiltonian

HJB Hamilton-Jacobi-Bellman
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Annexe : Abréviations et Notations

PPD
MP

exp
lim sup
lim inf
L2 ()
T

M,

Principe de la Programmation Dynamique
Mouvement Brownien

Variable aléatoire

Equations différentielles partielles
Equations différentielles stochastiques
Espace de probabilités

Espace de probabilités filtré

Crochet d’It6

Variation quadratique de X sur [0, 7]
Processus adjoint.

Exponentiel

limite supérieur

limite inferieur

ensemble des fonctions de carrés intégrable.
Filtration naturelle engendrée par le processus X.
Crochet de l'intégrale stochastique.
Fonctionnelle du cout u (.) .

Mouvement Brownien.

Espérance mathématiques.

Variance.

Covariance.

Espérance conditionnelle.

Fonction indicatrice.

Ensemble complémentaire de B.
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Dans notre travail, nous étudions un probleme d'optimisation stochastique, ot le
contréleur dispose d'informations incomplétes. Plus précisément, les informations
dont dispose le responsable du traitement sont peut-étre inférieures a la totalité des
informations (complétes). Nous établissons un ensemble de conditions nécessaires
pour un contréle stochastique optimal des systémes gouvernés par des équations
différentielles stochastiques sous la forme du principe du maximum stochastique.
Les informations incomplétes signifient que les informations dont dispose le
responsable du traitement sont éventuellement inférieures a ['ensemble des
informations (compleétes). C'est-a-dire que tout contréle admissible est adapté a une
sous-filtration. Ce type de probleme de contréle qui a des applications potentielles
en finance mathématique devient naturel, car il peut ne pas parvenir a obtenir un
contréle admissible avec des informations complétes dans des applications du
monde réel. Dans ce travail, le domaine de contréle est supposé convexe.

In our work, we study a stochastic optimization control problem, where the
controller has incomplete information’s. More precisely; the information available
to the controller is possibly less than the whole (full) information. We establish a set
of necessary conditions for optimal stochastic control of systems driven by stochastic
differential equations in the form of stochastic maximum principle. The incomplete
information’s means that the information available to the controller is possibly less
than the whole (full) information. That is, any admissible control is adapted to a
sub filtration. This type of control problems which has potential applications in
mathematical finance becomes naturally, because it may fail to obtain an
admissible control with complete information in real world applications. In this
work, the control domain is assumed to be convex.
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