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Introduction

Le terme copule « copula » vient e¤ectivement du latin « cop�ulæ » , qui re-
présente, au sens �guré, connexion, lien ou union. Dans certains travaux de

Fréchet [9], Féron et Dall�Aglio [7], on retrouve cette notion sous d�autres noms dans
l�étude des tables de contingence et des lois multivariées à structures marginales
�xées. Abe Sklar en 1959 [18], a cependant été le premier à formuler rigoureusement
le concept de copule après le problème de probabilité énoncé par Fréchet.

La copule est un outil utilisé pour relier les distributions multivariées à leurs margi-
nales. Elle permet de capturer la dépendance entre les di¤érentes variables aléatoires
d�un système. Les copules sont des méthodes e¢ caces pour étudier la relation entre
variables aléatoires. Selon Fisher (1997) [8], il existe deux raisons principales pour
lesquelles les copules suscitent l�intérêt des statisticiens : « Tout d�abord, en tant
que moyen d�étudier des mesures de dépendance sans échelle, et ensuite, en tant que
point de départ pour élaborer des familles de distributions bivariées. » Elles sont
particulièrement béné�ques dans les domaines où la dépendance entre les variables
ne peut pas être facilement modélisée à l�aide de méthodes classiques, comme la
corrélation. Les copules o¤rent la possibilité de saisir et de représenter des liens plus
complexes entre les variables aléatoires, et elles sont employées dans divers secteurs
tels que la �nance, l�assurance, l�ingénierie et l�hydrologie.

Il y a deux chapitres dans ce travail :

Chapiter 1. Sur la théorie des copules : Dans ce chapitre, les concepts fonda-
mentaux des copules sont expliqués, y compris les bases théoriques essentielles telles
que le théorème de Sklar, qui lie les distributions multivariées à leurs marges univa-
riées. Les copules sont classi�ées en di¤érentes familles, chacune ayant des propriétés
uniques qui peuvent être utilisées pour modéliser divers types de dépendance entre
variables aléatoires. Les principales familles de copules paramétriques discutées dans
ce chapitre comprennent les copules elliptiques, les copules Archimédienne et les co-
pules des valeurs extrêmes, chacune o¤rant des approches di¤érentes pour capturer
la dépendance. En plus de cela, des mesures d�association comme le rho de Spearman
et le tau de Kendall sont également introduites, permettant de quanti�er la relation
entre les variables en termes de copules.

Chapiter 2. Les copules Archimédiennes : Les copules archimédiennes consti-
tuent une famille importante de copules, qui sont des fonctions utilisées pour mo-
déliser la dépendance entre des variables aléatoires dans la théorie des probabilités
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Introduction

et les statistiques. Les copules archimédiennes o¤rent une grande �exibilité dans la
modélisation des dépendances et sont largement utilisées dans les domaines de la
�nance, de l�assurance et de l�ingénierie.

Dans ce chapitre, nous aborderons les concepts de base de cette famille et les copules
archimédiennes les plus courantes, telles que la copule de Gumbel, la copule de
Clayton et la copule de Frank. En plus, ses propriétés les plus importantes.
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Chapitre 1

Sur la théorie des copules

Dans ce premier chapitre, nous abordons quelques dé�nitions qui nous permettront
de présenter clairement le concept de copule. Nous étudions également les propriétés
importantes de la fonction copule et son rôle dans l�étude de la dépendance entre
variables aléatoires. Nous nous concentrons plus particulièrement sur l�étude des
copules bivariées, et nous étendrons notre analyse aux cas multivariés.

1.1 Dé�nitions et propriétés d�une copule

La copule est un outil statistique qui modélise la dépendance entre des variables
aléatoires, permettant ainsi de considérer de manière distincte la structure de dépen-
dance décrite par la fonction de distribution conjointe et le comportement marginal
des variables considérées.

Dé�nition 1.1.1 Soit un vecteur aléatoire X = (X1, ..., Xd) de dimension d. La
fonction de répartition conjointe de X est la fonction de d-variables donnée par :

H(x1; :::; xd) = P (X1 � x1; :::; Xd � xd):

1. H est continue à droite.
2. H est croissant..
3. lim

xi!�1
H(x1; :::; xd) = 0 et lim

xi!+1
H(x1; :::; xd) = 1, pour i = 1, ..., d.

4. Si H a des dérivées d�ordre d, alors cette condition est équivalente à :

@H

@x1:::@xd
� 0:

Dé�nition 1.1.2 (Copule) : Une copule est une fonction de répartition notée C,
dé�nie sur Id = [0; 1]d, dont les lois marginales sont uniformes sur I

C(u1; :::; ud) = P (U1 � u1; :::; Ud � ud); (1.1)

3



Chapitre 1. Sur la théorie des copules

Ayant les propriétés suivantes :

1. 8 ui 2 [0; 1]d, on a C(u1; :::; ud) = 0, si au moins une cordonnée de ui est égale
à 0.

2. 8 ui 2 [0; 1]; on a C(1; :::1; ui; 1; :::; 1) = ui, pour i = 1; :::; d.
3. La copule est croissante en chaque composante.

Dé�nition 1.1.3 Une copule bivariée (2-dimensionnelle) est une fonction C : [0; 1]2 !
[0; 1] qui véri�e les propriétés suivantes :

1. C(u, 0) = C(u, 0) = 0, 8u 2 I:
2. C(u, 1) = u et C(1, v) = v; u; v 2 I:
3. C est 2-croissante, i.e 8 u1; v1; u2; v2 dans I telque u1;� u2; et v1 � v2 on a :

C(u2; v2)� C(u2; v1)� C(u1; v2) + C(u1; v1) � 0:

La continuité :
Soit C une copule bivariée pour tout u1, u2, v1, v2 2 [0; 1] avec u1 � u2; v1 � v2 on
a :

jC(u2, v2)� C(u1, v1)j � ju2 � u1j � jv2 � v1j :[16] (1.2)

Di¤érentiabilité :
1. Soit C une copule 8u1, ..., ud 2 Id les dérivées partielles de C par rapport à ui
existant et véri�ant :

0 � @C

@ui
(u1, ..., ud) � 1: (1.3)

2. Soit C une copule bivariée, 8u; v 2 I :
2.1 Les dérivées partielles de C existent :

0 � @C(u; v)

@u
� 1 et 0 � @C(u; v)

@v
� 1:

2.2 Les fonctions u ! @C(u;v)
@v

et v ! @C(u;v)
@u

sont bien dé�nies et non décroissantes
p:p sur I.

1.2 Théorèm de Sklar

Le théorème de Sklar, publié en 1959 par Abe Sklar [18], est un résultat fondamental
dans la théorie des copules. Il établit la relation entre la fonction de répartition
conjointe d�une distribution multivariée et les fonctions de répartition marginale de
ses composantes.

Théorème 1.2.1 (Théorème de Sklar) Si H est une fonction de répartition d-
dimensionnelle de marges F1, ..., Fd, alors il existe une copule C : [0,1]d ! [0,1],

4



Chapitre 1. Sur la théorie des copules

telle que pour tout x 2 Rd :

H(x1, ..., xd) = CfF1(x1), ..., Fd(xd)g: (1.4)

De plus, cette copule est unique lorsque les marges Fi, i = 1, ..., d sont continues.

Pour d = 2, F est une fonction de répartition de marges F1 et F2 alors C : [0,1]2 !
[0,1] telle que pour tout (x1,x2) 2 R2 :

F (x1,x2) = CfF1(x1),F2(x2)g: (1.5)

Ce théorème permet d�associer à chaque distribution multidimensionnelle une copule.

Proposition 1.2.1 Soit F une fonction de répartition conjointe de marges continues
F1 et F2 et C la copule associée à F . Alors, pour (u; v) 2 I2 on a :

C(u; v) = C(F1(x1), F2(x2))

= F (F�11 (u), F�12 (v)),

avec F�11 et F�12 ses inverses généralisés respectivement,

F�1(t) = inf fx 2 R : F (x) � tg, t 2 [0; 1]:

(Ces fonctions sont également appelées fonctions quantiles empiriques).

Dé�nition 1.2.1 (Densité d�une copule)

La densité c d�une copule C, si elle existe, est dé�nie comme suit :

c(u; v) =
@2

@(u; v)
C(u; v); (1.6)

Si la distribution bivariée F est absolument continue, alors elle admet une densité
f :

f(x1,x2) =
@2C(FX1(x1),FX2(x2))

@x1@x2
= c(FX1(x1),FX2(x2))� fX1(x1)� fX2(x2):

Pour une fonction de densité multivariée, f(x1, ..., xd) est donnée par :

f(x1, ..., xd) = c(FX1(x1),...,FX2(x2))
dY
i=1

fXi(xi);

fX1(x1); :::; fXd(xd) sont les densités marginales.

5



Chapitre 1. Sur la théorie des copules

1.3 Bornes de Fréchet-Hoe¤ding

Les bornes de Fréchet-Hoe¤ding jouent un rôle important dans la théorie des copules.
Elles établissent des bornes supérieures et inférieures pour la fonction de copule
C d�une copule bivariée, ce qui permet de caractériser la dépendance entre deux
variables aléatoires.

Dé�nition 1.3.1 Soit C la copule d�une variable aléatoire bivariée (X, Y ) avec des
marges F1 et F2. Les bornes de Fréchet-Hoe¤ding sont dé�nies comme suit :

La borne supérieure de Fréchet (Copule min) :

M(u; v) = min(u; v):

La borne inférieure de Fréchet (Copule max) :

W (u; v) = max(u+ v � 1; 0):

Théorème 1.3.1 Soit H une fonction de répartition conjointe d�un couple aléatoire
(X, Y ) de fonctions de répartition marginales F et G.

Pour toute copule bivariée C associée à H et 8(u, v) 2 I2; on a :

W (u; v) � C(u; v) �M(u; v): (1.7)

1.4 Copule et variable aléatoire

Soient X et Y deux variables aléatoires de fonction de répartition conjointe H et
de fonctions de répartition marginales F et G. On dé�nit alors la copule du vecteur
aléatoire (X, Y ) par :

CXY (F (x),G(y)) = H(x,y)

Dé�nition 1.4.1 (Copule indépendance)

La copule d�indépendance (copule produit) est la fonction � : I2! I donnée par :

�(u; v) = uv:

Le vecteur de variables aléatoires X1,..., Xd sont indépendante avec une copule C si
et seulement si C = �d.

Théorème 1.4.1 (Théorème d�invariance)

Soient deux variables aléatoires continues X et Y de marges F et G et de copule
CXY , si �1 et �2 sont deux fonctions strictement croissantes, alors

CXY = C�1(X)�2(Y ):

6



Chapitre 1. Sur la théorie des copules

1.5 Copule de survie

Soit (X, Y ) une paire aléatoire de fonction de répartition H et de fonction de survie
H. Soient F et G les fonctions de répartition marginale de X et Y . Alors pour tous
x, y 2 R :

H(x; y) = P (X > x; Y > y) = 1� P (X � x)� P (Y � y) + P (X � x; Y � y)
= 1� F (x)�G(y) +H(x; y) = 1� F (x)�G(y) + CfF (x); G(y)g
= F (x) +G(y)� 1 + Cf1� F (x); 1�G(y)g.

En dé�nissant :

Ĉ(u; v) = u+ v � 1 + C(l � u; 1� v) 8u, v 2 I,

on peut alors écrire :
H(x; y) = Ĉ

�
F (x); G(y)

�
.

La fonction Ĉ est une copule appelée la copule de survie du couple aléatoire (X, Y ).
Elle permet de lier la fonction de survie jointe aux fonctions de survie marginales.

1.6 Familles de copules

Les copules sont largement utilisées dans plusieurs domaines. Les familles de copules
regroupent di¤érentes catégories de ces fonctions, chacune ayant des propriétés dis-
tinctes adaptées à divers types de dépendance. Les plus importantes de ces familles
sont :

1.6.1 Copules elliptiques

Les copules elliptiques constituent en e¤et une catégorie de copules basées sur la
distribution elliptique multivariée. Elles servent à modéliser la dépendance entre dif-
férentes variables aléatoires et se distinguent par leur aptitude à représenter diverses
formes d�association. Parmi les membres de cette famille, on retrouve notamment la
copule gaussienne et la copule de Student.

Copule Gaussienne (Normale)

Une copule gaussienne, également appelée copule normale, est une mesure de la
dépendance entre deux variables. Cette dépendance est décrite de manière similaire
à la distribution normale.

Dé�nition 1.6.1 Soit � la fonction de répartition de la distribution normale stan-
dard univariée et 	 la fonction de distribution normale bivariée avec un paramètre

7



Chapitre 1. Sur la théorie des copules

de corrélation �:

La copule gaussienne bivariée est donnée par

C�(u, v) = 	(��1(u), ��1(v))

et, exprime de la façons suivante :

C�(u; v) =
1

2�
p
1� �2

Z ��1(u)

�1

Z ��1(v)

�1
exp

�
�(s2 � 2�st+ t2

2(1� �2)

�
dsdt: (1.8)

��1 est la fonction quantile standard de la loi normale N(0, 1).

La �gure (1.1) la densité de copule gaussienne [5].

Fig. 1.1 �Densité d�une copule gaussienne bivariée (� = 0:75)

Par limites, on obtient les cas suivantes :

C�1(u; v) = W (u; v);

C0(u; v) = �(u; v);

C1(u; v) = M(u; v):

Copule de Student (t-copula)

La copule de Student, également connue sous le nom de t-copula, est une variante
de copule qui repose sur la distribution de Student. Contrairement à la copule gaus-
sienne qui est liée à la distribution normale, la copule de Student est associée à la

8



Chapitre 1. Sur la théorie des copules

distribution de Student. La formule générale de la copule de Student bivariée est la
suivante :

C�; v(u; v) =
1

2�
p
1� �2

Z T�1v (u)

�1

Z T�1v (v)

�1
exp

�
1 +

s2 � 2�st+ t2
v(1� �2)

��(�+d)=2
dsdt:

où T�1v est la fonction inverse de la distribution standard de Student T�; v à v degrés
de liberté et matrice de corrélation �.

La �gure (1.2) la densité de la copule Student leur valeur de � = 0 [5].

Fig. 1.2 �Densité d�une copule Student bivariée (� = 0)

1.6.2 Copules archimédiennes

Une classe importante de copules est celle des copules archimédiennes, utilisées pour
modéliser la dépendance entre variables aléatoires. Ces copules reposent sur les fa-
milles de fonctions archimédiennes, qui sont des fonctions symétriques, décroissantes
et continues sur l�intervalle [0; 1]. Elles sont dé�nies à l�aide d�une fonction généra-
trice convexe et décroissante, appelée générateur d�Archimédienne, notée '. Ainsi,
la copule archimédienne est dé�nie comme suit :

C(u; v) = '�1('(u) + '(v)). (1.9)

Cette notion de copule archimédienne a été introduite par Genest et Mackay [11].

Les copules archimédiennes sont particulièrement populaires en raison de leur sim-
plicité, de leur �exibilité et de la variété de copules qu�elles englobent, telles que la
copule de Clayton, la copule de Frank et la copule de Gumbel, que nous détaillerons
dans le deuxième chapitre.

9



Chapitre 1. Sur la théorie des copules

1.6.3 Copule de valeur extrême

Les copules de valeurs extrêmes sont dérivées de la structure de dépendance des
distributions multivariées des valeurs extrêmes généralisées (GEV). Ces copules sont
spéci�quement conçues pour modéliser la dépendance entre les valeurs extrêmes de
di¤érentes variables aléatoires. Elles sont particulièrement utiles dans les domaines
où la corrélation entre les valeurs extrêmes est prédominante.

Dé�nition 1.6.2 Une copule C� est appelée copule de valeur extrêmes s�il existe une
copule C telle que :

C�(u; v) = lim
n!1

Cn(u1=n; v1=n); 8u, v 2 [0; 1]: (1.10)

Théorème 1.6.1 Soit C une copule des valeurs extrêmes, la fonction A : [0; 1] !
[1=2; 1] donnée par

A(t) = � lnC(e�(1�t); e�t);
est appelée la fonction de dépendance de la copule des valeurs extrêmes C�.

Ainsi, la copule de valeurs extrêmes est dé�nie comme suit :

C�(u; v) = exp

�
ln(uv)A

�
ln v

ln(uv)

��
. (1.11)

La fonction A est convexe et satisfait maxft; 1� tg � A(t) � 1:

Exemple 1.6.1 La copule de Gumbel-Hougaard est une copule de valeurs extrêmes,
en e¤et

C(ut, vt) = expf�[(� lnut)� + (� ln vt)�]1=�g
= (expf�[(� lnu)� + (� ln v)�]1=�g)t

= C(u; v)t.

1.6.4 Copule Farlie-Gumbel-Morgenstern (FGM)

La copule FGM est dé�nie pour un paramètre de depandance � 2 [�1; 1] par :

C�(u; v) = uv[1 + �(1� u)(1� v)]. (1.12)

La densité est :
c�(u; v) = 1 + �(1� 2u� 2v + 4uv):

10



Chapitre 1. Sur la théorie des copules

1.7 Copules concaves et convexes

Dé�nition 1.7.1 Soit C une copule, pour toute (a,b) et (c,d) 2 I2 et pour tout
� 2 I :

1. C est concave si :

C (�a+ (1� �) c, �b+ (1� �) d) � �C(a; b) + (1� �)C(c; d):

La copule min est concave.

2. C est convexe si :

C (�a+ (1� �) c, �b+ (1� �) d) � �C(a; b) + (1� �)C(c; d):

La copule max est convexe.

1.8 Mesure d�association

La concordance est une mesure d�association qui évalue la relation entre deux va-
riables aléatoires. Les copules sont des outils utilisés pour étudier cette concordance.
Voici une explication formelle de la concordance et quelques mesures de concordance
importantes.

1.8.1 Corrélations linéaires

On dé�nit la notion de coe¢ cient de corrélation de Pearson pour deux variables
aléatoires X et Y de la façon suivante :

rX; Y =
Cov(X,Y )
�X�Y

,

où Cov(X, Y ) est la covariance de X et Y dé�nie par

Cov(X; Y ) = E(XY )� E(X)E(Y ):

1.8.2 Mesures de Concordance

Dé�nition 1.8.1 (Notion de concordance)

Soient (X1, Y1), ..., (Xn, Yn) un échantellon d�un couple de variables aléatoires (X,Y ).
Il existe C2n paires distinctes de couple (Xi,Yi) et (Xj,Yj) qui sont concordantes ou
discordantes.

11
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Dé�nition 1.8.2 Concordance :�
(Xi �Xj)(Yi � Yj) > 0;

i:e (Xi > Xj et Yi > Yj) ou (Xi < Xj et Yi < Yj):

Discordance :�
(Xi �Xj)(Yi � Yj) < 0;

i:e (Xi > Xj et Yi < Yj) ou (Xi < Xj et Yi > Yj):

Dé�nition 1.8.3 (Mesure de concordance)

Une mesure numérique d�association K entre deux variables aléatoires continues X
et Y , dont la copule est représentée par C, est considérée comme une mesure de
concordance si elle satisfait les propriétés suivantes (notée KX;Y ).

Dé�nition 1.8.4 1. KX;Y est dé�nie pour chaque couple (X, Y ) de variables
aléatoires continues.

2. �1 � KX;Y � 1; et KX;�X = �1:
3. KX;Y = KY;X :

4. KX;Y = 0; si X et Y sont indépendants.

5. K�X;Y = KX;�Y = �KX;Y :

6. Si C1 et C2 sont des copules telles que C1 < C2, alors KC1 � KC2.

7. Si (Xn, Yn) est une suite de variables aléatoires continues de copule Cn et Cn
converge vers C, alors :

lim
n!1

KXn;Yn = KX;Y :

1.8.3 Tau de Kendall et Rho de Spearman

Les coe¢ cients de corrélation de Tau de Kendall et de Rho de Spearman sont deux
mesures de corrélation non paramétriques utilisées pour évaluer l�association entre
deux variables aléatoires. Ils revêtent une importance signi�cative dans le domaine
des statistiques non paramétriques.

Dé�nition 1.8.5 Le coe¢ cient de corrélation de Kendall pour les paires (X1, Y1)
et (X2, Y2) est dé�ni comme suit :

� = Q = P ((Xi�Xj)(Yi�Yj) > 0)�P ((Xi�Xj)(Yi�Yj) < 0); � 2 [�1; 1]: (1.13)

Théorème 1.8.1 Soient X et Y deux variables aléatoires continues avec une copule
C. Le coe¢ cient de corrélation de Kendall entre X et Y est dé�ni comme suit :

� = 4

Z 1

0

Z 1

0

C(u; v)dC(u; v)� 1:

= 4E(C(U; V ))� 1 (1.14)

12
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Dé�nition 1.8.6 (Rho de Spearman) Tout comme le tau de Kendall, la version
de la mesure d�association de la population connue sous le nom de rho de Spearman
repose sur la concordance et la discordance. Soient (X1, Y1), (X2, Y2) et (X3, Y3)
trois vecteurs i:i:d, le rho de Spearman est dé�ni par

� = 3[P ((X1 �X2)(Y1 � Y3) > 0)� P ((X1 �X2)(Y1 � Y3) < 0)]: (1.15)

Théorème 1.8.2 Soit (X, Y ) vecteur de vas continues avec copule C. Le rho de
Spearman de X et Y est dé�ni par

� = 12

Z 1

0

Z 1

0

C(u, v)dudv � 3, � 2 [�1, 1]: (1.16)

Dans le tableau 1.1 de Tau de Kendall et Rho de Spearman de quelques copules.

Copule tau de Kendall rho de Spearman
Produit 0 0

Normal 2
�
arcsin � 6

�
arcsin(�=2)

Clayton �
�+2

Pas de forme fermée

FGM 2�
9

1�
3

Tab. 1.1 �Tau de Kendall et Rho de Spearman de quelques copules.

1.8.4 Dépendance de queue

La dépendance de queue est une mesure locale qui évalue la dépendance au niveau
des queues de distribution. Cette mesure revêt une importance signi�cative dans le
contexte des copules de valeurs extrêmes. Deux coe¢ cients de dépendance de queue
sont dé�nis comme suit :

Soient X et Y deux vas continues avec des fonctions de répartition respectives F et
G.

Le coe¢ cient de dépendance de queue inférieure (lower tail dependence coe¢ cient)
de (X, Y ) est dé�ni par :

�L(X, Y ) = lim
u!0�

P (X � F�1(u)nY � G�1(u)).

Le coe¢ cient de dépendance de queue supérieure (upper tail dependence coe¢ cient)
de (X, Y ) est dé�ni par :

�U(X, Y ) = lim
u!1+

P (X > F�1(u)nY > G�1(u)).

13
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La dépendance de la queue inférieure peut être exprimée en utilisant la notion de
copule :

�L = lim
u!0�

C(u, u)
u

, (1.17)

où C est une copule bivariée.

La dépendance de la queue supérieure peut être dé�nie de manière analogue à la
variable �L :

�U = lim
u!0�

1� C(u, u)
1� u = lim

u!1+
1� 2u+ C(u, u)

1� u . (1.18)

Pour la preuve, voir [16] page. 214.

Remarque 1.8.1 1. �L 2 [0; 1] =) C a une dépendance de queue inférieure.

2. �U 2 [0; 1] =) C a une dépendance de queue supérieure.

3. �L = 0 =) C n�a pas de dépendance de queue inférieure.

4. �U = 0 =) C n�a pas de dépendance de queue supérieure.

Dans la table (1.2), les coe¢ cients de dépendance de queues de quelques copules :

Copule C(u; v) �L �U
Gaussienne 0 0
Frank 0 0

Gumbel 0 2� 2 1�
Clayton 2

1
� 0

Tab. 1.2 �Dépendance de la queue de quelque copules.
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Copules Archimédiennes

Les copules archimédiennes représentent une classe de copules paramétriques extrê-
mement importantes et populaires en statistiques. Elles ont été largement étudiées
par les statisticiens canadiens Christian Genest et Louis-Paul Rivest [13]. De plus,
certaines copules archimédiennes spéci�ques, comme la copule de Gumbel et la co-
pule de Clayton, avaient déjà été examinées par des auteurs tels que E.J. Gumbel et
D.G. Clayton avant les travaux de Sklar. Ces copules archimédiennes sont souvent
utilisées dans divers domaines, notamment la �nance, l�assurance, la météorologie et
d�autres domaines où la modélisation de la dépendance entre variables aléatoires est
nécessaire.

Ces copules possèdent des propriétés mathématiques et statistiques intéressantes et
sont relativement simples à construire, étant dé�nies grâce à un générateur ' (Genest
et Mackay, 1986) [10].

Dé�nition 2.0.7 ' : I!R�+ une fonction continue et strictement décroissante où
'(1) = 0, '[�1] le pseudo inverse de ' est dé�ni comme suit :

'[�1](t) =

�
'�1(t) si 0 � t � '(0);
0 si '(0) � t � +1: (2.1)

'[�1] est continue, non croissante sur [0,1] et strictement décroissante sur [0,'(0)].

En plus, '[�1]('(u)) = u sur [0,1] et

'('[�1](t)) =

�
t si 0 � t � '(0),

'(0) si '(0) � t � +1. (2.2)

= min(t, '(0)):

Ainsi, si '(0) =1, alors '[�1] = '�1.
Considérons une fonction de distribution bivariée H(x,y) avec les marginales F (x) et
G(y). Elle est dite générée par une copule archimédienne si elle peut être exprimée
sous la forme

H(x; y) = '[�1]['fF (x)g+ 'fG(y)g]: (2.3)
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Cette copule est appelée une copule archimédienne de la forme

C(u; v) = '�1('(u) + '(v)) (2.4)

Lemme 2.0.1 Soit ' une fonction continue et strictement décroissante de l�inter-
valle I à [0, 1] telle que '(1) = 0, et que '[�1] soit le pseudo-inverse de ' dé�ni par
(2.1). Soit la fonction C de I2 à I donnée par

C(u; v) = '[�1]('(u) + '(v)) (2.5)

Ensuite, C satisfait aux conditions aux limites (1) et (2) pour une copule.

Théorème 2.0.3 [16] Soit ' : [0,1] ! [0,1] une fonction continue et strictement
décroissante telle que '(1) = 0, et que '[�1] son inverse généralisée dé�nie par (2.1).
Soit la fonction C : [0,1]2 ! [0, 1] dé�nie par (2.5). Cette fonction est une copule si
et seulement si ' est convexe.

Pour la preuve, voir [16] page 111.

Remarque 2.0.2 La fonction ' est appelée générateur de la copule. Si '(0) = 1,
on dit que ' est un générateur strict et C(u; v) = '�1('(u) + '(v)) est dite une
copule archimédienne stricte.

Remarque 2.0.3 ' est dite non-stricte si '(0) < 1.

2.1 Propriétés d�une copule Archimédienne

Soit �' la classe des applications continues, strictement décroissantes et convexes,
et ' où appartient à �'; pour ' : [0,1]! [0,1] et '(1) = 0.

Considérons la fonction
H(x; y) = '�1['(x) + '(y)] (2.6)

où il est convenu de poser H(x, y) = 0 lorsque '(x) + '(y) � 0.

Théorème 2.1.1 Soit C une copule archimédienne de générateur '. Alors pour tous
u, v 2 [0,1]

'0(u)
@C(u; v)

@v
= '0(v)

@C(u; v)

@u
. (2.7)

Théorème 2.1.2 Soit C une copule archimèdienne de générateur ' alors :
(i) La symétrie : pour tous u, v 2 [0, 1], on a

C(u; v) = C(v; u).

(ii) L�associativité : pour tout u, v, w 2 [0,1]

C(C(u; v),w) = C(u;C(v; w)):
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Preuve. pour (2.5) alors

C(C(u; v); w) = '[�1]('(C(u; v)) + '(w))

= '[�1]('('[�1]('(u) + '(v))) + '(w))

= '[�1]('(u) + '(v) + '(w))

= '[�1]('(u) + '('[�1]('(v) + '(w))))

= '[�1]('(u) + ('(C(u, w))) = C(u,C(v,w)):

Donc C est associative.

La densité d�une copule archimédienne
La densité d�une copule archimédienne C� de générateur ' est deux fois di¤érentiable,
et on a

c�(u; v) = �
'00 (C�(u; v))'

0(u)'0(v)

['0(C�(u; v))]
3 : (2.8)

Remarque 2.1.1 L�associativité des copules archimédiennes n�est pas nécessaire-
ment une propriété commune pour toutes les copules.

Exemple 2.1.1 [16]Soit C� un membre de la famille des copules bivariées de Farlie
Gembel-Morgestern, c�est-à-dire

C�(u; v) = uv[1 + �(1� u)(1� v)];

pour � 2 [�1, 1].

C�

�
1

4
, C�(

1

2
,
1

3
)

�
6= C�

�
C�(

1

4
,
1

2
),
1

3

�
Pour tout � 2 [�1; 1]n f0g la copule FGM n�est pas archimédienne, alors le seul
membre de la famille des copules bivariées de FGM qui est archimédienne est la
copule � correspondant au cas � = 0.

Dé�nition 2.1.1 Une copule C induit une mesure de probabilité �C dite C-mesure
donnée par

�C f[0, u][0, v]g = C(u; v)

La C-mesure d�un sous ensemble mesurable A de I2 est la probabilité que deux
variables aléatoires uniformes (u, v) 2 I2 avec une fonction de distribution conjointe
C à valeur dans A.

Les ensembles de niveau pour une copule C sont donnés par

At(C) =
�
(u; v) 2 I2 j C(u; v) = t

	
Pour une copule d�Archimédienne et pour t > 0, cet ensemble de niveaux se compose
des points sur la courbe de niveau ' (u) + ' (v) = ' (t) dans I2 qui relie les points
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(1, t) et (t, 1). Nous écrirons souvent la courbe de niveau comme v = Lt(u), comme
résolution pour v en fonction des rendements u;

v = Lt(u) = '
[�1] (' (t)� ' (u)) = '�1 (' (t)� ' (u)) :

Remarque 2.1.2 Pour t = 0, nous appelons f(u; v) 2 I2 j C(u; v) = 0g l�ensemble
zéro de C, et dénote Z(C).

Les courbes de niveau d�une copule d�Archimèdienne sont convexes.

Théorème 2.1.3 Soit C une copule Archimédienne générée par '. Soit KC(t) la
C�mesure de l�ensemble f(u, v) 2 I2 jC(u; v) � tg, ou équivalent, de l�ensemble

f(u, v) 2 I j'(u) + '(v) � '(t)g ,

alors 8t 2 I
KC(t) = t�

'(t)

'0(t+)
(2.9)

Théorème 2.1.4 Soit C une copule Archimédienne générée par '. Soit K 0
C(t) la

C-mesure de l�ensemble f(u, v) 2 I2 ju � s, C(u; v) � tg, alors 8t, s 2 I

K 0
C(t) =

8<: s, s � t

t� '(t)� '(s)
'0(t+)

, s > t:
(2.10)

Preuve. Pour la preuve voir [16] page 128.

Corollaire 2.1.1 Soient U et V deux vas uniformes sur I dont la fonction de dis-
tribution conjointe est la copule archimédienne C générée par ' dans I. Ensuite, la
fonction KC donnée par (2.9) est la fonction de distribution de la variable aléatoire
C(u, v). De plus, la fonction K 0

C donnée par (2.10) est la fonction de distribution
conjointe de U et C(u, v).

Le tau de Kendall

Théorème 2.1.5 (Corollaire 5.1.4 de [16]) Soient X et Y deux vas continues
de copule archimédienne C et de fonction génératrice ', alors le tau de Kendall de
X et Y est donné par :

� � = 1 + 4

1Z
0

'(t)

'0(t)
dt: (2.11)

Soient U et V deux vas uniformes sur dont la fonction de distribution conjointe est
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C. Notons KC la fonction de distribution de C(U , V ). De la formule (1.14) on a :

� = 4E(C(U; V ))� 1 = 4
Z 1

0

tdKC(t)� 1

= 4

�
[tKC(t)]

1
0 �

Z 1

0

KC(t)dt

�
� 1

= 3� 4
Z 1

0

KC(t)dt:

Par le théorème (2.1.3) et le corollaire (2.1.1), on peut conclure que la fonction de
distribution KC de C(U; V ) est

KC(t) = t�
'(t)

'0(t+)
:

Par conséquent,

� = 3� 4
Z 1

0

�
t� '(t)

'0(t+)

�
dt = 1 + 4

Z 1

0

'(t)

'0(t)
dt;

où '(t+) est remplacé par '(t) dans le dénominateur de l�intégrale, car les fonctions
concaves sont di¤érentiables sur leur domaine de dé�nition.

La dependance de queue

Pour une copule archimédienne, les paramètres de dépendance de la queue peuvent
être exprimés en termes de limites et impliquant le générateur et son inverse.

Théorème 2.1.6 Soit C une copule archimédienne avec générateur ', donc la dé-
pendance de queue donnée par

�U = 2� lim
x!0+

1� '�1(2x)
1� '�1(x) = 2� 2 limx!0+

'�1
0
(2x)

'�10(x)
(2.12)

et

�L = lim
x!1

'�1(2x)

'�1(x)
= 2 lim

x!1

'�10(2x)

'�10(x)
(2.13)

2.2 Familles à un paramètre

Les copules archimédiennes peuvent être construites à volonté à l�aide du théorème
2.0.3, il su¢ t de trouver des fonctions qui serviront de générateurs, c�est-à-dire des
fonctions convexes, décroissantes et continues ' de I à [0, 1[ avec '(1) = 0.
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Dans le Tableau 4.1 (voir [16] pages 116-118), nous énumérons certaines familles
importantes de copules d�archimédienne à un paramètre, ainsi que leurs générateurs,
la plage du paramètre et certains cas spéciaux et limitatifs. Les cas limitants sont
calculés par des méthodes standard, dont la règle de l�Hôpital, et par des théorèmes.

2.2.1 Exemples de copules Archimédiennes

La famille de Clayton

La copule de Clayton, aussi appelée copule de Cook et Johnson a été introduite par
Clayton (1978).Elle a ensuite été étudiée et utilisée par Cook et Johnson (1981) [6]
et par Oakes (1982) [11], bien que son origine ait étudiée par Kimeldorf et Sampson
(1975) [14]. La famille de Clayton est la représentation uniforme de la loi logistique
du premier order (Gumbel 1961, Satterthwaite et Hutchinson 1978). Nous utilisons la
copule de Clayton dans le domaine de la �nance ( gestion des risques, évaluation des
dérivés �nanciers et tari�cation des produits �nanciers complexes) pour modéliser
des dépendances positives entre des événements de faible intensité.

La copule de Clayton est dé�nie par

C�(u; v) = (u
�� + v�� � 1)� 1

� , � > 0: (2.14)

et son générateur est

'�(t) =
1

�
(t�� � 1):

Théorème 2.2.1 En représentant la famille de Cook et Johnson de la manière
(2.14), il est observé que l�application ' engendre C� pour toute valeur � � �1
et que lim

�!0
'(t) = � log t on peut donc étendre la famille (2.14) en posant

C�(u; v) = [max(u
�� + v�� � 1,0)]� 1

� , � 2 [�1;1[nf0g: (2.15)

Cette généralisation présente un avantage, car la famille (2.15) possède les carac-
téristiques conditions (1 et 2) (voir [10] page 149) sont suggérées par Kimeldorf et
Sampson [14]. En e¤et, C�1 = W , lim

�!0
C� = �, lim

�!1
C� =M et il est clair que '�1='�2

est monotone croissant et pour tout �1 � �1 < �2 <1.

La densité de la copule Clayton
La densité de la copule de Clayton est donnée par :

c�(u; v) = (� + 1)(u
�� + v�� � 1)�1� �2u���1v���1:
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Fig. 2.1 �Densité de la copule de Clayton (� = 1; 6)

Le tau de Kendall
Le tau Kendall associé à une copule Clayton de fonction génératrice '�(t) est � � =
�
�+2
.

Preuve. on a
'�(t)

'0�(t)
=
t�+1 � t
�

:

Pour calculer le tau de Kendall pour la famille de Clayton, nous pouvons faire appel
à la relation (2.11).

� � = 1 + 4

Z 1

0

t�+1 � t
�

dt = 1 +
4

�

�
1

� + 2
� 1
2

�
= 1 +

4

�

��
2(� + 2)

=
�

� + 2
:

La dependance de queue

La copule de Clayton est asymétrique et ne détecte pas de dépendance pour de
grandes valeurs, c�est-à-dire �U = 0 et �L 6= 0.
On a :

'�1� (t) = (1 + �t)
� 1
� :
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Le coe¢ cient de dépendance de queue inférieur est donné par

�L = 2 lim
x!1

'�10(2x)

'�10(x)
= 2 lim

t!1

�(1 + 2�t)� 1
�
�1

�(1 + �t)� 1
�
�1

= 2� 2� 1
�
�1

= 2�
1
� :

La famille de Gumbel

La copule de Gumbel, nommée d�après Emil Julius Gumbel (1960), est un outil sta-
tistique utilisé pour comprendre la relation entre plusieurs variables, avec un accent
particulier sur leur comportement lors d�événements extrêmes. C�est une copule basée
sur la distribution de Gumbel. Elle appartient à la famille des copules archimédiennes
et est particulièrement appréciée pour sa capacité à modéliser la dépendance de la
queue supérieure. La copule de Gumbel est particulièrement e¢ cace dans des scé-
narios comme les marchés �nanciers, où la compréhension de la corrélation entre les
gains ou les pertes extrêmes dans di¤érents actifs est cruciale. La copule de Gumbel
est largement utilisée pour modéliser des événements extrêmes dans divers domaines,
tels que la �nance, l�ingénierie et l�hydrologie.

La copule de Gumbel prend la forme :

C�(u; v) = exp

�
�
h
(� lnu)� + (� ln v)�

i1=��
, � � 1: (2.16)

Les copules de Gumbel sont strictement archimédiennes avec le générateur suivant :

'�(t) = (� ln t)�.

Théorème 2.2.2 Le paramètre de dépendance est limité à l�intervalle [0, 1] comme
C1 = � et C1 = M , mais cette copule n�atteint pas la borne inférieure de Fréchet
pour aucune valeur de �.

Rappele : La distribution de Gumbel est un type de distribution de probabilité
utilisé pour modéliser la distribution des valeurs extrêmes. C�est un membre de la
famille des distributions de valeurs extrêmes, qui sont souvent utilisées dans des
domaines tels que l�hydrologie, la météorologie, la �nance et l�ingénierie de �abilité
pour modéliser les événements extrêmes. La distribution de Gumbel est donnée par
�(x) = e�e

�x
.

Remarque 2.2.1 Les distributions de Gumbel sont les seules distributions de va-
leurs extrêmes max dont la fonction de dépendance est une copule archimédienne.

Densité de la copule Gumbel
La densité de la copule de Gumbel est
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c�(u; v) = C�(u, v) ['�(u) + '�(v)]
1
�
�2
h
� � 1 + ('�(u) + '�(v))

1
�

i '��1(u)'��1(v)
uv

, 8u, v 2 ]0,1[ .

Fig. 2.2 �Densité de la copule de Gumbel (� = 1; 8)

Le tau Kendall. Le tau de kendall pour la famille de Gumbel est dé�ni par

� � = 1�
1

�

Preuve. on a
'(t)

'0(t)
=
t ln t

�

donc

� � = 1 + 4

Z 1

0

'(t)

'0(t)
dt = 1 + 4

Z 1

0

t ln t

�
dt = 1 +

4

�

 �
t2

2
ln t

�1
0

�
Z 1

0

t

2
dt

!

= 1 +
4

�

�
0� 1

4

�
= 1� 1

�
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La dependance de queue Considérons la famille de Gumbel, rappelons que
'�(t) = (� ln t)� avec � � 1.
La fonction génératrice inverse est donnée par :

'�1(t) = exp(�t 1� )

Par conséquent,

'�10(t) =
�t 1��1 exp(�t 1� )

�

En utilisant le théorème 2.1.6, on aura

�U = 2� 2 lim
x!0+

'�10(2t)

'�10(t)
= 2� 2 1� lim

x!0+

"
exp(�(2t) 1� )
exp(�t 1� )

#
= 2� 2 1� .

De même on a �L = 0:

La queue supérieure de la copule de Gumbel ne ressent que des dépendances positives
et est caractérisée par la capacité à représenter des risques dont la structure de
dépendance est plus accentuée. Dans le domaine de l�assurance et de la �nance,
elle est particulièrement adaptée pour analyser l�e¤et de la survenue d�événements
de grande intensité sur la dépendance entre les branches d�assurance ou les actifs
�nanciers.

La famille de Frank

La copule a été introduite par William Frank en 1979. La copule de Frank est en e¤et
un concept signi�catif en statistique et en théorie des probabilités, en particulier dans
la modélisation des risques multivariés. Elle porte le nom de Frank, qui a contribué
au développement des copules. Cette copule est dé�nie par une fonction exponentielle
et joue un rôle crucial dans la modélisation des structures de dépendance. La copule
de Frank est utilisée dans le contexte de l�assurance et de la réassurance, où elle
peut modéliser la dépendance entre di¤érents types de risques, tels que les risques
de mortalité et de morbidité, ou les risques matériels et accidentels. Elle est égale-
ment utilisée dans la modélisation du risque de crédit ou l�analyse des événements
extrêmes.

La forme de la copule de Frank est dé�nie pour tous u, v 2 [0; 1]

H�(u; v) = C�(u; v) = log�

�
1 +

(�u � 1)(�v � 1)
� � 1

�
, � > 0, � 6= 1 (2.17)
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et le générateur

'(t) = log

"
(1� �)�
1� �t

�# , t 2 [0; 1]
= � ln

�
exp(��t)� 1
exp(��)� 1

�
Les distributions ont été identi�ées par Frank en 1979 dans le cadre des espaces mé-
triques probabilistes et ont été employées par Klement en 1982 pour la construction
de ��algèbres et de mesures �oues [12].

Remarque 2.2.2 Chaque membre de la famille (2.17) est continu et béné�cie d�un
soutien complet sur le carré de l�unité.

Les applications (2.17) sont les seules copules archimédiennes qui sont invariantes
par la transformation (u, v)! (1� U , 1� V ):

Théorème 2.2.3 Les distributions de Frank sont intéressantes en partie parce qu�elles
répondent à tous les prérequis établis par Kimeldorf et Sampson (1975) [14] pour la
création de familles bivariées avec des marginaux �xes. Pour tout t 2 [0; 1]. Notons
que la copule d�indépendance ainsi que les bornes de Fréchet- Hoe¤ding s�obtiennent
à partir de cette famille comme suit.

Pour tous u, v 2 [0; 1].
� lim
�!0
C�(u; v) = uv = �,

� lim
�!1

C�(u; v) =M(u; v) = min(u; v),

� lim
�!�1

C�(u; v) =W (u; v) = max(u+ v � 1, 0).

Théorème 2.2.4 Frank (1979) a démontré que les distributions (2.17) incluant
leurs limites sont les seules copules archimédiennes telles que

H(1� u, 1� v) = 1� u� v +H(u; v),

Cela signi�e que les paires (X; Y ) et (1�X; 1�Y ) présenteraient la même distribu-
tion Frank et que les distributions de la forme (2.18) présentent une représentation
équivalente en termes de fonctions de survie, F , G et H(x; y) = P (X > x, Y > y)
[12].

H�(u; v) = log�

"
1 +

(�F (u) � 1)(�Gv) � 1)
� � 1

#
, � 6= 1: (2.18)

Densité de la copule Frank
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Comme indiqué précédemment, H�(u; v) est absolument continu et a un support
complet sur le carré de l�unité, sauf lorsque � = 0 ou 1, auquel cas U = V ou
V = 1� U , respectivement.
Lorsque 0 < � <1 la densité de H� est donnée par

h�(u; v) = c�(u; v) =
(� � 1) log (�) �u+v

f(� � 1) + (�u � 1) (�v � 1)g2
, 0 < u, v < 1.

Et quand � approche 1, donc h�(u; v) tend à 1.

Fig. 2.3 �Densité de la copule de Frank (� = 3)

Le tau de Kendall et Rho de Spearman [15] La copule de Frank permet
de modéliser les dépendances aussi bien positives que négatives. Il est à noter qu�il
n�existe pas de dépendance de queue pour cette copule. Le tau de Kendall s�exprime
en fonction de � grâce à la fonction Debye.

Pour  = � log � et k � 1, la fonction Debye, notée Dk , est dé�nie par

Dk() =
k



Z 

0

tk

et � 1dt,

Ainsi, le tau de Kendall est dé�ni comme suit :

�(�) = 1 + 4�1 fD1()� 1g = 1�
4

�
(1�D1(�)) :
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De plus, le Rho de Spearman est donné par :

�� = 1 + 12
�1 fD2(�)�D1(�)g = 1�

12

�
(D1(�)�D2(�)) :

Remarque 2.2.3 La famille de Frank n�a pas de dépendance de queue supérieure et
inférieure.

Les membres de la famille de Frank sont les copules archimédiennes qui satisfont
l�équation C�(u; v) = Ĉ(u; v).

En utilisant des copules comme la copule de Frank, les statisticiens peuvent mieux
comprendre et modéliser les relations complexes entre les variables, ce qui permet
une évaluation plus précise des risques, la modélisation �nancière et d�autres analyses
statistiques qui exigent la saisie de dépendances complexes entre variables.

Théorème 2.2.5 La copule de Gumbel-Hougaard est également une copule archi-
mèdienne. En réalité, aucune autre copule archimèdienne n�est aussi une copule de
valeur extrême.

2.3 Familles à deux paramètres

2.3.1 Familles de générateurs

Dans cette section, nous examinons d�abord les techniques de génération de familles
de générateurs de copules d�Archimédienne à partir d�un seul générateur ' dans 
.
Supposons que ' soit un générateur dans 
, comme '(t) = (1=t)�1, ou '(t) = � ln t.
. En utilisant un tel ' comme base, il est possible de créer des familles paramétriques
de générateurs, qui peuvent ensuite être employées pour engendrer des familles de
copules archimédiennes.

Théorème 2.3.1 Soit � et � des nombres réels positifs,et ' dans 
 et dé�ni par

'�;1(t) = '(t
�) et '1;�(t) = ['(t)]

� (2.19)

1. Si � � 1, alors, '1;� est un élément de 
.
2. Si � est dans l�intervalle [0, 1], alors '�;1 est un élément de 
.

3. Si ' est deux fois di¤érentiable et t'0(t) non décroissante sur [0,1], alors '�;1
est un élément de 
 pour tous � > 0.

En ajoutant un paramètre à l�une des familles à un paramètre du tableau 4.1 (voir
[16] pages 116-118) à l�aide du théorème 2.3.1, l�exemple suivant montre à quel point
il est simple de générer des familles à deux paramètres de copules archimédienne.
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Exemple 2.3.1 (Fang et al. 2000) Pour � dans [�1, 1], '�(t) = ln ([1� � (1� t) =t])
(avec '1(t) = (1=t)� 1) génère une copule Ali-Mikhail-Haq dé�nie par

C�(u; v) =
uv

1� � (1� u) (1� v) :

Étant donné que t'0(t) non décroissante pour � dans [0,1], la famille de puissance
intérieure générée par '� est la famille à deux paramètres donnée par

C�;�;1(u; v) =
uv

[1� � (1� u1=�) (1� v1=�)]� , (2.20)

où u, v 2 [0, 1], � > 0 et � 2 [0, 1]. Remarquez que C0;�;1 = � et C1;�;1 est un
membre de la famille Clayton.

Théorème 2.3.2 Soit ' en 
, et soient '�;1 et '1;� donnés par (2.19). Supposez
en outre que '�;1 et '1;� génèrent respectivement des copules C�;1 et C1;�.

Il s�ensuit que � � 1 et � est un élément d�un sous-ensemble A de (0, 1), qui
comprend ]0; 1].

1. Si 1 � �1 � �2, alors C1;�1 � C1;�2.

2. Si '
��
'[�1](t)

���
est sous-additif pour tout � dans (0, 1), et si �1, �2 sont dans

A, alors �1 � �2 implique C�1;1 � C�2;2.

Corollaire 2.3.1 Selon les hypothèses du théorème 2.3.2, si '0�='� non décroissante
en � puis �1 < �2 implique C�1;1 � C�2;1.

Théorème 2.3.3 Soit ' en 
, et soient '�;1 et '1;� donnés par (2.19). Supposez
en outre que '�;1 et '1;� génèrent respectivement des copules C�;1 et C1;�, où � � 1
et � est un élément d�un sous-ensemble A de (0, 1), qui comprend (0, 1].

Si ' est continuellement di¤érentiable et '0(1) 6= 0, alors
1.

C0;1(u; v) = lim
�!0+

C�;1(u; v) = �(u; v):

2.

C1;1(u; v) = lim
�!1

C1;�(u; v) =M(u; v):
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2.3.2 Copules Archimédienne rationnelles

On peut facilement trouver dans le tableau 4.1 (voir [16] pages 116-118) des familles
de copules archimédiennes qui sont des fonctions rationnelles sur I2nZ(C), c�est-à-
dire des copules C(u, v) telles que si C(u, v) > 0, alors C(u, v) = P (u, v)=Q(u, v)
où P et Q sont des polynômes.

Théorème 2.3.4 Soit R une fonction réelle rationnelle à é places réduite aux termes
les plus plus faible, i.e.,

R(u; v) = P (u;v)
Q(u;v)

Où P et Q ssont des polynômes relativement premiers, dont aucun n�est identique-
ment nul. Alors R est symétrique et associatif si et seulement si

R(u; v) =
a1uv + b1(u+ v) + c1
a2 + b2(u+ v) + c2uv

où

b1b2 = c1c2;

b21 + b2c1 = a1c1 + a2b1;

b22 + b1c2 = a2c2 + a1b2:

Théorème 2.3.5 La fonction C�;� dé�nie sur I2 par

C�;�(u; v) = max

�
uv � �(1� u)(1� v)
1� �(1� u)(1� v) , 0

�
(2.21)

est une copule (rationnelle d�archimédienne) si et seulement si 0 � � � 1 � j�j, et
pour � = b2=(a2 + b2) et � = b1=(a1 + b1).

Notons que C0;0 = �, C0;1 = W .

Corollaire 2.3.2 Une copule d�archimédienne rationnelle est stricte si et seulement
si � = 0 dans (2.21), si et seulement si elle est un membre de l�Ali-Mikhaïl-Haq
famille.

2.4 La copule archimédienne multivariée

Nous nous intéressons à présent à la construction des copules archimédiennes de
dimension n.

L�expression d�une copule de produit, � peut être formulée ainsi :

�(u; v) = uv = exp(�[(� lnu) + (� ln v)])
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La formule de copule produit de dimension n (�n) est obtenue en généralisant le cas
à plusieurs dimensions :

�n(u) = u1u2 � � �un = exp(�[(� lnu1) + (� lnu2) + � � �+ (� lnun)])

où u = (u1, u2, ..., un). Cela conduit naturellement à la généralisation suivante de la
formule (2.5).

Cn(u) = '[�1]('(u1) + � � �+ '(un)) (2.22)

Dans le cas 3-dimensionnel,

C3(u1; u2; u3) = '
[�1] �' � '[�1] ('(u1) + '(u2)) + '(u3)� = C(C(u1; u2); u3);

Dans le cas 4-dimensionnel,

C4(u1; u2; u3; u4) = '
[�1] �' � '[�1](' � '[�1] ('(u1) + '(u2)) + '(u3)�+ '(u4))

= C(C3(u1; u2; u3); u4) = C(C(C(u1; u2); u3); u4)

Dans le cas général, pour n � 3,

Cn(u1; u2; :::; un) = C(C
n�1(u1; u2; :::; un�1); un)

La copule de produit est une copule archimédienne. Cependant, la copule n�est pas
dé�nie par l�expression (2.22) pour n�importe quelle fonction '. Par exemple, en
prenant '(t) = (1� t) dans (2.22), on trouve que C = W , qui n�est pas une copule
pour n � 3. Il faut donc se demander dans quelles conditions la formule (2.22) donne
une copule pour tout n. Des propriétés supplémentaires devront donc être imposées
à ' et à '�1. En réponse à cette question, nous utilisons la notion de fonction
complètement monotone telle qu�elle est dé�nie ci-dessous (voir Widder (1941)) [19].

Dé�nition 2.4.1 (Widder 1941) Une fonction g(t) est complétement monotone
sur un intervalle J si elle est continue sur J et si toutes ses dérivées, d�ordre quel-
conque, alternent en signe sur J . Autrement dit, pour tout t 2 J et k = 0, 1, 2,
: : :

(�1)k d
k

dtk
g(t) � 0

Dé�nition 2.4.2 Soit ' une fonction complétement monotone dé�nie de (0, 1] dans
R+ avec '(1) = 0. La fonction C' : [0, 1]n ! [0, 1] donnée par :

C'(u1, � � � , un) = '�1('(u1) + � � �+ '(un)) (2.23)

est appelée une copule archimédienne n-dimensionnelle de générateur '.
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Widder (1941) a montré que si g est complètement monotone et s�il existe un nombre
�ni t > 0 tel que g(t) = 0, alors g � 0 sur.[0 1). Par conséquent, si l�inverse
généralisé '�1 du générateur de copule d�archimédienne est complètement monotone,
il générera nécessairement une copule. De plus, les conditions nécessaires et su¢ santes
pour qu�un générateur strict génère une copule d�archimédienne de dimension n sont
données par le théorème suivant.

Théorème 2.4.1 Soit ' une fonction continue strictement décroissante dé�nie de
[0, 1]! [0, 1[ telle que '(0) =1 et '(1) = 0 , et notons '�1 l�inverse de '. Si Cn

est la fonction dé�nie de [0, 1]n ! [0, 1] par (2.22), alors Cn est un n�copule pour
tous n � 2 si et seulement si '�1 est complètement monotone sur [0, 1).

Corollaire 2.4.1 Si l�inverse d�un générateur strict ' d�une copule Archimédienne
C est complètement monotone, alors

C � �, i:e, C(u; v) � uv 8 u, v 2 [0, 1].

Exemple 2.4.1 Nous pouvons généraliser les familles des copules archimédiennes
de 2�copules à une famille de n�copules pour � > 0 et tout n � 2 :

La famille de Clayton :

Cn� (u) =
�
u�1 + u

�
2 + � � �+ u�n � n+ 1

��1=�
.

La famille de Frank

Cn� (u) = �
1

�
ln

 
1 +

�
e��u1 � 1

� �
e��u2 � 1

�
� � �
�
e��un � 1

�
(e�� � 1)n�1

!
.

La famille de Gumbel

Cn� (u) = exp

0@�" nX
i=1

(� lnui)�
#1=�1A .

La densité d�une copule archimédienne multivariée :
La densité d�une copule archimédienne est exprimée de la façon suivante.

cn� (u1; ...; un) =
�
'�1

�(n)
('(u1) + � � �+ '(un))

nY
i=1

'0 (ui)

d�aprés Savu et Trede [17].
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Conclusion

Les copules constituent un outil puissant et �exible pour modéliser les struc-
tures de dépendance entre variables aléatoires. Grâce à leur capacité à séparer

les lois marginales des relations de dépendance, elles permettent de construire des
modèles multivariés riches et réalistes, tout en conservant une interprétation intui-
tive, et c�est ce dont nous avons parlé dans le premier chapitre.

Parmi les di¤érentes familles de copules, les copules archimédiennes se distinguent
par leur forme simple et leur propriété de symétrie, ce qui facilite leur utilisation
et leur interprétation. Elles o¤rent une grande �exibilité pour capturer une large
gamme de dépendances. Et c�est ce que notre cas était dans le chapitre deux.

Bien que les copules soient devenues un outil incontournable en statistique multiva-
riée, leur développement et leur application restent un domaine de recherche actif.

En particulier les copules archimédiennes, constituent un cadre élégant et puissant
pour modéliser les dépendances multivariées, o¤rant à la fois une �exibilité mathé-
matique et une interprétation intuitive des structures de dépendance.
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Annexe A : Abréviations et
Notations

Les di¤érentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont
expliquées ci-dessous :

E(:) : Espérence mathématique:
V (:) : Variance mathématique.
Cov(X; Y ) : Covariance mathématique du couple (X, Y)
va : Variable aléatoire.
P (A) : Probabilité d�un évènement A.
fds : Fonction de distribution.
H : Distribution jointe
h : Densité de distribution jointe.
F , G : fds des lois marginales.
I : Intervalle [0, 1]
C : Distribution de la copule.
c : Densité de la copule.
F , G : Fonction de survie.
f , g : Densités des loi marginales.
F�1 : Fonction quantile de F .
R : Ensemble des nombres réels.
X, Y : vas réelles.
W : Copules maximum.
M : Cpules minimum.
Ĉ : La copule de survie.
C� : Copule de valeurs extrêmes.
C� : Copule Gaussienne (Normale).
' : Fonction génératrice de la copule Archimédienne.
'�1 : Fonction quantile de '.
�(x) : fd de la va x qui suit la loi normale.
��1 : La fonction quantile standard de la loi normale.
K : Mesure de concordance.
� : Tau de Kendall.
� : Rho de Spearmen.
rX; Y : Coe¢ cients de corrélation linéaire.
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Annexe B : Abréviations et Notations

�U , �L : Dépendance de queue supérieure, inférieure.
p:s : Prèsque sur.
p.p : Prèsque partout.

�' :
la classe des applications continues, strictement
décroissantes et convexes.

Cn : La copule Archimédienne multivariée.

 : Ensemble de générateurs pour copules d�Archimédienne.
C� : La famille des copules de FarlieGembel-Morgestern.
i:e: : c�est-à-dire.
i:i:d : indépendantes identiquement distribuées:

Z(C) : L�ensemble zéro de C.
Q, P : Des polynômes.
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 الملخص 
وخصائصه    يناقش هذا العمل مفهوم كوبولا بنية التبعية بين اثنين أو أكثر من المتغيرات العشوائية.تستخدم كوبولا لنمذجة 

وبولا وتغطي  والعائلات المختلفة. يركز على العائلة الأكثر أهمية وشعبية عائلة كوبولا الأرخميدية، والتي تضم العديد من الك

 .مجالات مختلفة

الأرخميدية التبعية، قياس الارتباط، كوبولا الكلمات الرئيسية: كوبولا ، . 

 

Résumé 
La copule est utilisée pour modéliser la structure de dépendance entre deux ou plusieurs 
variables aléatoires. Ce travail discute le concept de copule, ses propriétés et diverses familles. 
Il se concentre sur la famille la plus importante et la plus populaire, la famille des copules 
d’Archimédiennes, qui comprend de nombreuses copules et couvre divers domaines. 

Mots-clés : copule, dépendance, mesure d’association, copule Archimédienne. 

 

Abstract 
Copula is used to model the dependency structure between two or more random variables. This 
work discusses the concept of copula, its properties and various families. It focuses on the 
most important and popular family, the Archimedean copula family, which includes many 
copulas and covers various fields. 

Keywords: copula, dependence, association measure, Archimedean copula. 
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