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Introduction

raison de leurs applications dans différents domaines tels que
[ I la théorie du controle, des jeux, I’économie et la finance, les
équations différentielles stochastiques progressives-rétrogrades

(EDSPR) ont été étudiées par plusieurs chercheurs. Il existe plusieurs approches pour
assurer 'existence de la solution d’'une EDSPR. Les auteurs dans [I] et [I4] utilisent
la méthode de contraction; [3] et [16] utilisent la méthode du Schéma en Quatre
Etapes; et dans [6], sous la condition de Monotonicité, les auteurs introduisent une

autre approche qui assure ’existence et 'unicité de la solution.

Contrairement a I’abondante littérature sur les EDSPR, celles & changement de ré-
gime n’ont pas regu 'attention nécessaire. Bien que les EDS & changement de régime
aient été étudiées pour les problémes de controéle stochastique récursif, il n’existe pas
de bons résultats de posédness pour les EDSPR a changement de régime. Un travail
récent a montré que les EDSPR de type moyen a changement de régime est de type
conditionnelle (aléatoire) qui résoudre un systéme d’EDSR de type McKean—Vlasov.
Les mesures de champ moyen conditionnelles apparaissent aussi dans des problémes
comme les jeux de champ moyen et le contréle avec bruit commun. Cette mesure
conditionnelle a permis d’établir des principes de maximum pour ces systémes de

diffusion avec chagement de régime voir [I1], [I3].

Dans ce mémoire, nous nous concentrons sur le travail de [14], qui apporte des

résultats importants.. Nous commencons par utiliser la méthode de continuation et
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les conditions de monotonie pour examiner la posédness de la solution d’un systéeme
d’EDSPR a changement de régime, les EDSPR de type champ moyen a changement
de régime, et puis les EDSPR de type champ moyen & changement de régime qui
sont représentées par des distributions conditionnelles (aléatoires) des processus en
fonction de I’historique d’une chaine de Markov. Nous terminons notre mémoire en
abordant les jeux de champ moyen conditionnels & somme non nulle en utilisant les
résultats de posédness pour les EDSPR. Des conditions sur les coefficients du jeu
différentiel stochastique linéaire-quadratique conditionnel & somme non nulle et a
changement de régime et des stratégies en boucle ouverte sont fournies pour garantir

un point d’équilibre de Nash.

Notre mémoire est divise en trois chapitre :

Dans le premier chapitre,on donne des généralité sur les processus stochastique qu’on
a besion dans les autres chapitres.

Dans le deuxiéme chapitre on parle sur les équations différentielles stochastiques a
changement de régime.

Dans le troisiéme chapitre,nous étudions un probléme de jeu differentiel de champ

moyen conditionnel & somme non nulle.



Chapitre 1

Généralité sur les processus

stochastiques

Le but de ce chapitre est de donner des définitions importants et fondamentales, le

contenu de ce chapitre est principalement basé sur les livre [2], [B].

1.1 Processus stochastique et filtration

Définition 1.1.1 (processus stochastique) Un processus stochastique X =
(X1)ier est une famille de variables aléatoires X, indexée par un ensemble T.En gé-
néral T'= R, ouR et on considére que le processus est indexé par le tempst € T.5iT
est un ensemble fini, le processus est un vecteur aléatoire.Si T = N alors le processus
est une suite de variables aléatoire. Plus généralement quand T C Z , le processus
est dit discret . Pour T C R?, on parle de champ aléatoire (drap quand d = 2).Un
processus dépend de deuzx paramétres: X, (w) dépendde t (en général le temps) et de

laléatoire w € €2 :

1. Pourt € T fixé , w € Q — Xy(w) est une variable aléatoire sur l’espace de

probabilité (Q, F P);
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2. Pourw € Q fixé , t € T — Xy(w) est une fonction a valeurs réelles , appelée

trajectoire du processus.

Définition 1.1.2 (Egalités de processus) Deuz processus X etY ont méme

lois s’ils ont méme lois fini-dimensionnelles :pour tout p € N* et ty,...,t, €T,

£

(Xty, -y X)) (Ve Y,)

On écrira X 2Y .On dira que Y est une version (ou une modification) du processus
X si pour tout t € T,on a P(X; = Y;) = 1.Deux processus X et Y sont dit
indistinguables s’il existe N € F négligeable.tels que, pour tout w ¢ N, on a Xi(w) =

Yi(w) pour tout ,on écrit : P(X; =Y, :Vte€T )=1.
Proposition 1.1.1 indistinguable = modification = méme lois fini-dimensionnelles.

Définition 1.1.3 (Filtration) Une filtration est une famille croissante de sous
tribus de F,c’est-a-dire telleque Fy C Fs pour tout t < s .On demande souvent que
les ensembles négligeables soient contenus dans Fo,On parle d’hypothéses habituelles

St :

1. les ensembles négligeables sont contenus dans Fy |,

2. La filtration est continue & droite au sens ou F; = Mg Fs.

Définition 1.1.4 (processus adapté) Un processus stochastique X = (X, ;t >
0) est dit adapté (par rapport a une fltration F;) si X, est JF;-mesurable pour tout

L.

Définition 1.1.5 (processus continu) On dit que le processus est a trajec-
toires continues (ou est continu) si les applications t — X, (w) sont continues pour

presque tout w.
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Définition 1.1.6 (processus cadlag( resp. caglad)) Un processus est dit
cadlag (continu a droite, pourvu de limites & gauche) si ses trajectoires sont conti-

nues a droite , pourvues de limites a gauche. Méme défnition pour caglad.

1.2 Martingale

1.2.1 Cas discret

On se donne une filtration, c’est-a-dire une famille de sous-tribus JF,, croissante

(Fn C Fni1) et la tribu Fy contient les négligeables.
Définition 1.2.1 (Martingale) Une suite de v.a.r. (X,,n € N) est une F,-
martingale si :

1. X, est intégrable,Vn € N.
2. X,, est F,-mesurable,Vn € N.

3. E(Xps1/Fpn) = Xp,¥n € N,

1.2.2 Cas continu

On se donne une filtration , c’est-a-dire une famille de sous-tribus F; croissante (

Fs C Fi, Vs < t), et la tribu Fy contient les négligeables.

Définition 1.2.2 Une famille de variables aléatoires (X;,t € [0,00[) est une mar-

tingale par rapport a la filtration (F;) si:

1. X; est F;-mesurable et intégrable pour tout t.

2. E(X,/F,) =X, Vs <t
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1.3 Temps d’arrét
On travaille sur un espace muni d’une filtration (F;). On note Fo, = d(UpF).

Définition 1.3.1 (Temps d’arrét) Un temps d’arrét est une variable aléa-

toire T & valeur dans R U {+oo} telle que {T <t} € F; Vt € R.

Définition 1.3.2 (Processus de Markov) Soit X un processus et (F;) sa
filtration canonique.On dit que le processus est de Markov si ,pour tout t, pour toute

variable bornée Y € Fo I egalité:
E(Yob/)F)= EY o6/X,)
ot 6 est opérateur de translation défini sur les applications coordonnées par
Xy00,= X,

Essayons une autre définition. Pour tout n, pour toute fonction bornée F définie

sur R™, pour tous t; < ty <---<'t,
E(F(Xortr, Xorter s Xowtn) [ Fs) = E(F(Xotys Xovtgs s Xor,)/ Xo)-
Ceci implique en particulier que pour toute fonction f borélienne bornée
ECf (X)/F) = E(f (Xy)/X,), 9t > s.

Le processus est dit de Markov fort si la propriété précédente est vraie pour tout

couple de temps d’arrét finis T, S avec T > S.
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1.4 Mouvement Brownien

On se donne un espace (2 , F, P) et un processus (B;,t > 0) sur cet espace .

Définition 1.4.1 Le processus (Bt > 0) est un mouvement Brownien (standard)
81 :
1. P(By=0)=1 (le mouvement Brownien est issu de l’origine).
2. Vs < t,By — By est une variable réelle de loi gaussienne, centrée de variance
(t—s).
3. ¥n, Vt;,0 <tg < ty...... < tn,les variables (By, — By, -y By — By, By,) sont

indépendantes.

1.5 Intégrale stochastique

1.5.1 Cas de processus étagés

On dit qu'un processus 6 est étagé (ou élémentaire) s’il existe une suite de réels
t;,0 <ty < ty... < t, et une suite de variables aléatoires 0; telles que 6; soit F; -

mesurable, appartienne a L?(f2) et que 6, = 6, pour tout

t €] tj,tj41],50it

n—1

Os(w) = Zej(w)n]tj,tjﬂ](s)-
=0
On définit alors
o0 n—1
/ 0.dB, = 3 0,(B(t;1) — B(t;))
=0

B([*0.dB,) = 0
Var([y" 0,dBs) = E[ [, 62d,]
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On obtient

Jo 6s4By = Y2070 0;(Bltjs1 At) — B(t; At)).

1.5.2 Cas général

On peut prolonger la définition de l'intégrale deWiener & une classe plus grande de
processus. On perd le caractére gaussien de 'intégrale,ce qui est déja le cas pour le cas
de processus étagé. On définit les processus caglad de carré intégrable (appartenant
a L*(Q x R")) comme l'ensemble T' des processus 6 adaptés continus a gauche

limités a droite, (F;)-adaptés tels que

déf 00
10> =" E [fy 07dt] < oo.

1.6 Processus d’ItO

Définition 1.6.1 Un processus X est un processus d’Ito si :

Xy = z+ [ byds+ [, 0,dB;

ol b est un processus adapté tel que fot |bs|ds existe (au sens Lebesgue) p.s pour

tout t,et o un processus appartenant a A.On utilise la notation plus concise suivante:

dXt = btdt—f-UdBt,
XO = X.
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1.7 Lemme d’It6

1.7.1 Premiére forme

Soit f une fonction de R dans R,de classe C? & dérivées bornées.Alors :

J X0 = f (Xo)+ [ F(X)dX+ 3 I f(X)o2d,.

1.7.2 Fonction dépendant du temps

Théorlme 1.7.1 Soit f une fonction définie sur R, x R de classe C' par rapport

a t.de classe C? par rapport ¢ x, & dérivées bornées,on a

F X)) = f0,Xo0)+ [7 fils, Xo)ds + [y fi(s, X,)dXs+ L [0 f (s, X,)o%d,.

1.7.3 Cas multidimensionnel
Théorlme 1.7.2 Soit (X;,i = 1,2) deux processus d’Ito tels que
Soit f une fonction de R*dans R de classe C%.0n a

A (X0(), X)) = FI(X (0, Xa(8)dXa () + F3(X1(8), Xa(8))dXa (1)
(f1101( ) +2flh01(t)oa(t >+f2202( (X1 (t), Xa(t))dt.

ot f; désigne la dérivée par rapport a w;,i = 1,2 et fii la dérivée seconde par

rapport a r;, ;.
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1.8 Chaines de markov a temps continu

Définition 1.8.1 E = {ag,ay,as,.....,a,} ou {a,,n € E} : espace des états, X; :

Q— FE wv.a ,(Xi)er+ chaine de markov <V st € R,
loi de : (X5+t /(X'I’)US r SS) = loi de (Xs+t/Xs)

SVreN Ve, ..z, e F YVO<t; <... < tp,

P(th = Tn / XO = Xy, th = T, "7th—1 = xn_l)
=P(Xy, =20 /Xs, . = Tn1)

Note :on supposera toujours les probabiliteés de transition P(X;; = y/ X, = 1)

stationnaires (chaine de homogeéne) i.e indépendantes de s.

IED(XO = SUo,th =T, ...,th = :L'n) =
P(XQ = fL‘Q)]P(th = fL‘l/XO = Io)]P)(th = J?Q/th = [L’l) ....... X P(th = In/th_l = mn—l)

Notation 1.8.1

Py(t) = P(Xep=a; [ Xy =a;) = Po (X, = a))

P(Xo = aiy, Xty = @iy, -, Xo,, = @3,) = P(Xo = aiy) Pigiy (1) Piyi (t2 — 1) . Bi,_yi, (fn — 1)

1.8.1 Semi-groupe

P(t) = (Pij(t))aia;er, on pose P(0) =1 ie Py;(0) = 6

passage de la loi de X, a celle de X; : soit
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Equation de chapman-kolmogorov :

Py(s+1t)= Y Pu(s)Py(t)

ap€lR

on encore

P(s+t) = P(s)P(t)
Exemple 1.8.1 processus de Poisson (Ny)icr+

Définition 1.8.2 1. N;: Q— N
2.V0<s<t,Ny— Ng:PAt—9));
3 VO0<t) <ty <...<tpn, Ny,Ny—DNyyoooty Ny, — Ny, sont indépendantes.

(Nit)ier+ est une chaine de Markov :

_ P(Nty=w1,Nty—Niy =22—21,...,Nt)y =Nt =Tpn—Tn_1)
" P(Nt;=x1,Nty—Ni; =w2—1,...,Nt,, 1 —Nt, o=Tn_1—Tn_2)

= P(Ntn - Ntn—l =Tn — :Cnfl)

]P)(Ntn = Tn / Nt1 = xla'-'aNtn_1 = xnfl)

= P(Ntn = In /Ntn—l = xn—l)y

Pjit)= PNyt =j /[Ns=1i)= P(Nyjy —Ns=j—1i)= PN, =j—1)

donc

Py(t) exp(—At) ((Ajtli)!
0 si 0<j<1—1

sij>i>0

1.8.2 Temps de sauts

On suppose t — X; continue a droite.Soit

To=0,Tp = inf{t >T,: X, # Xz, },n>0

11



Chapitre 1. Généralité sur les processus stochastiques

onaTo<Ty<..<T, <Tpy <...et Xy =Xg, sur[T,,T,1] ,on pose

Gij = Po,(X1y = aj) et a; = m;Q = (qij)ai7ajEE'

On supposera toujours que 7, — +o0o (pas d’explosion), ce qui est réalisé dés que
n—oo

supa; < oQ.
a;€EF

Théorlme 1.8.1 (X7, ),en est une chaine de Markov de matrice de transition Q. Les

v.a. Ty, To—Ty, ..., T,—T,—1 conditionnellement o (Xo = iy, X1, = Qiyy ooy X1 =
a;._,) sont indépendantes de lois &(cvy), (), e, (e, . ),et Ty et Xqy  sont in-
dépendantes.

Idée de la démonstration

Pai (Tl > S+ t) = Eai(H{T1>s}]P)Xs(T1 > t)) = ]Pai(T > S)Pai (T > t)
= P, (Th > t) = exp(—at) pour un «; >0
sia; =0,7) =400 ps.

sio; >0,T7:&(aq) et oq = EaiTl)'

]P)ai(Tl > t>XT1 = aj) = Eai [ H{T1>t}]PXt (XTI = aj)] = Pai (Tl > t)Pai (XTI = O‘j) =
exp(—a;t)g; = Ty, X1, independantes sous P,,.

Interprétation :arrivé en «; ,(X;);>0 attend un temps £(«;) indépendant de ce qui

précede puis saute en «; avec prdoa g;;, et ainsi de suite.

1.8.3 Générateur infinitésimal

Définition 1.8.3 A = (4;j)a,.a,cE;

Q;iqj St a; # Qj

Aij =

—qy S1a; = a;

12
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ona q; =0 donc

DAy=al Y a1

el aj€E/{a;}
Equations de Kolmogorov

Ap(t) (backword ou rétropective
1. 20 ®) ) siunicete P(t) = exp(tA)
p(t)A (forward ou progressive

() —P; (0
2. A= %0 ie A= lim M on core
t=0+ t—0+

a;qiit +o(t) sia; # a;

Py;(t) = .
1 —ait+o(t) si a; =a,
Idée de la démonstration :an admettant que A = d’;—g) ,on trouve a l'aide

=0+
de Chapman-Kolmogorov :

Py(t+h) =Y Pk(t)Pk;(h) =Y _ Pk(t)[5e; + h A + o(h)]

ap€El ap€EE
t)+hY_ Pk(t) Ay +o(h) = P'(t) = P(t) A,
ap€E
et
Py(t+h) = ZPk; VP i(t) = Py(t) + hZAikPk it)+o(h) = P(t)=A P(t).
ap€l ap€lR

1.8.4 Classification des états, ergodicité

soit

_ 1¢" instant d'atteinte de a; sous P, sia; #a;
To, = inf{t > Ty : Xy = a;} —
1°" instant de retour en a; sous P, (aprés sant)

13
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Définition 1.8.4 1. a; récurrent & [ = 1; a; transitoire & f}; <1,
+0o0

2. soit a; récurrent v; = By, (1,,) = /t d Fy;(t) (temps moyen de retour) ;

0

st v; < 400,a; récurrent positif

st v; = +00,a; récurrent null

Critére de récunence :

—+o00
a; récurrent < / Py(t)dt = 400

0
Remarque 1.8.1 [ P;(t)dt = Eai(/H{Xtaj}dt) . temps de séjour moyen dans
0

0
létat a; depuis a;.

Définition 1.8.5 1. a; accessible depuis a; (a; = a;) < 3t >0, P;(t) > 0;

2. a; eta; communiquant (a; < a;) < (a; — a; et a; — a; ) [on pose a; < a;].La

chaine (Xy)ier+ est inéductible <tous les états communiquant.

Proposition 1.8.1 1. a; < a; (resp a; récurrent nul ,a; récurrent positif ) pour

(Xt)ier+ < a; < a; (resp a; récurrent nul ,a; récurrent positif ) pour (X, )nen

Théréme ergodique

Soit une chaine irréductible récurrente .Alors :

14
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1. si récurrence positive :

Va; € E,tliI_El Pj(t)=mj——ie P(t) —

] t——+o0
7 est 'enique probabilité talle que 1A =0 (& Vt € R 7P(t) =

X; £ X vadeloin

t—+o00

2. si récurrence nulle :

Va;, € E, tllinoopij (t) =0.

15



Chapitre 2

Equations différentielles
stochastiques a changement de

régime

ans cette section, nous travaillons sur les équations différentielles sto-
chastiques rétrospectives a changement de regime et dériver des estima-
tions utiles pour I’éxistence de la solution. Ensuite on concentre sur les
équations différentielles stochastiques progrssive-rétrograde et fournir des conditions

suffisantes pour 'existence et 1'unicité des solutions.

2.1 EDSR a changement de régime

On désigne par (z,y) le produit scalaire de deux vecteurs z,y € R% et zT la trans-
posée de x et [A, B] = Zle (A;, B;) pour les matrices A et B de type d X d, no-
tons ,ou A; et B;,i = 1,2,...,d,sont respectivement la i -éme colonne de A et
B.Pour la suite nous ,les valeurs de la constante C' > 0 peuvent changer selon de

leur apparences. Soit (2, F, F;,P) un espace de probabilité filtré complet satisfaisant

16
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les conditions habituelles. Sur (Q, F, F;,P), nous considérons un Brownien W (-) =
(W1 (+), Wa(+), ..., Wa(:))T et une chaine de Markov en temps continu a(-) défini sur
(Q, F, F;,IP) avec un espace d’états fini M = {1,2,...,mp} et un générateur ) =
(Giojo )io.joem satisfaisant g j, > 0 pourig # jo € Met Y, - v diy jo = 0 pour chaque
ip € M .Notons par F? = o{a(s):0<s<t},FV = o {W(s):0<s<t},et

F'* = g {W(s),a(s) : 0 < s < t}.Pour lasimplification, nous mettons F, = F; ** Notons

<o},

L£2(R%) = {£:Q — R4 F — mesurable, E[£]? < oo},

S2(0,T;RY) = {gp 110, T] x Q — R? proc cadlag adapté a F, B [ sup |o¢?
0

< t<T

L°0,7,RY) ={¢:[0,T] x @ — R* F — proc pro- mes},

T
C20,TRY =4 e L 00T, RY | 2 =E / ef2dt | < oo
0

On associé a chaque couple (g, jo) € M x M (de I’état de la chaine de Markov «(-))

satisfaisant ig # jp :

[Mig jo] () = W(as)=io) La(s)=jo);
0< s <t
<o
(M50 0) = [ it i
0
ou II désigne la fonction indicatrice Il résulte de [] que le processus M;, j, (t),défini

par

Migjo(t) = [Migjo] (t) — (Mg jo) (1)

est une martingale purement discontinue et de carrée intégrable par rapport a F;*,qui
est nul & lorigine. Les processus [M;, j,] (t) et (M, j,) (t) sont les variations optio-
nelle et quadratiques prévisible ,et M, ;,(t) = [M;, j,] (t) = (M, ;) (t) = 0 pour

tout ig € M.De la définition de la covariation quadratique nous avons la relation
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d’orthogonalité suivante :

[Mio Jos W] - O? [Mio Jos Mpo qo] - 07 ,lorsque <i07j0) 7A (p0> QO)v

ot [My, o, W] et [Myy jo» My, 4] sont les covariations quadratiques optionnelles du

paires (M, jo, W) et (M, jo, My, ), Tespectivement ; voir [4], [§]. On définie :

MZ(O,T; Rd) = {)\ = ()‘iojo . ’iojo eM telque >‘i07j0 € [,O(O, T; Rd) prévisible s

)‘io jo = 0 et Z Ef | )‘iojo(t) |2 d [M’io jo] (t) < OO}

i0, jo EM 0

Pour les processus A = (Aig jo (t))io joe M, F-prévisibles ,on note par :

t t
Of)\s o dM, = 3> [Nigjo(s)dM;yj,(s) et

ig.jp€ MO

Ao dM; = Yo Nijo (t)d M, (1)

i0:d0€ M
Soit F: [0, T] x R* x R™ x M x Q — R%et &€ L% (R?).Un triple des processus

(Yy, Zy, Ay) € S2(0, T, RY) x £2(0, T, R™?) x M?(0, T, R?) sont appelées une solution
du EDSR :

dY, = F(t,Y, Zy, o0)dt + Z,dW, + Ay dM,, 0<t<T,

YT:€,

(2.1)

s’ils satisfont ’équation suivante :
T T T
Yi=¢— [F(s,Ys, Zs,a5)ds — [ZdWs — [AgedM,, 0<t<T.
t t t
Nous avons l’estimation suivante pour les solutions d'une EDSR & changement de

régime [2.7]
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Lemme 2.1.1 Soit F; : [0,T] x R? x R4 x M x Q — R? i = 1,2, satisfaisant :

| E(tvylazlaio) - E(tvy%z%i[)) ’S C<|y1 - y2|+ || Z]1 — 22 ||), P.s.

pour tout t € [0,T),y1,y2 € R 21,29 € R et iy € M.De plus pour tout i =
1,2 ,y € RY 2z € R™ 45 € M, Fi(-,0,0,i9) € L0, T,R%) et Fi(t,y, z,iq) est
F-adapté .Soit &; € £2fT (RY) et (i, Zs, \i),i = 1,2, les solutions des EDSR

Yi(t) = & — fﬂ(s,ﬂfi(s), Zi(s),a;(s))ds — t}Zi(s)dWs - thi(s) e dMs,t € [0,T].

t

Alors

E ( sup | Yi(t) = Ya(t) |* +Of | Z1(t) = Za(t) |1? dt + Of | Ar(t) — Aa(t) 7 °d[M]t)

0<t<T

<0 (B16 - & P +B] | At i(s). Zu(s) o) = Fat 1a(9) Z(s),a(s) 2 s ).

Preuve. Notons par

=

() =%i() —Ya(),
() =21() = Z(),
=& — &

MmN

et

19
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On utilise la formule d’It6 pour |}A/()|2, on a

|2+f| 5 |1 ds+f| ) [2 ed[0],
~ jEp - 2f <?<s>, Fy(s.i(5). Zu(5). () — Fafs Ya(s). Zo(s).o(s)) ) ds
—2j <?(s>, Z(S)dws> - 2? <2<5), A(s) o dMs>
< [+ {f 1T GIE)]+CIY ()] (1Y) | Z(s) 11) | ds
—ztf <?(s), Z(s)dws> - zf <?(s), Ads) dMs> ,

ceci implique que :

Y (t)]? +%tf I Z(s) |2 d8+f\ s) |* ed[M],
< |2 f [ 1+2C +202) Y (s)]2 + ’F\(S)P] ds
—2f<?(s) Z(s )dWs> —2f< ),A(s) e dMs>.

En prenant ’espérence dans les deux cotes de I'inégalité , nous obtenons

BT (1) <E( 2f| ||2ds+f| 5) [2 od[M 1)

<E <|§|2 + f|F(s)|2ds) + (1 + 20 +2C?) fE|f/(s)|2ds.
0 t
Par I'inégalité de Growall,
A~ A T A~
BT OF < K8 (J67+ [IFe)Pds) e € 0.7),
0

En utilisant cette inégalité et (avec t = 0) on obtient

B (112617 ds-+ [ IR [ odn).) < 505 (187 + [1F (s )
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T t

Ensuite, en utilisant [ = f — [ pour les intégrales stochastiques dans , on obtient
0

o~

| A(s) 2 ed[M],

~

1+2C 4+ 2C?)

m>

IN

PR+ 4 1 26) 2 ds +
@ I |
<?<s),2( dWs> zof

()
+2f <17(s), Z(s)dWs> + 25 <17(s), As) e dMs> .

0

() + |F<s>r2>} ds

9 )e dMS>

S L

Par la suite par 'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy, I'inégalité de Holder et I'in-

égalité de Cauchy-Schwartz,

sup |Y (¢)[?
te[0,7)

E

=R T
SE[|§|2+(1+2(J+202f 2ds+f|F )|?ds

[e=]

t

sup | [ <}A/(3),/A\(s) 3 dM5>
t€[0,T] |0

t

sup |[ <}A/(s), 2(8)dW8>

te[0,7] 10

A~ T ~ A~
< KB (|E + [IFe)Pds) + 48 | sup [P0
0 t€[0,T]

+4E + 4E

|

T A~
+K2E{ | Z(s) ||* ds

A~ T A~
1B | sup [PO)| + K2B[ | A(s) 2 ed[M]..
te[0,T] 0
Ainsi,
~ —~ T _ T T
E|swp [PO)F| <CE (| 21 [1B(s)2ds + [ | Z(s) |2 ds+ [ | AGs) | -d[ms)
t€[0.7T] 0 0 0
o~ T A~
< CE <| 2+ f|F(s)|2ds> |
0

(2.6)

Notons que nous avons utilisé [2.5] dans la derniére inégalité. Encore on combinant
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avec [2.6] qui donne

E (g;;%?(t)\? " f | Z(s) |2 ds + f AGs) 2 -d[M]s)
< CE (|§|2 + j|ﬁ(s)|2ds> .

Ceci termine la preuve. m

2.2 EDSPR a changement de régime

Dans cette section, nous présentons quelques résultats auxiliaires. Ces résultats ser-
viront & prouver, les principaux théoremes dans la sous-section suivante.Plus pré-
cisément, nous concentrons sur les équations progressives-rétrogrades a changement
de régime sans la présence de termes de champ moyen et fournissions des conditions

qui garantissent ’existence et I'unicité des solutions. Soient :

fo: [0,T] x Q x R? x R? x R x M — R?,
go: [0,T] x QxR x RY x R x M — R?,
oo: [0,T] x Q x RY x R x R4 x M — RI*4
ho: Q2 xR*x M — R?

des fonctions mesurables par rapport a la tribu de Borel. On considére un processus
mesurable (X;,Y;, Z;, A;) € S?(0, T; RY)xS?(0, T; RY) x L£2(0, T, RY) x M?(0, T, R?) qui
est la solution du probléme

(

t t
Xy =&+ [fols, X5, Y5, Zs, a5)ds + [oo(s, X5, Yy, Zs, og)dW s,
0 0

Y, = ho(XT, OéT) (2-7)

T T T
—[90(s, X5, Yy, Zs, 5)ds — [Zg AW s — [A; @ dMs,t € [0,T].
¢ ¢ t
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Pour la suite de cette section, nous supposons ’hypothése suivante.

Hypothése A

formément en (¢, w).Autrement dit,pour ¢g = fo, go ou 0y,il existe une (dé-
terministe) constante Cjy telle que pour tout t € [0,7], igp € M,et 6, =

(21,91, 21), 02 = (29,90, 22) € R? x R x R¥? on a

|S00 (t7617i0) — %o (t70277;0)| S 09 || 91 - 02 ||7 P.s.

ou || 01 — 0z ||=|z1 — z2| + |y1 — y2| + ||21 — 22]| -

(Ap2) Pour chaque (7,i0) € RYx M la fonction hg(-, x, i) appartient a4 £L2(R?).De
plus , ho(w, -, 7p) est uniformément en (w,ig).Autrement dit, pour tout iy €

M et x1, 75 € R4l existe une constante (déterministe) c telle que

|h0 (ZEh Zo> — hg <$27i0)| S & |ZL’1 — l’2| ,P.S.

Pour t € [O,T],io S ./\/l,et 91 = ($1,y1, Zl),92 = (mg,yg, Zg) € R? x R? x RdXd,

notons par :

Wo (t,01,02,00) = ( fo(t,01,70) — fo(t,02,70), 91 — y2)
+( g0 (t,01,70) — go (t,02,70) , 71 — 72) (2.8)
+ [o0 (¢, 01,i0) — 00 (8, 02,10) , 21 — 22]

Pour obtenir ’éxistence et 1'unicité de la solution de notre systéme EDSPR &

changement de régime [2.7] on suppose ’hypothése suivante.

Hypothése H,
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(Hp1) Il existe une constante positive K}, telle que pour tout z;, 7 € R et ig € M,
(ho (1, i0) — ho (T2,70) , 21 — T2) > K |11 — mo*, Pus

(Ho2) Il existe une constante positive Ky telle que pour tout ¢t € [0,7],60; =

(1,1, 21), 02 = (2, Y2, 22) € R? x R x R et 45 € M,

Wy (t,01,00,50) < —Ky (Jo1 — 2ol + Jy1 — yol* + |21 + Z2||2) ,P.s
Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le théoréme suivant.

Théorlme 2.2.1 Sous les hypothéses (Ag) et (Hy), il existe un unique quadruple

de processus (X,Y, Z, \) qui résoudre le systéme d’EDSPR & changement de régime

7.

Afin de donner la démonstration du théoréme [2.2.1] nous présentons quelques ré-
sultats préliminaires sur les EDSPR & changement de régime.Tout d’abord, nous

considérons dans le lemme suivant les EDSPR linéaires.

Lemme 2.2.1 Supposons que (fo(-),T0(-),Go(+)) € L£2(0,T;RY) x L£2(0,T; R¥*?) x
L£2(0,T;RY) et hg € L2(R?), alors ’EDSPR linéaire suivante

+ fol(s)) ds + f (=Zs+To(s)) dWs,

0
T T T (2.9)
— [ (=Xs+7To(s))ds — [Z;dWs — [A;edMs

a une unique solution (X,Y,Z, A).

Preuve. On considére ’edsr suivante :

T

Yo= j (Vs +3o(s) = fols)) ds — [ (2Z, — To(s)) dW's — st o dMs.

t
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D’aprées théoréme (3.4) de [11], I'équation ci-dessus a une unique solution adaptée

(Y, Z,A). Ensuite, on résoudre 1’équation progressive suivante :
t — p— —
g4 [(=Xs =Y+ fo(s)) ds+ [ (=Z,+To(s)) dWs
0

et posons Y = X +Y,Z = Z et A = A.On voit que (X,Y, Z, A) est une solution de
I'équation [2.9 L’existence est donc assuré et de méme 'unicité est similaire & celle

du théoréme [2.2.1] .Ensuite, pour y € R, définissons

féJ taxvyazaiO) =Y fO(taﬁayazaiO) + (1 - y)(_y)7

(
od(t,x,y,2,i9) = vy oo(t,z,y, 2,1) + (1 —y)(—2),
o( Y 0) y oo Y 0) + ( y)(—2) (2.10)

gg<t7 x,Y, %, ZO) = ng(t7 x,Y, =, 7/0) + (1 - y)(_x)>
h¥(x,ig) = yho(x,ip) + (1 — y)x.
et considérons le systéme d’équations suivant
t p—
+ [ (f3(s, 04, a4) + fols)) ds + f 08(5, O, s + To(s)) AW s,
0

§ Yi= (h§(Xr,ar) + ho) — ;f (90 (5, Os, as) +7o(s)) ds (2.11)

—fZSdWs — fAS o dM,,
t t
on®=(X,Y, 7). m

Lemme 2.2.2 Supposons que les hypothéses (Ao) et (Hy) sont vérifions. De plus,
supposons que pouryy € [0,1) donné et pour tout (70(-),50(-),%(-),50) € L2(0,T;R%) x
L£2(0, T; R4 x £2(0, T; RY) x L2(R?), le systéme[2.11] & une solution adaptée. Alors
il existe une constante 9y € (0,1) dépend uniquement de Cy,c, K, Kget T | tels
que pour tout y € [yo,yo + 8] et pour tout (fo(-),50(-),Go(-), ho) € L*(0,T;RY) x
£2(0, T; R4 x £2(0,T; RY) x L2(R?) ,le systémel2.11] a une solution (X,Y, Z,A) €
S82(0, T; RY) x 820, T; R¥4) x £2(0,T; R>*4) x M?(0,T,R9).
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Preuve. Au vu de [2.10]

yo+0

f0y0+6 (t,l‘,y,z,’éo): fOO (t,x,y,z,io)+5(y+f0(t,:v,y,z,io)),
Op (t7x7y’z77:0): g (

Y
8 (t, vy, z,00) + 0 (2 + oo(t, 2, y, 2,40))
ggoJr(S (ta z,Y, Z,io) = ggo (ta z,Yy, Z,io) + 0 (:L' + gO(ta z,Y, Z,io)) )

g (w,40) = ho' (,10) + 0 (= + ho(z, o))

Mettons (X°,Y? Z° A% = (0,0,0,0) et O = (X", Y", Z") pourn = 0,1,2, ...... Selon

I’hypothése,le systéme récursive suivant a toujours une solution : solutions.

. ¢ _
X = a4+ [[f5(s,00 o) + 6(Y + fols,07, a,)) + fols)] ds
0
t
+ [ [08°(s, 027 ) + 8(Z1 + 00(s, OF, @) + To(s)] dW s,
0

Vit = (W (XET ar) + 0(= X3+ ho(XE, ar)) + hol (2.12)
T
— [ 196° (5, ©5F c) + (X7 + go(s, OF, ) + Go(s)] ds

t

T T
—[Z' AW s — [A"+! e dMs.
¢ ¢

On défine O = 71 — O De plus;

vn+l _ n+1 n On+1 _ n+1 n
Xt - Xt _Xt7 7Y1-5 - Y{t _Y;f7

on+1 o n+1 n An+1 o n+1 n

/ﬁg(t) = h()(XlﬁTL? at) - hO(th_lv at)7 ﬁgﬂ(t) = hg<th7 O[t) - hg(th_la at)y
et7 pour ¢ = f07907 00,

@n—i—l (t) - QO(t, @?+17 at) - gO(t, 6?7 at)

(ﬁn—f—l,y(t) = Yt @?H, ay) — @Y (t, OF, ay)
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Applicons la formule d’It6 a <)/(\'f+1, S//\;"+l> et en prenant ’espérance nous obtenons

B Xy R () = 0B (Xt Rp - (1)) + Ef (o, g571 0 (s) )
+ <§>Sn+1’ﬁ;z+17yo( )> [Zn+1 ~n+1, yo<8)} )ds
HOB (R, X4 35(0)) + (T4 T2+ )
+ [Z;LH, 7n + ag(s)] )ds.

De les hypotheses (Ag) et (Hy), il s’ensuit que

~ 2 Ty 2
E(‘X{ﬁ“‘ + e ds)
0

Yn
XT

~
n

5(1+C Sn
< AR (‘XT+1

T~
w e

is).

ot K =min(1, K, Ky) et C = max(c,Cp) .L’inégalité de Young implique

~ 2 2
E ()X;H ds>

~ |2 T\~
s(“l—ltc’)QE(X% +[||ex
0

2
ds> .

Rappelons que Vn > 1,

{T[f"yo )48 (Vo4 f (o)) | as
f G5 (s) + 0 (20 435 M (s)) | aws.

0

On peut en déduire qu’il existe une constante ¢; > 0 qui dépend uniquement de C'

et T' tel que

~ 2
E’X% ds) ,Vn >1

2 T~
ds+f”@’;’1
0

"< oF (Oﬂ(@"
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Il existe donc une constante ¢y > 0 qui dépend uniquement de C, K et T telle que

T o~
B @
0

2 T~
ds < ¢0°E (f H@Z
0

2 T,
ds+fH@Z‘1
0

2
ds) ,Vn > 1.

Il existe donc un g € (0, 1) qui dépend uniquement de C, K et T' tel que lorsque , 0 <
6 S 5Oa

2
ds,Vn > 1.

T~ 2 T 2 T~
EfH@gH ds < iEfH@Z ds+§EfH@g—1
0 0 0

Vu au Lemme (4.1) de [[6] il existe une constante ¢ > 0 telle que

2ds < E(%)H,Vn > 0.

T ~
BJ|er
0

Ceci implique que (X7),,>0 est une suite de Cauchy dans £2(R%) et (X™),>0,(Y")n>0 €t
(Z™) >0 sont des suites de Cauchy dans £2(0,T;R?),£2(0, T; R?), £L2(0, T; R%*4), res-
pectivement. De plus, comme dans la preuve du théoréeme , (A™),>0 est de
Cauchy dans M?(0, T'; R?). Nous désignons respectivement leurs limites par (X, Y, Z, A).
En passant a la limite dans les équations lorsque 0 < 6 < dp, (X,Y, Z, A) résout
les équations pour y = 1o+ 9. Par des estimations standard, nous pouvons mon-
trer que X,Y € §%(0,7T;R?). Nous sommes maintenant préts a prouver le théoréme

2T =

Preuve du théoréme 2.2.1]

28



Chapitre 2. Equations différentielles stochastique & changement de régime

L’unicité : Supposer que et (X,Y,Z,A).et (X', Y’ Z' A'), sont deux solutions de

[2.7 Applicons la formule d’It6 et prenons l'espérence on obtient :

E<X1£ XT7h0(XT)OéT) hO(XT)OéT)>
T
f - sagO (5 ngai/tsla Z, ) 9o (37X57§/57Z57055)>
0

+ (Y] =Y, fo(s, XL, Y[, Z), as) — fo (s, X, Y5, Zs, i)

CR R

+ [Z; - Zs s (S XY! Z/ 055) — 0p (SanY:Sv sta8>])ds'

ER R

En vertu de ’hypothese (Hg), on obtient
2 T 2 2 2
B|1X7 = Xol’| + Ko B (IX0 = X, + ] = Vi + 12, = ) ds < 0
0

ce qui implique X/ = X7, X' = XY =Y, et Z/ = Z.De plus, par le Lemme

hypothése (Ag2), et le fait que X,. = X , on obtient

T
Ef|A, — Ay)* ed[M], < CB|ho(X 4, ar) —ho (X 7,a7))
0

< CE|X} — X7|* =0.

qui imlpique que A’ = A dans M?(0, T; R?).

L’existence : D’apres le lemme lorsque y = 0, pour tout (fy(.),70(.),go(.)) €
£2(0,T;RY) x £2(0, T; R4 x £2(0,T;RY) et hy € L2(R?) le systéme progressive-
rétrogradea une solution adaptée. Selon le lemme pour tout (fo(.),70(.),70(.)) €
L£2(0,T;RY) x L£2(0,T;R™9) x £2(0,T;R?) et hy € L2(R?), on peut résoudre suc-
cessivement le systéme pour le cas y € [0, dgl, [do, 20], .... ,il s’avere que,lorsque

y = 1,pour tout (70(.),60(.)@0(.)) € L0, T;RY) x L£2(0,T;R™) x £2(0, T; R?) et

ho € L2(R%), la solution de [2.11] existe, alors on en déduit immédiatement que la

solution de 2.7 existe.
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2.3 EDSPR de champ moyen conditionnelle & chan-

gement de régime

Motivé par les problémes de controle et la théorie de jeu pour les systémes & grande
échelle sous environnements aléatoires, dans cette section,nous considérerons les sys-
témes stochastiques prog-rétro de champ moyen conditionnelle et a changement
de régime ou les termes du champ moyen sont représentés par des mesures aléa-
toires,conditionnée par I'historie de la chaine de Markov. Des conditions d’existence
et d’unicité des solutions sont obtenues,qui peuvent étre considérées comme des gé-

néralisations des résultats de la section précédente.

Soit P(RY) I'ensemble de toutes les mesures de probabilité sur R? et
Pa(RY) = {u e PRY): [ |af* u(dr) < oo}.
Rd

Soit Wa(+,-) la distance de 2-Wasserstein sur Py(R?) défini par

N

Wa(,v) = inf (f |x—y|2y<dx,dy>> .y € D(,v) p ,pour v € Py(RY)
R

dwRd

F(:U7U) = { y e PQ(RM) : y('7Rd) = M?y(Rdv ) = U}

notons que

Wap,v) = inf {(BlE — () €, € L2RY), Pe =, Be =0},

ce que implique que

Wa (PP < (Bl ¢P)*.
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De plus, il résulte que pour tout sous-o-algebre F' de F et r > 2,nous avons

Ws (Pee/ry, Peymy) < [B(IE — /P Ps (2.13)

Soit
f:00,T]xQxREx R x R x P(R?) x M —RY,

g: [0,T]x QxR x R? x R4 x P(R?) x M —R?,
o: [0,T]x QxR xR x R x P(R*) x M —R>*
h: QxRYx PRY) x M —R™
des fonctions mesurables par rapport aux o-algebre de Borel. On considére le systéme

d’edspr de McKean-Vlasov conditionnel :

( t

Xt = 5 + ff(S7Xsa sza Z&IP)(XS,YS JFS)s Oés)ds
0
t

+f0(87 XS7 }{Sa ZS: IP)(XS7Y5, JF&)s Oés)dWS,
0

Y; =h (XT7P(XT/.7-'%) ,OéT) (214)

T
_fg(s7 Xsa }{97 st P(XS,YS,/]-‘g); O‘s)ds
t

T T
—[ZdWs — [AsedM, ,t€[0,T).
¢ ¢

\

Un quadruplet de processus mesurable (X, Yy, Z;, A;) est appelé une solution de
si (X4, Yy, Zy, Ay) € 820, T;RY)x S%(0,T;RY) x £2(0, T; R x M?(0,T,R?) et
satisfait 214

Hypothése A

sont [ progressivement-mesurables et Lipschitz par rapport aux (z,vy, z, )
uniformément en (¢,w). Autrement dit, pour ¢ = f, ¢ ou o, il existe des

constantes (déterministes) Cy et C, tels que pour tout t € [0,7" ],ip € M, 0, =
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(1,91, 21), 02 = (22, Y2, 22) € R% x R* x RdXd,et V1, Vg € P(RM) :

lo(t, 61, v1,10) — ©(t, 02, 02,70)| < Cp ||61 — b2 + C,Wa(vr, v2), P.s.

(A2) Pour tout (z, i, ig) € RYxP(R?) x M fixe, la fonction h(-, z, 1, ig) € L*(R?).De
plus, A(w, -, -, ip) est uniformément Lipschitz en (w,ig).Alors pour tout ig €
M, zy, 05 € Réet g, o € P(R?), il existe des constantess (déterministe) c et

C), telles que

‘h(xlvulaiﬂ) - h($2aﬂ2>i0)‘ < C‘xl - $2| + CNW2(M1>/L2)7P —D.s.

Pourt € [0,T ],ig € M, 0y = (z1,y1, 21), 02 = (22,92, 22) € R x R x R4 et

v € P(R??),0on note

\P(taelvebvaio) = < f (t791>vai0> - f (t702 7vai0)7y1 - y2>
< g(ta017v7i0) - g<t702 avaiO)wxl - $2> (215)

+
-+ [O’(t, 91, v, Zo) — O'(t, 02, v, ’io), 1 — 22}
Comme dans I’hypothese (Hp), nous considérons I’hypothése suivante :

Hypoyhése H
(H1) Il existe une constante positive K}, telle que pour tout z1, x5 € R € P(RY),

et 1o e M :
<h(l’17/%io) - h(x% 23 7;())73:1 - x?) 2 Kh |.I'1 - 1'2’2 7]P)'S'

(H2) Il existe une constante positive Ky telle que pour tout ¢ € [0, 7,01 = (1,41, 21), 02 =

(12,12, 22) € RY x R? x R4 et v € P(R*) et ig € M :

\If(t,Ql,Gg,v,io) < —qu (|ZL’1 — CL’Q|2 + |y1 - y2|2 + ||21 - ZQ||2) ,P.S.

32



Chapitre 2. Equations différentielles stochastique & changement de régime

Le théoréme suivant peut étre considéré comme une extension du théoréme [2.2.1

Théorlme 2.3.1 Supposons que les hypothéses (A) et (H) sont vérifions. Si la

constante

C,,C, < min { <\/§ - 1) K, K\p/\/ﬁ} (2.16)

alors il existe un processus unique (X,Y, Z, \) qui résoudre le systéme d’EDSPR

de champ moyen conditionnelle et a changement de régime

Pour la simplification on suppose que ¢ ne dépend pas de P(x, y,/ro).Par suite notre

systeéme [2.14ldevient :

( t t
Xt = 5 + ff (57 Xsa Ys; ZS7IP)(XS,YS/.7:SQ)7 Oés)dS + f0(37X37 Y;, Zsa Oés)dWS,
0 0

T
Y; - h(XT7 ]P(XT/]-—%)a aT) - fg(sv XS7 YS) Zs> ]P(XS,YS/]-'Sa)a Oés)dS
t

—fZSdWs — fAS o dM,, te€l0,T).

t t (2.17)
Preuve. Dans cette section, nous prouverons que sous les hypotheses (A) et (H), le
systéme de champs moyen conditionnel & changement de régime & une solution
unique.La preuve est divisée en deux parties.Tout d’abord,nous prouvons I’existence

de la solution. m

(1) Existence : Soit 6 un nombre positif fixe. Nous définissons récursivement la suite
des processus (X", Y™ Z™ A"),>q dans S%(0, T; R?) x S(0, T; RY) x £2(0, T; R¥*4) x
M?2(0,T,R?) comme suit :(X° Y° Z° A% = (0,0,0,0) et, pour n > 0,

(Xn+1’Yn+17zn+17An+1) c ‘92(0’7—'7 Rd)X82(O,T; Rd)X,CQ(O,T; RdXd)XMz(O,T, Rd)
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qui satisfait 'EDSPR

;

) Vs

t
XPH = [(F (5 X0 YR 200 0l ) — SV 4 5Yds
0
t

+ [ (o(s, XpH Yt ZoHl on ay) — 620 + 627)dW s,

S » V8

0 (2.18)
T
Y = h (XEM e ar) = [e(s, XPPL YL 20 0 ay)ds
t
T T

—[Z AW s — [AT e dM,,0 <t < T,

\ t t

ou vy 1= Pxnyn/Fa) et pp = Px n /) Compte tenu du théoréme ce systeme

a une solution unique. Pour n > 0 et ¢ € [0, T], notons

D e A S

R R (2.19)
Zpth =zt  zn o AP = AT A
ht(e) = b o) = h(XP R )
et pour ©" = (X", Y™ Z") et ¢ = f,g,0,
o (1) = £, O ay) — o(t, 08, v o),
Prrt) o(t, 05 isar) — o(t, OF, vt t) (2.20)

@n@) = (p(t7 6?71}?70‘15) - ¢<t7 @?71}?7170&)‘

il résulte de que

~ |2 ~
W3 (ep, oY) < E(\Xﬁ + |7

i /}?) . (2.21)
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D’apres la formule d’Ito, on obtient
(R 9ty = (R, 1)
_ <?n+1’ An—l—l(s) _ 55?8n+1 + (5{/Sn> ds
(Vo1 (571 (s) — 020 4 0Z2)aW s (2.22)
< el Gt (g )> ds+ [ <X§H,Z§HdWs> + [ <X:+1’A1Sz+1 . dMS>
0 0

Tn+l 5" (s) — 6/2\;”1 _I_(;Z\sn] ds.

En appliquant les estimations standard des EDSPR et I'inégalité de Burkholder-
Davis-Gundy,il est facile de voir que les intégrales stochastiques de sont des

vraies martingales. En prenant ’espérence on obtient :

< A”“ X”“, W ar) — h(X7, M}Tl, aT)> + 5]Ef()2,"+1‘2 + HZS“HQ)CZS
0
= o8 (<Yn+1 )+ |2, Ze] ) ds
+E0fT (<ysn+17j?n+1(8>> <Xn+1 (s )> 4 |:Z\sn+1’a.\n+1(8)]) ds.
(2.23)

En utilisant la continuité lipschitzienne de i (hypothése (AQ)), I'inégalité de Young,

et (H1), nous avons

B (X5 A i ar) = h(X7, 457" ar) )

= B (KF RO, i ar) — h(XE, i, ar) ) + B (KF RO, 1, ar) — R(XE, 15~ ar))
> B[ K| — B || X5 Wi )

> [,E ’)?:?“‘2 - S°E ‘X”HF — BV (i )

[( )

A~

3 [ X7

Cp,e ATL+1 2
> (K, — 9B ’XT

—~ 2
_ (Kh—%)E‘X;H - Ve > 0,

(2.24)

Encore une fois, par la continuité lipschitzienne de f, h, o, 'inégalité de Young
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et (H2), on a aussi

(Rt g + (Tt o)) + [ 20,57 )
W (5,076, op,ar) + (K7L (0) + (VL) + |2 )]

N 2~ 2 N 2 %
< —Ky ( th+1 i Y;n-i—l 4 Ztn+1 )+ ‘thﬂ‘ 5" (¢)]

_l_

}//\;n—i-l‘ s ‘

(@)
~ 2 —~ 2 —~
S _K\Il XtTH—l 4 }/tn—i-l 4 ZZ’L—H

+ |2 1o

+C oo, v ) (| R+t + ‘Yt"“ + Hzg“b+1
~ 2 —~ 2 —~ 2
< (% _ K\P) (’XZ1+1 + Y;n+1 + ‘ Zthrl

F G2 (gr 0 YY), Ve € [0,T],y > 0.

Or, il résulte de que

B (R0, 3100) + (T, Froi(s)) + [0, 5701(5)] ) s
" T ~ 2 ~ 2 ~ 2
Bf (% - i) ((Xg“) || || 2o )ds (2.25)

0
2
)ds

D’autre part, compte tenu de I'inégalité de Young, on a aussi pour tout p > 0,

IN

2 ~
+ \Y"

T
3yCy vn
+2 B <‘X

T A~ A A~ A
Bf (Yo, 90)+ |20+, Z2] ) as
0

T
<3Ef (P

0

2 1
t

~
n
ZS

~
n
Yy

(2.26)
) ds.

~ 2 ~ 2
ool
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En combinant [2.24]2.25] etf2.26] & [2.23] on obtient

Cue ont1l? | Cum|on
(K- %) B|Rp7 | - SB[ %7

2 T /) 2 ~ 2
+ OB <‘YS"+1‘ + ||z )ds
0

T ~ 2 —~ 2 — 2
B[ (% - o) (R0 70+ |22 ) as
0 ~n|2
T 2 ~
< 3 ([ )X" +|Y,| | ds
0
T P +12 p || 7n+1 2 1 |onl? Nk
+5E0f(5Y8 IR s R Y b )ds.

En réorganisant les termes,on obtient

2

~ 2 [N
(K0 = %) IS5+ (Ko - §) B[R] as
0

(-9 +ru-g) Bl ([T + 2] ) o (2.27)

2y
2 2
X" } ds.

S

~

Z

2
)
T2

< $E|%p v

2 TSC
wBf 2

Cy
+ (35 + 5)

On note par : |0]% = |X* + Y +||Z|* et

)\(6,5,y,,0)é min{Kh—%,K —&5(1—3)—1—]( —@},

2y 2 2y
A Cu 3yC é
0(675ay>p): maX{Q_Zv QU +2_p

on obtient

E (‘f{;ﬂ

2 Ty
e e
0

2
067577 An
ds) < o yp)E(’XT

A(E’($7y’p)

2 T
+ [ |er
0

i ds> (2.98)

Pour continuer, nous supposons temporairement qu’il existe des constantes €, d ,y et

p telles que

A€, 6,9, p) > 0(€, 0,y, p). (2.29)

Alors l'inégalité devient une contraction,ce qui implique par la suite que
XM),>0 est une suite de Cauchy dans L£2(Q,P) et (X™)n>0, (Y") >0 et (Z")n>0
T)n> > > >
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sont des suites de Cauchy dans L2([0,7] x Q ,dt @ dP).

En prenant I'espérence de la formule d’ité,nous avons

~ 12 T 2 T )
B[V +B[||Z2| ds+ B[ A2 e ],
Lo (2.30)
- h"(T)( —9E[ <1;",§n(s)>ds 0
t

des que (X7)n>0, (X™)n>0, (Y™ )n>0 €t (Z™)n>o sont de Cauchy. Ainsi, (A"),>¢ est
aussi un suite de Cauchy. Cela donne

E [sup (|xr - XM+ |yr - Ysm|2)} — 0,comme n, m — 0.
T

s <

D’apres le théoréme du point fixe de Banach,il existe des processus cadlag F-adaptés
XY et F-progressivement mesurable processus Z, et une collection de F-mesurables

progressivement A fonctions telles que

E[sup (| X7 — X,|* + Y = Y, [°)
s<T

T T
+[ 128 = Z|*ds + [ |AL = Ay|* @ d[M],] — 0, comme,n — o0
0 0

et

T T
B | sup (IX|* + [Yal") + [ | Z:]" ds + [ [As]* @ d[M],| < oo.
s<T 0 0

De plus, en prenant les limites de 1’équation on obtient que (X,Y,Z,A) est
une solution de .Pour compléter la preuve, on montre que y,€,0 et p existent

lorsque la condition [2.16| est satisfaite.En fait,pour que la contraction ait un sens,

Cle
2

1

nous supposons Kj; — 5

Ky — g—;,et 1 — £ sont positifs. Puisque (1 — %) <

3 avec

égalité si et seulement si p = 1,on prendra p = 1 Posons

C, 3yC,
2’ 2

0 (c) = Jim (e, 1) = e { S
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et

N (e,y) = 6h—n>10/\(6’57y7 1) = min {Kh — % Ky — %}

N (e,y) > 6*(e,y) pour certains € et y,alors il existe § assez petit tel que est

satisfait. Notons que A*(¢,y) > 0*(e,y), équivalent & avoir I'inégalités :

K > max<g§ + Cgﬁ, 3yCo 4 C“6>
(2.31)

C 3yCly x
Kq;>max{ o4 S, +C},

Cp 3yC

Pour minimiser =& C + - et C” + “L=onprend e=1et y = 3. Soit 11, m2 > 0 tel
que

Cy, C < min{m Ky, ne Ky }.

Sans perte la généralité, on peut supposer 71 K, < nyKy. Alors est vrai si les

inégalités suivantes sont vraies

Ki> G Ku>M0(B4H1), Ky > 5(/540), Ky>ViC, (232)

De la deuxiéme inégalité, on obtient 7, < v/3 — 1. La troisiéme inégalité dans

est valable si la prochaine inégalité

K K
U h(\/§+1)<771 h
2 Up)

est vérifier. Cela implique que 7o < v/3—1. A partir de la quatriéme inégalité de
nous avons C, < ‘fK v. Notons que %> V3 V3 — 1.En les combinant, nous obtenons

la condition suffisante

c,,C, < min{(\/g— 1) Kh,

H/—’

pour lequel A(e, d, o, p) > (€, 9, o, p) lorsque e = p =1,y = i et 0 > 0 suffisamment
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petits.
(2) Unicité : Soit (X', Y’, Z’, A’) une autre solution de Soient © = (X,Y, 7)
et © = (X', Y’, Z'). Application la formule d’It6 au produit (X} — X7 Y] — Yr) et

prenant ’espérance, on obtient
E (X} — X7V} —Yy) =Ty (2.33)

ou

T
A
Ty SE[((X) = X, 905,04, Pxy, vz yry, @s) = 9(5, 05, Pix,, v, j7e)s @)
0

+ <}/;/ - }/57 f (879,37]P>(Xé, Ys’/fg)7a8) - f (Su(HDSJIP)()(s7 Y, /}—g)aas)>

+ [0(5,04, Pixy, viyrey ) — 0(5, 04, Pix,. v, j7e), ), Z — Zs] )ds.

En utilisant 'hypothese (A), I’hypothése (Hl) et l'inégalité de Holder, on

obtient la limite inférieure suivante pour I'ry

Ir =B (X} — Xp (X7, Pixy rey, ar) — B(Xp, Pix, 7y, o))
> KB |Xf — Xr|* = CuB (|1 X7 — Xo| Wa(P(xy) ey, Pix,7e))
> KB | X — Xaf! — CuB {|Xp — Xo| [B( X, - Xof? /5]
= K| X — Xrf? — OB {E(|X} — Xl /78) [B(1XF — Xl /7))

> (K, — C)EB| X5 — Xp|?.
(2.34)

D’un autre c6té, nous pouvons également avoir une limite supérieure pour I'y comme

suit. D’abord, par I'inégalité triangulaire,

T
FT < Ef[\IJ(S, @sa @;7 P(XMYS JFE)s Oés)
0

+COWa(Pixryrrey Pix, vy 7oy) (1XG — Xl + Y] = Ye| + (| Z — Zl|)]ds.

Ensuite, en utilisant ’estimation [2.13
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Wa(Pixyyy ) 7oy Pixaye / 7)) < \/E( X! = X+ |V =Y [* /F2) (2.35)

de(H2) et I'inégalité de Cauchy-Schwarz trois fois nous donne

%’ﬂ

Ty <EBf[-Ky (X - X*+ Y- Y+ |2, - Z|*)
0
C\/ (XL = X, + |Y! = Y5 |? JFo) (1XL — Xo| + V! = Y| + |12 — Z4||)]ds
T
<E[[-Ky (X, - X,|* + Y] =Y, > + 12, - Z,|%)

+

0
G +3y) X, = X+ G +3y) Y] = Vil + & 112, — Z[|"]ds
(2.36)

En combinant [2.34] et [2.36,on obtient

T
0 < (Cu— EnB(IX; — Xo* + BJ{|$(4 +3y) - Ko [X] - X,
0

[ G +3) = K| V7= YiP + (S - Ka) 12, - Z:)}s.

Notant que si C,,C,< mln{ 3— 1)Ky, K\p/\/_} et y = 3, alors tout les coeffi-
cients du membre de droite de I'inégalité ci-dessus sont négatifs. Cela implique ce

Xr=Xr,Ps.etpourtout 0 < s<7T, X=X, Y/=Y,et Z. =7, P.s.

Ensuite, nous prenons I'espérance de la formule d’it6 pour |V’ — Y2,

T T

BlY; — Yol” + B[ || Z, — Zi|* ds + B[ |A, — AJ* e d[M],
0 0

=B \h(X’T, ar) = h(Xp, ar)[*

_QEf =Y, 9(s, XY Z! o) — g(s, X,, Y., Z,, o)) ds.

§7 78 S) 8§

comme X, = Xp P.s.et, pour tout 0 <s<7T, X =X, Y/ =Y, et Z/=27P.s.,
on obtient

T
B[ |A, - A* e d[M], = 0.
0
Ainsi,A, = A, in M?(0,T;R?), ce qui implique 1'unicité de I’équation .
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Jeu différentiel A somme non nulle

ans cette section, nous considérons un probléme de jeu & somme non
nulle avec N joueurs dans lequel la dynamique et les fonctionnelles
de cotit de chaque acteur dépendent de termes conditionnels de champ
moyen et un processus de changement de régime. Soit N, d;,;1 <@ < N, des entiers
positifs. Pour chaque i,1 < i < N,soit U* = L£2(0,T;R%) Pensemble des controles
admissibles du joueur i et notons U = U x U? x ... x UV . La dynamique du systéme

est donnée par I’esd a champ moyen conditionnel suivante :

Xy =m0+ [ |A(s, 5) X5 + A(s, o) B(X/FY) 4+ D Bi(s,as)ul + f (s,as)| ds
0 i=1
t
+ [ o (s, a5) Xs + g(s, a5)] dW's
0
(3.1)
otl pour chaque ig € M et 1<i< N ,u' cU’, A(- i), A(- i), B'(-,i0), f (-,ip),et
g(+,7p) sont des fonctions continues bornées prenant des valeurs dans R4 | R4*4,

R¥*d Re et RY respectivement. De plus, (-, i) est une fonction continue prenant

des valeurs dans R4,

Notons que l'eds du champ moyen [3.1] est obtenu comme une limite en moyenne
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quadratique lorsque n — oo d’un systéme des joueurs en interaction de la forme :

t —_— n . N . .
X" =wo+ [ |Als, ) XE LA(s, ) EY X" + S Bi(s, a)ul™ + f (s, a,)| ds
0 j=1 i=1
t
+ [ [0(3, ag) X P+ g(s, ozs)] dWs,1 <k <n.
0

ou (W* k > 1) est une collection de mouvements browniens standards indépen-
dants.Dans [3.1], I'espérance conditionnelle E(X,/F2) apparait a la place de E(X,)
en raison de l'effet du processus a(t) a tous les joueurs.Par la simlpification on sup-
pose que W, est de dimension 1 Etant donné un controle u = (u', u?,...,u") € U la
fonctionnelle de cotit du joueur ¢ est donnée par :
T ‘ .
Ji(w) = JE{[[XTM(s, o) Xs + B(XT/F)M (s, 0 )B(Xs/ F)
0
+(ul)TN (s, aq)ullds (3:2)
+XJR (ar) Xy + B(XT/F2)R (ar)B(X1/F)},
ou pour tout ig € Met1 <i < N, M(-, i) et Mi(-, ip) sont des matrices symétriques
bornés, continus et positives a valeurs en R¥*? Ni(. 4o) et son inverse (N*(-,49))!
sont des matrices positives symétriques continues bornées a valeurs dans R%*4 et

Ri(ig) et R'(ig) sont des matrices symétriques non négatives a valeurs dans R?4. Un

1 2

controle admissible u* = (u*!, u*?, ..., u*") € U est appelé un point d’équilibre de

Nash si pour tout 1 <17 < N,

Ji(w) < Ji(uh ), Yu' e U

ou (uv %) = (utu*? ..., unlut untt L usN) . Nous sommes intéressés de

trouver le point d’équilibre de Nash pour notre probléme de jeu.

Pour tout (¢,z, 7, ul,u?, ..., ulN, p' ¢ ig) € [0,T] x RT xRY x R% x R¥2 x ... x RN x
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R? x RY x M, 1 < i < N, le Hamiltonien associé au joueur ¢ est défine comme suit :

— 1,2 N i i
Hi(t,x,T,u',u?, ...... ,u, ph g i)

= (p')T

A(t,ig)z + Alt,ig)T + %B I(t,i0) + f (1, iU)]

J

+1 [a;TMi(t, io)e + T (¢,40)T + (u)TN (¢, io)ui]

+(o" (t,40)x + g(t,i0))" ¢

De plus, nous définissons la fonction ui par
a'(t,p") = —(N(t, o)) H(B"(t, o)), 0 <t < T.

Il est facile de vérifier que les fonctions u*,1 < i < N satisfont

Hz(ta I’,f, a1<tapl>7 a2(t7p2)7 """" ’ aN<t7pN>apl7 qi7 7’0)
< Hi(t,a, @, ' (t, ph), @2 (t, p?), o, Wt p 1), 0, @ (8, )

g eeens ,aN(t,pN)apiaqiviO)

pour tout u* € R%, pi ¢ € R4 1 < i < N.On a la proposition suivante.

Proposition 3.0.1 Le processus (Xy, (pt,ql), ey (0N, @), AL o) AN résoudre le
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systéme suivant (EDSPR de champ moyen conditionnel & changement de régime) :

X, = :co+J’[A(s,as)xs+Z(s,a8)E(Xs/fg)
+Z:§;Bi(s,as)ﬁ(s, P+ f(s,c)lds
+f (8, 05) Xs + g(s, )] dW's,

P = [RZ(aT)XTJrﬁ(aT)E(XT JF) (3.3)
+f (s, )P} + B(A(s, as)Tp, /F7)

+M(s,a) X, + M (s, 0 )B(X, /F2) + 0 (s, a,)Tq ] ds

T T
—[¢idWs — [N e dMs,i=1,..... .
t ¢

si et seulement si le controle admissible i = (', a2, ..., u") = ('(t, pl), u%(t, p?), ..., u™ (t,p}))
est un point d’équilibre de Nash de jeu différentiel stochastique du champ moyen

conditionnelle a somme non nulle quadratique.

Preuve. Tout d’abord, nous montrerons que la condition est suffisante. Supposons
que (X, (L i), oo, (0N, @), AL, ooy AN) est une solution de Fixons 7,1 < i <
N. Soit u' € U' et u' = (W, u') = (!, ...,a 1wt ut, L u). Soit X! la dyna-
mique d’état correspondant au controle u’.Pour la simplification on note par @'(s) =

—i

P, = E(pi/F2) X, = B(X]/F?)

-t

W(Svpé%ys = E(XS/fg>’Xs = E(Xé/j:sa)v
et (X.)T = E[(X!)T/F2)It suffit de montrer que J;(u?) > J;(W). m
On remarque que pour toute matrice n x n symétrique non négative S et v!, v? €

R"” on a :

(o178 — (V1) TSv? = (v! —vH)TS(v! — v?) + 2(v! — v?)TSV?
> 2(vt — )T Sw?

Notez que Mi(s, ), M (s, a,), Ni(s, o), Ri(ar) et R (ar) sont tous des matrices

symétriques non négatifs . Par conséquent, en utilisant la définition de J;(-) et I'in-
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égalité ci-dessus, on obtient

Ji(wd) = Ji(8) = Ji(@y, oo, Gior, 0, Aig, oo Uy ) — Ji(@)
— B IX) A (5,0 X] = XD (5,0 X,
HX )M (5, 0,) X, — X 1M (5,0) X,
()TN (s, a)ul, — (@)TN(s, o)l ds
+(X5 >TRi<aT>X {— XIRi(ar) Xy + (X7)TR (a7) Xy — XIR (07) X1}
> E{f [ OTM (s, )X, + (X. — X)) (s, 00) X + (1l — @)TN (s, asm] ds

(X XT)TR (OéT>XT + (X XT)TR (OéT)XT}
(3.4)

Ensuite, nous montrons que le terme droite de [3.4] est égal & 0.Notons que

= [ [0 (X = X0) 4 A, ) (8L = X0) + B )~ 5. p2) ]

0
t

+ [o(s, as)(XE — Xg)dW's
0

et ph = [Ri(aT)XT + R (ar)B(Xr/ .7-"%)] Donc, par la formule Ito6 et 1’edsr de

nous avons

(X — X7)Tpl,
_ _f (XD — X,)T[A(s, a,) TPt + A(s, o) TP+ M (s, ) X,

DT (5, 05) X5 + (5, a5)T g ds + f[(X; — X )TA(s, )T .
0 3.5a
+(X, = X)TA(s, )7 + (uf = T (s, p1))TB (5, 0,)7] plds

$)To(s, as)Tqids + f(X; — XS)TqidWs
0

t

- X
+ — X)To(s, a5)TpldWs + [(XE— X,)TAL o dM,.
0

KG
for
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comme

E [(X, — X,)TA(s, as)Tpi] =E {E [(7 — X)TA(s, )Tl / 5""?] }
— B |(X, — X)TA(s,0,)'7 |

= B[(X! — X,)TA(s, ) P,

en simplifiant le membre de droite de et en prenant l'espérence de ses deux

coOtés, nous obtenir

B[(Xp — Xr)'9y] = E{(X} - X0)7 |Ri(ar)Xr + R (o)X |

E

= [{= (X = X7 [Mi(5,00) X, + D (5,0, X, | + (ul = @) B (s, 0,)Tpf }ds
0

L’équation @’ = —(N'(s,as)) 1 B'(s, a,)Tp’ implique que

B { (X} - Xp)T | Ri(ar) X + R (ar) Xr| }

T .
= _Ef {(X; - X,)T [Mi(& ) Xs + MZ(Sa 043)75] + (ui - u/\g)TNi(& Oés)Tu/\g} )
0

ce qui prouve ensuite que le membre le plus a droite de est égal a 0. Par consé-

quent, il résulte de [3.4] que

Pour compléter la preuve, on montre que la condition est nécessaire. Supposons que
u = (uy, Uz, ..., uy) est un point d’équilibre de Nash du jeu. Désignons le trajectoire
correspondan par X .alors si nous fixons le controle o/ pour j = 14,1 < 4,5 < N
,U' est un controle optimal pour le joueur i et le trajectoire optimale correspondante
est X.Comme le probléme de controle pour le joueur ¢ est de type champ moyen
conditionnel & changement de régime nous pouvons appliquer le principe du maxi-

mum dans [I1].pour obtenir la condition nécessaire d’optimalité. I’équation adjointe
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associée au probléme de controle du joueur ¢ est

T
Pl = R’(aT)XT+R ar)X ] + [TA(s, as)Tpl + A(s, as)TE(pL /F2)
t
T T
FM (s, a5) X, + M (5, 0) X s + 05, ) Tqi]ds — [qtdWs — [ X! e dM,.
t t

qui admet toujours une solution unique (voir [I1], Théoréme 3.4). Par le théoréme

(3.7), [11], pour tout vecteur v’ € R% :

d ~ie1 i il N i
H(t Xt,Xt,ut,...,ut car,uy et (), pl g, op—)

(v = 1) = 0

ou équivalent,

[Bi(t, ozt)Tpi + Ni(t, at)ﬂi] (vi — Uz) >0,

Puisque 'inégalité est vraie pour tout v* € R% | nous devons avoir B(t,a;)Tpi +

N(t, o )ul = 0. Par conséquent, u; = —(N*(t,a)) ' B'(t, o) Tpi.Remplacer cette va-
leur de u! dans I’équation adjointe au-dessus, nous déduisons que (Xy, (pf, qt), ..., (0N, @), AL,

une solution de 1’edspr ceci termine la preuve.

Ensuite, nous présentons des conditions sur les coefficients tel que le point d’équilibre
de Nash de notre probléme de jeu différentiel existe. Pour cela, nous avons d’abord

besoin des hypothéses suivantes.

Hypothése K

(K1) Pour 1 <i < N, les matrices B'(t,ig) = B' et Ni(t,ip) = N* sont indépen-

dantes de t et ig. Notons que K*= B'(N*)~}(BY)T.

K?2) il existe des constantes 3;, 32 > 0 telles que pour tout z € R* et 0 <t < T,
(

T {%KiRi(io)} x> Bz, a2 [%K"Mi(t,io)] x> Bola)?.
i=1 =1

48



Chapitre 3. Jeu différentiel & somme non nulle

(K3) Pour 1 <i< Net0<t<T,P-as.

KIAT(t,ig) = AT(t,ig)K?, K'A'(t,i9) = A" (t,i¢) K*
Ki UT(t,io) = O'T(t,’io)Ki

Pour (t,1i9) € [0,T] x M, notons
N . . N . .
M(t,ig) = Y K'M'(t,i0) , R(io) = > K"R'(io)
=1 i=1

et, de méme,

Witio) = K (io) Rlio) = 3K (i)

Considérons ’edspr de champ moyen conditionnel a changement de régime suivante :

t
Xt =Ty + f [A<87 O‘s)Xs + E(S, 045)75 - Y:e + f (87 as)} ds

0
t

+f [U(Sa as)Xs + 9(87 as)] dWS,

[e=]

—i—M(s, as ) Xs+ o(s,as)TZ]ds,

ou X,Y € 8%0,T;R%),Z € L£2(0,T;R¥™¥), A € M2(0,T;R9).

Notons que si (X, (pF, 1) - (P, ), Aty .y AN) est une solution dd3.3) et L’hypo-
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these (K) est vérifiée, alors en appliquant la formule d’It6 on obtient

[KlRZ ar) Xz + K'R (ar)B(X1/F2)
T

+ [TA(s, as)TK'pl + E(A(s, ) TK'pL | F&)
t N B (3.7)

+KZM (87 Oés)Xs + KiMl(Sv @s)Xs + O’(S, as)TKiQé]dS

—[KigidW, — [K’X. e dM,
t t

En prenant la somme dans oui=1,2,...,N, on voit facilement que le processus

N N N
(X, Ye=> K'p,, Z, = Y K'q) , Ay = > K"\}) est une solution de l’edspr

i=1 i=1 i=1
Nous sommes maintenant en mesure de montrer que les coefficients de [3.6] satisfont a

toutes les conditions de Section 3. Pour tout t,z,y, 2, et v € P(R*), u € P(R?),

f (t,x,y,z,v,io) - A(t,io){L‘—f-Z(t,Z’Q) f Clv(dcldeQ) _y+f (t’i0)7

Rd+d

g(tvxaya Z7U7i0) - _A(t7ZO)Ty _z(taiO)T f C?U(dCthQ)

Rd+d

—M(t, ’Lo)iL‘ — M(t, Zo) f Cll)(dgl, dCQ) — O'(t, io)TZ

Rd+d

o(t,x,y,z,v,40) = o(t,ig)x + g(t,ig),

h(z, o) = R(io)x +E(io)RdeM(dC)-
Comme A(s,ig) est borné, f est uniformément lipschitzienne par rapport & v La
linéarité implique que f satisfait ’hypothese (Al). De méme, on obtient que g et o
satisfont & 'hypothese (Al) et h satisfont 'hypothese (A2). Plus précisément, on
peut montrer qu’on peut prendre Cy = maxy ;, {1, ||A(t, o)l , || M (t,i0)]| , ||o(,30) || }et
Cy, = V2maxy, {|[A(t,90), M(t,i0)||}, dans(A1) et ¢ = max;, | R(io)]|
et C,, = max;, || R(io) ||en(A2). De la linéarité, il est trivial de vérifier les constantes
Cy et c.Pour C,, il suffit de vérifier pour ¢ = g dans ’hypotheése (Al). Siv =

P(Tm,n,g) et vy = P(n,l,rm), alors
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9t 2,9, 2,01, 80) — g(t, T, Y, 7, va, 7o)
= |A(t,i0)T(ET 12 — BY35) — M(t,io)T(EYy,1 —EY,1)|

< V2 max {||A(t, io), M (t,io)||} (B|T12 — Toal + B [Ty — T, )2
— V2 max {|A(t, o), M (1, io)||} (B Ty — T5*)?

Donc

|g(t7337y7 Z7U17i0) - g<t71’;y7 Z,Ug,io)l
S \/§maX{Hz(t,lo),ﬁ(t,lo)u} WQ(Ul, 'UQ)

De la méme maniére, on peut vérifier ), < max;, ||E(ZO)H en (A2).
De plus, dans ce cadre I'opérateur défini en [2.15] lié a [3.6devient
U(t,0,0',v,i0) = — |y — /" = M(t,io) |« — 2’

Dans la proposition ci-dessous, nous montrons que si I'’hypothése (K) est vraie

alors U et h satisfont Hypothese (L) avec les constantes Ky = min {1, 35} et K = 3;.

Proposition 3.0.2 Supposons que I’hypothése (K) soit vérifice et

[t i0) |, DLt io)|| < min{(2— V2 - 1)B1, 36>}

(3.8a)
IR < min{2(vZ - 1)1, 2 }

Alors les l’edspr de champ moyen ont une unique solution
(Xe, (PF,q1), s (01 a), AL AY) 00 X pt € 820, T5RY), ¢ € L2(0,T;RY) et N €
M2(0,T;RY) pour touti=1,...,N.

Preuve. Puisque l’hypothése(K) est vraie,

U(t,0,0,v,00) = — |y —y/|> — M(t,ig) |x — 2'|° < ~|y — /> = Bolz — 2> (3.9)
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Cela implique que Ky = min {1, 32} . De plus, pour tout z,2’ € R? et pu € P(R??),
(h(z, pyig) — W2, pyig), x — ') = (x — ) R(ig)(x — 2') > By |o — 2/, (3.10)
ce qui implique que K, = 3;. En conséquence et les inégalités

Cp < V2 max {[A(t, i)

te[0,T),ioEM

TG} Cos ma RG]

impliquent que les hypothéses (A) et (L) sont satisfaites. On peut donc appliquer
le théorémeprécedentpour déduire I'existence d’un processus unique (X,Y, Z, A) qui
résout le systéme edspr de champ moyen conditionnel a changement de régime |3.6| .

]

Ensuite, d’aprés [11], Théoréme 3.4, pour i = 1, ..., N, il existe (p, ¢*, \') € S?(0,T; RY) x

£2(0,T;RY) x M?(0, T; R?) une solution unique de 1’edsr suivante :

pi = (R'(ar)Xr + R (ar)Xr) + [[A(s, )P} + Als, a,)TE( pi/ F?)
. . (3.11)

+M (s, 05) X5 + (s, a5)T¢ )ds — [¢2dWs — [AL @ dM,, t € [0,T).
t ¢

N N N
Par conséquent, les processus (X,Y = > K'p', Z = > K'¢", A = Y K')\") est une
=1 -1 -1

1=

1= 1=

N
solution de Puisque la solution de |3.11| est unique, alors Y = Y Kip!, 7 =
=1

(2

N . . N . .

Y K'¢" et A = > K'AN. En remplacant Y, Z et A dans nous obtenons que
i=1 i=1

(Xt, (P, al)s s (PN, qY), AL, .o; AN) est une solution de ceci complete le preuve

.En combinant les propositions [3.0.1] et [3.0.2] , on obtient le résultat suivant.

Théorlme 3.0.2 Supposons que I’hypothése (K) soit vérifiée et

Hz(ta io)H ’ HM(taiO)H < min {(2 —V2)p, %ﬁz}
|| R(io)|| < min {2(\/§ — 1)1, \/7552}
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Alors le controle admissible u = (u*,u?,...,u"), ovu = —(N)"'Bi(a;_)Tpi, 0 <t <
T,1 <i <N, et (Xe,(pt,qt), s (PN, a¥), AL, s AN) qui est la solution de I'edspr

est un point d’équilibre de Nash de notre probléme de jeux.
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Chapitre 4

Abréviations et symbols

Les différentes abréviations et symbols utilisées tout au long de ce mémoire sont

expliquées ci-dessous :

Q :  Un ensemble fondamentale.

P : Une mesure de probabilité sur €.

F : La tribu sur €.

(Fi)e=0 . La filtration naturelle du mouvement brownien.
E[.] . Espérance mathématique.

E[./.] : Espérance conditionnelle.

(Q, F, (Fi)ier, P) : Espace de probabilité filtré.

v.a : Variable aléatoire.

i.€ . Clest-a-dire.

P.s . Presque stirement.

ct,C? . L'espace des fonctions continues intégrables.

EDS . Equation différentielle stochastique.

EDSR . Equation différentielle stochastique rétrograds.

EDSPR . Equation différentielle stochastique progressives-rétrogrades
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// Résumé \\

Dans ce mémoire, on s'intéresse a un probleme de jeu différentiel stochastique a
somme non nulle basé sur les équations différentielles stochastiques de type
champ moyen. Premierement, nous rappelons quelques notions de base sur le
calcul stochastique, ensuite, on donne le théoréme d’existence et I'unicité de la
solution d’'une équation différentielle stochastique progressif-rétrograde de type
champ moyen conditionnelle a changement de régime, enfin, on montre
I'existence d’un point d'équilibre de Nash pour un jeu différentiel stochastique
linéaire-quadratique & somme non nulle avec coefficients aléatoires.

Mots-clés : Equations différentielles stochastiques progressives-rétrogrades,

\\ champs moyen, jeu a somme non nulle, point d’équilibre de Nash /’
Abstract \

In this paper, we focus on a problem of nonzero-sum stochastic differential
game based on mean-field stochastic differential equations. Firstly, we recall
some basic notions of stochastic calculus, then we provide the theorem of
existence and unigueness of the solution to a progressive-retrograde meanfield
stochastic differential equation conditional on regime switching. Finally, we
demonstrate the existence of a Nash equilibrium point for a nonzero-sum linear-
guadratic stochastic differential game with random coefficients.

Key -words: Forward-backward stochastic differential equations, mean-field,

nonzero-sum , Nash equilibrium point j
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