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Introduction

En
raison de leurs applications dans di¤érents domaines tels que

la théorie du contrôle, des jeux, l�économie et la �nance, les

équations di¤érentielles stochastiques progressives-rétrogrades

(EDSPR) ont été étudiées par plusieurs chercheurs. Il existe plusieurs approches pour

assurer l�existence de la solution d�une EDSPR. Les auteurs dans [1] et [14] utilisent

la méthode de contraction ; [3] et [16] utilisent la méthode du Schéma en Quatre

Étapes ; et dans [6], sous la condition de Monotonicité, les auteurs introduisent une

autre approche qui assure l�existence et l�unicité de la solution.

Contrairement à l�abondante littérature sur les EDSPR, celles à changement de ré-

gime n�ont pas reçu l�attention nécessaire. Bien que les EDS à changement de régime

aient été étudiées pour les problèmes de contrôle stochastique récursif, il n�existe pas

de bons résultats de posédness pour les EDSPR à changement de régime. Un travail

récent a montré que les EDSPR de type moyen à changement de régime est de type

conditionnelle (aléatoire) qui résoudre un système d�EDSR de type McKean�Vlasov.

Les mesures de champ moyen conditionnelles apparaissent aussi dans des problèmes

comme les jeux de champ moyen et le contrôle avec bruit commun. Cette mesure

conditionnelle a permis d�établir des principes de maximum pour ces systèmes de

di¤usion avec chagement de régime voir [11], [13].

Dans ce mémoire, nous nous concentrons sur le travail de [14], qui apporte des

résultats importants.. Nous commençons par utiliser la méthode de continuation et
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Introduction

les conditions de monotonie pour examiner la posédness de la solution d�un système

d�EDSPR à changement de régime, les EDSPR de type champ moyen à changement

de régime, et puis les EDSPR de type champ moyen à changement de régime qui

sont représentées par des distributions conditionnelles (aléatoires) des processus en

fonction de l�historique d�une chaîne de Markov. Nous terminons notre mémoire en

abordant les jeux de champ moyen conditionnels à somme non nulle en utilisant les

résultats de posédness pour les EDSPR. Des conditions sur les coe¢ cients du jeu

di¤érentiel stochastique linéaire-quadratique conditionnel à somme non nulle et à

changement de régime et des stratégies en boucle ouverte sont fournies pour garantir

un point d�équilibre de Nash.

Notre mèmoire est divisè en trois chapitre :

Dans le premier chapitre,on donne des généralité sur les processus stochastique qu�on

a besion dans les autres chapitres.

Dans le deuxième chapitre on parle sur les équations di¤érentielles stochastiques à

changement de régime.

Dans le troisième chapitre,nous étudions un problème de jeu di¤erentiel de champ

moyen conditionnel à somme non nulle.
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Chapitre 1

Généralité sur les processus

stochastiques

Le but de ce chapitre est de donner des dé�nitions importants et fondamentales, le

contenu de ce chapitre est principalement basé sur les livre [2], [5].

1.1 Processus stochastique et �ltration

Dé�nition 1.1.1 (processus stochastique) Un processus stochastique X =

(Xt)t2T est une famille de variables aléatoires Xt indexée par un ensemble T:En gé-

néral T = R+ ou R et on considére que le processus est indexé par le temps t 2 T:Si T

est un ensemble �ni, le processus est un vecteur aléatoire.Si T = N alors le processus

est une suite de variables aléatoire.Plus généralement quand T � Z , le processus

est dit discret . Pour T � Rd, on parle de champ aléatoire (drap quand d = 2):Un

processus dépend de deux paramétres: Xt(w) dépendde t (en général le temps) et de

l�aléatoire w 2 
 :

1. Pour t 2 T �xé , w 2 
 ! Xt(w) est une variable aléatoire sur l�espace de

probabilité (
;F ;P);

3



Chapitre 1. Généralité sur les processus stochastiques

2. Pour w 2 
 �xé ; t 2 T ! Xt(w) est une fonction à valeurs réelles , appelée

trajectoire du processus.

Dé�nition 1.1.2 (Ègalités de processus) Deux processusX et Y ont méme

lois s�ils ont méme lois �ni-dimensionnelles :pour tout p 2 N� et t1; :::; tp 2 T ,

(Xt1 ; :::; Xtp)
L
= (Yt1 ; :::; Ytp)

On écrira X L
= Y .On dira que Y est une version (ou une modi�cation) du processus

X si pour tout t 2 T ,on a P(Xt = Yt) = 1.Deux processus X et Y sont dit

indistinguables s�il existe N 2 F négligeable.tels que, pour tout w =2 N; on a Xt(w) =

Yt(w) pour tout ,on écrit : P(Xt = Yt : 8t 2 T ) = 1:

Proposition 1.1.1 indistinguable) modi�cation) même lois �ni-dimensionnelles.

Dé�nition 1.1.3 (Filtration) Une �ltration est une famille croissante de sous

tribus de F ,c�est-à-dire telleque Ft � Fs pour tout t � s .On demande souvent que

les ensembles négligeables soient contenus dans F0,On parle d�hypothéses habituelles

si :

1. les ensembles négligeables sont contenus dans F0 ,

2. La �ltration est continue à droite au sens où Ft = \t<sFs.

Dé�nition 1.1.4 (processus adapté) Un processus stochastiqueX = (Xt ;t �

0) est dit adapté (par rapport à une �tration Ft) si Xt est Ft-mesurable pour tout

t:

Dé�nition 1.1.5 (processus continu) On dit que le processus est à trajec-

toires continues (ou est continu) si les applications t �! Xt(w) sont continues pour

presque tout w.
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Chapitre 1. Généralité sur les processus stochastiques

Dé�nition 1.1.6 (processus càdlàg( resp. càglàd)) Un processus est dit

càdlàg (continu a droite, pourvu de limites à gauche) si ses trajectoires sont conti-

nues à droite , pourvues de limites à gauche. Même défnition pour càglad.

1.2 Martingale

1.2.1 Cas discret

On se donne une �ltration, c�est-à-dire une famille de sous-tribus Fn croissante

(Fn � Fn+1) et la tribu F0 contient les négligeables.

Dé�nition 1.2.1 (Martingale) Une suite de v.a.r. (Xn;n 2 N) est une Fn-

martingale si :

1. Xn est intégrable;8n 2 N:

2. Xn est Fn-mesurable;8n 2 N:

3. E(Xn+1=Fn) = Xn;8n 2 N:

1.2.2 Cas continu

On se donne une �ltration , c�est-à-dire une famille de sous-tribus Ft croissante (

Fs � Ft;8s � t), et la tribu F0 contient les négligeables.

Dé�nition 1.2.2 Une famille de variables aléatoires (Xt; t 2 [0;1[) est une mar-

tingale par rapport à la �ltration (Ft) si:

1. Xt est Ft-mesurable et intégrable pour tout t.

2. E(Xt=Fs) = Xs ;8s � t:
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Chapitre 1. Généralité sur les processus stochastiques

1.3 Temps d�arrêt

On travaille sur un espace muni d�une �ltration (Ft): On note F1 = �([tFt):

Dé�nition 1.3.1 (Temps d�arrêt) Un temps d�arrêt est une variable aléa-
toire � à valeur dans R [ f+1g telle que f� � tg 2 Ft ;8t 2 R:

Dé�nition 1.3.2 (Processus de Markov) Soit X un processus et (Ft) sa

�ltration canonique:On dit que le processus est de Markov si ;pour tout t, pour toute

variable bornée Y 2 F1 l�́ egalité:

E(Y � �t= Ft) = E(Y � �t=Xt)

où � est l�opérateur de translation dé�ni sur les applications coordonnées par

Xu � �s = Xu+s:

Essayons une autre dé�nition. Pour tout n, pour toute fonction bornée F dé�nie

sur Rn,pour tous t1 < t2 <���< tn

E(F (Xs+t1 ; Xs+t2 ; ���; Xs+tn)=Fs) = E(F (Xs+t1 ; Xs+t2 ; ���; Xs+tn)= Xs):

Ceci implique en particulier que pour toute fonction f borélienne bornée

E( f (Xt)=Fs) = E( f (Xt)=Xs);8t > s:

Le processus est dit de Markov fort si la propriété précédente est vraie pour tout

couple de temps d�arrêt �nis T; S avec T > S:
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Chapitre 1. Généralité sur les processus stochastiques

1.4 Mouvement Brownien

On se donne un espace (
 ;F ; P ) et un processus (Bt; t � 0) sur cet espace .

Dé�nition 1.4.1 Le processus (Bt;t � 0) est un mouvement Brownien (standard)

si :

1. P (B0 = 0) = 1 (le mouvement Brownien est issu de l�origine).

2. 8s � t;Bt � Bs est une variable réelle de loi gaussienne, centrée de variance

(t� s):

3. 8n; 8ti;0 � t0 � t1:::::: � tn;les variables (Btn�Btn�1 ; ::::::; Bt1�Bt0 ; Bt0) sont

indépendantes.

1.5 Intégrale stochastique

1.5.1 Cas de processus étagés

On dit qu�un processus � est étagé (ou élémentaire) s�il existe une suite de réels

tj; 0 � t0 � t1::: � tn et une suite de variables aléatoires �j telles que �j soit Ftj -

mesurable, appartienne à L2(
) et que �t = �j pour tout

t 2] tj; tj+1];soit

�s(w) =

n�1X
j=0

�j(w)�]tj ;tj+1](s):

On dé�nit alors
1Z
0

�sdBs =
n�1X
j=0

�j(B(tj+1)�B(tj)):

On a 8><>: E(
R1
0
�sdBs) = 0

V ar(
R1
0
�sdBs) = E[

R1
0
�2sds]
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Chapitre 1. Généralité sur les processus stochastiques

On obtient R t
0
�sdBs =

Pn�1
j=0 �j(B(tj+1 ^ t)�B(tj ^ t)):

1.5.2 Cas général

On peut prolonger la dé�nition de l�intégrale deWiener à une classe plus grande de

processus. On perd le caractére gaussien de l�intégrale;ce qui est déja le cas pour le cas

de processus étagé. On dé�nit les processus càglàd de carré intégrable (appartenant

à L2(
 � R+)) comme l�ensemble � des processus � adaptés continus à gauche

limités à droite; (Ft)-adaptés tels que

k�k2 d�ef= E [
R1
0
�2t dt] <1:

1.6 Processus d�Itô

Dé�nition 1.6.1 Un processus X est un processus d�Itô si :

Xt = x+
R t
0
bsds +

R t
0
�sdBs

où b est un processus adapté tel que
R t
0
jbsjds existe (au sens Lebesgue) p.s pour

tout t;et � un processus appartenant à �:On utilise la notation plus concise suivante:

8><>: dXt = btdt+ �dBt;

X0 = x:

8



Chapitre 1. Généralité sur les processus stochastiques

1.7 Lemme d�Itô

1.7.1 Premiére forme

Soit f une fonction de R dans R;de classe C2 à dérivées bornées:Alors :

f (Xt) = f (X0) +
tR
0

f 0(Xs)dXs +
1
2

R t
0
f 00(Xs)�

2
sds:

1.7.2 Fonction dépendant du temps

Théor me 1.7.1 Soit f une fonction dé�nie sur R+�R de classe C1 par rapport

à t;de classe C2 par rapport à x; à dérivées bornées,on a

f (t;Xt) = f (0; X0) +
R t
0
f 0t(s;Xs)ds +

R t
0
f 0x(s;Xs)dXs+

1
2

R t
0
f 00xx(s;Xs)�

2
sds:

1.7.3 Cas multidimensionnel

Théor me 1.7.2 Soit (Xi; i = 1; 2) deux processus d�Itô tels que

dXi(t) = bi(t)dt+ �i(t)dBt

Soit f une fonction de R2dans R de classe C2:On a

df (X1(t); X2(t)) = f 01(X1(t); X2(t))dX1(t) + f 02(X1(t); X2(t))dX2(t)

+1
2
(f 0011�

2
1(t) + 2f

00
12�1(t)�2(t) + f 0022�

2
2(t))(X1(t); X2(t))dt:

où f 0i désigne la dérivée par rapport à xi; i = 1; 2 et f 00ij la dérivée seconde par

rapport à xi; xj:
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Chapitre 1. Généralité sur les processus stochastiques

1.8 Chaines de markov a temps continu

Dé�nition 1.8.1 E = fa0; a1; a3; :::::; ang ou fan; n 2 Eg : espace des ètats; Xt :


! E v.a ,(Xt)t2R+ chaine de markov , 8 s; t 2 R+;

loi de : (Xs+t =(Xr)0� r �s) = loi de (Xs+t=Xs)

, 8 x 2 N; 8 x0; :::; xn 2 E ,8 0 < t1 < ::::: < tn;

P(Xtn = xn = X0 = x0; Xt1 = x1; ::; Xtn�1 = xn�1)

= P(Xtn = xn =Xtn�1 = xn�1)

Note :on supposera toujours les probabilitès de transition P(Xs+t = y=Xs = x)

stationnaires (châine de homogène) i.e indèpendantes de s:

P(X0 = x0; Xt1 = x1; :::; Xtn = xn) =

P(X0 = x0)P(Xt1 = x1=X0 = x0)P(Xt2 = x2=Xt1 = x1):::::::� P(Xtn = xn=Xtn�1 = xn�1)

Notation 1.8.1

Pij(t) = P(Xs+t = aj = Xs = ai) = Pai(Xt = aj)

P(X0 = ai0 ; Xt1 = ai1 ; ::; Xtn = ain) = P(X0 = ai0)Pi0i1(t1)Pi1i2(t2 � t1):::Pin�1in(tn � tn�1):

1.8.1 Semi-groupe

P (t) = (Pij(t))aiaj2E; on pose P (0) = I i.e Pij(0) = �ij

passage de la loi de Xs à celle de Xt : soit

�j(s) = P(Xs = aj) �(s) = (�j(s))aj2E

10



Chapitre 1. Généralité sur les processus stochastiques

�(t) = �(s)P (t� s) = �(0)P (t):

Equation de chapman-kolmogorov :

Pij(s+ t) =
X
ak2E

Pik(s)Pkj(t)

on encore

P (s+ t) = P (s)P (t)

Exemple 1.8.1 processus de Poisson (Nt)t2R+

Dé�nition 1.8.2 1. Nt : 
! N ;

2. 8 0 < s < t ;Nt �Ns : P(�(t� s));

3. 8 0 < t1 < t2 < :::: < tn; Nt1 ; Nt2�Nt1 ; :::::; Ntn�Ntn�1 sont indèpendantes.

(Nt)t2R+ est une chaîne de Markov :

P(Ntn = xn = Nt1 = x1; :::; Ntn�1 = xn�1) =
P(Nt1=x1;Nt2�Nt1=x2�x1;:::;Ntn�Ntn�1=xn�xn�1)

P(Nt1=x1;Nt2�Nt1=x2�x1;:::;Ntn�1�Ntn�2=xn�1�xn�2)

= P(Ntn �Ntn�1 = xn � xn�1)

= P (Ntn = xn =Ntn�1 = xn�1);

Pij(t) = P(Ns+t = j =Ns = i) = P(Ns+t �Ns = j � i) = P(Nt = j � i)

donc

Pij(t) =

8><>: exp(��t) (�t)
j�i

(j�i)! si j � i � 0

0 si 0 � j � i� 1

1.8.2 Temps de sauts

On suppose t ! Xt continue à droite.Soit

T0 = 0; Tn+1 = infft > Tn : Xt 6= XTng; n � 0

11



Chapitre 1. Généralité sur les processus stochastiques

ona T0 < T1 < ::: < Tn < Tn+1 < ::::.et Xt = XTn sur [Tn; Tn+1[ ;on pose

qij = Pai(XT1 = aj) et ai =
1

Eai (T1)
;Q = (qij)ai;aj2E:

On supposera toujours que Tn !
n!1

+1 (pas d�explosion), ce qui est réalisé dès que

sup
ai2E

ai <1:

Théor me 1.8.1 (XTn)n2N est une chaîne de Markov de matrice de transition Q:Les

v.a. T1; T2�T1; ::::; Tn�Tn�1 conditionnellement à (X0 = �i0 ; XT1 = �i1 ; :::; XTn�1 =

�in�1) sont indèpendantes de lois �(�i0); �(�i1); ::::::; �(�in�1);et T1 et XT1 sont in-

dèpendantes.

Idèe de la dèmonstration

P�i(T1 > s+ t) = E�i(�fT1>sgPXs(T1 > t)) = P�i(T > s)P�i(T > t)

) P�i(T1 > t) = exp(��it) pour un �i � 08><>: si �i = 0 ; T1 = +1 p.s :

si �i > 0; T1 : �(�1) et �1 = 1
Eai (T1)

:

P�i(T1 > t;XT1 = �j) = E�i
�
�fT1>tgPXt(XT1 = �j)

�
= P�i(T1 > t)P�i(XT1 = �j) =

exp(��it)qij ) T1; XT1 indèpendantes sous P�i :

Interprètation :arrivé en �i ,(Xt)t�0 attend un temps �(�i) indépendant de ce qui

précède puis saute en �j avec prdoa qij, et ainsi de suite.

1.8.3 Générateur in�nitèsimal

Dé�nition 1.8.3 A = (Aij)�i;�j2E;

Aij =

8><>: �iqij si ai 6= aj

��i si ai = aj

12



Chapitre 1. Généralité sur les processus stochastiques

ona qii = 0 donc X
�j2E

Aij = �i[
X

�j2E=faig

qij � 1] = 0:

Equations de Kolmogorov

1. dp(t)
dt
=

8><>: Ap(t) (backword ou rètropective)

p(t)A (forward ou progressive
si
)
unicètè P (t) = exp(tA)

2. A = dp(t)
dt

���
t=0+

i.e Aij = lim
t!0+

Pij(t)�Pi j(0)
t

on core

Pij(t) =

8><>: �iqijt+ o(t) si ai 6= aj

1� �it+ o(t) si ai = aj

Idée de la démonstration :an admettant que A = dp(t)
dt

���
t=0+

;on trouve à l�aide

de Chapman-Kolmogorov :

Pij(t+ h) =
X
ak2E

Pik(t)Pkj(h) =
X
ak2E

Pik(t)[�kj + h Akj + o(h)]

= Pij(t) + h
X
ak2E

Pik(t) Akj + o(h)) P 0(t) = P (t) A;

et

Pij(t+ h) =
X
ak2E

Pik(h)Pk j(t) = Pij(t) + h
X
ak2E

AikPk j(t) + o(h)) P 0(t) = A P (t):

1.8.4 Classi�cation des états, ergodicité

soit

�aj = infft > T1 : Xt = ajg !

8><>: 1er instant d0atteinte de aj sous Pai si ai 6= aj

1er instant de retour en aj sous Paj(après sant)
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Chapitre 1. Généralité sur les processus stochastiques

Fij(t) = P�i(Taj < t);

f �ij = lim
t!+1

Fij(t) = P�i(Taj <1)

Dé�nition 1.8.4 1. ai récurrent , f �ii = 1; ai transitoire , f �ii < 1;

2. soit ai rècurrent ,vi = Eai(�ai) =
+1Z
0

t d Fii(t) (temps moyen de retour) ;

8><>: si vi < +1; ai récurrent positif

si vi = +1; ai récurrent null

Critère de récunence :

ai récurrent,
+1Z
0

Pii(t)dt = +1

Remarque 1.8.1

1Z
0

Pij(t)dt = Eai(
1Z
0

�fXt=ajgdt) : temps de séjour moyen dans

l�état aj depuis ai.

Dé�nition 1.8.5 1. aj accessible depuis ai (ai ) aj), 9 t � 0; Pij(t) > 0;

2. ai et aj communiquant (ai $ aj), (ai ! aj et aj ! ai ) [on pose ai $ ai]:La

chaîne (Xt)t2R+est inèductible ,tous les états communiquant.

Proposition 1.8.1 1. ai $ aj (resp ai récurrent nul ,ai récurrent positif ) pour

(Xt)t2R+ , ai $ aj (resp ai récurrent nul ,ai récurrent positif ) pour (XTn)n2N

Thérème ergodique

Soit une chaîne irréductible récurrente .Alors :
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Chapitre 1. Généralité sur les processus stochastiques

1. si récurrence positive :

8ai 2 E; lim
t!+1

Pij(t) � �j
1

�jvj
i.e P (t) ! �

t!+1

� est l0enique probabilité talle que �A = 0 (, 8t 2 R+; �P (t) = �

Xt
L!

t!+1
X v.a de loi �

2. si récurrence nulle :

8ai 2 E; lim
t!+1

Pij(t) = 0:
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Chapitre 2

Équations di¤érentielles

stochastiques à changement de

régime

D
ans cette section, nous travaillons sur les équations di¤érentielles sto-

chastiques rétrospectives à changement de regime et dériver des estima-

tions utiles pour l�éxistence de la solution. Ensuite on concentre sur les

équations di¤érentielles stochastiques progrssive-rétrograde et fournir des conditions

su¢ santes pour l�existence et l�unicité des solutions.

2.1 EDSR à changement de régime

On désigne par hx; yi le produit scalaire de deux vecteurs x; y 2 Rd;et x| la trans-

posée de x et [A;B] =
Pd

i=1 hAi; Bii pour les matrices A et B de type d � d, no-

tons ;où Ai et Bi; i = 1; 2; :::; d;sont respectivement la i -ème colonne de A et

B:Pour la suite nous ,les valeurs de la constante C > 0 peuvent changer selon de

leur apparences. Soit (
;F ;Ft;P) un espace de probabilité �ltré complet satisfaisant

16



Chapitre 2. Équations di¤érentielles stochastique à changement de régime

les conditions habituelles. Sur (
;F ;Ft;P), nous considérons un Brownien W (�) =

(W1(�);W2(�); :::;Wd(�))| et une chaîne de Markov en temps continu �(�) dé�ni sur

(
;F ;Ft;P) avec un espace d�états �ni M = f1; 2; :::;m0g et un générateur Q =

(qi0j0)i0;j02M satisfaisant qi0j0 � 0 pour i0 6= j0 2M et
P

j02 M qi0 j0 = 0 pour chaque

i0 2 M .Notons par F�
t = � f�(s) : 0 � s � tg ;FW

t = � fW (s) : 0 � s � tg ;et

FW;�
t = � fW (s); �(s) : 0 � s � tg.Pour la simpli�cation, nous mettons Ft = FW;�

t :Notons

L2(Rd) = f� : 
! Rd;F �mesurable;Ej�j2 <1g;

S2(0; T ;Rd) =

�
' : [0; T ]� 
! Rd; proc càdlàg adapté à F ;E

�
sup
0� t�T

j'tj2
�
<1

�
;

L 0(0; T;Rd) =
�
 : [0; T ]� 
 ! Rd;F � proc pro- mes

	
;

L2(0; T;Rd) =

8<: 2 L 0(0; T;Rd) :k  k22 = E

24 TZ
0

j tj2dt

35 <1
9=; :

On associé à chaque couple (i0; j0) 2M�M (de l�état de la chaîne de Markov �(�))

satisfaisant i0 6= j0 :

[Mi0 j0 ] (t) =
P

0� s �t
�(�(s�)=i0)�(�(s)=j0);

hMi0 j0i(t) =
tZ
0

qi0 j0�(�(s�)=i0)ds;

où � désigne la fonction indicatrice Il résulte de [4] que le processus Mi0 j0(t);dé�ni

par

Mi0j0(t) = [Mi0j0 ] (t)� hMi0 j0i (t)

est une martingale purement discontinue et de carrée intégrable par rapport à F�
t ;qui

est nul à l�origine. Les processus [Mi0 j0 ] (t) et hMi0 j0i (t) sont les variations optio-

nelle et quadratiques prévisible ,et Mi0 j0(t) = [Mi0 j0 ] (t) = hMi0 j0i (t) = 0 pour

tout i0 2 M.De la dé�nition de la covariation quadratique nous avons la relation
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d�orthogonalité suivante :

[Mi0 j0 ;W ] = 0; [Mi0 j0 ;Mp0 q0 ] = 0; ,lorsque (i0; j0) 6= (p0; q0);

où [Mi0 j0 ;W ] et [Mi0 j0 ;Mp0 q0 ] sont les covariations quadratiques optionnelles du

paires (Mi0 j0 ;W ) et (Mi0 j0 ;Mp0 q0), respectivement ; voir [4], [8]. On dé�nie :

M2(0; T ;Rd) = f� = (�i0j0 : i0j0 2M telque �i0;j0 2 L0(0; T ;Rd) prévisible ;

�i0 j0 � 0 et
P

i0 ; j0 2M
E
TR
0

j �i0j0(t) j2 d [Mi0 j0 ] (t) <1g:

Pour les processus �t = (�i0 j0(t))i0 j02 M; F-prévisibles ;on note par :

tR
0

�s � dMs =
P

i0;j02 M

tR
0

�i0j0(s)dMi0j0(s) et

�t � dMt =
P

i0;j02 M

�i0j0(t)dMi0j0(t)

Soit F : [0; T ]�Rd �Rd�d �M�
 ! Rd et � 2 L2FT (R
d).Un triple des processus

(Yt; Zt;�t) 2 S2(0; T;Rd)� L2(0; T;Rd�d)�M2(0; T;Rd) sont appelées une solution

du EDSR :8><>: dYt = F (t; Yt;Zt; �t)dt+ ZtdWt + �t � dMt; 0 � t � T;

YT = �;
(2.1)

s�ils satisfont l�équation suivante :

Yt = � �
TR
t

F (s; Ys; Zs; �s)ds�
TR
t

ZsdWs �
TR
t

�s � dMs; 0 � t � T:

Nous avons l�estimation suivante pour les solutions d�une EDSR à changement de

régime 2.1.
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Lemme 2.1.1 Soit Fi : [0; T ]� Rd � Rd�d �M� 
! Rd; i = 1; 2, satisfaisant :

j Fi(t; y1; z1; i0)� Fi(t; y2; z2; i0) j� C(jy1 � y2j+ k z1 � z2 k); P:s.

pour tout t 2 [0; T ]; y1; y2 2 Rd; z1; z2 2 Rd�d, et i0 2 M:De plus pour tout i =

1; 2 ; y 2 Rd; z 2 Rd�d, i0 2 M; Fi(�; 0; 0; i0) 2 L2(0; T;Rd) et Fi(t; y;z; i0) est

F-adapté .Soit �i 2 L2FT (R
d) et (Yi; Zi;�i); i = 1; 2, les solutions des EDSR

Yi(t) = �i �
TR
t

Fi(s; Yi(s); Zi(s); �i(s))ds�
TR
t

Zi(s)dWs�
TR
t

�i(s) � dMs; t 2 [0; T ]:

Alors

E
�
sup

0� t �T
j Y1(t)� Y2(t) j2 +

TR
0

k Z1(t)� Z2(t) k2 dt+
TR
0

j �1(t)� �2(t) j2 �d[M ]t
�

� C

�
E j �1 � �2 j2 +E

TR
0

j F1(t; Y1(s); Z1(s); �(s))� F2(t; Y1(s); Z1(s); �(s)) j2 ds
�
:

Preuve. Notons par bY (�) = Y1(�)� Y2(�);bZ(�) = Z1(�)� Z2(�);b� = �1 � �2

et

bF (�) = F1(�; Y1(�); Z1(�); �(�))� F2(�; Y1(�); Z1(�); �(�)):
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On utilise la formule d�Itô pour jbY (�)j2; on a
jbY (t)j2 + TR

t

k bZ(s) k2 ds+ TR
t

j b�(s) j2 �d[M ]s
= jb�j2 � 2 TR

t

DbY (s); F1(s; Y1(s); Z1(s); �(s))� F2(s; Y2(s); Z2(s); �(s))
E
ds

�2
TR
t

DbY (s); bZ(s)dWs
E
� 2

TR
t

DbZ(s); b�(s) � dMs

E
� jb�j2 + 2 TR

t

h
jbY (s)jj bF (s)j+ CjbY (s)j�jbY (s)j+ k bZ(s) k�i ds

�2
TR
t

DbY (s); bZ(s)dWs
E
� 2

TR
t

DbY (s); b�(s) � dMs

E
;

ceci implique que :

jbY (t)j2 + 1
2

TR
t

k bZ(s) k2 ds+ TR
t

j b�(s) j2 �d[M ]s
� jb�j2 + TR

t

h
(1 + 2C + 2C2) jbY (s)j2 + j bF (s)j2i ds

�2
TR
t

DbY (s); bZ(s)dWs
E
� 2

TR
t

DbY (s); b�(s) � dMs

E
:

(2.2)

En prenant l�espérence dans les deux côtes de l�inégalité , nous obtenons

EjbY (t)j2 � E
�
jbY (t)j2 + 1

2

TR
t

k bZ(s) k2 ds+ TR
t

j b�(s) j2 �d[M ]s�
� E

�
jb�j2 + TR

0

j bF (s)j2ds�+ (1 + 2C + 2C2) TR
t

EjbY (s)j2ds: (2.3)

Par l�inégalité de Growall,

EjbY (t)j2 � K1E
�
jb�j2 + TR

0

j bF (s)j2ds� ;8t 2 [0; T ]: (2.4)

En utilisant cette inégalité et 2.3 (avec t = 0) on obtient

E
�
TR
0

k bZ(s) k2 ds+ TR
0

j b�(s) j2 �d[M ]s� � K2E
�
jb�j2 + TR

0

j bF (s)j2ds� : (2.5)
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Ensuite, en utilisant
TR
t

=
TR
0

�
tR
0

pour les intégrales stochastiques dans 2.2, on obtient

jbY (t)j2 + 1
2

TR
t

k bZ(s) k2 ds+ TR
t

j b�(s) j2 �d[M ]s
� jb�j2 + TR

t

h
(1 + 2C + 2C2) jbY (s)j2 + j bF (s)j2)i ds

�2
TR
0

DbY (s); bZ(s)dWs
E
� 2

TR
0

DbY (s); b�(s) � dMs

E
+2

tR
0

DbY (s); bZ(s)dWs
E
+ 2

tR
0

DbY (s); b�(s) � dMs

E
:

Par la suite par l�inégalité de Burkholder-Davis-Gundy, l�inégalité de Holder et l�in-

égalité de Cauchy-Schwartz,

E

"
sup
t2[0;T ]

jbY (t)j2#
� E

�
jb�j2 + (1 + 2C + 2C2) TR

0

jbY (s)j2ds+ TR
0

j bF (s)j2ds�
+4E

"
sup
t2[0;T ]

���� tR
0

DbY (s); bZ(s)dWs
E����
#
+ 4E

"
sup
t2[0;T ]

���� tR
0

DbY (s); b�(s) � dMs

E����
#

� KE
�
jb�j2 + TR

0

j bF (s)j2ds�+ 1
4
E

"
sup
t2[0;T ]

jbY (t)j2#+K2E
TR
0

k bZ(s) k2 ds
+1
4
E

"
sup
t2[0;T ]

jbY (t)j2#+K2E
TR
0

j b�(s) j2 �d[M ]s:
Ainsi,

E

"
sup
t2[0;T ]

jbY (t)j2# � CE
�
jb�j2 + TR

0

j bF (s)j2ds+ TR
0

k bZ(s) k2 ds+ TR
0

j b�(s) j2 �d[M ]s�
� CE

�
jb�j2 + TR

0

j bF (s)j2ds� :
(2.6)

Notons que nous avons utilisé 2.5 dans la dernière inégalité. Encore on combinant
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2.5 avec 2.6 qui donne

E

 
sup
t2[0;T ]

jŶ (t)j2 +
TR
0

k Ẑ(s) k2 ds+
TR
0

j �̂(s) j2 �d[M ]s

!
� CE

�
j�̂j2 +

TR
0

jF̂ (s)j2ds
�
:

Ceci termine la preuve.

2.2 EDSPR à changement de régime

Dans cette section, nous présentons quelques résultats auxiliaires. Ces résultats ser-

viront à prouver, les principaux théorèmes dans la sous-section suivante.Plus pré-

cisément, nous concentrons sur les équations progressives-rétrogrades à changement

de régime sans la présence de termes de champ moyen et fournissions des conditions

qui garantissent l�existence et l�unicité des solutions. Soient :

f0 : [0; T ]� 
� Rd � Rd � Rd�d �M! Rd;

g0 : [0; T ]� 
� Rd � Rd � Rd�d �M! Rd;

�0 : [0; T ]� 
� Rd � Rd � Rd�d �M! Rd�d;

h0 : 
� Rd �M! Rd;

des fonctions mesurables par rapport a la tribu de Borel. On considère un processus

mesurable (Xt; Yt; Zt;�t) 2 S2(0; T ;Rd)�S2(0; T ;Rd)�L2(0; T;Rd)�M2(0; T;Rd) qui

est la solution du problème

8>>>>>><>>>>>>:

Xt = � +
tR
0

f0(s;Xs; Ys; Zs; �s)ds+
tR
0

�0(s;Xs; Ys; Zs; �s)dWs;

Yt = h0(XT ; �T )

�
TR
t

g0(s;Xs; Ys; Zs; �s)ds�
TR
t

Zs dWs�
TR
t

�s � dMs; t 2 [0; T ]:

(2.7)
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Pour la suite de cette section, nous supposons l�hypothèse suivante.

Hypothèse A0

(A01) Pour tout i0 2M ,les fonctions f0(�; �; �; �; �; i0); g0(�; �; �; �; �; i0);et �0(�; �; �; �; �; i0) sont

F-progressivement mesurables et Lipschitz par rapport aux (x; y; z) et uni-

formément en (t; w):Autrement dit,pour '0 = f0; g0 ou �0,il existe une (dé-

terministe) constante C� telle que pour tout t 2 [0; T ], i0 2 M;et �1 =

(x1; y1; z1); �2 = (x2; y2; z2) 2 Rd � Rd � Rd�d on a

j'0 (t; �1; i0)� '0 (t; �2; i0)j � C� k �1 � �2 k; P:s.

où k �1 � �2 k= jx1 � x2j+ jy1 � y2j+ kz1 � z2k :

(A02) Pour chaque (x; i0) 2 Rd�M la fonction h0(�; x; i0) appartient à L2(Rd):De

plus ; h0(w; �; i0) est uniformément en (w; i0):Autrement dit, pour tout i0 2

M ;et x1; x2 2 Rd,il existe une constante (déterministe) c telle que

jh0 (x1; i0)� h0 (x2; i0)j � c jx1 � x2j ;P.s.

Pour t 2 [0; T ]; i0 2M,et �1 = (x1; y1; z1); �2 = (x2; y2; z2) 2 Rd �Rd �Rd�d,

notons par :

	0 (t; �1; �2; i0) = h f0 (t; �1; i0)� f0 (t; �2; i0) ; y1 � y2i

+ h g0 (t; �1; i0)� g0 (t; �2; i0) ; x1 � x2i

+ [�0 (t; �1; i0)� �0 (t; �2; i0) ; z1 � z2]

(2.8)

Pour obtenir l�éxistence et l�unicité de la solution de notre système EDSPR à

changement de régime 2.7 on suppose l�hypothèse suivante.

Hypothèse H0

23



Chapitre 2. Équations di¤érentielles stochastique à changement de régime

(H01) Il existe une constante positive Kh telle que pour tout x1; x2 2 Rd et i0 2M,

hh0 (x1; i0)� h0 (x2; i0) ; x1 � x2i � Kh jx1 � x2j2 ;P.s.

(H02) Il existe une constante positive K	 telle que pour tout t 2 [0; T ]; �1 =

(x1; y1; z1); �2 = (x2; y2; z2) 2 Rd � Rd � Rd�d,et i0 2M,

	0 (t; �1; �2; i0) � �K	

�
jx1 � x2j2 + jy1 � y2j2 + kz1 + z2k2

�
;P.s.

Nous sommes maintenant en mesure d�énoncer le théorème suivant.

Théor me 2.2.1 Sous les hypothèses (A0) et (H0), il existe un unique quadruple

de processus (X;Y; Z;�) qui résoudre le système d�EDSPR à changement de régime

2.7..

A�n de donner la démonstration du théorème 2.2.1 nous présentons quelques ré-

sultats préliminaires sur les EDSPR à changement de régime.Tout d�abord, nous

considérons dans le lemme suivant les EDSPR linéaires.

Lemme 2.2.1 Supposons que (f0(�); �0(�); g0(�)) 2 L2(0; T ;Rd) � L2(0; T ;Rd�d) �

L2(0; T ;Rd) et h0 2 L2(Rd), alors l�EDSPR linéaire suivante

8>><>>:
Xt = x+

tR
0

�
�Ys + f 0(s)

�
ds+

tR
0

(�Zs + �0(s)) dWs;

Yt =
�
XT + h0

�
�

TR
t

(�Xs + g0(s)) ds�
TR
t

ZsdWs�
TR
t

�s � dMs

(2.9)

a une unique solution (X; Y; Z;�):

Preuve. On considère l�edsr suivante :

Y 0 = h0 �
TR
t

�
Y s + g0(s)� f0(s)

�
ds�

TR
t

�
2Zs � �0(s)

�
dWs�

TR
t

�s � dMs:
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D�après théorème (3:4) de [11], l�équation ci-dessus a une unique solution adaptée

(Y ; Z;�). Ensuite, on résoudre l�équation progressive suivante :

Xt = x+
tR
0

�
�Xs � Y s + f 0(s)

�
ds+

tR
0

�
�Zs + �0(s)

�
dWs

et posons Y = X +Y ; Z = Z et � = �.On voit que (X; Y; Z;�) est une solution de

l�équation 2.9.L�existence est donc assuré et de même l�unicité est similaire à celle

du théorème 2.2.1 .Ensuite, pour y 2 R, dé�nissons

f y0 (t; x; y; z; i0) = y f0(t; x; y;z; i0) + (1� y)(�y);

�y0(t; x; y; z; i0) = y �0(t; x; y;z; i0) + (1� y)(�z);

gy0(t; x; y; z; i0) = yg0(t; x; y;z; i0) + (1� y)(�x);

hy0(x; i0) = yh0(x; i0) + (1� y)x:

(2.10)

et considérons le système d�équations suivant

8>>>>>>><>>>>>>>:

Xt = x+
tR
0

�
f y0 (s;�s; �s) + f 0(s)

�
ds+

tR
0

(�y0(s;�s; �s + �0(s)) dWs;

Yt =
�
hy0(XT ; �T ) + h0

�
�

TR
t

(gy0(s;�s; �s) + g0(s)) ds

�
TR
t

ZsdWs�
TR
t

�s � dMs;

(2.11)

où � = (X;Y; Z):

Lemme 2.2.2 Supposons que les hypothèses (A0) et (H0) sont véri�ons. De plus,

supposons que poury0 2 [0; 1) donné et pour tout
�
f 0(�); �0(�); g0(�); h0

�
2 L2(0; T ;Rd)�

L2(0; T ;Rd�d)�L2(0; T ;Rd)�L2(Rd), le système 2.11 à une solution adaptée. Alors

il existe une constante �0 2 (0; 1) dépend uniquement de C�; c;Kh; K	et T , tels

que pour tout y 2 [y0; y0 + �0] et pour tout
�
f 0(�); �0(�); g0(�); h0

�
2 L2(0; T ;Rd) �

L2(0; T ;Rd�d)�L2(0; T ;Rd)�L2(Rd) ,le système.2.11 à une solution (X;Y; Z;�) 2

S2(0; T ;Rd)� S2(0; T ;Rd�d)� L2(0; T ;Rd�d)�M2(0; T;Rd):

25



Chapitre 2. Équations di¤érentielles stochastique à changement de régime

Preuve. Au vu de 2.10,

f y0+�
0 (t; x; y;z; i0) = f y00 (t; x; y;z; i0) + � (y + f0(t; x; y;z; i0)) ;

�y0+�0 (t; x; y;z; i0) = �y00 (t; x; y;z; i0) + � (z + �0(t; x; y;z; i0)) ;

gy0+�0 (t; x; y;z; i0) = gy00 (t; x; y;z; i0) + � (x+ g0(t; x; y;z; i0)) ;

hy0+�0 (x; i0) = hy00 (x; i0) + � (�x+ h0(x; i0))

Mettons (X0; Y 0; Z0;�0) = (0; 0; 0; 0) et�n = (Xn; Y n; Zn) pour n = 0; 1; 2; ::::..Selon

l�hypothèse;le système récursive suivant à toujours une solution : solutions.

8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

Xn+1
t = x+

tR
0

�
f y0
0 (s;�

n+1
s ; �s) + �(Y n

s + f0(s;�
n
s ; �s)) + f 0(s)

�
ds

+
tR
0

[�y00 (s;�
n+1
s ; �s) + �(Zns + �0(s;�

n
s ; �)) + �0(s)] dWs;

Y n+1
t =

�
hy00 (X

n+1
T ; �T ) + �(�Xn

T + h0(X
n
T ; �T )) + h0

�
�
TR
t

[gy00 (s;�
n+1
s ; �s) + �(Xn

s + g0(s;�
n
s ; �s)) + g0(s)] ds

�
TR
t

Zn+1s dWs�
TR
t

�n+1s � dMs:

(2.12)

On dé�ne b�n+1t = �n+1t ��nt De plus ;

bXn+1
t = Xn+1

t �Xn
t ; ; bY n+1

t = Y n+1
t � Y n

t ;bZn+1t = Zn+1t � Znt ; b�n+1t = �n+1t � �nt :

bhn0 (t) := h0(X
n
t ; �t)� h0(X

n�1
t ; �t); bhn;y0 (t) := hy0(X

n
t ; �t)� hy0(X

n�1
t ; �t);

et, pour ' = f0; g0; �0;

b'n+1(t) = '(t;�n+1t ; �t)� '(t;�nt ; �t)b'n+1;y(t) = ' y(t;�n+1t ; �t)� 'y(t;�nt ; �t)
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Applicons la formule d�Itô à
D bXn+1

t ; bY n+1
t

E
et en prenant l�espérance nous obtenons

E
D bXn+1

T ;bhn+1;y00 (T )
E
= �E

D bXn+1
T ; bXn

T � bhn0 (T )E+ E TR
0

(
D bXn+1

s ; bgn+1;y00 (s)
E

+
DbY n+1

s ; bfn+1;y00 (s)
E
+
h bZn+1s ; b�n+1; y00 (s)

i
)ds

+�E
TR
0

(
D bXn+1

s ; bXn
s + bgn0 (s)E+ DbY n+1

s ; bY n
s +

bfn0 (s)E
+
h bZn+1s ; bZns + b�n0 (s)i)ds:

De les hypothèses (A0) et (H0), il s�ensuit que

E
���� bXn+1

T

���2 + TR
0

b�n+1s

2 ds�
� �(1+C)

K
E
���� bXn+1

T

��� ��� bXn
T

���+ TR
0

b�n+1s

b�ns ds� :
où K = min(1; Kh; K	) et C = max(c,C�) :L�inégalité de Young implique

E
���� bXn+1

T

���2 + TR
0

b�n+1s

2 ds�
� ( �(1+C)

K
)2E

���� bXn
T

���2 + TR
0

b�ns2 ds� :
Rappelons que 8n � 1;

bXn
T =

TR
0

h bfn;y0(s) + �
�bY n�1

s + bfn �10 (s)
�i
ds

+
TR
0

hb�n ;y00 (s) + �
� bZn�1s + b�n �10 (s)

�i
dWs:

On peut en déduire qu�il existe une constante c1 > 0 qui dépend uniquement de C

et T tel que

E
��� bXn

T

���2 � c1E
�
TR
0

b�ns2 ds+ TR
0

b�n�1s

2 ds� ;8n � 1
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Il existe donc une constante c2 > 0 qui dépend uniquement de C, K et T telle que

E
TR
0

b�n+1s

2 ds � c2�
2E
�
TR
0

b�ns2 ds+ TR
0

b�n�1s

2 ds� ;8n � 1:
Il existe donc un �0 2 (0; 1) qui dépend uniquement de C,K et T tel que lorsque ; 0 <

� � �0;

E
TR
0

b�n+1s

2 ds � 1
4
E
TR
0

b�ns2 ds+ 1
8
E
TR
0

b�n�1s

2 ds;8n � 1:
Vu au Lemme (4:1) de [[6]�il existe une constante bc > 0 telle que

E
TR
0

b�ns2 ds � bc �1
2

�n
;8n � 0:

Ceci implique que (Xn
T )n�0 est une suite de Cauchy dans L2(Rd) et (Xn)n�0,(Y n)n�0 et

(Zn)n�0 sont des suites de Cauchy dans L2(0; T ;Rd),L2(0; T ;Rd);L2(0; T ;Rd�d), res-

pectivement. De plus, comme 2.30 dans la preuve du théorème 2.3.1, (�n)n�0 est de

Cauchy dansM2(0; T ;Rd). Nous désignons respectivement leurs limites par (X;Y; Z;�).

En passant à la limite dans les équations 2.12, lorsque 0 < � � �0; (X; Y; Z;�) résout

les équations 2.11 pour y = y0+�: Par des estimations standard, nous pouvons mon-

trer que X; Y 2 S2(0; T ;Rd): Nous sommes maintenant prêts à prouver le théorème

2.2.1.

Preuve du théorème 2.2.1
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Chapitre 2. Équations di¤érentielles stochastique à changement de régime

L�unicité : Supposer que et (X; Y; Z;�):et (X 0; Y 0; Z 0;�0); sont deux solutions de

2.7 Applicons la formule d�Itô et prenons l�espérence on obtient :

E hX 0
T �XT ; h0(X

0
T ; �T )� h0(XT ; �T )i

= E
TR
0

(hX 0
s �Xs; g0 (s;X

0
s; Y

0
s ; Z

0
s; �S)� g0 (s;Xs; Ys; Zs; �s)i

+ hY 0
s � Ys; f0 (s;X

0
s; Y

0
s ; Z

0
s; �S)� f0 (s;Xs; Ys; Zs; �s)i

+ [Z 0s � Zs ; �0 (s;X
0
s; Y

0
s ; Z

0
s; �s)� �0 (s;Xs; Ys; Zs; �s)])ds:

En vertu de l�hypothèse (H0), on obtient

Kh E
h
jX 0

T �XT j2
i
+K	 E

TR
0

�
jX 0

s �Xsj2 + jY 0
s � Ysj2 + kZ 0s � Zsk2

�
ds � 0

ce qui implique X 0
T = XT ; X

0 = X; Y 0 = Y; et Z 0 = Z:De plus, par le Lemme 2.1.1,

hypothèse (A02), et le fait que X 0
T = XT , on obtient

E
TR
0

j�0s � �sj
2 � d[M ]s � CE jh0 (X 0

T ; �T )� h0 (X T ; �T )j2

� CE jX 0
T �XT j2 = 0:

qui imlpique que �0 = � dansM2(0; T ;Rd):

L�existence : D�après le lemme 2.2.1, lorsque y = 0, pour tout
�
f 0(:); �0(:); g0(:)

�
2

L2(0; T ;Rd) � L2(0; T ;Rd�d) � L2(0; T ;Rd) et h0 2 L2(Rd) le système progressive-

rétrograde 2.11 à une solution adaptée. Selon le lemme 2.2.2, pour tout
�
f 0(:); �0(:); g0(:)

�
2

L2(0; T ;Rd) � L2(0; T ;Rd�d) � L2(0; T ;Rd) et h0 2 L2(Rd), on peut résoudre suc-

cessivement le système 2.11 pour le cas y 2 [0; �0]; [�0; 2�0]; :::: ,il s�avère que,lorsque

y = 1;pour tout
�
f 0(:); �0(:); g0(:)

�
2 L2(0; T ;Rd)� L2(0; T ;Rd�d)� L2(0; T ;Rd) et

h0 2 L2(Rd), la solution de 2.11, existe, alors on en déduit immédiatement que la

solution de 2.7 existe.
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2.3 EDSPR de champmoyen conditionnelle à chan-

gement de régime

Motivé par les problèmes de contrôle et la théorie de jeu pour les systèmes à grande

échelle sous environnements aléatoires, dans cette section,nous considérerons les sys-

tèmes stochastiques prog-rétro de champ moyen conditionnelle et à changement

de régime où les termes du champ moyen sont représentés par des mesures aléa-

toires,conditionnée par l�historie de la chaîne de Markov. Des conditions d�existence

et d�unicité des solutions sont obtenues,qui peuvent être considérées comme des gé-

néralisations des résultats de la section précédente.

Soit P(Rd) l�ensemble de toutes les mesures de probabilité sur Rd et

P2(Rd) =
(
� 2 P(Rd) :

R
Rd
jxj2 �(dx) <1

)
:

Soit W2(�; �) la distance de 2-Wasserstein sur P2(Rd) dé�ni par

W2(�; v) = inf

8<:
 R
Rd�Rd

jx� yj2 y (dx; dy)
! 1

2

: y 2 �(�; v)

9=; ; pour �; v 2 P2(Rd)

où

�(�; v) =
�
y 2 P2(R2d) : y(�;Rd) = �; y(Rd; �) = v

	
notons que

W2(�; v) = inf
n�
E j� � �j2

� 1
2 : �; � 2 L2(Rd);P� = �;P� = v

o
;

ce que implique que

W2 (P�;P�) �
�
E j� � �j2

� 1
2 :
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De plus, il résulte que pour tout sous-�-algèbre F de F et r � 2,nous avons

W2

�
P(�=F );P(�=F )

�
� [E( j� � �jr =F )]

1
r ;P.s (2.13)

Soit

f : [0; T ]� 
� Rd � Rd � Rd�d � P(R2d)�M �!Rd;

g : [0; T ]� 
� Rd � Rd � Rd�d � P(R2d)�M �!Rd;

� : [0; T ]� 
� Rd � Rd � Rd�d � P(R2d)�M �!Rd�d;

h : 
� Rd � P(Rd)�M �!Rd:

des fonctions mesurables par rapport aux �-algèbre de Borel. On considère le système

d�edspr de McKean-Vlasov conditionnel :

8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

Xt = � +
tR
0

f(s;Xs; Ys; Zs;P(Xs;Ys =F�s ); �s)ds

+
tR
0

�(s;Xs; Ys; Zs;P(Xs;Ys; =F�s ); �s)dWs;

Yt = h
�
XT ;P(XT =F�T ) ; �T

�
�
TR
t

g(s;Xs; Ys; Zs;P(Xs;Ys;=F�s ); �s)ds

�
TR
t

ZsdWs�
TR
t

�s � dMs , t 2 [0; T ]:

(2.14)

Un quadruplet de processus mesurable (Xt; Yt; Zt;�t) est appelé une solution de 2.14

si (Xt; Yt; Zt;�t) 2 S2(0; T ;Rd)� S2(0; T ;Rd) � L2(0; T ;Rd�d) �M2(0; T;Rd) et

satisfait 2.14.

Hypothèse A

(A1) Pour tout i0 2M �xe, les fonctions f (�; �; �; �; �; �; i0); g(�; �; �; �; �; �; i0);et �(�; �; �; �; �; �; i0)

sont F progressivement-mesurables et Lipschitz par rapport aux (x; y; z; �)

uniformément en (t; w): Autrement dit, pour ' = f; g ou �, il existe des

constantes (déterministes) C� et Cv tels que pour tout t 2 [0; T ]; i0 2M; �1 =
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(x1; y1; z1); �2 = (x2; y2; z2) 2 Rd � Rd � Rd�d;et v1; v2 2 P(R2d) :

j'(t; �1; v1; i0)� '(t; �2; v2; i0)j � C� k�1 � �2k+ CvW2(v1; v2);P.s:

(A2) Pour tout (x; �; i0) 2 Rd�P(Rd)�M �xe, la fonction h(�; x; �; i0) 2 L2(Rd).De

plus; h(w; �; �; i0) est uniformément Lipschitz en (w; i0):Alors pour tout i0 2

M; x1; x2 2 Rd,et �1; �2 2 P(Rd), il existe des constantess (déterministe) c et

C� telles que

jh(x1; �1; i0)� h(x2; �2; i0)j � c jx1 � x2j+ C�W2(�1; �2);P� p:s.

Pour t 2 [0; T ]; i0 2M; �1 = (x1; y1; z1); �2 = (x2; y2; z2) 2 Rd� Rd� Rd�d;et

v 2 P(R2d);on note

	(t; �1; �2; v; i0) = h f (t; �1; v; i0)� f (t; �2 ; v; i0); y1 � y2i

+ h g(t; �1; v; i0)� g(t; �2 ; v; i0); x1 � x2i

+ [�(t; �1; v; i0)� �(t; �2; v; i0); z1 � z2]

(2.15)

Comme dans l�hypothèse (H0), nous considérons l�hypothèse suivante :

Hypoyhèse H

(H1) Il existe une constante positive Kh telle que pour tout x1; x2 2 Rd; � 2 P(Rd),

et i0 2M :

hh(x1; �; i0)� h(x2; �; i0); x1 � x2i � Kh jx1 � x2j2 ;P:s:

(H2) Il existe une constante positiveK	 telle que pour tout t 2 [0; T ]; �1 = (x1; y1; z1); �2 =

(x2; y2; z2) 2 Rd � Rd � Rd�d,et v 2 P(R2d);et i0 2M :

	(t; �1; �2; v; i0) � �K	

�
jx1 � x2j2 + jy1 � y2j2 + kz1 � z2k2

�
;P.s:
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Le théorème suivant peut être considéré comme une extension du théorème 2.2.1.

Théor me 2.3.1 Supposons que les hypothèses (A) et (H) sont véri�ons. Si la

constante

Cv; C� < min
n�p

3� 1
�
Kh; K	=

p
3
o

(2.16)

alors il existe un processus unique (X; Y; Z;�) qui résoudre le système 2.14 d�EDSPR

de champ moyen conditionnelle et à changement de régime

Pour la simpli�cation on suppose que � ne dépend pas de P(Xs;Y s=F�s ):Par suite notre

système 2.14.devient :

8>>>>>>><>>>>>>>:

Xt = � +
tR
0

f (s;Xs; Ys; Zs;P(Xs;Y s=F�s ); �s)ds+
tR
0

�(s;Xs; Ys; Zs; �s)dWs;

Yt = h(XT ;P(XT =F�T ); �T )�
TR
t

g(s;Xs; Ys; Zs;P(Xs;Y s=F�s ); �s)ds

�
TR
t

ZsdWs�
TR
t

�s � dMs; t 2 [0; T ]:

(2.17)

Preuve. Dans cette section, nous prouverons que sous les hypothèses (A) et (H), le

système 2.14 de champs moyen conditionnel à changement de régime à une solution

unique.La preuve est divisée en deux parties.Tout d�abord,nous prouvons l�existence

de la solution.

(1) Existence : Soit � un nombre positif �xe. Nous dé�nissons récursivement la suite

des processus (Xn; Y n; Zn;�n)n�0 dans S2(0; T ;Rd)�S2(0; T ;Rd)�L2(0; T ;Rd�d)�

M2(0; T;Rd) comme suit :(X0; Y 0; Z0;�0) � (0; 0; 0; 0) et, pour n � 0;

(Xn+1; Y n+1; Zn+1;�n+1) 2 S2(0; T ;Rd)�S2(0; T ;Rd)�L2(0; T ;Rd�d)�M2(0; T;Rd)
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qui satisfait l�EDSPR

8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

Xn+1
t = � +

tR
0

(f (s;Xn+1
s ; Y n+1

s ; Zn+1s ; vns ; �s)� �Y n+1
s + �Y n

s )ds

+
tR
0

(�(s;Xn+1
s ; Y n+1

s ; Zn+1s ; vns ; �s)� �Zn+1s + �Zns )dWs;

Y n+1
t = h

�
Xn+1
T ; �nT ; �T

�
�

TR
t

g(s;Xn+1
s ; Y n+1

s ; Zn+1s ; vns ; �s)ds

�
TR
t

Zn+1s dWs�
TR
t

�n+1s � dMs; 0 � t � T;

(2.18)

où vns := P(Xn
s ;Y

n
s =F�s ) et �

n
T := P(X n

T =F�T ) Compte tenu du théorème 2.2.1, ce système

a une solution unique. Pour n � 0 et t 2 [0; T ]; notons

bXn+1
t = Xn+1

t �Xn
t ;

bY n+1
t := Y n+1

t � Y n
tbZn+1t := Zn+1t � Znt ;

b�n+1t := �n+1t � �nt
(2.19)

bhn(t) := h(Xn
t ; �

n�1
t ; �t)� h(Xn�1

t ; �n�2t ; �t)

et pour �n = (Xn; Y n; Zn) et ' = f; g; �;

b'n+1(t) := '(t;�n+1t ; vnt ; �t)� '(t;�nt ; v
n�1
t ; �t);

'n(t) := '(t;�nt ; v
n
t ; �t)� '(t;�nt ; v

n�1
t ; �t):

(2.20)

il résulte de 2.13 que

W 2
2 (v

n
t ; v

n�1
t ) � E

���� bXn
t

���2 + ���bY n
t

���2 =F�
t

�
: (2.21)
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D�après la formule d�Itô, on obtient

D bXn+1
T ; bY n+1

T

E
�
D bXn+1

0 ; bY n+1
0

E
=

TR
0

DbY n+1
s ; bfn+1(s)� �bY n+1

s + �bY n
s

E
ds

+
TR
0

DbY n+1
s ; (b�n+1(s)� � bZn+1s + � bZns )dWs

E
+
TR
0

D bXn+1
s ; bgn+1(s)E ds+ TR

0

D bXn+1
s ; bZn+1s dWs

E
+

TR
0

D bXn+1
s ; b�n+1s � dMs

E
+
TR
0

h bZn+1s ; b�n+1(s)� � bZn+1s + � bZns i ds:

(2.22)

En appliquant les estimations standard des EDSPR et l�inégalité de Burkholder-

Davis-Gundy,il est facile de voir que les intégrales stochastiques de 2.22 sont des

vraies martingales. En prenant l�espérence on obtient :

E
D bXn+1

T ; h(Xn+1
T ; �nT ; �T )� h(Xn

T ; �
n�1
T ; �T )

E
+ �E

TR
0

(
���bY n+1
s

���2 +  bZn+1s

2)ds
= �E

TR
0

�DbY n+1
s ; bY n

s

E
+
h bZn+1s ; bZns i� ds

+E
TR
0

�DbY n+1
s ; bfn+1(s)E+ D bXn+1

s ; bgn+1(s)E+ h bZn+1s ; b�n+1(s)i� ds:
(2.23)

En utilisant la continuité lipschitzienne de h (hypothèse (A2)), l�inégalité de Young,

2.13 et (H1), nous avons

E
D bXn+1

T ; h(Xn+1
T ; �nT ; �T )� h(Xn

T ; �
n�1
T ; �T )

E
= E

D bXn+1
T ; h(Xn+1

T ; �nT ; �T )� h(Xn
T ; �

n
T ; �T )

E
+ E

D bXn+1
T ; h(Xn

T ; �
n
T ; �T )� h(Xn

T ; �
n�1
T ; �T )

E
� KhE

��� bXn+1
T

���2 � C�E
h��� bXn+1

T

���W2(�
n
T ; �

n�1
T )

i
� KhE

��� bXn+1
T

���2 � C��

2
E
��� bXn+1

T

���2 � C�
2�
EW 2

2 (�
n
T ; �

n�1
T )

� (Kh � C��

2
)E
��� bXn+1

T

���2 � C�
2�
E
�
E
���� bXn

T

���2 =F�
T

��
= (Kh � C��

2
)E
��� bXn+1

T

���2 � C�
2�

��� bXn
T

���2 ;8� > 0:
(2.24)

Encore une fois, par la continuité lipschitzienne de f; h; �, l�inégalité de Young,2.13
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et (H2), on a aussi

D bXn+1
t ; bgn+1(t)E+ DbY n+1

t ; bfn+1(t)E+ h bZn+1t ; b�n+1(t)i
= 	

�
t;�n+1t ;�nt ; v

n
t ; �t

�
+
D bXn+1

t ; gn(t)
E
+
DbY n+1

t ; f
n
(t)
E
+
h bZn+1t ; �n(t)

i
� �K	

���� bXn+1
t

���2 + ���bY n+1
t

���2 +  bZn+1t

2�+ ��� bXn+1
t

��� jgn(t)j
+
���bY n+1
t

��� ���fn(t)���+  bZn+1t

 k�n(t)k
� �K	

���� bXn+1
t

���2 + ���bY n+1
t

���2 +  bZn+1t

2�
+CvW2(v

n
t ; v

n�1
t )

���� bXn+1
t

���+ ���bY n+1
t

���+  bZn+1t

�
�
�
Cv
2y
�K	

����� bXn+1
t

���2 + ���bY n+1
t

���2 +  bZn+1t

2�
+3yCv

2
W 2
2 (v

n
t ; v

n�1
t );8t 2 [0; T ]; y > 0:

Or, il résulte de 2.21 que

E
TR
0

�D bXn+1
s ; bgn+1(s)E+ DbY n+1

s ; bfn+1(s)E+ h bZn+1s ; b�n+1(s)i� ds
� E

TR
0

�
Cv
2y
�K	

����� bXn+1
s

���2 + ���bY n+1
s

���2 +  bZn+1s

2� ds
+3yCv

2

TR
0

E
���� bXn

s

���2 + ���bY n
s

���2� ds
(2.25)

D�autre part, compte tenu de l�inégalité de Young, on a aussi pour tout � > 0;

E
TR
0

�DbY n+1
s ; bY n

s

E
+
h bZn+1s ; bZns i� ds

� 1
2
E
TR
0

�
�
���bY n+1
s

���2 + �
 bZn+1s

2 + 1
�

���bY n
s

���2 + 1
�

 bZns 2� ds: (2.26)
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En combinant 2.24,2.25 et2.26 à 2.23 on obtient

�
Kh � C��

2

�
E
��� bXn+1

T

���2 � C�
2�
E
��� bXn

T

���2 + �E
TR
0

����bY n+1
s

���2 +  bZn+1s

2� ds
�E

TR
0

�
Cv
2y
�K	

����� bXn+1
s

���2 + ���bY n+1
s

���2 +  bZn+1s

2� ds
� 3yCv

2

TR
0

E

0@��� bXn
s

���2 + ����� ^bY
n

s

�����
2
1A ds

+�E
TR
0

�
�
2

���bY n+1
s

���2 + �
2

 bZn+1s

2 + 1
2�

���bY n
s

���2 + 1
2�

 bZns 2� ds:
En réorganisant les termes,on obtient

�
Kh � C��

2

�
E
��� bXn+1

T

���2 + �K	 � Cv
2y

�
E
TR
0

��� bXn+1
s

���2 ds
+
�
�
�
1� �

2

�
+K	 � Cv

2y

�
E
TR
0

����bY n+1
s

���2 +  bZn+1s

2� ds
� C�

2�
E
��� bXn

T

���2 + E TR
0

�
3y Cv
2

��� bXn
s

���2 + (3y Cv2
+ �

2�
)
���bY n
s

���2 + �
2�

 bZns 2� ds:
(2.27)

On note par : k�k2 = jXj2 + jY j2 + kZk2 et

�(�; �; y; �)
�
= min

n
Kh � C��

2
; K	 � Cv

2y
; �
�
1� �

2

�
+K	 � Cv

2y

o
;

�(�; �; y; �)
�
= max

n
C�
2�
; 3yCv

2
+ �

2�

o
on obtient

E
���� bXn+1

T

���2 + TR
0

b�n+1s

2 ds� � �(�;�;y;�)
�(�;�;y;�)

E
���� bXn

T

���2 + TR
0

b�ns2 ds� (2.28)

Pour continuer, nous supposons temporairement qu�il existe des constantes �; � ; y et

� telles que

�(�; �; y; �) > �(�; �; y; �): (2.29)

Alors l�inégalité 2.28 devient une contraction,ce qui implique par la suite que

(Xn
T )n�0 est une suite de Cauchy dans L2(
;P) et (Xn)n�0; (Y

n)n�0 et (Zn)n�0
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sont des suites de Cauchy dans L2([0; T ]� 
 ; dt
 dP).

En prenant l�espérence de la formule d�itô,nous avons

E
���bY n
t

���2 + E TR
t

 bZns 2 ds+ E TR
t

j�ns j
2 � d[M ]s

= E
���bhn(T )���2 � 2E TR

t

DbY n
s ; bgn(s)E ds �! 0

(2.30)

dès que (Xn
T )n�0; (X

n)n�0; (Y
n)n�0 et (Zn)n�0 sont de Cauchy. Ainsi, (�n)n�0 est

aussi un suite de Cauchy. Cela donne

E
�
sup
s � T

�
jXn

s �Xm
s j

2 + jY n
s � Y m

s j
2�� �! 0,comme n;m!1:

D�après le théorème du point �xe de Banach,il existe des processus càdlàg F-adaptés

X,Y et F-progressivement mesurable processus Z; et une collection de F-mesurables

progressivement � fonctions telles que

E[ sup
s � T

(jXn
s �Xsj2 + jY n

s � Ysj2)

+
TR
0

kZns � Zsk2 ds+
TR
0

j�ns � �sj
2 � d[M ]s] �! 0; comme,n �!1

et

E
�
sup
s � T

(jXsj2 + jYsj2) +
TR
0

kZsk2 ds+
TR
0

j�sj2 � d[M ]s
�
<1:

De plus, en prenant les limites de l�équation 2.18 on obtient que (X; Y; Z;�) est

une solution de 2.14 .Pour compléter la preuve, on montre que y; �; � et � existent

lorsque la condition 2.16 est satisfaite.En fait,pour que la contraction ait un sens,

nous supposons Kh � C��

2
; K	 � Cv

2y
;et 1� �

2
sont positifs:Puisque (1� �

2
) � 1

2�
avec

égalité si et seulement si � = 1;on prendra � = 1 Posons

��(�; y) = lim
��!0

�(�; �; y; 1) = max

�
C�
2�
;
3yCv
2

�
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et

��(�; y) = lim
��!0

�(�; �; y; 1) = min

�
Kh �

C��

2
; K	 �

Cv
2y

�
:

��(�; y) > ��(�; y) pour certains � et y;alors il existe � assez petit tel que 2.29 est

satisfait. Notons que ��(�; y) > ��(�; y), équivalent à avoir l�inégalités :

Kh > max
D
C�
2�
+ C��

2
; 3yCv

2
+ C��

2

E
K	 > max

n
C�
2�
+ Cv

2y
; 3yCv

2
+ Cv

2y

o
;

(2.31)

Pour minimiser C��
2
+ C�

2�
et Cv

2y
+ 3yCv

2
on prend � = 1 et y = 1p

3
. Soit �1; �2 > 0 tel

que

Cv; C� < minf�1Kh; �2K	g:

Sans perte la généralité, on peut supposer �1Kh � �2K	. Alors 2.31 est vrai si les

inégalités suivantes sont vraies

Kh > C�; Kh >
�1Kh

2
(
p
3 + 1); K	 >

�1Kh

2
(
p
3 + 1); K	 >

p
3Cv (2.32)

De la deuxième inégalité, on obtient �1 <
p
3 � 1: La troisième inégalité dans 2.32

est valable si la prochaine inégalité

�1Kh

2
(
p
3 + 1) <

�1Kh

�2

est véri�er. Cela implique que �2 <
p
3�1: À partir de la quatrième inégalité de 2.32,

nous avons Cv <
p
3
3
K	. Notons que

p
3
3
<
p
3� 1.En les combinant, nous obtenons

la condition su¢ sante

Cv; C� < min
n
(
p
3� 1)Kh;

p
3
3
K	

o
pour lequel �(�; �; �; �) > �(�; �; �; �) lorsque � = � = 1; y =

p
3
3
et � > 0 su¢ samment
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petits.

(2) Unicité : Soit (X 0; Y 0; Z 0;�0) une autre solution de 2.14. Soient � = (X; Y; Z)

et �0 = (X 0; Y 0; Z 0). Application la formule d�Itô au produit hX 0
T �XT;Y

0
T � YT i et

prenant l�espérance, on obtient

E hX 0
T �XT;Y

0
T � YT i = �T (2.33)

où

�T
�
= E

TR
0

(


X 0
s �Xs; g(s;�

0
s;P(X0

s; Y
0
s =F�s ); �s)� g(s;�s;P(Xs; Ys =F�s ); �s)

�
+


Y 0
s � Ys; f (s;�

0
s;P(X0

s; Y
0
s=F�s ); �s)� f (s;�s;P(Xs; Ys =F�s ); �s)

�
+
�
�(s;�0s;P(X0

s; Y
0
s=F�s ); �s)� �(s;�s;P(Xs; Ys ,=F�s ); �s); Z

0
s � Zs

�
)ds:

En utilisant l�hypothèse (A), l�hypothèse (H1) ,2.13 et l�inégalité de Hölder, on

obtient la limite inférieure suivante pour �T

�T = E


X 0
T �XT;h(X

0
T ;P(X0

T =F�s ); �T )� h(XT ;P(XT =F�s ); �T )
�

� KhE jX 0
T �XT j2 � C�E

�
jX 0

T �XT jW2(P(X0
T = F�s );P(XT =F�s )

�
� KhE jX 0

T �XT j2 � C�E
n
jX 0

T �XT j
�
E( jX 0

T �XT j2 =F�
T

� 1
2

o
= KhE jX 0

T �XT j2 � C�E
n
E( jX 0

T �XT j =F�
T )
�
E( jX 0

T �XT j2 =F�
T )
� 1
2

o
� (Kh � C�)E jX 0

T �XT j2 :
(2.34)

D�un autre côté, nous pouvons également avoir une limite supérieure pour �T comme

suit. D�abord, par l�inégalité triangulaire,

�T � E
TR
0

[	(s;�s;�
0
s;P(Xs,Ys =F�s ); �s)

+CvW2(P(X0
s,Y 0s=F�s );P(Xs,Ys= F�s )) (jX 0

s �Xsj+ jY 0
s � Ysj+ kZ 0s � Zsk)]ds:

Ensuite, en utilisant l�estimation 2.13
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W2(P(X0
s,Y 0s = F�s );P(Xs,Ys = F�s )) �

q
E( jX 0

s �Xsj2 + jY 0
s � Ysj2 =F�

s ) (2.35)

de(H2) et l�inégalité de Cauchy-Schwarz trois fois nous donne

�T � E
TR
0

[�K	

�
jX 0

s �Xsj2 + jY 0
s � Ysj2 + kZ 0s � Zsk2

�
+Cv

q
E( jX 0

s �Xsj2 + jY 0
s � Ysj2 =F�

s ) (jX 0
s �Xsj+ jY 0

s � Ysj+ kZ 0s � Zsk)]ds

� E
TR
0

[�K	

�
jX 0

s �Xsj2 + jY 0
s � Ysj2 + kZ 0s � Zsk2

�
+Cv

2
( 1
y
+ 3y) jX 0

s �Xsj2 + Cv
2
( 1
y
+ 3y) jY 0

s � Ysj2 + Cv
2y
kZ 0s � Zsk2]ds:

(2.36)

En combinant 2.34 et 2.36,on obtient

0 � (C� �Kh)E( jX 0
T �XT j2 + E

TR
0

f
h
Cv
2
( 1
y
+ 3y)�K	

i
jX 0

s �Xsj2

+
h
Cv
2
( 1
y
+ 3y)�K	

i
jY 0
s � Ysj2 + (Cv2y �K	) kZ 0s � Zsk2gds:

Notant que si C�; Cv< min
�
(
p
3� 1)Kh; K	=

p
3
	
;et y = 1p

3
, alors tout les coe¢ -

cients du membre de droite de l�inégalité ci-dessus sont négatifs. Cela implique ce

X 0
T = XT , P:s. et pour tout 0 � s � T; X 0

s = Xs; Y
0
s = Ys et Z 0s = Zs; P.s .

Ensuite, nous prenons l�espérance de la formule d�itô pour jY 0 � Y j2;

EjY 0
0 � Y0j2 + E

TR
0

kZ 0s � Zsk2 ds+ E
TR
0

j�0s � �sj
2 � d[M ]s

= E jh(X 0
T ; �T )� h(XT ; �T )j

2

�2E
TR
0

hY 0
s � Ys; g(s;X

0
s; Y

0
s ; Z

0
s; �s)� g(s;Xs; Ys ; Zs; �s)i ds:

comme X 0
T = XT ,P:s. et, pour tout 0 � s � T;X 0

s = Xs; Y
0
s = Ys; et Z 0

s = Zs P:s.,

on obtient

E
TR
0

j�0s � �sj
2 � d[M ]s = 0:

Ainsi,�0s = �s in M2(0; T ;Rd); ce qui implique l�unicité de l�équation 2.14.
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Jeu di¤érentiel à somme non nulle

D
ans cette section, nous considérons un problème de jeu à somme non

nulle avec N joueurs dans lequel la dynamique et les fonctionnelles

de coût de chaque acteur dépendent de termes conditionnels de champ

moyen et un processus de changement de régime. Soit N; di; 1 � i � N; des entiers

positifs. Pour chaque i; 1 � i � N;soit U i = L2(0; T ;Rdi) l�ensemble des côntroles

admissibles du joueur i et notons U = U1�U2� :::�UN : La dynamique du système

est donnée par l�esd à champ moyen conditionnel suivante :

Xt = x0 +
tR
0

�
A(s; �s)Xs + A(s; �s)E(Xs=F�

s ) +
NP
i=1

Bi(s; �s)u
i
s + f (s; �s)

�
ds

+
tR
0

[�(s; �s)Xs + g(s; �s)] dWs

(3.1)

où pour chaque i0 2 M et 1 � i � N ; ui 2 U i ; A(�; i0); A(�; i0); Bi(�; i0); f (�; i0);et

g(�; i0) sont des fonctions continues bornées prenant des valeurs dans Rd�d ; Rd�d;

Rd�di;Rd et Rd,respectivement. De plus, �(�; i0) est une fonction continue prenant

des valeurs dans Rd�d:

Notons que l�eds du champ moyen 3.1 est obtenu comme une limite en moyenne
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quadratique lorsque n!1 d�un système des joueurs en interaction de la forme :

Xk;n
t = x0 +

tR
0

"
A(s; �s)X

k;n
s + 1

n
A(s; �s)E

nP
j=1

X j;n
s +

NP
i=1

Bi(s; �s)u
i;k;n
s + f (s; �s)

#
ds

+
tR
0

�
�(s; �s)X

k;n
s + g(s; �s)

�
dWs; 1 � k � n:

où (W k; k � 1) est une collection de mouvements browniens standards indépen-

dants.Dans 3.1, l�espérance conditionnelle E(Xs=F�
s ) apparaît à la place de E(Xs)

en raison de l�e¤et du processus �(t) à tous les joueurs.Par la simlpi�cation on sup-

pose que Ws est de dimension 1 Étant donné un contrôle u = (u1; u2; :::; uN) 2 U ;la

fonctionnelle de coût du joueur i est donnée par :

Ji(u) = 1
2
Ef

TR
0

[X|
sM

i(s; �s)Xs + E(X|
s =F�

s )M
i
(s; �s)E(Xs=F�

s )

+(uis)
|N i(s; �s)u

i
s]ds

+X|
TR

i(�T )XT + E(X|
T=F�

T )R
i
(�T )E(XT=F�

T )g;

(3.2)

où pour tout i0 2M et 1 � i � N;M i(�; i0) etM
i
(�; i0) sont des matrices symétriques

bornés, continus et positives à valeurs en Rd�d, N i(�; i0) et son inverse (N i(�; i0))�1

sont des matrices positives symétriques continues bornées à valeurs dans Rdi�di, et

Ri(i0) et R
i
(i0) sont des matrices symétriques non négatives à valeurs dans Rd�d: Un

contrôle admissible u� = (u�;1; u�;2; :::; u�;N) 2 U est appelé un point d�équilibre de

Nash si pour tout 1 � i � N ,

Ji(u
�) � Ji(u

�;�i; ui);8ui 2 U i

où (u�;�i; ui) = (u�;1; u�;2; :::; u�;i�1; ui; u�;i+1; :::; u�;N):Nous sommes intéressés de

trouver le point d�équilibre de Nash pour notre problème de jeu.

Pour tout (t; x; x; u1; u2; :::; uN ; pi; qi; i0) 2 [0; T ]�Rd �Rd�Rd1 �Rd2 � :::�RdN �
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Rd�Rd�M; 1 � i � N , le Hamiltonien associé au joueur i est dé�ne comme suit :

Hi(t; x; x; u
1; u2; ::::::; uN ; pi; qi; i0)

= (pi)|

"
A(t; i0)x+ A(t; i0)x+

NP
j=1

B j(t; i0) + f (t; i0)

#
+1
2

h
x|M i(t; i0)x+ x|M

i
(t; i0)x+ (u

i)|N i(t; i0)u
i
i

+(�
|
(t; i0)x+ g(t; i0))

|
qi:

De plus, nous dé�nissons la fonction bui par
bui(t; pi) = �(N i(t; �t))

�1(Bi(t; �t))
|pi; 0 � t � T:

Il est facile de véri�er que les fonctions bui; 1 � i � N;satisfont

Hi(t; x; x; bu1(t; p1); bu2(t; p2); :::::::; buN(t; pN); pi; qi; i0)
� Hi(t; x; x; bu1(t; p1); bu2(t; p2); :::::::; bui�1(t; pi�1); ui; bui+1(t; pi+1)
; :::::::; buN(t; pN); pi; qi; i0)

pour tout ui 2 Rdi ; pi; qi 2 Rd; 1 � i � N:On a la proposition suivante.

Proposition 3.0.1 Le processus (Xt; (p
1
t ; q

1
t ); :::::; (p

N
t ; q

N
t ); �

1
t ; ::::::; �

N
t ) résoudre le
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système suivant (EDSPR de champ moyen conditionnel à changement de régime) :

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

Xt = x0 +
tR
0

[A(s; �s)Xs + A(s; �s)E(Xs=F�
s )

+
NP
i=1

Bi(s; �s)bui(s; pis) + f(s; �s)]ds

+
tR
0

[�(s; �s)Xs + g(s; �s)] dWs;

pit =
h
Ri(�T )XT +R

i
(�T )E(XT =F�

s )
i

+
TR
t

[A(s; �s)
|pis + E(A(s; �s)|pis/F�

s )

+M i(s; �s)Xs +M
i
(s; �s)E(Xs/F�

s ) + �(s; �s)
|qis]ds

�
TR
t

qisdWs�
TR
t

�is � dMs; i = 1; ::::::::; N:

(3.3)

si et seulement si le contrôle admissible bu = (bu1; bu2; :::; buN) = (bu1(t; p1t ); bu2(t; p2t ); :::; buN(t; pNt ))
est un point d�équilibre de Nash de jeu di¤érentiel stochastique du champ moyen

conditionnelle à somme non nulle quadratique.

Preuve. Tout d�abord, nous montrerons que la condition est su¢ sante. Supposons

que (Xt; (p
1
t ; q

1
t ); :::::; (p

N
t ; q

N
t ); �

1
t ; :::::; �

N
t ) est une solution de 3.3. Fixons i; 1 � i �

N: Soit ui 2 U i et ui = (bu�i; ui) = (bu1; :::; bui�1; ui; bui+1; :::; buN). Soit X i
t la dyna-

mique d�état correspondant au contrôle ui:Pour la simpli�cation on note par bui(s) =
bui(s; pis); Xs = E(Xs=F�

s ); X
i

s = E(X i
s=F�

s ), P
i

s = E(pis=F�
s ) ; X

|
s = E(X|

s =F�
s )

et (X
i

s)
| = E[(X i

s)
|=F�

s ]:It su¢ t de montrer que Ji(u
i) � Ji(u):

On remarque que pour toute matrice n� n symétrique non négative S et v1; v2 2

Rn on a :

(v1)|Sv1 � (v2)|Sv2 = (v1 � v2)|S(v1 � v2) + 2(v1 � v2)|Sv2

� 2(v1 � v2)|Sv2

Notez que M i(s; �s);M
i
(s; �s); N

i(s; �s); R
i(�T ) et R

i
(�T ) sont tous des matrices

symétriques non négatifs . Par conséquent, en utilisant la dé�nition de Ji(�) et l�in-
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égalité ci-dessus, on obtient

Ji(u
i)� Ji(bu) = Ji(bu1; :::; bui�1; ui; bui+1; :::; buN)� Ji(bu)

= 1
2
Ef

TR
0

[(X i
s)
|M i(s; �s)X

i
s �X|

sM
i(s; �s)Xs

+(X
i

s)
|M

i
(s; �s)X

i

s �X
|
sM

i
(s; �s)Xs

+(uis)
|N i(s; �s)u

i
s � (buis)|N i(s; �s)buis]ds

+(X i
T )
|Ri(�T )X

i
T �X|

TR
i(�T )XT + (X

i

T )
|R

i
(�T )X

i

T �X
|
TR

i
(�T )XTg

� Ef
TR
0

h
(X i

s �Xs)
|M i(s; �s)Xs + (X

i

s �Xs)
|M

i
(s; �s)Xs + (u

i
s � buis)|N i(s; �s)buisi ds

+(X i
T �XT )

|Ri(�T )XT + (X
i

T �XT )
|R

i
(�T )XTg:

(3.4)

Ensuite, nous montrons que le terme droite de 3.4 est égal à 0:Notons que

X i
t �Xt =

tR
0

h
A(s; �s)(X

i
s �Xs) + A(s; �s)(X

i

s �Xs) +Bi(s; �s)(u
i
s � bui(s; pis))i ds

+
tR
0

�(s; �s)(X
i
s �Xs)dWs

et piT =
h
Ri(�T )XT +R

i
(�T )E(XT= F�

T )
i
. Donc, par la formule Itô et l�edsr de 3.3

nous avons

(X i
T �XT )

|piT

= �
TR
0

(X i
s �Xs)

|[A(s; �s)
|pis + A(s; �s)

|pis +M i(s; �s)Xs

+M
i
(s; �s)Xs + �(s; �s)

|qis]ds+
TR
0

[(X i
s �Xs)

|A(s; �s)
|

+(X
i

s �Xs)
|A(s; �s)

| + (uis � bui(s; pis))|Bi(s; �s)
|] pisds

+
TR
0

(X i
s �Xs)

|�(s; �s)
|qisds+

tR
0

(X i
s �Xs)

|qisdWs

+
tR
0

(X i
s �Xs)

|�(s; �s)
|pisdWs+

tR
0

(X i
s �Xs)

|�is � dMs:

(3.5a)
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comme

E
h
(X

i

s �Xs)
|A(s; �s)

|pis

i
= E

n
E
h
(X

i

s �Xs)
|A(s; �s)

|pis= F�
s

io
= E

h
(X

i

s �Xs)
|A(s; �s)

|pis

i
= E[(X i

s �Xs)
|A(s; �s)

|pis];

en simpli�ant le membre de droite de 3.5a et en prenant l�espérence de ses deux

côtés, nous obtenir

E [(X i
T �XT )

|piT ] = E
n
(X i

T �XT )
|
h
Ri(�T )XT +R

i
(�T )XT

io
=

TR
0

f�(X i
s �Xs)

|
h
M i(s; �s)Xs +M

i
(s; �s)Xs

i
+ (uis � buis)|Bi(s; �s)

|pisgds:

L�équation buis = �(N i(s; �s))
�1Bi(s; �s)

|pis implique que

E
n
(X i

T �XT )
|
h
Ri(�T )XT +R

i
(�T )XT

io
= �E

TR
0

n
(X i

s �Xs)
|
h
M i(s; �s)Xs +M

i
(s; �s)Xs

i
+ (uis � buis)|N i(s; �s)

|buiso ;
ce qui prouve ensuite que le membre le plus à droite de 3.4 est égal à 0. Par consé-

quent, il résulte de 3.4 que

Ji(u
i)� Ji(bu) � 0

Pour compléter la preuve, on montre que la condition est nécessaire. Supposons que

bu = (bu1; bu2; :::; buN) est un point d�équilibre de Nash du jeu. Désignons le trajectoire
correspondan par bX:alors si nous �xons le contrôle buj pour j = i; 1 � i; j � N

; bui est un contrôle optimal pour le joueur i et le trajectoire optimale correspondante
est bX:Comme le problème de contrôle pour le joueur i est de type champ moyen
conditionnel à changement de régime nous pouvons appliquer le principe du maxi-

mum dans [11].pour obtenir la condition nécessaire d�optimalité. L�équation adjointe
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associée au problème de contrôle du joueur i est

pit =
h
Ri(�T )XT +R

i
(�T )XT

i
+

TR
t

[A(s; �s)
|pis + A(s; �s)

|E(pis=F�
s )

+M i(s; �s)Xs +M
i
(s; �s)Xs + �(s; �s)

|qis]ds�
TR
t

qisdWs�
TR
t

�is � dMs:

qui admet toujours une solution unique (voir [11], Théorème 3.4). Par le théorème

(3:7) ; [11], pour tout vecteur vi 2 Rdi :

d
dui
Hi(t;Xt; X t; bu1t ; :::; bui�1t ; buit; ui+1t ; :::; uN(t); pit; q

i
t; �t�)

(vi � buit) � 0
ou équivalent, �

Bi(t; �t)
|pit +N i(t; �t)buit� (vi � buit) � 0;

Puisque l�inégalité est vraie pour tout vi 2 Rdi , nous devons avoir Bi(t; �t)
|pit +

N i(t; �t)buit = 0: Par conséquent, buit = �(N i(t; �t))
�1Bi(t; �t)

|pit:Remplacer cette va-

leur de buit dans l�équation adjointe au-dessus, nous déduisons que (Xt; (p
1
t ; q

1
t ); :::::; (p

N
t ; q

N
t ); �

1
t ; :::::; �

N
t ) est

une solution de l�edspr 3.3, ceci termine la preuve.

Ensuite, nous présentons des conditions sur les coe¢ cients tel que le point d�équilibre

de Nash de notre problème de jeu di¤érentiel existe. Pour cela, nous avons d�abord

besoin des hypothèses suivantes.

Hypothèse K

(K1) Pour 1 � i � N , les matrices Bi(t; i0) � Bi et N i(t; i0) � N i sont indépen-

dantes de t et i0. Notons que Ki = Bi(N i)�1(Bi)|:

(K2) il existe des constantes �1; �2 > 0 telles que pour tout x 2 Rd et 0 � t � T ,

x|
�
NP
i=1

KiRi(i0)

�
x � �1 jxj2 ; x|

�
NP
i=1

KiM i(t; i0)

�
x � �2 jxj2 :
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(K3) Pour 1 � i � N et 0 � t � T , P-a.s.

KiA|(t; i0) = A|(t; i0)K
i; KiA

|
(t; i0) = A

|
(t; i0)K

i

Ki �|(t; i0) = �|(t; i0)K
i

Pour (t; i0) 2 [0; T ]�M, notons

M(t; i0) =
NP
i=1

KiM i(t; i0) ; R(i0) =
NP
i=1

KiRi(i0)

et, de même,

M(t; i0) =
NP
i=1

KiM
i
(t; i0); R(i0) =

NP
i=1

KiR
i
(i0)

Considérons l�edspr de champ moyen conditionnel à changement de régime suivante :

Xt = x0 +
tR
0

�
A(s; �s)Xs + A(s; �s)Xs � Ys + f (s; �s)

�
ds

+
tR
0

[�(s; �s)Xs + g(s; �s)] dWs;

Yt = (R(�T )XT +R(�T )XT �
TR
t

ZsdWs�
TR
t

�s � dMs

+
TR
t

[A(s; �s)
|Ys + A(s; �s)

|
sY +M(s; �s�)Xs

+M(s; �s�)Xs + �(s; �s)
|Zs]ds;

(3.6)

où X; Y 2 S2(0; T ;Rd); Z 2 L2(0; T ;Rd�d);� 2M2(0; T ;Rd):

Notons que si (Xt; (p
1
t ; q

1
t ); :::; (p

N
t ; q

N
t ); �

1
t ; :::; �

N
t ) est une solution de3.3 et L�hypo-
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thèse (K) est véri�ée, alors en appliquant la formule d�Itô on obtient

Kipit =
h
KiRi(�T )XT +KiR

i
(�T )E(XT=F�

T )
i

+
TR
t

[A(s; �s)
|Kipis + E(A(s; �s)|Kipis=F�

s )

+KiM i(s; �s)Xs +KiM
i
(s; �s)Xs + �(s; �s)

|Kiqis]ds

�
TR
t

KiqisdWs �
TR
t

Ki�is � dMs:

(3.7)

En prenant la somme dans 3.7 où i = 1; 2; :::; N; on voit facilement que le processus

(Xt; Yt =
NP
i=1

Kipit; Zt =
NP
i=1

Kiqit ;�t =
NP
i=1

Ki�it) est une solution de l�edspr 3.6

Nous sommes maintenant en mesure de montrer que les coe¢ cients de 3.6 satisfont à

toutes les conditions de Section 3. Pour tout t; x; y;z; i0 et v 2 P(R2d); � 2 P(Rd),

f (t; x; y; z; v; i0) = A(t; i0)x+ A(t; i0)
R

Rd+d
�1v(d�1; d�2)� y + f (t; i0);

g(t; x; y; z; v; i0) = �A(t; i0)|y � A(t; i0)
| R
Rd+d

�2v(d�1; d�2)

�M(t; i0)x�M(t; i0)
R

Rd+d
�1v(d�1; d�2)� �(t; i0)

|z;

�(t; x; y; z; v; i0) = �(t; i0)x+ g(t; i0);

h(x; �; i0) = R(i0)x+R(i0)
R
Rd
��(d�):

Comme A(s; i0) est borné; f est uniformément lipschitzienne par rapport à v La

linéarité implique que f satisfait l�hypothèse (A1). De même, on obtient que g et �

satisfont à l�hypothèse (A1) et h satisfont l�hypothèse (A2). Plus précisément, on

peut montrer qu�on peut prendre C� = maxt;i0 f1; kA(t; i0)k ; kM(t; i0)k ; k�(t; i0)kget

Cv =
p
2maxt;i0

�A(t; i0);M(t; i0)	, dans(A1) et c = maxi0 kR(i0)k
et C� = maxi0

R(i0)en(A2). De la linéarité, il est trivial de véri�er les constantes
C� et c:Pour Cv, il su¢ t de véri�er pour ' = g dans l�hypothèse (A1). Si v1 =

P(�1;1;�1;2) et v2 = P(�2;1;�2;2); alors
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jg(t; x; y;z; v1; i0)� g(t; x; y;z; v2; i0)j

=
��A(t; i0)|(E�1;2 � E�2;2)�M(t; i0)

|(E�1;1�E�2;1)
��

�
p
2max

�A(t; i0);M(t; i0)	 �E j�1;2 ��2;2j2 + E j�1;1��2;1j2� 12
=
p
2max

�A(t; i0);M(t; i0)	 �E j�1 ��2j2� 12
Donc

jg(t; x; y;z; v1; i0)� g(t; x; y;z; v2; i0)j

�
p
2max

�A(t; i0);M(t; i0)	W2(v1; v2)

De la même manière, on peut véri�er C� � maxi0
R(i0) en (A2).

De plus, dans ce cadre l�opérateur dé�ni en 2.15, lié à 3.6,devient

	(t; �; �0; v; i0) = � jy � y0j2 �M(t; i0) jx� x0j2 :

Dans la proposition 3.0.2 ci-dessous, nous montrons que si l�hypothèse (K) est vraie

alors	 et h satisfont Hypothèse (L) avec les constantesK	 = min f1; �2g etKh = �1:

Proposition 3.0.2 Supposons que l�hypothèse (K) soit véri�ée et

A(t; i0) ;M(t; i0) < min
�
(2�

p
2� 1)�1; 12�2

	
R(i0) < min

n
2(
p
2� 1)�1;

p
2
2
�2

o (3.8a)

Alors les l�edspr de champ moyen 3.3 ont une unique solution

(Xt; (p
1
t ; q

1
t ); :::; (p

N
t ; q

N
t ); �

1
t ; :::; �

N
t );où X; p

i 2 S2(0; T ;Rd); qi 2 L2(0; T ;Rd);et �i 2

M2(0; T ;Rd) pour tout i = 1; :::; N:

Preuve. Puisque l�hypothèse(K) est vraie,

	(t; �; �0; v; i0) = � jy � y0j2 �M(t; i0) jx� x0j2 � �jy � y0j2 � �2jx� x0j2 (3.9)
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Cela implique que K	 = min f1; �2g : De plus, pour tout x; x0 2 Rd et � 2 P(R2d),

hh(x; �; i0)� h(x0; �; i0); x� x0i = (x� x0)|R(i0)(x� x0) � �1 jx� x0j2 ; (3.10)

ce qui implique que Kh = �1: En conséquence ,3.8a et les inégalités

Cv �
p
2 max
t2[0;T ];i02M

�A(t; i0) ;M(t; i0)	 ; C� � max
i02M

R(i0)
impliquent que les hypothèses (A) et (L) sont satisfaites. On peut donc appliquer

le théorèmeprécedentpour déduire l�existence d�un processus unique (X; Y; Z;�) qui

résout le système edspr de champ moyen conditionnel à changement de régime 3.6 .

Ensuite, d�après [11], Théorème 3.4, pour i = 1; :::; N; il existe (pi; qi; �i) 2 S2(0; T ;Rd)�

L2(0; T ;Rd)�M2(0; T ;Rd) une solution unique de l�edsr suivante :

pit = (Ri(�T )XT +R
i
(�T )XT ) +

TR
t

[A(s; �s)
|pis + A(s; �s)

|E( pis= F�
s )

+M i(s; �s)Xs + �(s; �s)
|qis]ds�

TR
t

qisdWs �
TR
t

�is � dMs; t 2 [0; T ]:
(3.11)

Par conséquent, les processus (X; Y =
NP
i=1

Kipi; Z =
NP
i=1

Kiqi;� =
NP
i=1

Ki�i) est une

solution de 3.6 Puisque la solution de 3.11 est unique, alors Y =
NP
i=1

Kipi; Z =

NP
i=1

Kiqi et � =
NP
i=1

Ki�i: En remplaçant Y; Z et � dans 3.6 nous obtenons que

(Xt; (p
1
t ; q

1
t ); :::; (p

N
t ; q

N
t ); �

1
t ; :::; �

N
t ) est une solution de 3.3, ceci complète le preuve

.En combinant les propositions 3.0.1 et 3.0.2 , on obtient le résultat suivant.

Théor me 3.0.2 Supposons que l�hypothèse (K) soit véri�ée et

A(t; i0) ;M(t; i0) < min�(2�p2)�1; 12�2	R(i0) < minn2(p2� 1)�1; p22 �2o
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Alors le contrôle admissible bu = (bu1; bu2; :::; buN); où buit = �(N i)�1Bi(�t�)
|pit; 0 � t �

T; 1 � i � N , et (Xt; (p
1
t ; q

1
t ); :::; (p

N
t ; q

N
t ); �

1
t ; :::; �

N
t ) qui est la solution de l�edspr

3.1 est un point d�équilibre de Nash de notre problème de jeux.
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Chapitre 4

Abréviations et symbols

Les di¤érentes abréviations et symbols utilisées tout au long de ce mémoire sont

expliquées ci-dessous :


 : Un ensemble fondamentale.

P : Une mesure de probabilité sur 
:

F : La tribu sur 
:

(Ft)t>0 : La �ltration naturelle du mouvement brownien:

E[:] : Espérance mathématique.

E[:=:] : Espérance conditionnelle.

(
;F ; (Ft)t2T ; P ) : Espace de probabilité �ltré.

v:a : Variable aléatoire.

i:e : C�est-à-dire.

P:s : Presque sûrement.

C1; C2 : L0espace des fonctions continues intégrables.

EDS : Équation di¤érentielle stochastique.

EDSR : Équation di¤érentielle stochastique rètrograds.

EDSPR : Équation di¤érentielle stochastique progressives-rétrogrades
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Résumé 

 
Dans ce mémoire, on s'intéresse à un problème de jeu différentiel stochastique à 
somme non nulle basé sur les équations différentielles stochastiques de type 
champ moyen. Premièrement, nous rappelons quelques notions de base sur le 
calcul stochastique, ensuite, on donne le théorème d’existence et l’unicité de la 
solution d’une équation différentielle stochastique progressif-rétrograde de type 
champ moyen conditionnelle à changement de régime, enfin, on montre 
l'existence d’un point d'équilibre de Nash pour un jeu différentiel stochastique 
linéaire-quadratique à somme non nulle avec coefficients aléatoires. 
 
Mots-clés : Equations différentielles stochastiques progressives-rétrogrades, 

champs moyen, jeu à somme non nulle, point d’équilibre de Nash 

Abstract 

 
In this paper, we focus on a problem of nonzero-sum stochastic differential 
game based on mean-field stochastic differential equations. Firstly, we recall 
some basic notions of stochastic calculus, then we provide the theorem of 
existence and uniqueness of the solution to a progressive-retrograde meanfield 
stochastic differential equation conditional on regime switching. Finally, we 
demonstrate the existence of a Nash equilibrium point for a nonzero-sum linear-
quadratic stochastic differential game with random coefficients. 
 

Key -words: Forward-backward stochastic differential equations, mean-field, 

nonzero-sum , Nash equilibrium point 

 ملخص
 

 في هذا البحث ، نركز على مشكلة اللعبة التفاضلية العشوائية ذات المجموع غير الصفري بنا ًء على
لحسابساسية الأ، نذكر بعض المفاهيم  لات التفاضلية العشوائية ذات المجال المتوسط. أولاالمعاد  

 التفاضل والتكامل العشوائي ، ثم نقدم نظرية الوجود والتفرد للحل لمعادلة تفاضلية عشوائية متوسطة
 المجال تقدمية ورجعية مشروطة بتبديل النظام. وأخيًرا ، أثبتنا وجود نقطة توازن ناش للعبة تفاضلية

ت عشوائيةلاعشوائية ذات مجموع خطي وتربيعي غير معدوم مع معام  
 

ت التفاضلية العشوائية التقدمية الرجعية، الحقل المتوسط ، لعبة تفاضليةلاالمعاد: الكلمات المفتاحية  

 .عشوائية ذات مجموع غير معدوم، التوازن لـ ناش
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