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Introduction

L
es risques sont liés à la plupart des activités humaines depuis

la création de l�homme, car les risques varient selon la nature

du risque. Il existe des risques naturels (séismes,...), environne-

mentaux, sanitaires (épidémies,...), économiques risques (�uc-

tuations des marchés �nanciers,...).

Aujourd�hui, les sociétés sont confrontées à de grands dé�s liés à ces risques, ce qui

nécessite de les étudier et d�essayer de les comprendre et de réduire les pertes qui en

résultent.

Dans cette recherche, nous parlerons des risques politiques, notamment des �uctua-

tions des marchés �nanciers, qui jouent un rôle prépondérant dans le �nancement de

l�économie mondiale. Puisque les �uctuations �nancières (pertes ou pro�ts) génèrent

des rendements �nanciers (rendements des actifs �nanciers), ce qui a nécessité l�étude

de ces rendements instables dus à la variance du rendement d�actif.

La variance �nie où in�nie ?,Cette question peut paraître facile ou simple, mais cette

question a fait comprendre que les queues de distribution d�une loi normale est

ine¢ cace ou irréaliste en cas d�événements inattendus.

Pour la variance in�nie on utilise les lois �-stable parce qu�elles sont les plus adaptés

aux rendements des actifs �nanciers car leurs fortes �uctuations sont régulières dans

le temps et sont cohérentes avec les caractéristiques du l�espérence et de la variance de

la loi �-stable (� < 2) 1.2.Dans ce cas, nous prenons toujours les variables aléatoires
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Introduction

indépendantes identiquement distribuéses.

Comme nous l�avons dit précédemment, les �uctuations des données �nancières en-

traînent des risques sur les marchés �nanciers mondiaux, ce qui a nécessité la création

de mesures de risque à appliquer dans le �nancement, l�assurance et d�autres procé-

dures �nancières en bourse et ailleurs.

Espérence,Variance et la déviation standard ont été parmi les premiers indicateurs

de risque à être créés, et après plusieurs études (par exemple Rolski et al [17]), il a

été conclu qu�ils ne sont pas bons pour le risque d�événements de pertes importantes.

D�autres normes ont donc été créées.

L�une des mesures les plus utilisées dans les études scienti�ques est la VaR. Elle est

dé�nie comme du montant d�argent qu�il est possible de perdre pendant une certaine

période et qui est déterminé par �, estimé à 95% ou 99% dans la plupart des cas,

mais la VaR correspond à une certaine quantité, et si cette quantité dépasse la VaR

ses risques ne sont pas pris en compte, c�est aussi une mesure incohérente car elle ne

répond pas aux conditions d�Artzner [3].

Quant aux états �nanciers, Wang([19]) a créé en 1998 une mesure adaptée, plus cou-

rante et appelée TSD. Elle est basée sur L-fonction avec des fonctions de pondération

spéci�ques, connue sous le nom de L-statistiques, et a été étudiée par plusieurs cher-

cheurs, dont Necir et Meraghni [15],Jones et Zitikis [9], Monchaya Chiangpradit et

al [13] , Kaiser et Brazauskas [10], Necir et al(2010)....

Ces chercheurs ont enrichi TSD de nombreux ajouts importants et éprouvés (CTE,...).

Il est important d�estimer un prix du risque d�assurance qui re�ète la distribution

des variables aléatoires qui décrivent les pertes correspondantes.

Si la variable de perte a une distribution à queue lourde, il n�est pas possible d�ap-

pliquer des mesures normales, c�est pourquoi Necir et Meraghni [15], en utilisant

le théorème des valeurs extrêmes, ont trouvé une valeur normale dans le cas des

2



Introduction

distributions à queue lourde pour les mesures de risque �nancier.

Wang [20] a proposé une mesure dans le cas des queues lourdes, qui est la �le d�attente

à deux déviation, qui est la plus appropriée dans le cas des données �nancières,

notamment des rendements logarithmiques �r est une variance �nie pour 0 < r < 1,

qui est une nouvelle mesure pour mesurer les risques de distributions bilatérales

lourdes sous les modèles �-stables. Cela a déterminé les limites de con�ance pour

les échelles de risque de déformation avec les rendements d�actifs suivent une lois

�-stables.

Pour cela on a partagé notre mémoire comme suit :

Le premier chapitre on dé�nie les rendements d�actifs et dé�nirons également la loi

�-stable et certaines de ses caractéristiques.

Le 2éme chapitre on parle par la statistique d�ordre.

La 3émé chapitre on parle par les lois �-stables et la mesure de risque TSD.

3



Chapitre 1

Les rendements d�actifs et les lois

�-stables

L
es marchés �nanciers constituent l�une des zones commerciales les plus

importantes au monde. Ils jouent un rôle essentiel dans le �nancement

de l�économie mondiale et dans l�orientation des investissements dans

les secteurs économiques, o¤rant ainsi aux investisseurs la possibilité d�obtenir des

rendements d�actifs. Ces derniers présentent des �uctuations génératrices de pertes

ou de pro�ts, ce qui a nécessité d�étudier ces �uctuations dès leur origine.

Après de nombreuses études, Mandelbrot conclut en 1960 que le modèle gaussien

n�est pas adapté aux conditions du marché, ce qui l�amène à utiliser les lois de

Pareto pour trouver un nouveau modèle.

La loi stable ou comme on l�appelle la loi de lévy tronquée.

Nommé d�après le mathématicien Paul Lévy, où la loi �-stable est basée sur � 2

]0; 2[, où � est le paramêtre caractéristique de la loi �-stable.

Dans cette chapitre, nous visons à dé�nir les rendements d�actifs et à présenter la loi

�-stable et ses caractéristiques.
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Chapitre 1. Les rendements d�actifs et la loi a-stable

1.1 Rendements d�actifs

1.1.1 Dé�nition

Dé�nition 1.1.1 (Les rendements)C�est le montant des pro�ts et des pertes réalisés

grâce à l�investissement.

Dé�nition 1.1.2 (D�actifs)C�est quelque chose qui peut appartenir à des pays , des

individus et des entreprises dans l�espoir qu�il apportera un avantage futur à son

propriétaire.

Dé�nition 1.1.3 (Les rendements d�actifs)Il s�agit d�une mesure permettant de dé-

terminer combien de pro�ts et de pertes les actifs peuvent générer pour leur proprié-

taire.

Rt;t+�t = logPt+�t � logPt:

Donc :

Pt : est le prix initial à un certain instant t pour les actifs réels ou �nanciers.

�t : est le montant du pro�t ou de la perte résultant de l�actif au cours d�une période

spéci�que.

Remarque 1.1.1 Pour les investisseurs, le rendement de l�actif est plus important

que le prix de l�actif lui-même .

1.1.2 Un exemple de rendement d�actifs

L�indice boursier est considéré comme un actif �nancier et est dé�ni commeindice

qui mesure quotidiennement les cours boursiers. C�est la somme du cours de l�action

multipliée par la taille du marché de l�entreprise. Par conséquent, il est positif lorsque
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Chapitre 1. Les rendements d�actifs et la loi a-stable

le nombre d�actions dont le prix a augmenté est supérieur au nombre d�actions dont

le prix a diminué au cours de la même période aujourd�hui et vice versa.

Il existe de nombreux indices mondiaux pour diverses bourses dans le monde, par

exemple : CAC40 , DAX30 , SetP500 , AEX , MDAX , BEL20 , PSI20 et beaucoup

plus .

Nous prenons comme exemple l�indicateur CAC, qui est un indicateur il a été créé

en l�année 1987.L�indice CAC40 est de type Gande casquette et est basé sur la

méthode de pondération Capitalizaion weighted .Il comprend les 40 entreprises les

plus importantes de Paris et est géré par la Bourse Euronext Paris.

Nous prenons les cours de clôture quotidiens de cet indicateur entre les dates d�au-

jourd�hui 130 de l�an 1991 à aujourd�hui 169 de l�an 1998,puisque l�année compte 260

jours,où les données sont constituées de 1860 observations.

De là nous concluons la statistique de rendement de l�indice CAC40, dans la période

allant d�aujourd�hui 130 de l�an 1991 à aujourd�hui 169 de l�an 1998 est :1.1

Skewness 580.3142
Variance 336764.6
Min 1611
1st quantile 1875.0
Médiane 1992.3
Moyenne 2227.828
3rd quantile 2274.3
Max 4388.5

Tab. 1.1 �Statistiques des rendements de l�indice boursier CAC40, de la période
allant d�aujourd�hui 130 de l�an 1991 à aujourd�hui 169 de l�an 1998.

Remarque 1.1.2 Suivez les changements de prix un loi normale tandis que les prix

suivent un loi �-stable.
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Chapitre 1. Les rendements d�actifs et la loi a-stable

1.1.3 "QQ-plot"[18]

Le QQ-plot c�est un test graphique, c�est-à-dire un graphe, et c�est le premier des

tests anormaux. Il décroît avec les grandeurs de la distribution empirique avec les

grandeurs de la distribution théorique qui sont envisagées. pour savoir s�il existe une

source théorique spéci�que pour la distribution de la variable échantillon.

Dans les valeurs extrême QQ-plot prend la distribution exponentielle.

Sur l�axe X , nous mettons les quantités de distribution empirique et sur l�axe Y ,

nous mettons les quantités de distribution exponentielle donc QQ-plot est donné

par : ��
Xk:n; F

�1
0:1

�
n� k + 1
n+ 1

��
; k = 1; :::; n

�
.

on remarque que les rendement d�actifs ne sont pas normalement distribitués.

1.2 Les lois �-stables

1.2.1 Généralisée de la loi �-stable

Dans cette partie,nous présentons les généralités et les caractéristiques les plus im-

portantes de la loi �-stable :

Dé�nition la loi stable :[18]

Dé�nition 1.2.1 Soit X1; :::; Xn es un n variable aléatoires iid de la même loi avec

la variable aléatoires réels X. Pour étre X a une distribution un stable ;il existe deux

réels positifs an et bn ; tels que :

X1 + :::+Xn =
d anX + bn.
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Chapitre 1. Les rendements d�actifs et la loi a-stable

Remarque 1.2.1 Si bn = 0 alors X est strictement stable.

Dé�nition la loi �-stable :

Dé�nition 1.2.2 D�aprés la dé�nition précédente de la loi stable ,en prenante la

constante an = n
1
� avec � 2 [0; 2] ,on troune que X a une distribution �-stable .

Remarque 1.2.2 Nous disons à propos la variable aléatoire X suivant une les lois

sables par X s S� (�; �; ).

Remarque 1.2.3 [1]

-� : Le paramêtre de l�index de stabilité.

-� : Le paramêtre de position.

-� : Le paramêtre d�asymétrie.

- : Le paramêtre d�echelle.

Exemple 1.2.1 - La loi normal N (�; �2) est une loi �-stable avec � = 2 et  = �
2p2

( S2
�
�; �; �

2p2

�
).

-La loi cauchy est une loi �-stable avec � = 1 et � = 0 ( S1 (�; 0; )).

Les proprites

Proprites 01[1] -Soit X1 s S� (�1; �1; 1) et X2 s S� (�2; �2; 2) deux variables

aléatoires independantes , danc (X1 +X2) s S� (�; �; ) si et seulement si :

� = (��1 + �
�
2 )

1
� ; � =

�1�
�
1 + �2�

�
2

��1 + �
�
2

et  = 1 + 2 .

-Soit X1 et X2 est variables aléatoires suivent la loi S� (�; �; ) ,avec a et b deux

nombres réels positifs ,il exist c un nombre réel donc :

(ax1 + bx2 + c) =
d S�

�
�; � (a� + b�)

1
� ;  (a� + b�)

1
� + c

�
.
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Chapitre 1. Les rendements d�actifs et la loi a-stable

-Pour � = 2;8p 2 N�;E jXjp < +1 . -

Pour 0 < � < 2

8><>: 80 � p < �;E jXjp < +1 .

8p � �;E jXjp = +1 .

Proprites 02 :[18] L�e¤et de la paramêtre � sur la moyene et la variance est :1.2

0 < � � 1 1 < � < 2 � = 2
E(X) 1 � �
V ar(X) 1 1 2�2

Tab. 1.2 � Varianceet moyenne théorique d�une variable aléatoire alpha stable.

Fonction caractéristique :[18] Soit X une variable aléatoire de distribution

stable la fonction caractéristique de X est :

'X(t) = exp

8><>: i�t�  jtj
�
1 + i� 2

�
(sign(t)) ln jtj

�
; � = 1:

i�t� � jtj�
�
1� i� (sign(t)) tan ��

2

�
; � 6= 1:

(1.1)

avec : 0 < � � 2;  > 0;�1 � � � 1 et un réel �

et

sign(t) =

8>>>><>>>>:
1; si t > 0 .

0; si t = 0 .

1; si t < 0 .

(1.2)

Cas symetrique :[18] Dans la loi �-stable si le deux paramêtres � et � sont nuls

alors la loi �-stable (S� (0; 0; )) est un loi symetrique donc X s S�S .

Si  = 1 alors S�S est un standard .

1.2.2 La distribution de la loi �-stable

Nous consacrrons cette partie à la présentation de la fonction de dénsite et la fonc-

tion de répartition de la loi �-stable ,qui se distinguent par leur absence en termes

9



Chapitre 1. Les rendements d�actifs et la loi a-stable

explicites .

La fonction de dénsite de la loi �-stable[18]

Nous pouvons trouver la dénsite de loi �-stable .

Avec de l�aide la fonction caracteristique 1.2.1 et donnée :

fx(x) =
1

2�

Z +1

�1
exp(�itx)'x(t)dt .

ou utilisant la loi �-stable symétrique 1.2.1 et donnée par :

fx(x) =
1

�

Z +1

0

exp(�t�) cos [xt+ �t�g(t; �)] dt .

tels que :

g(t; �) =

8><>: tan ��
2
; si � 6= 1:

�2
�
ln jtj ; si � 6= 1:

Exemple 1.2.2 -Pour � = 0,� = 0,et  = 1p
2
on a :1.1

4 2 0 2 4

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

x

D
en

sit
y

alpha = 2
alpha = 1.5
alpha = 2
alpha = 1.5

Fig. 1.1 �La courbe représente les changements en la fonction de dénsite de loi
�-stable avec un changement le paramÍtre �.

-Pour � = 1:5,� = 0, = 1p
2
on a :1.2
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4 2 0 2 4
0.

0
0.

1
0.

2
0.

3
0.

4

x

D
en

si
ty

beta = 1
beta = 0.5

Fig. 1.2 �La courbe représente les changements en la fonction de dénsite de loi
�-stable avec un changement le paramÍtre �.

Proposition 1.2.1 Soit la variable aléatoire X s S� (1; �; 0) il existe fx la fonction

de dénsite donc :

S� (1;��; 0) =d �S� (1; �; 0) et fx

�
�x
�
; �

�
= fx

�x
�
;��

�
.

La fonction de répartition de la loi �-stable[18]

Soit un variable aléatoireX s S� (�; �; ) ,si x > 0 et � 6= 1 ,la fonction de répartition

de la loi �-stable est donnée par :

FX(x) =

8><>:
1
2
(1� �) + 1

�

R �
2

��
2
� exp(�V�(x; �))d�, si � < 1:

1� 1
�

R �
2

��
2
�
1�j1��j

�

exp(�V�(x; �))d�, si � > 1:

V�(x; �) = x
�

1��a(�).

avec :

a(�) =

�
sin(�� + �

2
�(1� j1� �j))
cos �

� �
1�� cos((�� 1)� + �

2
�(1� j1� �j))

cos �
.
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Chapitre 1. Les rendements d�actifs et la loi a-stable

Remarque 1.2.4 Soit la variable aléatoire X s S� (1; �; 0) ,il existe FX la fonction

de répartition donc :

FX

�
�x
�
; �

�
= 1� FX

�x
�
;��

�
.

1.3 Les proprétés de la loi �-stable

Dans cette section ,nous concentrons sur les caracteristiques les plus importontes de

la loi �-stable , notamment la caractéristique de queues lourdes et la caractéristique

de la algorithme de simulation ,et nous les présentons également de estimation des

paramêtres de la loi �-stable par méthode de l�approche de McCulloch .

1.3.1 Caractéristique des queues inférieures et supérieures

de la distribution de la loi �-stables

Dans la loi �-stable ,si le paramêtre � < 2 ,(les queues inférieures et supérieures de

la fonction de distribution cumulative F de X s S�(�; �; ) sont asymptotiquement

équivalentes ) avec la distribution de Pareto 2.3.3.

Proposition 1.3.1 [18]-Il exist C1 et C2 deux constantes supérieur à zéro telque

0 < � < 2 : F (�x) s C1x�� et 1� F (x) s C2x��; x!1:

-Pour � ! 1 la distribution (F (�x)) et (1 � F (x)) sont à variation réguliére2.2.1

donc nous ecrivons à :

F (�x) = x��L1(x) et 1� F (x) = x��L2(x):

De sorte que L1(x) et L2(x) est une fonction à variation lente2.2.1 ,Aussi ,les deux

12



Chapitre 1. Les rendements d�actifs et la loi a-stable

fonction L1(x) et L2(x) satisfaisant à la condition d�équilibre :

lim
x!1

L1(x)

L1(x) + L2(x)
=
1 + �

2
.

Proposition 1.3.2 Pour � = 2� ,il exict cL,dL,cR et dR est constantes réelles ,on

les retrouve en utilisant la paramêtre �,�, et � 1.2.3de la loi stable et x 1 donc :

F (�x) = cLx�� + dLx�� + o(x��);

et

1� F (x) = cRx�� + dRx�� + o(x��):

1.3.2 L�algorithme de Chambers , Mallows et Stuck [18]

-Soit la variable aléatoire X s S� (�; �; ) ,L�absence d�expression analytique de

l�inverse F�1 est plus grande problème de simulation d�une X .

-La paramêtre étape a été créée par kaner (qui a donné la méthode directe pour

simuler S�<1 (1; 1; 0) ).

-L�algorithme de Chambers , Mallows et Stuck [5],que nous a permis de trouver une

loi S�(1; �; 0) ,et pour obtenir une loi S�(�; �; ) ,en changemant une variable .

-On la loi I uniforme sur
�
��
2
; �
2

�
et la loi W exponentielle ,il existe U1 et U2 deux

variables aléatoires réelles uniformes sur ]0; 1[ ;Pour utilisé la changement de variables

on a :

I = �U1 �
�

2
.

et

W = � log(1� U2):

13



Chapitre 1. Les rendements d�actifs et la loi a-stable

Il y a :

" = 1� �:

a = tan
I

2
:

b = tan
"I

2
:

� = �" tan(�I0):

B =
b
"I
2

.

d =
z

"
1�" � 1
"

.

z =
cos("I)� tan(�I0) sin("I)

W cos I
.

et donnée :

Y =

8><>:
2
�

��
1
2
� + �I

�
tan I � � log

�
1
2
�W cos I
1
2
�+�I

��
; si � = 1;

(cos (�I0))
1
�
2(a�b)(1+ab)�I�B[b(1�a2)�2a]

(1�a2)(1+b2) (1 + "d) + �(d+ 1
"
); si � 6= 1

ou :

Y =

8><>:
2
�

��
1
2
� + �I

�
tan I � � log

�
1
2
�W cos I
1
2
�+�I

��
; si � = 1,

sin�(I�I0)
(cos I)

1
�

�
cos(I��(I�I0))

W

� 1��
�
; si� 6= 1.

avec :

I0 =
��

2

1� j1� �j
�

.

alors la variables aléatoires réelles Y s S�(1; �; 0) ;On met :

C =
arctan

�
� tan ��

2

�
�

et D =
�
1 + �2 tan2

��

2

� 1
2�
:

14
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Puis on calcule :

Y =

8><>:
D sin(�(V+C))

(cosV )
1
�

�
cos(V��(V+C))

W

� 1��
�
, si � 6= 1:

2
�

��
�
2
+ �V

�
tanV � � log

�
W cosV
�
2
+�V

��
, si � = 1:

(1.3)

avec W est une variable aléatoire exponentielle et V une variable aléatoire uniforme.

-La variable aléatoire Y aussi suit la loi S�(1; �; 0) .

-Par changement la variable :

X =

8><>: Y + � , pour � 6= 1:

Y + 2
�
� log  + � , pour � = 1:

Donc la variable aléatoire X suit la loi S�(�; �; ) .

1.3.3 Estimation des paramêtres de la loi �-stable avec mé-

thed de McCulloch

Cette méthode est e¢ cace en termes de précision des estimateurs en termes de temps

de calcul requis pour l�estimation [18].

Il est généralement utilisé pour fournir des valeurs de paramêtres initiales pernettant

de démarrer des itinéraires plus e¢ caces mais plus longs et plus lourds .

En 1986 ,McCulloch [12] élargit la méthode de Fama Roll [7],pour la cas � � 0:6 et

� 2 [�1; 1] .

-Dans cette méthode on utilisé un echantillonX1; :::;Xn de variables aléatoires stables

iid ,Soit la variable aléatoire Xi s S�(�; �; ) ,de fonction de répartition F ,il existe

xp la quantile d�ordre p ,avec F (xp) = p .

On dé�ni la statistique V� la fonction de � et la statistique V� la fonction de � ,il

15



Chapitre 1. Les rendements d�actifs et la loi a-stable

sont ne dépendent pas de  et de � par :

V� = �1(�; �) =
x̂0:95 � x̂0:05
x̂0:75 � x̂0:25

.

V� = �2(�; �) =
x̂0:95 + x̂0:05 � 2x̂0:50

x̂0:95 � x̂0:05
.

-En utilisant � et � nous trouvons la paramêtre d�echelle  :

V = �3(�; �) =
x̂0:75 � x̂0:25


.

alors :

̂ =
x̂0:75 � x̂0:25
�3

�
�̂; �̂

� .

On a x̂p est le pême quantile de l�echantillon .

Pour estimer � ,posons :

V� = �4(�; �) =
� � x̂0:50


.

� =

8><>: � + � tan
�
��
2

�
, si � 6= 1:

� , si � = 1:

alors :

�̂ = x̂0:50 + ̂�4

�
�̂; �̂

�
.

l�estimateur de �̂ est donné par :

�̂ =

8><>: �̂ � �̂̂ tan
�
��
2

�
, si � 6= 1 .

�̂, si � = 1 .

Remarque 1.3.1 �̂ , �̂ et �4
�
�̂; �̂

�
est obtenu d�aprés le tableau de la �gure 26

dans [2].
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Exemple 1.3.1 1.3(On va simuler 5000 réalisation des v.a qui suivent la loi alpha-

stable pour di¤érentes valeurs de � et � . On trouve les résultats suivants :

� 2 1.75 1.5 1.25 1
� 0 -0.5 0.5 0.8 1
V� 2.46 2.67 3.16 3.80 5
V� -0.01 -0.12 0.23 0.51 0
�̂ 2 1.73 1.47 1.21 1.1
�̂ 0 -0.48 0.41 0.68 0.99

Tab. 1.3 �Estimation des paramêtres du loi alpha-stable via l�approche de McCul-
loch pour 5000 réalisations.

Comme x̂p est un estimateur consistant de xp, et que les fonctions �i sont continues,

alors les estimateurs des paramètres sont consistants [18].)

Remarque 1.3.2 [18]-La méthode de McCulloch permet de trouver � et  trés

proches de lours valeurs.

-La méthode de McCulloch nous permet de trouver que � et � sont correctement

estimés ; Si est petite valeur ceci s�applique à la bourse.

Remarque 1.3.3 Les rendement d�actifs suiti une distribition non normale il sont

de type pareto2.3.3.
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Chapitre 2

Les valeurs extrêmes

D
ans ce chapitre,nous parlerons principalement de la dé�nition de la

statistique d�ordre et présenterons ses caractéristiques et la distribu-

tion des valeurs extremes ;La statistique d�ordre est l�un des outils les

plus importants en matière d�inférence statistique, et la statistique non-paramétrique,

car la théoréme des valeurs extremes a été utilisé pour mettre la queue des distribu-

tion des pertes, ce qui a contribué au domaine de la �nance et des assurances.

2.1 Statistique d�ordre [11]

Un statistique d�ordre on parle par n varibles aléatoires (X1; :::; Xn) de fonction

de répartition FX1;:::;Xn(x1; :::; xn) ,et de dénsité fX1;:::;Xn(x1; :::; xn) ,et on parle par

la loi de X1;n et Xn;n avec on utilise pour la varibles aléatoires indépendantes on

a :FX1;:::;Xn(x1; :::; xn) = FX1(x1)� :::� FXn(xn) .
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Chapitre 2. Les valeurs extrêmes

2.1.1 Dé�nition Statistique d�ordre

Dé�nition 2.1.1 Soit X1; :::; Xn est un n varibles aléatoires indépendantes identi-

quement distribués (iid),de la méme loi ,et de fonction de répartition

F (x) = P (X � x) =
Z x

�1
f(t)dt .

Si nous parlons de statistique d�ordre notée X1;n; :::; Xn;n les varibles aléatoires or-

dennées en sens coroissant :X1;n � :::: � Xn;n .

Dans statistique d�ordre ,la plus petite valeurs extrêmes estmn = X1;n = min(X1; :::; Xn),et

la plus grande valeurs extrêmes est Mn = Xn;n = max(X1; :::; Xn)

Remarque 2.1.1 Dans statistique d�ordre si 1 < k < n le valeurs extrémes est

appelée Xk;n (la ki�emestatistique d�ordre).

2.1.2 La distribution des valeurs extrêmes X1;n,Xn;n

Dans cette partie ,nous parlerons de la fonction de répartition et la fonction de

dénsité pour les deux valeur extréme X1;n et Xn;n.

La distribution de le premier valeur extréme X1;n

Proposition 2.1.1 Soit X1; :::; Xn varibles aléatoires iid de fonction de dénsité f et

de fonction de répartition F ,Dans un statistique d�ordre la loi de valeurs extrêmes

X1;n = min(X1; :::; Xn) est donnée par :

FX1;n(x) = 1� [1� FX(x)]
n , 8x�R .
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et la fonction de dénsité est :

fX1;n(x) = nfX(x)� [1� FX(x)]
n�1 ; 8x�R .

Preuve. on a :

FX1;n(x) = P (X1;n � x);8x�R

= P (min(X1; :::; Xn) � x);8x�R

= 1� P (min(X1; :::; Xn) > x);8x�R

= 1� P ((X1 > x) \ (X2 > x) \ ::: \ (Xn > x));8x�R

= 1� [P (X1 > x)� P (X2 > x)� :::� P (Xn > x)] ; 8x�R

= 1� [(1� P (X1 � x))� (1� P (X2 � x))� :::� (1� P (Xn � x))] ; 8x�R

= 1� [(1� FX1(x))� (1� FX2(x))� :::� (1� FXn(x))] ; 8x�R .
on a de la même loi donc :

FX1;n(x) = 1� [(1� FX(x))� (1� FX(x))� :::� (1� FX(x))] ; 8x�R:

=1-[1� FX(x)]n ;8x�R.

et la dénsité de X1;n :

fX1;n(x) =
@
@x
FX1;n(x) = @

@x
(1� [1� FX(x)]n) ; 8x�R,

= nfX(x)� [1� FX(x)]n�1 ; 8x�R.

La distribution de le dernier valeur extrême Xn;n :

Proposition 2.1.2 Soit X1; :::; Xn varibles aléatoires iid de fonction de dénsité f et

de fonction de répartition F ,Dans un statistique d�ordre la loi de valeurs extrêmes

Xn;n = max(X1; :::; Xn) est donnée par :

FXn;n(x) = [FX(x)]
n ;8x�R:
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et la fonction de dénsité est :

fXn;n(x) = nfX(x)� [FX(x)]
n�1 ;8x�R:

Preuve. on a :

FXn;n(x) = P (Xn;n � x);8x�R

= P (max(X1; :::; Xn) � x);8x�R

= P ((X1 � x) \ (X2 � x) \ ::: \ (Xn � x));8x�R

= P (X1 � x)� P (X2 � x)� :::� P (Xn � x);8x�R

= FX1(x)� FX2(x)� :::� FXn(x);8x�R:
on a de la même loi donc :

FXn;n(x) = FX(x)� FX(x)� :::� FX(x) ;8x�R

= [FX(x)]
n ;8x�R .

et la dénsité de Xn;n :

fXn;n(x) =
@
@x
FXn;n(x) = @

@x
[FX(x)]

n ;8x�R;

= nfX(x)� [FX(x)]n�1 ;8x�R:
�Si varibles aléatoires indépendantes et ont la même loi on dit qu�elles sont identi-

quement distribués.

�La loi de la ki�eme est :

FXk;n(x) =
nX
j=k

Cjn(FX(x))
j(1� FX(x))n�j; 8x�R:

et la dénsité est :

fXk;n(x) =
n!

(k � 1)!(n� k)!(FX(x))
k�1(1� FX(x))n�kfX(x) ; 8x�R:
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�Si les varibles aléatoires X1; :::; Xn no iid donc :

FXn;n(x) =
nY
i=1

FXi(x) et FX1;n(x) = 1�
nY
i=1

(1� FXi(x)) ; 8x�R.

Remarque 2.1.2 Soit X1; :::; Xn n varibles aléatoires on a :

min(X1; :::; Xn) = �max(�X1; :::;�Xn).

2.2 La distribution des valeurs extrêmes (TVE)

Avant de discuter de la loi des valeurs extrêmes ,vous devez connaître quelques bases.

2.2.1 Caractéristiques générales[1]

La fonction à variation lente

Dé�nition 2.2.1 On peut dire que la fonction L(x) est une fonction à variation

lente ssi :

lim
t!1

L(tx)

L(t)
= 1.

ou :

lim
x!1

L(x) = cte.

La fonction à variation régulière

Nous avons la fonction à variation lente L(x) donc :

Dé�nition 2.2.2 On peut dire que la fonction H(x) est une fonction à variation
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régulière d�ordre � ssi :

H(x) = x� � L(x).

Théorème 2.2.1 de Binghour et all (1984) :Si h : [0; �] �! R+ est mesurable ,h

est à variation régulière d�ordre � ssi :

lim
t!1

h(tx)

h(t)
= x�.

Théorème 2.2.2 de Marice 2000 :Si h : [0; �] �! R+ une fonction mesurable est

à variation régulière à dioite de 0 ssi :

lim
t!0+

h(tx)

h(t)
= x�;� > 0.

La fonction de survie :

Dé�nition 2.2.3 Soit X est une varible aléatoire dé�nie sur un espace de probabilié

(
;z; P ),avec F est fonction de répartition donc la fonction de survie est donnée

par :

F (x) = 1� F (x) = P (X > x);8x 2 R.

Le point terminal de F :

Dé�nition 2.2.4 le point terminal xp de la fonction de répartition F est :

xp := sup fx 2 R : F (x) < 1g .

La fonction de F�1 : [22]

Dé�nition 2.2.5 La fonction de F�1 est la fonction inverse est donné par :

F (x) = y , F�1(y) = x:

23



Chapitre 2. Les valeurs extrêmes

2.2.2 La loi de valeur extrême

Théoréme Fisher_Typet(1928)[1]

Dé�nition 2.2.6 Soit X1; :::; Xn est n varibles aléatoires iid de distribution FX(x)

,et il�ya donnée la statistique d�ordre X1;n; :::; Xn;n .S�il existe an > 0et bn 2 R telles

que :

lim
n!1

P

�
Xn;n � bn

an
� x

�
= GX(x);8x 2 R:

( limn!1 P
�
Xn;n�bn

an
� x

�
= limn!1 P (Xn;n � bn � anx) ;8x 2 R

= limn!1 P (Xn;n � anx+ bn) ;8x 2 R

= limn!1 FXn;n(anx+ bn) ;8x 2 R

= limn!1(FX(anx+ bn))
n ;8x 2 R.)

alors GX(x) apportient à trois distributions de valeurs extrêmes :

Loi Gumble -Nous symbelisons la distribution de Gumbel avec :D(�) .

-On dit que GX(x) est distribution de Gumbel ssi :

GX(x) = �(x) = exp(� exp(�x));8x 2 R. (2.1)

-Si FX(x) est dans le domaine d�attraction de Gumbel alors :

an = F
�1
X (1� 1

ne
)� F�1X (1� 1

n
);8x 2 R. (2.2)

bn = F
�1
X (1� 1

n
);8x 2 R. (2.3)

Exemple 2.2.1 X1; :::; Xn iid ,et Xi  exponentielle(2) donc :

FX(x) =

8><>: 1� exp(�2x);x � 0 .

0;x < 0 .
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9bn 2 R; an > 0 :

limn!1 FXn;n(anx+ bn) = limn!1(FX(anx+ bn))
n = exp(� exp(�x))?

Calculer F�1X (y) :

y = FX(x) =

8><>: si : x � 0) y = 1� exp(�2x), 1� y = exp(�2x), x = �1
2
log(1� y).

si : x < 0) y = 0 .

donc :

F�1X (y) =
�1
2
log(1� y):

donc :

bn = F�1X (1� 1
n
)

= �1
2
log
�
1�

�
1� 1

n

��
= �1

2
log
�
1
n

�
= 1

2
log n.

alors :

bn =
1

2
log n:

an = F
�1
X (1� 1

ne
)� F�1X (1� 1

n
)

=
�1
2
log(1� (1� 1

ne
))� 1

2
log n

=
1

2
(log(ne)� log n) = 1

2
(log n+ log e� log n)

=
1

2
(1) =

1

2
) an =

1

2
.
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donc :

lim
n!1

(FX(anx+ bn))
n = lim

n!1
(FX(

1

2
x+

1

2
log n))n

= lim
n!1

(1� exp(�2(1
2
x+

1

2
log n)))n

= lim
n!1

(1� exp(�(x+ log n)))n

= lim
n!1

(1� exp(�x)� exp(� log n))n

= lim
n!1

(1� exp(�x)
n

)n

= exp(� exp(�x));8x 2 R .

Donc 9an > 0; bn 2 R : FX(x) 2 D(�).

Loi fréchet -Nous symbelisons la distribution de fréchet avec :D(�) .

-Le paramètre  > 0 .

-On dit que GX(x) est distribution de fréchet ssi :

GX(x) = �(x) =

8><>: exp(�x
�1
 );x � 0:

0;x < 0:
(2.4)

-Si FX(x) est dans le domaine d�attraction de fréchet alors :

an = F
�1
X (1� 1

n
);8x 2 R. (2.5)

bn = 0;8x 2 R. (2.6)

Proposition 2.2.1 Si L(x) fonction à variation lente on a :

F (x) = 1� F (x) = x
�1
 � L(x), FX(x) 2 D(�);8x 2 DF . (2.7)
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Loi Weibull -Nous symbelisons la distribution de Weibull avec :D(	) .

-Le paramètre  < 0.

-On dit que GX(x) est distribution de Weibull ssi :

GX(x) = 	(x) =

8><>: 1;x > 0:

exp(�(�x)
�1
 );x � 0:

(2.8)

-Si FX(x) est dans le domaine d�attraction de Weibull alors :

an = F
�1
X (1)� F�1X (1� 1

n
);8x 2 R. (2.9)

bn = F
�1
X (1);8x 2 R. (2.10)

Proposition 2.2.2 -X 2 D(�1)) log(X) 2 D(�):

-X 2 D(	�1)) �1
X
2 D(�1):

-X 2 D(	�1)) log(�1
X
) 2 D(�):

Max stable[11] On dit que GX(x) est distribution de max-stable ssi : GX(x) =

FX(x) .

Exercise 2.2.1 On a :

FX(x) =

8><>: 1;x � 0:

exp(�2
x
);x � 0:

pour an = n et bn = 0 est-ce que FX(x) distribution max-stable ?.

27



Chapitre 2. Les valeurs extrêmes

Solution 2.2.1

limn!1 P (
Xn;n�bn

an
� x) = limn!1 P (Xn;n � anx+ bn)

= limn!1 FXn;n(anx+ bn)

= limn!1(FX(nx+ 0))
n:

si x � 0 :

limn!1(FX(nx+ 0))
n = limn!1(exp(

�2
nx
))n

= limn!1(exp(
�2n
nx
))

= limn!1(exp(
�2
x
))

= exp(�2
x
) = FX(x).

si x � 0 : limn!1(FX(nx+ 0))
n = 1 = FX(x) .

donc limn!1 P (
Xn;n�bn

an
� x) = FX(x) .

Donc FX(x) est distribution max-stable .

Distribution dégénére

Dé�nition 2.2.7 On dit que Gx(x) est distribution dégénére ssi : GX(x) prends les

valeuir 0 ou 1 (GX(x) = �fFX(x)=1g).

2.3 La distribution généralisées (GEV et GPD)

On parle dans cette section par la distribution des valeurs extremes généralisées avec

on utilise la théorème central limite ,et la distribution de Pareto généralisée.
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2.3.1 Distribution des valeurs extremes généralisées (GEV)

Théorème central limite (TCL) :[18]

Soit X1; :::; Xn varibles aléatoires iid de moyenne � et de variance �2 <1 alors :

Xn � �
�= 2
p
n
�!n!1 N(0; 1).

Théorème des valeurs extrêmes généralisées (GEV)[1]

Dé�nition 2.3.1 Soit X1; :::; Xn n valeurs extrêmes iid de loi FX(x),et de statis-

tique d�ordre X1;n; :::; Xn;n,il existe an > 0 et bn 2 R (limn!1 P
�
Xn;n�bn

an
� x

�
) ;nous

trouvons la distribution des valeurs extrêmes généralisées notée H(x) est donnée

par :

H(x) =

8><>: exp(�(1 + x)
�1
 );  6= 0; 1 + x > 0;

exp(� exp(�x));  = 0;�1 � x � +1:
(2.11)

telle que :2.3.1

bn : paramètre de position (TCL(�)).

an : paramètre d�ehelle (TCL(�= 2
p
n)).

 : l�indice des valeurs extrêmes .

La densité de distribution des valeurs extremes généralisées

Dé�nition 2.3.2 On a H(x) est la distribution des valeurs extremes généralisées

,telle que :

h(x) =
@

@x
H(x) .

donc :

h(x) =

8><>: (1 + x)
�1

�1 � exp(�(1 + x)

�1
 );  6= 0:

exp(�x� exp(�x));  = 0:
(2.12)
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Proposition 2.3.1 :-�(x) �= H0(x);8x 2 R.

-��(x) �= H 1
�
(�(x� 1)); x > 0.

-	�(x) �= H�1
�
(�(x+ 1));x < 0.

2.3.2 La distribution de Pareto généralisée (GPD)

Avant de parler sur la distribution de Pareto généralisée il fout d�abord parler surla

distribution des excés.

Distribution des excés [18]

Dé�nition 2.3.3 Soit X1; :::; Xn iid de distribution FX(x),et Y1; :::; YNu iid de dis-

tribution Fu(y) avec Nu � n , Yi = Xi � u si Xi � u , u < xp �xé et X; Y de même

loi donc la distribution des excés est :

Fu(y) = P (Y � y�X > u) =
FX(y + u)� FX(u)

FX(u)
: (2.13)

Fu(y) = P (Y � y�X > u)

=
P (Y � y;X > u)

P (X > u)

=
P (X � u � y;X > u)

1� P (X � u)

=
P (X � y + u;X > u)

1� P (X � u)

=
P (u < X � y + u)
1� P (X � u)

=
FX(y + u)� FX(u)

FX(u)
.
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2.3.3 Généralisée la distribution de Pareto (GPD)[18]

La généralisation de la distribution de pareto est donnée par :

G;�(x) =

8><>: 1�
�
1 + 

�
x
��1


;  6= 0:

1� exp
�
�x
�

�
;  = 0:

(2.14)

et dé�nie pour : 8><>: x � 0;  � 0:

0 � x � ��

;  < 0:

La dénsite de GPD

On a G;�(x) est la distribution de Pareto généralisée telle que :

g;�(x) =
@

@x
G;�(x) . (2.15)

donc :

g;�(x) =

8><>:
1
�

�
1 + 

�
x
��1


�1
;  6= 0:

1
�
exp

�
�x
�

�
;  = 0:

(2.16)

Proposition 2.3.2 :La relation entre GEV et GPD est :

G;�(x) = 1 + log(H(x)); log(H(x)) > �1. (2.17)

Théoréme Balkema de Haan et Pickands 1954 (BDHP)[18]

Théorème 2.3.1 Si F appartiont à l�un des trois distribution de valeurs extremes

(Gumbel,Fréchet et Weibull) ,Fu est la fonction de répartition des excés et G;�(x)

est GPD alors il exist une fonction �(u) > 0 telle que :

lim
u!xp

sup
0<x<xp�u

��Fu(x)�G;�(u)(x)�� = 0;8x 2 R. (2.18)
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Chapitre 3

La mesure de risque à deux

déviations

L
a survenance d�événements rares provoquant des pertes importantes a

stressé de nombreux scienti�ques, c�est pourquoi des e¤orts vigoureux

ont été faits pour mesurer ces risques.

Des mesures de risque ont été donc crées, chacune ont des inconvénients et des

avantages. Par exemple, sur les marchés �nanciers, les actifs �nanciers di¤èrent

(CAC40,DAX,...), et donc les rendements des actifs di¤èrent.

Notre objectif dans ce chapitre est de dé�nir le mesures de risque, et présenter leurs

caractéristiques, et de dé�nir la mesure la plus utilisée dans le domaine des marchés

�nanciers, dons lequel est le risk à deux déviation.
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3.1 Mesures de risque

3.1.1 Les dé�nition

Dé�nition 3.1.1 (Le risque)Le risque a plusieurs dé�nitions tout dépend de leur

domaine on utilisation, et l�une de ses dé�nitions est qu�il s�agit de la possibilité

qu�un événement indésirable se produise , c�est-à-dire la possibilité d�être exposé à

un moment donné.

Dé�nition 3.1.2 (la mesures)Une mesure est une fonction qui relie une quantité

numérique telle que la volume , la longueur ,la surface ou la probabilité à certains

sous-ensembles d�un ensemble donné.

Dé�nition 3.1.3 (la mesures de risque [18])Le mesures de risque est une applica-

tion fonctionnelle de distribution des pertes ou des pro�ts vers les nombres réels.

F : X ! R .

3.1.2 Les proprété

Proposition 3.1.1 La moyenne , la variance et l�écart-type sont considérés comme

mesures se risque .

-En utilisant la moyenne ,nous constatons que la mesure de risque est dé�ni comme

suit :

F (X) = (1 + �)E(X) ; avec � � 0. (3.1)

-En utilisant la variance ,nous constatons que la mesure de risque est dé�ni comme

suit :

F (X) = E(X) + �V ar(X) ; avec � � 0. (3.2)

-En utilisant la moyenne ,nous constatons que la mesure de risque est dé�ni comme
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suit :

F (X) = E(X) + � 2
p
V ar(X) ; avec � � 0. (3.3)

3.1.3 Le mesure de risque cohérente [1]

Proposition 3.1.2 Pour être le mesure de risque F (X) est un mesure de risque

cohérente ; vous devez véri�er que 3.1.3 :

- F (X) est invariance par translation.

- F (X) est homogénéité.

- F (X) est monotonie.

- F (X) est sous-additivité.

Proposition 3.1.3 [4]

-F (X) invariance par translation :

F (X + a) = F (X) + a ;avec a cst.

-F (X) homogénéité :F (aX) = aF (X) ; avec a cst.

-F (X) monotonie :X � Y ) F (X) � F (Y ).

- F (X) sous-additivité :F (X + Y ) � F (X) + F (Y ).

- F (X) additivité comonotone :F (X + Y ) = F (X) + F (Y ).

3.1.4 Le mesure de risque de distorsion [18]

Dé�nition de mesure de risque de distorsion (Fg(X))

Dé�nition 3.1.4 Fg(X) est une�espérance distordue de toute les variables aléatoires

non-négatives � de perte avec l�utilisantion de la fonction de distribution décumula-

tive .

S(x) = 1� F (x) = P (X > x) . (3.4)

Alors :

Fg(X) =

Z +1

0

g (S(x)) dx . (3.5)
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Avec g est une fonction croissante dans [0:1] avec g(0) = 0 et g(1) = 1 .

Remarque 3.1.1 g est une fonction de distorsion et g(S(x)) fonction de survie

2.2.1 ajustée de risque .

Les proprites

Pour être le mesure de risque Fg(X) est un mesure de risque de distorsion ; vous

devez véri�er que :3.1.3

- Fg(X) est invariance par translation .

- Fg(X) est homogénéité positive .

- Fg(X) est monotonie .

-Fg(�X) = �F~g(X) avec ~g(X) = 1� g(1� x) .

-Si il existe Fg(X) on a : ie Xn !w X ) Fg(Xn)! Fg(X).

- Fg(X) ne sont pas additive seulement si X et Y sont des risques comonotones ,alors

tu nous donnes Fg(X) additivité comonotone .

-Si g(X) est concave ,alors Fg(X) est sous-additive .

-Si g fonction distorsion non-décroissante ,alors Fg(X) est consistante à la domination

stochastique3.1.3 d�ordre 01 :

X �1 Y ) Fg(X) � Fg(Y ) .

et si c�est g aussi concave donc à la domination stochastique3.1.3 d�ordre 02 :

X �2 Y ) Fg(X) � Fg(Y ) .

-La mesure de risque Fg est strictement consistante à la domination stochastique3.1.3

du deuxième ordre si seulement si g est une fonction distorsion concave.
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Remarque 3.1.2 -La mesure distorsion de risque concave de risque est une mesure

de risque cohérente.

-Toutes F(X) cohérente est consistante avec la domination stochastique d�ordre 02 .

Remarque 3.1.3 Stochastique domination c�est une forme de randomisation, qui

nous permet de créer une classi�cation de di¤érentes hypothèses dans un ensemble

partiellement ordonné .

Remarque 3.1.4 La variance et la déviation standard ne fournissent pas beaucoup

d�informations sur le risque extrême, c�est-à-dire qu�ils ne prennent pas en compte

les risques d�événements de perles importantes.

Par conséquent, Risque à deux déviation à été utilisé comme indicateur qui constitue

une mesure des risque à un monent donné.

3.2 Risque à deux déviation (TSD)

Après avoir utilisé la variance et la déviation standard comme mesures de risque à

un moment donné et constaté qu�ils ne prenaient pas en compte les pertes réelles

dans queues lourdes .

Par conséquent, de nombreuses mesures de risque ont été trouvées, notamment VaR

, TVaR , CTE , CVaR , ES , Risque à deux déviation et d�autres.

Dans cette section, nous concentrerons sur la mesure à deux déviation présente par

Wang [20] in 1998.

3.2.1 Dé�nition le risque à deux déviations (TSD)

Dé�nition 3.2.1 Il s�agit d�une méthode de mesure du risque dans le cas de queues

lourdes pour évaluer les pertes reélles d�incidents spéci�ques à un moment précis.
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C�est la mesure la plus appropriée du risque �nancier et elle est connue mathémati-

quement [18] avec :

�r(X) =

Z 1

0

Jr(s)Q(s)ds ; si 0 < r < 1 . (3.6)

pour :

Jr(s) =
�r
2

� s1�r � (1� s)1�r
s1�r(1� s)1�r ; si 0 < s < 1 . (3.7)

3.2.2 Les L-fonction auxiliaire

Meraghni et Necir ont trouvé une grandeur naturelle proche de laL- fonction en

utilisant théorême des valeurs extrêmes, et elle peut être utilisée dans le cas de

distributions queue lourde pour les mesures de risque �nancier.

Les L-fonctions [18]

Dé�nition 3.2.2 Soit F la fonction distribution de la variables aléatoires réelle X,

on dé�nie L-fonction par :

L(J) =

Z 1

0

J(s)Q(s)ds: (3.8)

où :

Q(s) = inf fx 2 R : F (x) � sg ; si 0 < s � 1: (3.9)

Avec la fonction mesurable J dans [0; 1],et F la fonction quantile associée.

Remarque 3.2.1 Pour toute � 2 R et 0 < � < 2 il existent les L-fonction L(J)

telle que 1
�
� � < 1.
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Certaines les L-fonction [18]

Répondre à certaines questions liées au distributions queue lourde et aux paramètres

des coupés n�en fait qu�un.

Trouver Elamir et Seheult [6] des moments TL des quatre premières théories sont :

mi =

Z 1

0

Ji(s)Q(s)ds; i = 1; 2; 3; 4; (3.10)

pour :

Ji(s) = s(1� s)�i(s); 0 < s < 1; (3.11)

Avec un degré de (i� 1) nous dé�nissons �i comme :

�1(s) = 6;

�2(s) = 6(2s� 1);

�3(s) =
20

3
(5s2 � 5s+ 1);

�4(s) =
15

2
(14s3 � 21s2 + 9s� 1):

Jones et Zetikis [9] ont trouvé une relation entre L-statistiques classiques et la mesu-

rede risque distorsion, La théorême centrale limite a beaucoup contribué en discutant

de cette théorie.

Necir et al [16] ont utilisé cette théorie pour développer la théorie des statistiques

inférentielle de ce type de mesure de risque dans le cas des distributions à queue

lourde.

L-fonction a de nombreuses applications pour mesurer le risque actuel. Exemple
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B(X)prime de risque déformée :

B(X) =

Z 1

0

G(1� F (x))dx: (3.12)

=

Z 1

0

g(1� s)Q(s)ds:

avec :

G(x) =

Z x

�1
g(t)dt:

Avec G fonction concave et non décroissante dans [0; 1] avec G(0) = 0 et G(1) = 1.

Necir et Meraghni [14] déterminent H(X) les mesures des risques distorsions dans

le cas de la queue lourde des rendements �nanciers en exploitant B(X), où X 2 R

représente les données �nancières donc :

H(X) =

Z 0

�1
(G(1� F (x))� 1) dx+

Z +1

0

G(1� F (x))dx: (3.13)

=

Z 1

0

g(1� s)Q(s)ds:

Remarque 3.2.2 B(X); H(X) et �r(X) sont des L-fonction.

3.3 Estimateur de �r(X)

3.3.1 Estimation les L-fonction

Pour estimes �r(X) doit d�abord estimes les L-fonction :
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Dé�nition les estimation de L-fonction [18]

Dé�nition 3.3.1 Soit X1; :::; Xn est une n variables aléatoires ; avec F est un fonc-

tion de distribution donc l�estimateur L(J) 3.8 est :

L̂n(J) =

Z 1

0

J(s)Qn(s)ds: (3.14)

=

nX
i=1

ai;nXi;n:

avec :

Qn(s) = inf fx 2 R : Fn(x) � sg ; si0 < s � 1: (3.15)

pour :

Fn(x) =
1

n

X
� fXi � xg ; x 2 R: (3.16)

où

ai;n =

Z i
n

i�1
n

J(s)ds; i = 1; :::; n: (3.17)

La distribution normal pour la statistique L-fonction

Est donnée par ([18]) :

2
p
n
�
L̂n(J)� L(J)

�
!D N

�
0; �2n(J)

�
; telle que n!1: (3.18)

avec :

�2n(J) =

Z 1

0

Z 1

0

(min(s; t)� st) J(s)J(t)dQ(s)dQ(t) <1: (3.19)

Cette instruction 3.18 correspond à théorême centrale limite ; Depuis que l�instruction

3.19 a résolu le problème de la variance de L(J) est in�nie.
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3.3.2 Estimateur de quantile extrême [18]

Soit F fonction de distribution de la variables aléatoires X et t la distance entre les

Xi (t = Xi+1 �Xi).

On a xR représentant les quantités extrêmes à droite telles que :

1� F (xR) = t, donc xR = Q(1� t):

et xL représentant les quantités extrêmes à gauche telles que :

F (xL) = t, donc xL = Q(t):

On a m = mn et l = ln deux séquences entiers (Z). telles que :

1 < l < n; 1 < m < n; l!1;m!1; l
n
! 0; et

m

n
! 0; pour n!1: (3.20)

Alors :

x̂L = Q
W
L (t) = �

�
nt

l

�� 1

�̂H
L
Xl;n , et x̂R = QWR (1� t) =

�
nt

m

�� 1

�̂H
R
Xn�m;n

avec :

�̂HL = �̂
H
L (l) =

 
1

l

lX
i=1

log+ (�Xi�1;n)� log+ (�Xl;n)

!�1
; (3.21)

et

�̂HR = �̂
H
R (m) =

 
1

m

mX
i=1

log+ (Xn�i+1;n)� log+ (Xn�m;n)

!�1
: (3.22)

Ce dernier me donne deux formes d�estimations Hill [8] de l�indo : ice �.
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On but Z1;n; :::; Zn;n la statistiques d�order de l�échantillon de Z alors :

�̂ = �̂(k) =

 
1

k

kX
i=1

log+ (Zn�i+1;n)� log+ (Zn�k;n)
!�1

: (3.23)

L�estimation de �̂r;n de la mesure de risque à deux déviation :

Le �r 3.6 est un la moyenne de la queue déviation à droite DR
r [X] et à gauche

DL
r [X] pour 0 < r < 1 avec :

DR
r [X] =

Z 1

�1
([1� F (x)]r � [1� F (x)]) dx; (3.24)

et

DL
r [X] = D

R
r [�X] =

Z 1

�1
([F (x)]r � F (x)) dx: (3.25)

alors :

�r = �r [X] =
1

2

�
DL
r [X] +D

R
r [X]

�
; si 0 < r < 1: (3.26)

C�est l�équivalent de l�expression précédente 3.6.

-Les �n;r est une l�estimation non-paramêtrique de �r 3.6, soit X1;n; :::; Xn;n les

statistiques d�order de variables aléatoires X s S(�; �; ) on a :

�n;r =

Z 1

0

Jr(s)Qn(s)ds ; si 0 < r < 1; (3.27)

=

nX
i=1

a
(r)
i;nXi;n:

De sorte que l�expression Qn dans 3.15 . et :

a
(r)
i;n =

1

2

��
1� i� 1

n

�r
�
�
1� i

n

�r
+

�
i� 1
n

�r
�
�
i

n

�r�
: (3.28)

42



Chapitre 3. La mesures de risque de deux déviation :

Soit bn;r est le biais et en;r est l�erreur moyenne quadratique est donnée par :

bn;r = E [�n;r ��r] ,et en;r = 2

q
E [�n;r ��r] 2;

Pour tout 0 < r < 1 :

bn;r = 0 ,et en;r =
�r
2
p
n

avec :

�2r =

Z 1

0

Z 1

0

(min (s; t)� st) Jr(s)Jr(t)dQ(s)dQ(t): (3.29)

Remarque 3.3.1 Puisque l�erreur est en;r, alors �n;r 3.27 est une quantité non-

biaisée dans 0 < r < 1.

Proposition 3.3.1 Necir et Meraghni [16] ont créé une méthode d�estimation pour

inclure les cas qui la variances in�nies quoi qu�il en soit la queues distribution de la

�nance où d�assurance, C�est par l�exploitation la théorême des valeurs extrêmes , on

utilises F (appartient au domaine d�attraction de la distribution de Lévy stable)[18].

L�estimateur normal semi-paramétrique ~��
n;r asymptotique a été trouvé pour �r 3.6

et donnée par [18] :

~��
n;r =

Z l
n

0

Jr(s)Q
W
L (s)ds+

Z 1�m
n

l
n

Jr(s)Qn(s)ds+

Z 1

1�m
n

Jr(s)Q
W
R (s)ds; (3.30)

avec :

QWL (t) = �
�
nt

l

�� 1

�̂H
L
Xl;n et QWR (1� t) =

�
nt

m

�� 1

�̂H
R
Xn�m;n ; avec t � 0:

QWR et QWL sont des estimateurs de Weissman [21], où QWR est une quantité droite

et QWL est une quantité gauche.

(Notez que les deux fonctions s! Jr(s)QWL (s) et s! Jr(s)QWR (s) sont à variation

régulière avec les indices de queue r� 1� 1
�̂HL
et r� 1� 1

�̂HR
respectivement,pour tout

43



Chapitre 3. La mesures de risque de deux déviation :

n grand)[18] ,alors :

Z l
n

0

Jr(s)Q
W
L (s)ds = �(1 + o(1))

�
l
n

�
J
�
l
n

�
r � 1

�̂HL

Xl;n , (3.31)

et Z l
n

0

Jr(s)Q
W
R (s)ds = (1 + o(1))

�
m
n

�
J
�
1� m

n

�
r � 1

�̂HR

Xm;n . (3.32)

pour :

r � 1

�̂HL
> 0 ,et r � 1

�̂HR
> 0 .

et on a :

J(
l

n
) = �(1 + o(1))r

2

�
l

n

�r�1
, et J

�
1� m

n

�
= (1 + o(1))

r

2

�m
n

�r�1
.

donc nous pouvons utiliser �̂n;r au lieu de ~��
n;r 3.30 :

�̂n;r =
r

2

�
l
n

�r
r � 1

�̂HL

Xl;n +
n�m�1X
j=l+1

a
(r)
j;nXj;n +

r

2

�
m
n

�r
r � 1

�̂HR

Xn�m;n . (3.33)

Notation 3.3.1 Si l�on suppose que la perte est positive pour les risques d�assurance,

de nombreuses études similaires ont été menées, et pour plus d�informations à leur

sujet, voir :Necir et al [14] ;et Necir et Meraghni [15].

Théorème 3.3.1 Pour 0 < � < 2 et F 2 D(�) avec 1

(r+ 1
2)
< � < 1

r
et 0 < r < 1

.Ensuite pour toutes les séquences d�entiers m et l il remplissent les conditions 3.20

et l
m
! � <1 et

p
ka
�
m
n

�
A
�
m
n

�
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Chapitre 3. La mesures de risque de deux déviation :

avec :

V 2r =
r2

4

 
1 +

�
q

p

�� 2
�

�
2
�
�2r+1

!
(3.34)

:

 
2�2 + (r�� �� 1)2 + 2� (r�� �� 1)

2 (r�� 1)4
+

1

r�� 1

!
+ 1:
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Conclusion

L
�évaluation du risque de rendement des actifs est un processus essentiel

dans le domaine de la gestion de portefeuille et la prévision d�inves-

tissement �nancier judicieuses. En utilisant une variété d�outils et de

modèles tels que l�écart type, l�espérence et le TSD, les investisseurs peuvent évaluer

les risques potentiels associés à un portefeuille d�actifs et comprendre leur impact

potentiel sur le rendement �nancier. Cette évaluation contribue à prendre les bonnes

décisions d�investissement et à atteindre l�équilibre requis entre risque et rendement,

ce qui conduit �nalement à améliorer la performance du portefeuille et à atteindre

les objectifs �nanciers des investisseurs.
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Annexe A : Logiciel R

Le langage R, créé en 1993 à l�Université d�Auckland, Nouvelle-Zélande, par Ross

Ihaka et Robert Gentleman, est à la fois un langage de programmation et un environ-

nement mathématique utilisés pour le traitement de données. Il permet d�e¤ectuer

une gamme étendue d�analyses statistiques, des modèles linéaires ou non-linéaires,

des tests d�hypothèses, de la modélisation de séries chronologiques, de la classi�ca-

tion, etc. De plus, il o¤re de nombreuses fonctions graphiques de qualité profession-

nelle, ce qui en fait un outil puissant pour les professionnels de divers domaines. Le

nom du langage est un jeu de mots sur les initiales des prénoms de ses deux créateurs

(Ross Ihaka et Robert Gentleman) ainsi que sur le nom du langage S, auquel il est

apparenté.
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Annexe B : Abréviations et

Notations

Les di¤érentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont

expliquées ci-dessous :

E(:) : Espérence un mathématique.

V ar(:) : Variance un mathématique.

'X(:) : La fonction caractéristique de X.

S�(�; �; ) : Un loi �-stable.

fX(:) : La fonction de densite de X.

FX(:) : La fonction de répartition de X.

mn ou X1;n : Le premier valeur extrême.

Xk;n : Le K iéme valeur extrême.

Mn ou Xn;n : Le dernier valeur extrême.

cte : Constante.

v:ex : Valeurs extrêmes.

v:a : Variables aléatoires.

v:a:r : Variables aléatoires réels.

iid : Indépendantes identiquement distribués

TCL : Théorême centrale limite.

TV E : Théorême valeurs extrêmes.
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Annexe B : Abréviations et Notations

D(�) : Distribution de Gumbel.

D(��) : Distribution de Frechet.

D(	�) : Distribution de Weibull.

GEV : Valeurs extrêmes généralisées.

GPD : Généralisée la distribution de Pareto

BDHP : Théorême de Balkema de Haan et Pickands (1954).

Fg(x) : Le mesure de risque de distorsion.

V aR : Valeur à Risque.

TSD : Risque à deux déviations.

DF : Domaine d�une fonction .

ie : En d�autre terme.
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                              ملخص              

 لنبؤھا للغایة، بما في ذلك العوامبالأساس، تتسم الأسواق المالیة بتقلبھا الشدید، والذي یعتمد على عوامل یصعب ت

ونتیجة لذلك، یكون المستثمرون ومدیرو . الجیوسیاسیة، والمخاطر المناخیة، وحتى الأحداث الاقتصادیة والإنتاجیة

ر وفي ھذا السیاق، یعد توفر الأدوات اللازمة لتحدید المخاط. المخاطر حساسین بشكل خاص لحدوث خسائر كبیرة

            .الاكثر ملاءمة لھذا النوع من المخاطر حیث قدمنا مقیاسا للمخاطر, امھمً  راالمرتبطة بتقلبات الأسعار أم

                                                                                    Résumé 

Fondamentalement, les marchés financiers se caractérisent par une forte volatilité, qui 

dépend de facteurs très difficiles à prévoir, notamment des facteurs géopolitiques, des 

risques climatiques, voire des événements économiques et productifs. En conséquence, les 

investisseurs et les gestionnaires de risques sont particulièrement sensibles à la survenance 

de pertes importantes. Dans ce contexte, la disponibilité d'outils permettant d'identifier les 

risques associés aux fluctuations des prix est importante, d'ou on a presenté une mesure de 

risque(TSD) .la plus à propriée , Pour ce genre de risque. 

                                                                                  Abstract  

Fundamentally, financial markets are characterized by high volatility, which depends on 

factors that are very difficult to predict, including geopolitical factors, climate risks, and even 

economic and production events. As a result, investors and risk managers are particularly 

sensitive to the occurrence of significant losses. In this context, the availability of tools to 

identify risks associated with price fluctuations is important, from which we presented a 

most appropriate risk measure(TSD), for this type of risk. 
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