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Introduction

L�analyse statistique constitue un pilier fondamental de la recherche scienti�que,

permettant aux chercheurs de quanti�er, d�interpréter et de tirer des conclu-

sions signi�catives à partir des données complexes entre les variables. Parmi les outils

statistiques indispensables, les tests d�indépendance se distinguent comme des ins-

truments puissants pour évaluer l�association ou la relation entre deux variables. Ce

mémoire propose un voyage complet pour comprendre quelques-uns des tests d�in-

dépendance les plus couramment utilisés, en mettant en lumière leurs applications

pratiques dans une variété de contextes scienti�ques.

L�histoire des tests d�indépendance remonte au début du XXe siècle, avec les travaux

pionniers de Karl Pearson et de Ronald Aylmer Fisher. Pearson a développé le test du

khi-deux, un outil statistique robuste pour analyser l�association entre deux variables

catégorielles. Fisher, quant à lui, a introduit le test exact de Fisher, une variante du

test du khi-deux adaptée aux petits échantillons. Au �l du temps, d�autres tests

d�indépendance ont été développés pour répondre à des besoins spéci�ques, tels que

le test de Kendall pour mesurer la concordance entre deux classements et le test de

Spearman pour évaluer la corrélation entre deux variables ordinales...

Les tests d�indépendance trouvent leur application dans une multitude de domaines

scienti�ques, allant des sciences sociales aux sciences médicales en passant par la

psychologie. En sciences sociales, ces tests permettent d�examiner l�association entre

des variables telles que le niveau d�éducation et le revenu et l�appartenance..etc. En
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Introduction

psychologie, les tests d�indépendance s�avèrent cruciaux pour évaluer la relation entre

des variables comme les traits de personnalité et les performances scolaires, l�e¢ cacité

d�une thérapie et l�état de santé mentale...etc. Dans le domaine médical, ces tests

jouent un rôle déterminant dans l�analyse de l�association entre des facteurs de risque

et l�apparition de maladies, l�e¢ cacité de traitements médicaux et l�évolution de

pathologies, ou encore l�impact de facteurs socio-économiques sur la santé.

Dans ce mémoire, nous concentrerons sur cinq tests d�indépendance majeurs : le test

de coe¢ cient de corrélation de Pearson, le test de Spearman, le test de Kendall,

le test d�indépendance du khi-deux et le test exact de Fisher. Nous explorerons

les fondements théoriques de chaque test, en décrivant leurs hypothèses nulles et

alternatives, leurs statistiques de test et leurs critères de décision. De plus, nous

illustrerons l�application pratique de ces tests à travers des exemples concrets issus

de divers domaines de recherche.

Ce mémoire est rédigé en deux chapitres :

� Chapitre 1 : Variables quantitatives : mesure de corrélation et tests d�indépen-

dance. Ce chapitre présente les concepts de base de la corrélation et des tests d�in-

dépendance pour les variables quantitatives. Il détaille le calcul des coe¢ cients de

corrélation (Pearson, Spearman et Kendall) et explique les di¤érents tests d�indé-

pendance, tels que le test du coe¢ cient de corrélation de Pearson, test du coe¢ cient

de corrélation de Spearman et le test du coe¢ cient de corrélation de Kendall. Des

exemples concrets illustreront l�application de ces tests dans divers domaines.

�Chapitre 2 : Variables qualitatives : tests d�indépendance. Ce chapitre se concentre

sur les variables qualitatives et explore les méthodes de mesure de l�association et les

tests d�indépendance adaptés à ce type de données. Le coe¢ cient d�association de Phi

de Pearson (�), ainsi que le test d�indépendance du khi-deux et le test exact de Fisher

seront présentés en détail. En�n, des exemples concrets illustreront l�application de

ces tests dans divers domaines en utilisant le langage de programmation R.
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Chapitre 1

Variables quantitatives : mesure de

corrélation et tests d�indépendance

La corrélation est une technique statistique utilisée pour décrire la liaison et la dépen-

dance entre deux variables quantitatives. Elle permet de déterminer si les variables

sont liées, la direction de cette relation (positive ou négative) et la force de cette

relation. Elle est mesurée par le coe¢ cient de corrélation.

Coe¢ cient de corrélation : Le coe¢ cient de corrélation est une mesure numé-

rique qui quanti�e la force et la direction de la corrélation entre deux variables. Il

existe plusieurs types de coe¢ cients de corrélation, les plus courants étant : coe¢ -

cient de corrélation de Pearson, coe¢ cient de corrélation de Spearman et coe¢ cient

de corrélation de Kendall.

1.1 Coe¢ cient de corrélation de Pearson

Le coe¢ cient de corrélation de Pearson, développé par Karl Pearson, est un outil

statistique permettant d�évaluer la force et la direction de la relation linéaire entre

deux variables quantitatives.
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Chapitre 1. Variables quantitatives : mesure de corrélation et tests d�indépendance

Son calcul nécessite au préalable le calcul de la covariance entre ces deux variables.

Rappel de la dé�nition de la covariance entre X et Y :

Dé�nition 1.1.1 La covariance est égale à l�espérance du produit des variables cen-

trées.

COV (X; Y ) = E([X � E(X)][Y � E(Y )]):

On peut aussi l�écrire comme l�espérance du produit des variables, moins le produit

des espérances

COV (X; Y ) = E(XY )� E(X)E(Y ):

Dé�nition 1.1.2 Le coe¢ cient de corrélation linéaire de Pearson entre deux va-

riables X et Y est une normalisation de leur covariance par le produit de leur

écarts-types, sa formule est :

R(X;Y ) =
COV (X; Y )p
V (X) � V (Y )

; (1.1)

=
COV (X; Y )

�X :�Y
; (1.2)

où :

COV (X; Y ) : la covariance entre les variables X et Y .

�X : l�écart-type de la variable X:

�Y : l�écart-type de la variable Y .

Interprétation du coe¢ cient de corrélation de Pearson :

Le coe¢ cient de corrélation de Pearson est compris entre �1 et 1. Son interprétation

dépend de sa valeur :

� Le coe¢ cient R > 0 indique une relation positive.
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Chapitre 1. Variables quantitatives : mesure de corrélation et tests d�indépendance

� Le coe¢ cient R < 0 indique une relation négative.

� Le coe¢ cient R = 0 indique l�absence de relation (les variables sont indépendantes

et non liées).

� Le coe¢ cient R = +1 décrit une corrélation positive parfaite, et R = �1 décrit

une corrélation négative parfaite. Les points sont alignés.

Fig. 1.1 �Interprétation du coe¢ cient de corrélation.

Propriétés 1.1.1 � Si X et Y sont indépendants, alors R = 0, mais la réciproque

est généralement fausse. On équivalence si le vecteur (X; Y ) est un vecteur gaussien.

� Le coe¢ cient de corrélation est indépendant des unités de mesure des variables.

� La corrélation d�une variable avec elle même est R(X; X) = 1:

1.1.1 Estimation du coe¢ cient de corrélation de Pearson

Dé�nition 1.1.3 Soit un échantillon de n observations d�un couple (X; Y ). Le co-

e¢ cient de corrélation empirique de Pearson, noté R̂, est dé�ni par :

R̂ =

Pn
i=1(xi � �x)(yi � �y)pPn

i=1(xi � �x)2
pPn

i=1(yi � �y)2
:

La formule du coe¢ cient de corrélation de Pearson peut également être exprimée
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Chapitre 1. Variables quantitatives : mesure de corrélation et tests d�indépendance

sous la forme suivante :

R̂ =

Pn
i=1 xiyi � n�x�ypPn

i=1 x
2
i � n�x2 �

pPn
i=1 �y

2 � n�y2
; (1.3)

où :

�x =
1

n

nX
i=1

xi; �y =
1

n

nX
i=1

yi:

Propriété 1.1.1 Le coe¢ cient de corrélation empirique est un estimateur baisé et

convergent, avec :

E(R̂) = R� R(1�R
2)

2n
;

et

V (R̂) =
(1�R2)2

n
:

Remarque 1.1.1 Le signe de R indique donc le sens de la liaison tandis que la

valeur absolue de R indique l�intensité de la liaison.

1.1.2 Test de signi�cativité du coe¢ cient de Pearson

Après le calcul du coe¢ cient de corrélation de Pearson R̂ estimé sur un échantillon,

il faut déterminer si le coe¢ cient de corrélation R est signi�cativement di¤érent

de 0:

Conditions d�application du test

Avant d�e¤ectuer le test de signi�cation du coe¢ cient de corrélation de Pearson, il

est important de véri�er que les conditions suivantes sont remplies :

� Les deux variables sont quantitatives.

� Les données sont issues d�un échantillon aléatoire et indépendant.

� La relation entre les variables est approximativement linéaire.

� Distribution conditionnelle normale et de variance constante.
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Chapitre 1. Variables quantitatives : mesure de corrélation et tests d�indépendance

Hypothèses : Sont :

8><>: H0 : R = 0; « absence de liaison linéaire entre X et Y » .

H1 : R 6= 0; « existence d�une liaison linéaire entre X et Y (positive ou négative)» .

Statistique du test sous H0 : Cette statistique est dé�nie par :

T =
R̂
p
n� 2p
1� R̂2

: (1.4)

Suit la loi de Student de (n� 2) degrés de liberté.

Région critique : la région critique du test au risque � (généralement � = 0; 05 ou

� = 0; 01) est dé�nie par :

jT j > t1��
2
(n� 2);

où t1��
2
(n� 2) est le quantile d�ordre 1� �

2
de la loi de Student à (n� 2) degrés de

liberté. Il s�agit d�un test bilatéral.

Décision :

� Si la valeur absolue de la statistique du test (jT j) est supérieure au quantile critique

t1��
2
(n� 2), on rejette l�hypothèse nulle H0 au risque � et on conclut qu�il existe

une relation linéaire signi�cative entre les variables X et Y .

� Si la valeur absolue de la statistique du test (jT j) est inférieure ou égale au quantile

critique t1��
2
(n � 2), on ne rejette pas l�hypothèse nulle H0 et on ne peut pas

conclure qu�il existe une relation linéaire signi�cative entre les variables X et Y .

1.1.3 Exemple

Une étude a été menée pour examiner la relation entre le nombre d�heures de sommeil

par nuit (Variable X) et la performance académique des étudiants (Variable Y ). Les

données pour 5 étudiants sont les suivantes :
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Chapitre 1. Variables quantitatives : mesure de corrélation et tests d�indépendance

Étudiant 1 2 3 4 5

Heures de sommeil (heure) 7 6 8 5 9

Performance académique (note) 18 16 17 15 19

Tab. 1.1 �Table présente heures de sommeil et performance académique

Les données sont représentées graphiquement dans la �gure suivante :

Fig. 1.2 �Représentation du la relation entre les heures de sommeil et les notes
académiques
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Chapitre 1. Variables quantitatives : mesure de corrélation et tests d�indépendance

D�après la �gure 1.2 on peut voir une liaison linéaire positive entre le nombre d�heures

de sommeil par nuit et la performance académique des étudiants.

� Etape 1 : Premièrement on calcule le coe¢ cient de corrélation de Pearson R̂ entre

X et Y . par la formule 1.3 et on obtient :

R̂ = 0:9:

� Etape 2 : Après, le calcul de R̂ entre X et Y: On tester sa signi�cativité au risque

� = 5% où n = 10, et R̂ = 0:9.

�Hypothèses :

�
H0 : « absence de corrélation entre les heures de sommeil et les notes académiques» .
H1 : « existence de corrélation entre les heures de sommeil et les notes académiques» :

� Statistique du test : sous l�hypothèse nulle et par la formule 1.4 on obtient :

t =
0:9
p
5� 2p

1� 0:92
= 3: 576 2:

�Degré de liberté : égale à :

ddl = 5� 2 = 3:

donc le quantile d�ordre 1� �
2
(n�2) de la loi de Student égale à t0:95(3) = 3:182:

� Etape 3 : Décision, on compare la valeur de t avec t0:975(3); on observe que :

t = 3: 576 2 > t1��
2
(n� 2) = t0:975(3) = 3:182:

Alors on rejette l�hypothèse H0, c�est à dire il existe une relation linéaire entre le

nombre d�heures de sommeil et la performance académique des étudiants.
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Chapitre 1. Variables quantitatives : mesure de corrélation et tests d�indépendance

Application sous R :

x <- c(7,6,8,5,9)

y <- c(8,6,7,5,9)

cor(x,y,method="pearson")

[1] 0.9

cor.test(x,y,method="pearson")

Pearson�s product-moment correlation

data : x and y

t = 3.5762, df = 3, p-value = 0.03739

alternative hypothesis : true correlation is not equal to 0

95 percent con�dence interval :

0.08610194 0.99343752

sample estimates :

cor

0.9

Commentaire : On remarque que p-value = 0:03739 < � = 0:05: Alors on rejette

l�hypothèse H0, c�est à dire il existe une relation linéaire entre le nombre d�heures de

sommeil et la performance académique des étudiants.

1.2 Coe¢ cient de corrélation � de Spearman

Le coe¢ cient de corrélation de rang de Spearman, ou � de Spearman, est une mesure

non paramétrique de corrélation de rang. Il permet d�analyser les liaisons monotones

(croissantes ou décroissantes) entre les rangs des observations des variables. Il a

été développé par Charles Spearman. Autrement dit, le coe¢ cient de Spearman est

identique à la corrélation de Pearson appliquée aux rangs des données.
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Chapitre 1. Variables quantitatives : mesure de corrélation et tests d�indépendance

Soit une série de n observations f(xi; yi)g1�i�nd�un couple (X;Y ): Les rangs observés

de X et de Y sont dé�nis par :

ri = rang(xi) et si = rang(yi) pour i = 1; :::; n:

Dé�nition 1.2.1 Le coe¢ cient de Spearman � est calculé comme suit :

� = Corr(ri; si) =
COV (ri; si)p
V (ri) � V (si)

:

Interprétation du coe¢ cient de corrélation de Spearman :

Comme la valeur de � est comprise entre �1 et 1 nous avons les interprétations

suivantes :

� Si � = 1 : relation monotone croissante parfaite.

� Si � = 0 : absence de relation monotone.

� Si � = �1 : relation monotone décroissante parfaite.

� Valeur proche de 0 : relation faible. Valeur proche de 1 ou �1 : relation forte.

1.2.1 Estimation du coe¢ cient de corrélation de Spearman

Le coe¢ cient de corrélation empirique de Spearman, noté �̂, est dé�ni par :

�̂ :=

nP
i=1

(ri � �r)(si � �s)r
nP
i=1

(ri � �r)2
nP
i=1

(si � �s)2
;

où :

�r = 1
n

nP
i=1

ri : Moyenne des rangs observés pour la variable X:

�s = 1
n

nP
i=1

si : Moyenne des rangs observés pour la variable Y:
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Chapitre 1. Variables quantitatives : mesure de corrélation et tests d�indépendance

Pour simpli�er les calcules, posons Di = ri � si, alors :

�̂ := 1� 6

n(n2 � 1)

nX
i=1

D2
i ;

tel que :

Di : La di¤érence entre les deux rangs de chaque observation.

n : le nombre d�observations.

Preuve. En l�absence d�ex-aequo, Il su¢ t de démontrer que :

�̂ = 1� 6

n(n2 � 1)

nX
i=1

D2
i :

Si l�on pose Di = ri � si di¤érence des rangs d�un même objet selon les deux classe-

ments,

on a :
nX
i=1

risi = �
1

2

nX
i=1

(ri � si)2 +
1

2

nX
i=1

r2i +
1

2

nX
i=1

s2i ;

mais
nX
i=1

r2i =
nX
i=1

s2i =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
;

somme des carrés des nombres entiers, d�où :

�̂ = � 6

n(n2 � 1)

nX
i=1

D2
i +

n(n+1)(2n+1)
6

� (n+1
2
)2

n2�1
12

;

Le deuxième terme vaut 1 après calcul et on a la formule pratique :

�̂ = 1� 6

n(n2 � 1)

nX
i=1

D2
i : (1.5)
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Chapitre 1. Variables quantitatives : mesure de corrélation et tests d�indépendance

Remarque 1.2.1 En cas d�exaequo (égalité) dans les données, la moyenne des rangs

est calculée.

1.2.2 Test de signi�cativité du coe¢ cient de Spearman

Modèle :

Soit un échantillon aléatoire et indépendant (i.i.d) de taille n, noté (X1; Y1); :::; (Xn; Yn),

tiré d�une distribution bidimensionnelle (X; Y ).

Hypothèses : 8><>: H0 : �̂ = 0:

H1 : �̂ 6= 0:

Statistique du test :

Le coe¢ cient de corrélation de Spearman � sert de statistique de test pour évaluer

la dépendance entre X et Y . Il est calculé par la formule suivante :

T =
�̂q
1��̂2
n�2

=
�̂
p
n� 2p
1� �̂2

:

La statistique du test T suit une loi de Student à (n� 2) degrés de liberté.

Région critique : la région critique du test au risque � (généralement � = 0; 05 ou

� = 0; 01) s�écrit :

jT j � t1��
2
(n� 2);

où t1��
2
(n� 2) est le quantile d�ordre 1� �

2
de la loi de Student à (n� 2)degrés de

liberté. Il s�agit d�un test bilatéral.
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Chapitre 1. Variables quantitatives : mesure de corrélation et tests d�indépendance

Décision :

� Si jT j > t1��
2
(n� 2), on rejette H0 au risque d�erreur �.

� Sinon, on ne rejette pasH0 et on ne peut pas conclure queX et Y sont dépendants.

1.2.3 Exemple

Une étude a été réalisée pour examiner la relation entre le nombre d�heures d�exercice

par semaine (X) et le niveau de forme physique (en poids) (Y ) pour un groupe de

personnes. Les données pour 5 personnes sont présentées dans la table 1.2

Heures d�exercice par semaine (heures) X 1 3 5 2 4

Niveau de condition physique (points) Y 50 52 65 57 70

ri = rang(xi) 1 3 5 2 4

si = rang(yi) 1 2 4 3 5

Di = ri � si 0 1 1 �1 �1

D2i 0 1 1 1 1

Tab. 1.2 �Table présente les heures d�exercice par semaine et le niveau de condition

physique

� Etape 1 : Premièrement on calcule le coe¢ cient de corrélation de Spearman �̂

entre X et Y . par la formule 1.5 et on obtient :

�̂ = 1� 6 � 4
5(25� 1) = 0:8:

� Etape 2 : Après, le calcul de �̂ entre X et Y: On teste sa signi�cativité au risque

� = 5% où n = 5, et �̂ = 0:8:

Hypothèses :8><>: H0 : le NH d�exercice par semaine et le niveau de forme physique sont indépendants.

H1 : le NH d�exercice par semaine et le niveau de forme physique sont dépendants.
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Où le NH est le nombre d�heures.

� Statistique du test : sous l�hypothèse nulle et par la formule 1.2.2 on obtient :

t =
0:8
p
5� 2p

1� 0:82
= 2: 309 4:

�Degré de liberté : égale à :

ddl = 5� 2 = 3:

donc le quantile d�ordre 1� �
2
(n�2) de la loi de Student égale à t0:975(3) = 3:182:

� Etape 3 : Décision : on compare la valeur de t avec t0:975(3); on observe que :

t = 2: 309 4 < t1��
2
(n� 2) = t0:975(3) = 3:182:

Alors on accepte l�hypothèse H0, c�est à dire il n�existe pas une relation entre le

nombre d�heures d�exercice par semaine (X) et le niveau de forme physique (en

poids) d�heures de sommeil et la performance académique des étudiants.
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Application sous R :

x <- c(1,3,5,2,4)

y <- c(50,52,65,57,70)

cor(x,y,method="spearman")

[1] 0.8

cor.test(x,y,method="spearman")

Spearman�s rank correlation rho

data : x and y

S = 4, p-value = 0.1333

alternative hypothesis : true rho is not equal to 0

sample estimates :

rho

0.8

Commentaire : On remarque que p-value = 0:1333 > � = 0:05: Alors on accepte

l�hypothèse H0:

1.3 Coe¢ cient de corrélation � de Kendall

Le tau de Kendall est dé�ni pour mesurer la liaison non linéaire entre deux variables.

Il donne une mesure de la corrélation entre les rangs des observations. On peut expri-

mer le tau de Kendall de deux manières di¤érentes, soit en fonction des observations,

ou en fonction de la concordance.

Dé�nition 1.3.1 Soit (X1; Y1) un vecteur aléatoire et (X2; Y2)un vecteur indépen-

dant mais de même loi que (X1; Y1). Le tau de Kendall noté � est dé�nit par :

�XY = P [(X1 �X2)(Y1 � Y2) > 0]� P [(X1 �X2)(Y1 � Y2) < 0];

= 2P [(X1 �X2)(Y1 � Y2) > 0]� 1:
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1.3.1 Estimation du coe¢ cient de corrélation de Kendall

Dé�nition 1.3.2 Le tau de Kendall empirique noté � est dé�nit par :

�̂ :=
(nc � nd)

N
=
(nc � nd)
1
2
n(n� 1)

; � 2 [�1; 1];

où :

nc : est le nombre de paires concordantes,

nd : est le nombre de paires discordantes,

N : est le nombre total de paires.

Interprétation :

Comme la valeur � est comprise entre �1 et 1 nous avons les interprétations sui-

vantes :

� Si tous les paires sont concordantes, alors � = 1.

� Si les deux classements de paires sont totalement indépendants, alors � = 0.

� Si tous les paires sont discordantes, alors � = �1.

1.3.2 Coe¢ cient de Kendall tau b (�b) :

Le coe¢ cient de Kendall � est utilisé pour mesurer la concordance entre les rangs des

observations de deux variables. Bien qu�utile dans de nombreux cas, ce coe¢ cient

peut être perturbé par la présence d�ex-aequo (égalité des rangs) dans les données.

Pour améliorer la précision du coe¢ cient de Kendall en cas d�ex-aequo, Pablo Kendall

lui-même a proposé le coe¢ cient de Kendall corrigé (�b). Ce variant prend en compte

le nombre d�observations répétées (ex-aequo) dans chaque catégorie des variables.

17



Chapitre 1. Variables quantitatives : mesure de corrélation et tests d�indépendance

Formule du coe¢ cient de Kendall corrigé : dé�nie par :

�b =
(nc � nd)
N� ;

où :

N� : est un coe¢ cient de correction calculé selon la formule suivante :

N� =

r
(
n(n� 1)

2
� T )(n(n� 1)

2
� U);

où

T =
1

2

nX
i=1

ti(ti � 1);

et

U =
1

2

nX
i=1

ui(ui � 1);

où :

ti : c�est le nombre de sujet constituent la i�eme classe d�éx-aequos de X:

ui : c�est le nombre de sujet constituent la i�eme classe d�éx-aequos de Y:

1.3.3 Test de signi�cativité du coe¢ cient de Kendall

Modèle :

Soit (X1; Y1); :::; (Xn; Yn) un échantillon aléatoire et indépendant (i.i.d) de taille n,

tiré d�une distribution bidimensionnelle (X; Y ).

Hypothèses :

8><>: H0 : � = 0, ce qui signi�e qu�il n�ya pas de concordance entre les variables X et Y:

H1 : � 6= 0, ce qui signi�e qu�il existe une concordance entre les variables X et Y:
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Statistique du test : elle est dé�nie par :

U =
�̂q

2(2n+5)
9n(n�1)

= 3�̂

s
n(n� 1)
2(2n+ 5)

:

Sous l�hypothèse nulle H0, la statistique U de Kendall suit une loi normale centrée

et réduite.

Région critique :

La région critique du test au risque � (généralement � = 0; 05 ou � = 0; 01) est

dé�nie par :

jU j > u1��
2
;

où u1��
2
est le quantile d�ordre 1� �

2
de la distribution normale standard.

Décision :

� Si jU j > u1��
2
, on rejette H0 au risque � et on conclut qu�il existe une concordance

signi�cative entre les variables X et Y .

� Si jU j < u1��
2
, on accepte H0 et on ne peut pas conclure qu�il existe une concor-

dance signi�cative entre les variables X et Y .

1.3.4 Exemple

Nous avons les valeurs indiquées dans le tableau suivant :

X 10 14 16 11 13 17 12 15 19

Y 63 75 57 81 54 60 34 64 58

Tab. 1.3 �Données ordinales distinctes
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Existe-t-il une corrélation statistiquement signi�cative entre les deux variables

X et Y ?

Solution :

� Etape 1 : Premièrement on calcule le coe¢ cient de corrélation de kendall �̂ entre

X et Y . par la formule 1.3.2 et on a :

nc = 16; nd = 20; n = 9:

�̂ =
(16� 20)
1
2
� 9(9� 1)

= �0:111 11:

� Etape 2 : Après, le calcul de �̂ entre X et Y: On teste sa signi�cativité au risque

� = 5% où n = 9, et �̂ = �0:111 11:

�Hypothèses :

8><>: H0 : il n�y a pas une relation entre X et Y:

H1 : il y a une relation entre X et Y:

� Statistique du test : sous l�hypothèse nulle et par la formule 1.3.3 on obtient :

u = 3 � (�0:111 11) �
s

9 � 8
2(2 � 9 + 5) = �0:417 02:

�Valeur critique : la valeur critique est le quantile d�ordre 1 � �
2
de la distri-

bution normale standard. égale à u0:975 = 1:96:

� Etape 3 Décision : on compare la valeur de juj avec u0:975; on observe que :

juj = 0:417 02 < u1��
2
= u0:975 = 1:96:

Alors on accepte H0, et nous concluons qu�il n�y a pas de corrélation signi�cative

entre X et Y:
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Application sous R :

x <- c(10,14,16,11,13,17,12,15,19)

y <- c(63,75,57,81,54,60,34,64,58)

cor(x,y,method="kendall")

[1] -0.1111111

cor.test(x,y,method="kendall")

Kendall�s rank correlation tau

data : x and y

T = 16, p-value = 0.7614

alternative hypothesis : true rho is not equal to 0

sample estimates :

tau

-0.1111111

Commentaire : On remarque que p-value = 0:7614 > � = 0:05: Alors on accepte

l�hypothèse H0:

1.3.5 Relation avec le � de Spearman et Le � de Kendall

Le � de Kendall et le � de Spearman sont des mesures utilisées pour la caractérisation

d�une liaison non linéaire, mais la seule di¤érenciation entre les deux coe¢ cients est

que le � de Kendall peut considérer comme une probabilité et le � de Spearman

s�interprété comme une proportion de variance expliquée.

Il y a cependant une relation entre les valeurs de ces deux coe¢ cients. En e¤et,

�1 � 3� � 2� � 1;

et lorsque n est assez grand, et � , � pas trop proches de 1 :
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� =
3

2
�:

Finalement, si (X;Y ) suit une loi normale bivariée, alors

� =
2

�
arcsin �:

22



Chapitre 2

Variables qualitatives : tests

d�indépendance

Dans ce chapitre, nous concentrerons sur l�étude des variables qualitatives en abor-

dant trois tests statistiques importants :

Le coe¢ cient phi (�) de Pearson : Ce coe¢ cient mesure la force et la direction de

l�association entre deux variables qualitatives nominales à deux catégories.

Le test du khi-deux : Ce test permet de déterminer s�il existe une association statis-

tique entre deux variables qualitatives nominales.

Le test exact de Fisher : Ce test est utilisé lorsque le nombre total d�observations est

petit et que le test du khi-deux n�est pas approprié.

2.1 Coe¢ cient Phi de Pearson

Développé par Karl Pearson en 1900, le coe¢ cient phi (�) de Pearson, également

appelé coe¢ cient de contingence des moindres carrés, est une approche non paramé-

trique consistant à fournir une mesure d�association entre deux variables qualitatives

binaires X et Y .

23



Chapitre 2. Variables qualitatives : test d�indépendance.

2.1.1 Calcul du coe¢ cient Phi de Pearson

Le coe¢ cient Phi de Pearson est calculé à l�aide de la formule suivante :

� =
ad� bcp

(a+ b)(c+ d)(a+ c)(b+ d)
;

où a, b, c et d représentent les e¤ectifs observés dans le tableau de contingence 2�2,

comme l�indique le tableau 2.1 :

Y vs X 1 0

1 a b

0 c d

Tab. 2.1 �Tableau de contingence

Le coe¢ cient (�) peut être calculé à l�aide de la formule suivante :

� =

r
Qind
N
;

où :

Qind : est la statistique du khi-deux.

N : est le nombre total d�observations.

Interprétation du coe¢ cient Phi (�)

� Le coe¢ cient (�) varie entre �1 et 1.

� Plus le coe¢ cient Phi est proche de �1 ou 1, plus l�association entre les variables

est forte.

� Si � = 0 indique une situation d�indépendance.
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Propriétés 2.1.1 � Le coe¢ cient � est similaire au coe¢ cient de corrélation de

Pearson dans son interprétation.

� Le coe¢ cient � ne suppose pas une distribution normale des données.

� Le coe¢ cient � est principalement utilisé avec des données qualitatives binaires.

Exemple 2.1.1 Supposons que nous voulions étudier la relation entre le sexe de

l�étudiant (homme ou femme) et sa propension à choisir une spécialité en sciences à

l�université (oui ou non).les données sont données dans le tableau.

Sexe de l�étudiant Oui Non Total

Homme 20 30 50

Femme 30 20 50

Total 50 50 100

Tab. 2.2 �Tableau croisé des fréquences : Sexe de l�étudiant et choix de spécialité

en sciences

où :

Oui : choisir une spécialité en sciences.

Non : Ne choisit pas une spécialité en sciences.

Calcul du coe¢ cient phi de Pearson : À partir de la formule 2.1.1, Nous trou-

vons :

� =
20 � 20� 30 � 30p

(20 + 30)(30 + 20)(20 + 30)(30 + 20)
= �0:2:

Interprétation des résultats :

Un coe¢ cient phi de Pearson � = �0:2 indique une faible association négative entre

le sexe de l�étudiant et sa propension à choisir une spécialisation en sciences.
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2.2 Test d�indépendance du khi-deux

Dé�nition 2.2.1 Le test d�indépendance entre deux variable, ou test du khi-deux

donne la possibilité de véri�er si les données provenant d�un échantillon aléatoire

permettent de conclure à l�indépendance entre deux variables qualitatives dans la

population d�où a été tiré cet échantillon.

2.2.1 Tableau de contingence et tableau de contingence théo-

rique

Les données de ce test sont présentées dans le tableau de contingences

Dé�nition 2.2.2 Une table de contingence est un tableau de comptage croisant les

modalités de 2 variables. Lorsque deux v.a sont discrètes, il est possible de représenter

les résultats d�un échantillon de taille n par un tableau de contingence, comme

l�indique la table 2.3.Pour le tableau de contingence théorique, Posant Tij =
ni:�n:j
n

la fréquence attendue pour les modalités i et j s�il y avait indépendance, comme

l�indique la table 2.4

X nY mod1 ::: mod j ::: Total

mod1 n11 ::: n1j ::: n1:
... ::: :::

...

mod i ni1 ::: nij ::: ni:
... � � � ::: :::

...

Total n:1 ::: n:j ::: n:: = n

Tab. 2.3 �Forme générique d�une table de contingence
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X nY mod1 ::: mod j ::: Total

mod1 n1�n1
n :::

n1�nj
n ::: nx=1

... ::: :::
...

mod i n1�n1
n :::

ni�nj
n ::: nx=i

... ::: :::
...

Total ny=1 ::: ny=j ::: n

Tab. 2.4 � Forme générique d�une table de contingence théorique

Et on a :

nij : le nombre de sujets pour lesquels la v.a X a la modalité i et la v.a Y a la

modalité j:

n : la taille d�échantillon.

ni: : la fréquence de la modalité i de la v.a X.

n:j : la fréquence de la modalité j de la v.a Y:

2.2.2 Condition de l�utilisation de ce test

Le test d�indépendance du khi-deux peut être utilisé dans les situations suivantes :

� Deux variables catégorielles nominales.

� Deux ou plusieurs catégories (modalités) pour chaque variable.

� Indépendance des observations.

� Taille d�échantillon relativement grande et aléatoire.

� Les occurrences attendues doivent être supérieures ou égales à 5:
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2.2.3 Etapes d�un test d�indépendance de khi-deux

On résume ce test dans les étapes suivantes :

1. Etape 1 : Hypothèses :

L�hypothèse nulle (H0) et l�hypothèse alternative (H1) du test d�indépendance

du khi-deux peuvent être exprimées de la manière suivante :

8><>: H0 : X et Y sont indépendants.

H1 : X et Y sont dépendants.

2. Etape 02 : Statistique du test :

La statistique du test khi-deux d�indépendance est calculée en comparant les

e¤ectifs observés (fréquences) aux e¤ectifs théoriques (attendus) sous l�hypo-

thèse d�indépendance. La formule de la statistique du test est la suivante :

Qind =
kX
i=1

mX
j=1

(nij � Tij)2
Tij

;

où :

nij : est l�e¤ectif observé pour la modalité i de X et la modalité j de Y .

Tij : est l�e¤ectif théorique (attendu) pour la modalité i de X et la modalité j

de Y sous l�hypothèse d�indépendance.

3. Etape 03 : Valeur critique :

La valeur critique pour le test d�indépendance du khi-deux est obtenue à partir

d�une table de distribution du khi-deux, en fonction du nombre de degrés de

liberté � et du niveau de signi�cation �. Le nombre de degrés de liberté pour

le test d�indépendance du khi-deux est calculé par la formule suivante :

� = (k � 1)(m� 1);
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où :

k : est le nombre de modalités de la variable X.

m : est le nombre de modalités de la variable Y .

donc la valeur critique ce test est le fractile d�ordre (1 � �) et de degrés de

liberté � = (k � 1)(m� 1). Noté �2�;(1��)

�2�;(1��) = �
2
(k�1)(m�1);(1��);

et la région critique est :

Qind > �
2
�;(1��):

4. Etape 04 : Décision : Pour rejeter l�hypothèse H0 ou l�accepter en suivant

la règle suivante :

� Si la valeur calculée du �2 est supérieure à la valeur critique, c�est à dire si Qind >

�2�(1��) alors on rejette l�hypothèse nulle H0 et on conclut que les deux variables

sont dépendantes.

� Sinon, on ne rejette pas H0 et on ne peut pas conclure que les variables sont

dépendantes.

2.2.4 Exemple

Les données suivantes dans les tableaux 2.5 représente le suivi des Algériens de

l�actualité Corona via les pages Facebook par sexe et niveau d�éducation.
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Fig. 2.1 �Résultats du test de d�indépendance de khi-deux en R

Homme femme Total

Niveau moyen 5 5 10

Niveau secondaire 6 5 11

Niveau universitaire 15 17 32

Éducation supérieur 77 90 167

Total 103 117 220

Tab. 2.5 �Table présente le suivi des Algériens de l�actualité Corona via les pages

Facebook par sexe et niveau d�éducation.

Solution :

Application sous R :

Commentaire sur les résultats de l�image :

Test initial :

�2 = 12; 308, ddl = 3, p-value = 0; 006399
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Décision : On a p-value = 0; 006399 < 0:05 alors on rejette l�hypothèse H0 et

qu�il existe une association signi�cative entre le sexe de l�individu et son niveau

d�éducation.

Avertissement : Approximation du khi-deux potentiellement incorrecte due à un

petit nombre d�observations dans certaines cellules.

� Le test ne remplissait pas l�une des conditions du test Khi-deux.

Test après fusion du niveau d�enseignement supérieur :

�2 = 101:77, ddl = 2, p-value < 2; 2e� 16

Décision : Forte association signi�cative entre le sexe et le niveau d�éducation (p-

value < 0:05).

Remarque 2.2.1 Toutes les conditions du Khi-deux doivent être véri�ées avant sa

mise en �uvre.

2.3 Test exact de Fisher

Développé par Ronald Aylmer Fisher en 1922, le test exact de Fisher s�impose comme

une méthode statistique rigoureuse pour évaluer l�indépendance entre deux variables

catégorielles binaires. Il constitue une alternative robuste au test du khi-deux, par-

ticulièrement pertinent lorsque les conditions d�utilisation de ce dernier ne sont pas

réunies.

Dé�nition 2.3.1 Le test exact de Fisher vise à évaluer s�il existe une association

entre deux variables catégorielles en comparant la probabilité observée de la distri-

bution des fréquences dans le tableau de contingence à la probabilité attendue sous

l�hypothèse d�indépendance entre les variables.

Le tableau de contingence présente les e¤ectifs observés pour chaque combinaison

des niveaux des deux variables catégorielles X et Y :
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Y vs X 1 0

1 a b

0 c d

Tab. 2.6 �Tableau des e¤ectifs croisés de X et Y

2.3.1 Conditions pour réaliser test exact de Fisher

Le test exact de Fisher est particulièrement adapté aux situations suivantes :

Petits e¤ectifs : Lorsque les e¤ectifs des échantillons sont réduits, ne permettant

pas l�utilisation du test du khi-deux.

Tableaux déséquilibrés : Lorsque la distribution des fréquences dans le tableau

de contingence est déséquilibrée, le test exact de Fisher o¤re une meilleure précision

que le test du khi-deux.

Conditions du test du khi-deux non remplies : De manière générale, le test

exact de Fisher peut être utilisé comme alternative au test du khi-deux dans toute

situation où les conditions d�utilisation de ce dernier ne sont pas respectées.

2.3.2 Réalisation du test exact de Fisher

L�idée du test exact de Fisher consiste à comparer la distribution observée avec

l�ensemble des combinaisons possibles issues d�une distribution aléatoire. Le test

exact de Fisher est initialement développé pour les tableaux de taille 2� 2, mais sa

version étendue sera abordée ultérieurement.

Formule générale du test exact de Fisher :

On se retrouve donc dans le cadre d�une distribution hypergéométrique et la formule
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générale pour la statistique du test exact de Fisher est donnée par :

p0 =
(a+ b)!(c+ d)!(a+ c)!(b+ d)!

a!b!c!d!n!
:

Calcul de la valeur p :

La valeur p du test exact de Fisher est calculée à l�aide de logiciels statistiques

spécialisés, car le processus de calcul implique des équations complexes basées sur

les distributions de probabilité. Ces logiciels fournissent directement la valeur p après

l�entrée des données du tableau de contingence.

Interprétation de la valeur p

� Si p-value < 0:05 : rejeter l�hypothèse nulle H0 (indépendance des variables).

� Si p-value > 0:05 : ne pas rejeter l�hypothèse nulle H0.

2.3.3 Exemple

Nous voulons déterminer s�il existe une association statistiquement signi�cative entre

le tabagisme et le fait d�être un athlète professionnel. Fumer ne peut être que « oui

» ou « non » et être un athlète professionnel ne peut être « oui » ou « non » .

Les deux variables d�intérêt sont les variables qualitatives et nous avons collecté des

données sur 14 personnes.
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Solution :

Application sous R :

Fig. 2.2 �Résultats du test exact de Fisher en R

Décision : D�après l�image que nous avons on a :

p-value= 0:02098 < 0:05, rejeter l�hypothèse nulle signi�e qu�il existe une relation

signi�cative entre les deux variables catégoriques (habitudes de fumer et être athlète

ou non).
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Conclusion

En conclusion, ce mémoire nous a conduits dans un voyage fascinant à travers le

monde des tests d�indépendance, ces outils statistiques puissants qui permettent aux

chercheurs de plonger dans les profondeurs des relations et des associations entre

deux variables.

En explorant certains des tests d�indépendance les plus courants, tels que les tests

de corrélation (Pearson, Spearman, Kendall) et les tests d�indépendance (khi-deux,

exact de Fisher), nous avons pu mettre en lumière leurs applications pratiques

dans divers domaines scienti�ques, allant des sciences sociales et psychologiques aux

sciences médicales.

Cependant, notre voyage dans le monde des tests d�indépendance ne s�arrête pas

là. Il existe encore de nombreux tests avancés à explorer et d�autres applications

pratiques à découvrir.

En e¤et, ces dernières années, nous avons assisté à l�émergence de nombreux tests

de pointe qui o¤rent des solutions plus précises et plus puissantes pour mesurer

l�association entre les variables, en particulier face à la complexité et aux diversités

croissantes des données.

Parmi ces tests, on peut citer :

Le test de Cramer�s V : Il est utilisé pour mesurer l�association entre deux variables

qualitatives lorsque le nombre de catégories de l�une des variables est faible.
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Le test de Goodman�s Lambda : Il o¤re une alternative au test du khi-deux pour

comparer des proportions multiples dans les tableaux de fréquences.

Le test de Tau-c : Il mesure l�association entre deux variables ordinales en tenant

compte des égalités entre les valeurs.

Les développements ne se sont pas limités à de nouveaux tests, mais nous avons

également constaté une expansion notable des applications des tests d�indépendance.

Ils ont été appliqués avec succès dans de nouveaux domaines scienti�ques, tels que :

La science des données : Pour comprendre les relations entre les caractéristiques des

données et extraire des connaissances d�ensembles de données massifs.

L�analyse �nancière : Pour évaluer les risques d�investissement et prendre des déci-

sions �nancières éclairées.

L�intelligence arti�cielle : Pour développer des systèmes intelligents capables d�ap-

prendre à partir des données, d�identi�er des modèles et de prédire le comportement.

Mais le voyage de découverte ne s�arrête pas là. Avec l�évolution des méthodes sta-

tistiques et l�accumulation de connaissances scienti�ques, de nouveaux tests sophis-

tiqués et leurs applications innovantes apparaîtront sans aucun doute à l�avenir.
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Annexe A : Logiciel R

2.4 Qu�est-ce-que le langage R?

� Le langageR est un langage de programmation et un environnement mathématique

utilisés pour le traitement de données. Il permet de faire des analyses statistiques

aussi bien simples que complexes comme des modèles linéaires ou non-linéaires, des

tests d�hypothèse, de la modélisation de séries chronologiques, de la classi�cation,

etc. Il dispose également de nombreuses fonctions graphiques très utiles et de qualité

professionnelle.

�R a été créé par Ross Ihaka et Robert Gentleman en 1993 à l�Université d�Auckland,

Nouvelle Zélande, et est maintenant développé par la R Développement Core Team.

L�origine du nom du langage provient, d�une part, des initiales des prénoms des deux

auteurs (Ross Ihaka et Robert Gentleman) et, d�autre part, d�un jeu de mots sur le

nom du langage S auquel il est apparenté.

entleman) et, d�autre part, d�un jeu de mots sur le nom du langage S auquel il est

apparenté.

Calcul des coe¢ cients de corrélation et des tests d�hypothèse dans R :

R fournit des fonctions dédiées au calcul des coe¢ cients de corrélation et à la réali-

sation de tests d�hypothèse, telles que :

cor() : Calcul du coe¢ cient de corrélation (Pearson, Kendall ou Spearman) pour
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quanti�er la force et la direction de la relation entre deux variables numériques.

cor.test() : E¤ectue un test d�hypothèse pour déterminer si la corrélation observée

entre deux variables est statistiquement signi�cative.

chisq.test() : Réalise le test du chi-carré pour évaluer l�association entre deux va-

riables catégorielles.

�sher.test() : O¤re une alternative au test du chi-carré lorsque les e¤ectifs dans les

catégories du tableau sont petits.
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Annexe B : Abréviations et

Notations

Les di¤érentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont

expliquées ci-dessous :

E(:) : Espérance mathématique:

V (:) : Variance mathématique.

Cov(X; Y ) : Covariance mathématique du couple (X; Y ).

�x; y : Moyenne empirique de X et Y respectivement.

�X , �Y : Écart-type de X et Y respectivement.

R : Le coe¢ cient de corrélation de Pearson.

R̂ : Estimateur de R:

H0 : Hypothèse nulle.

H1 : Hypothèse alternative.

� : Risque d�erreur.

iid : Indépendantes et identiquement distribuées.

ddl : Degré de liberté.

T : Statistique.

� : Le coe¢ cient de corrélation de Spearman.

�̂ : Le coe¢ cient de corrélation empirique de Spearman.

ri; si : Rang des observations de X et Y respectivement.
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r, s : Moyenne de rang des observations de X et Y respectivement.

Di : Di¤érence entre les rangs des observations de X et Y .

� : Le coe¢ cient de corrélation de Kendall.

�̂ : Le coe¢ cient de corrélation empirique de Kendall.

�b : Le coe¢ cient de Kendall corrigé.

U : Statistique du test de Kendall.

� : Le coe¢ cient Phi de Pearson.

Qind : La statistique du test khi-deux d�indépendance.

v:a : Variable aléatoire.

Tij : L�e¤ectif théorique.

� : Degrés de liberté pour le test d�indépendance du khi-deux.

p0 : La statistique du test exact de Fisher.
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Annexe C : Table de la loi Student

Table de la loi Student
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Annexe D : Table de la loi normale

centrée et réduite

Table de la loi normale centrée et réduite

44



Annexe E : Table de la loi du

khi-deux

Table de la loi du �2

45



 

  ملخصال

وتتنوع ھذه الاختبارات . ستخدم لتقییم وجود ارتباط أو علاقة بین متغیرینت جوھریةاختبارات الاستقلال أدوات إحصائیة  تعد
لتشمل اختبار كاي تربیع، اختبار فیشر الدقیق، اختبار بیرسون، اختبار سبیرمان، واختبار كیندال، ولكل منھا خصائص 

تلُعب ھذه الاختبارات دورًا ھامًا في مجالات علمیة متعددة، مثل علم . )كمیة أو نوعیة(طبیعة المتغیراتوتطبیقات ممیزة حسب 
  .الاجتماع، علم النفس، الطب، الاقتصاد، والتسویق

رفة تمُكّن ھذه الاختبارات الباحثین من تحلیل البیانات بدقة وموثوقیة، واستخلاص نتائج ذات صلة، ممّا یسُاھم في تقدم المع
 .العلمیة

 إحصائیة ،الفرضیات،المتغیر النوعي،المتغیر الكمي،اختبار الاستقلالیة ،معامل الارتباط ،الارتباط  :المفتاحیةالكلمات 
  .درجة الحریة،القرار ،الاختبار

Résumé  

Les tests d'indépendance sont des outils statistiques essentiels utilisés pour évaluer l'existence 
d'une association ou d'une relation entre deux variables. Ces tests comprennent le test du khi-
deux, le test exact de Fisher, le test de Pearson, le test de Spearman et le test de Kendall, chacun 
ayant ses propres caractéristiques et applications en fonction de la nature des variables 
(quantitative ou qualitative). Ils jouent un rôle crucial dans divers domaines scientifiques tels que 
la sociologie, la psychologie, la médecine, l'économie et le marketing. 

Ces tests permettent aux chercheurs d'analyser les données avec précision et fiabilité, d'extraire 
des conclusions pertinentes et de contribuer ainsi à l'avancement des connaissances scientifiques. 

Mots clés: corrélation, coefficient de corrélation, test d’indépendance, variable quantitative, 
variable qualitative, statistiques de test, hypothèses, décision, degré de liberté.  

Abstract 

Independence tests are essential statistical tools used to assess the existence of an association or 
relationship between two variables. These tests include the chi-square test, Fisher's exact test, 
Pearson's test, Spearman's test, and Kendall's tau test, each with its own characteristics and 
applications depending on the nature of the variables(quantitative or qualitative). They play a 
crucial role in various scientific fields such as sociology, psychology, medicine, economics, and 
marketing. 

 These tests allow researchers to analyze the data accurately and reliably, to extract relevant 
conclusions and thus contribute to the advancement of scientific knowledge. 

 Key words : correlation, correlation coefficient, independence test, quantitative variable, 
qualitative variable, test statistics, hypotheses, decision, degree of freedom. 

 

 


