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Introduction

quations différentielles doublements stochastiques rétrogrades (notée EDDSR) sont
Edes nouveaux formes d’équations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR)
fondé par E.Pardoux et S.Peng [5] en 1994, ces équations impliquent & la fois un intégrale
stochastique d’It6 progressive par rapport & dW; et un intégrale d’It6 rétrograde par rapport

a dBy, et ont écrites sous la forme suivante :
T T (_ T
Y =§+/ f(S,Y;,Zs)dS+/ 9(s,Ys, Zs)d B —/ ZsdWs, 0<t<T
t t t

ou € L2(Q, Fr,P,RF) est une condition terminale.

Ils ont prouvé 'existence et 'unicité des solutions sous la condition de Lipschitz. Dans notre
travail on va concentrer sur I’étude de l'existence et 'unicité des solutions des équations
différentielles doublements stochastiques rétrogrades (EDDSR) dans le cas Lipschitz, plus
précisément, on va démontrer sous quelles conditions une EDDSR posséde une solution unique

et continue sur un intervalle donné.
On a diviser ce travaille en 3 chapitres :
Chapitre 01 : Initiation des processus stochastiques

Dans ce chapitre, on va présenter les concepts fondamentaux des processus stochastiques,
) . . . .
qu’on a besoin dans la suite de ce mémoire comme les processus stochastique, Mouvement

Brownien, EDS,...etc.

Chapitre 02 : Equations différentielles stochastiques rétrogrades



Introduction

Dans ce chapitre on va introduire la notion d’équations différentielles stochastiques rétro-
grades (EDSR), et présenter le résultat d’existence et d’unicité des solutions dans le cas
Lipschitz, voir [1].

Chapitre 03 : Equations différentielles doublements stochastiques rétrogrades
Dans ce chapitre on va introduire la notion d’équations différentielles doublement stochas-
tiques rétrogrades (EDDSR), et on va présenter le résultat d’existence et d’unicité des solu-

tions dans le cas Lipschitz, voir [5].



Chapitre 1

Initiation des processus stochastiques

Dans ce chapitre, on va présenter les concepts fondamentaux des processus stochas-

tiques, qu’on a besoin, et on a utilisé les références suivant [11, 2, [3] [4].

1.1 Rappel

1.1.1 Tribu

Définition 1.1.1 (Tribu) Soit Q un ensemble non vide est F une classe de partie de §2, on
dit que F est une tribu sur  si :

1. Qe F.

2. SiAe F= Ac F.

3. Si(Ay), € F = gNAn eF.

Définition 1.1.2 (Tribu engendrée) Soit A € P() on appelle tribu engendrée par A

Uintersection de toutes les tribus contenant A, notée o(A).
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1.1.2 Espace probabilité

Définition 1.1.3 Soit 2 un ensemble muni d’une tribu F, on appelle probabilité toutes ap-
plication P de F dans [0, 1], vérifiant :

1. P(Q) =1.

2. St (Ay) est une suite d’éléments de F deux & deux incompatibles (ie : A;NA; = ¢ si

i #j), alors
P(U A,) =Y P(A,).

neN
neN

Le triplet (2, F,P) est appelé espace de probabilité (ot espace probabilisé).

Propriétés 1.1.1 Soient (2, F,P) un espace de probabilité, A et B deuz événements quel-

conque (ie : A,B € F ), alors :

3. P(B) =P(AN B)+P(AN B), alors P(AN B) = P(B) — P(AN B).

4. P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).

1.1.3 Espérance conditionnelle

Définition 1.1.4 Soit X € LY(Q,F,P) et G une sous tribu de F, on définit ['espérance

conditionnelle de X sachant G, l'unique variable aléatoire G—mesurable sur € tel que :
/Xd]P :/E(X | G)dP,VA € G.
A A

Propriétés 1.1.2 Soient (2, F,P) un espace de probabilité donné, G une sous tribu de F,
et X etY deux v.a définie sur (2, F,P)

1. Va,b € R, E(aX +bY | G) =aB(X | G) + bE(Y | G) (linéairité).

4



Chapitre 1. Initiation des processus stochastiques

2. X <Y alors B(X|G) <E(Y | G) (croissance).

3. Si X est G—mesurable, alors B(X | G) =X.

4. SiY est G—mesurable, alors B(XY | G) =YE(X | G).
5. BE(X | G)) =E(X).

6. Si X est indépendante de G, alors E(X | G) =E(X).

7. St X une v.a telle que X € LP(Q, F,P), ¥Vp > 1, alors :
IBX | Doz < N X N oo,7p) -
8. S1G et 'H sont deux tribu telle que H C G, alors :
BEX | H)|G) = EEX]G) | H) =B(X|H).
9. Si ¢ est une application convexe et mesurable,

E(o(X) | G) >o(B(X| G)) Inégalité de Jansen.

1.2 Processus stochastique

Définition 1.2.1 (Processus stochastique) Un processus stochastique est une famille de

variable aléatoire { X}, p ~ définie sur (2, F, ()i, P)
Xt:X(w,t)ZQXR+—>R, VtER_,_,

X, est une variable aléatoire dépend d’un paramétre t.
e5i on fizre t,w — X;(w),Yw € Q est une variable aléatoire & valeur dans R.

eSi on fire w,t — X;(w),Vt € R est appelé trajectoire.



Chapitre 1. Initiation des processus stochastiques

Définition 1.2.2 (Processus indistinguable) Soit X = (X;)icr, €t Y = (Yy)icr, deux
processus stochastique dans (Q, F,P) les processus X et'Y soit dit indistinguable si et seule-

ment St :

P(X, =Y, t €R,) =1

Définition 1.2.3 (Modification) Soit X = (Xi)er,, et Y = (Y})ier, deux processus sto-

chastique dans (2, F,P) les processus X et'Y sont dit modification l'un de l'autre si :

P(X,=Y,) =1, VteR,.

Définition 1.2.4 (Processus mesurable) Le processus X est mesurable si l'application
(t,w) — X;(w) de Ry x Q dans RY est mesurable par rapport aux tribus B(R,) @ F et
B(RY).

Définition 1.2.5 (Processus progressivement mesurable) Un processus X est progres-
sivement mesurable par rapport & {Fi}i>o si, pour tout t > 0, Uapplication (s,w) — Xs(w)

de [0,t] x Q dans R? est mesurable par rapport a B([0,t]) ® F; et B(RY).

Définition 1.2.6 (Processus adapté) Un processus X est adapté par rapport a la filtration

F si pour tout t, X; est F;-mesurable.

Définition 1.2.7 (Processus de Gauss) Un processus X = (X;)icr, est Gaussienne si
toute combinaison linéaire a1 Xy, +as Xy, +. .. apn Xy, suit une loi gaussienne pour tout n € N,

pour tout ty,ts, ..., t, € Ry, et ay,aq,...,a, € R.

1.3 Mouvement Brownien

Définition 1.3.1 (Mouvement Brownien standard) Soit (Q,F,P) un espace de pro-
babilité et B = (Bi)i>0 un processus stochastique, le processus stochastique B est appelé

mouvement Brownien standard si :
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ii) Pour tout 0 < s1 < 59 < -+ < s, < t < 00 la variable aléatoire B, — By est indépendante

de (Bs,, Bs,, ..., Bs,) (accroissements indépendante ).
iii) Pour tout 0 < s <t < 400 on a By — Bs ~ N (0,t — s) (accroissement stationnaires).

iv) Les trajectoires t — Bi(w) sont continues.

Remarque 1.3.1 Le mouvement Brownien B; n’est pas dérivable en aucun point t € R.

Preuve. La démonstration est porté du [Z]. On dit que f est dérivable en xq si :

_ B) —
i 1@ = @) _ oy S@oth) = flwo) e h s o,
T—T0 T — X h—0 h
Biyn—DBi
En effet, pour h >0, la v.a Y = =#— ~ (0, %)
Par conséquent, pour tout M > 0,
By, — B
P{|Y|> M} = P{‘% > M}

= P{|Bysn — By| > MR}

= P{|B,| > Mh} = P{ '% > MVh},

d’on, puisque By/vVh est de loi N(0, 1),

2
P{|Y|> M = eV 2dy,

7,
27 Jiy|>Mmvh

une expression qui tend vers 1 lorsque h tend vers 0, d’ou le résultat, M étant arbitraire. m

Proposition 1.3.1 Soit X = (X;);>0 un processus stochastique tel que toutes les trajectoire

sont continue et tel que Xy = 0, alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) Le processus X est un mouvement Brownien standard.
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ii) Le processus X est un processus Gaussien avec espérance m(t) = 0, est covariance

['(s,t) = min{s, t}.

1.4 Martingale

Soit (2, F, (Fi)t>0, P) un espace probabilité filtré F = (F)ien

Définition 1.4.1 (Martingale a temps continue)

1. Une famille de variable aléatoire (X, t € [0,00[) est une martingale par rapport a la
filtration (F;) si :
a) Vi e N: E|X;| < 0.
b) X est F—adapté (ie Nt € N, X; est F,—mesurable ).
c) E(X: | Fs) = X, Vs < t.

2. X est F—sous martingale si elle vérifié :
a) Vi e N: E|X;| < 0.
b) X est F—adapté (ie Nt € N, X, est Fr—mesurable ).
c) B(X; | Fs) > X, Vs < L.

3. X est F—sur martingale si elle vérifié :
a) Vi e N: E|X;| < 0.
b) X est F—adapté (ie Nt € N, X, est Fr—mesurable ).

c) B(X; | Fs) < X,,Vs < L.
Remarque 1.4.1 Le martingale est a la fois un sous martingale et un sur martingale.

Définition 1.4.2 (Martingale locale) Un processus M adapté caglad est une martingale
locale s’il existe une suite croissante de temps d’arréts T, telle que T,, — oo et (M., ,t > 0)

est une martingale pour tout n.
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1.5 Intégrale stochastique

Définition 1.5.1 (Bon processus) On dit que {0s,t > 0} est un bon processus s’il est

(FB)—adapté, caglad et si :

t
E[/ 0.ds] < 400, pour tout t > 0.
0

1.5.1 Cas des processus étagés

On appelle processus étagés les processus du type :

Pn

= Z eil]tiﬂfiH [(t)
=0

on P,eN, 0=t <t; <...<tp et € LQ(Q,]-", P) on voit immédiatement que 6™ est un
"bon processus" on définit alors :
Py,

It(Q"):/ 07dB, =Y 6:i(Bi,, — By,).
0

=0

On vérifie que Vi # j, B(0,(By,,, — B:,)0;(Bi,,, — By;)) =0,

et que :E(1;(0")) = 0, Var(I,(0")) = fo 0mds)|

1.5.2 Cas générale

Le principe est le méme que pour 'intégrale de wiener, si 6 est un " bon processus" on montre

qu’il existe {6, n > 0} une suite des processus étages telle que :

t 2
E[/ 07— 0," ds] — 0.
0

n—oo

On pose : I,(0) = [} 0,dB,, vt > 0,



Chapitre 1. Initiation des processus stochastiques

par I'indépendance on a :
PVL
i=0

On posant a la limite que E(1;(0)) = 0,

de méme :

Var(1;(0)) = lim var(1,(0")

n—oo

= lim E(L,(6"))°

n—oo

Propriétés 1.5.1 :

e Linéarité : ¥t > 0, a1,as € R et 0',0” des bon processus
It(alel + CL2¢92) = a1[t<¢91) + (Ig[t((92>.
e Propriété des martingales : pour tout "bon processus” 6 les processus
2 t 2
t— [(0) ettt — L,(0) — / 0.ds,
0

sont des (FP)—martingales continue.

o Propriété d’isométrie : pour tout "bon processus”" 6, et tout s,t >0 on a :

E[I,(p)L,(0)] = B| /0 " Oupudu.

10



Chapitre 1. Initiation des processus stochastiques

De plus le processus :

t
IS(SO)[t(e)_/ Hugoudu,
0

est une martingales.

1.6 Processus d’It6

Un processus X est un processus d’Itd si :
t t
X, = a;—l—/ bsds—i—/ 0sdBs, (1.1)
0 0

ol b est un processus adapté tel que fot |bs| ds < 00 p.s, ¥t > 0, et 0 un "bon processus locale"
(ie : caglad, (FP)—adapté et [} o.ds < co,p.s, ¥Vt > 0).

On utilisant la notion sous la forme d’EDS :

dXt = btdt + O'tdBt7
X() =,

Xp : Condition initiale.
b, : Le coefficient de dérivé (drift) du processus.
oy : Le coefficient de diffusion.

On appelle aussi le processus ¢t — x + fot bsds la partie a variation finie du processus X, et

le processus fot 0sdB; est la partie martingale du processus X.

1.6.1 Formule d’Ito6

Soit X un processus d’It6 donnée par la formule (|1.1))

11
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Théoréme 1.6.1 (1ére formule d’It6) Supposons f est de classe C”*, alors

f(X /f dX+/f” )o.ds.

Cette formule s’écrit sous la forme différentielle :
1
df (Xy) = f/(Xe)dXe + §f"(Xt)d<X>t~

Théoréme 1.6.2 (2éme formule d’It6) Soit f est une fonction définie sur Ry x R de

classe C" par rapport o t et de classe C? par rapport & x on a :

t t 2
.x) = 1050+ [ Ssxas+ [ S xpax. g& X)d(X)..

Cette formule s’écrit sous la forme différentielle :

10%f
a 2

9 (¢ Xt + gf

af (t, Xy) = 5

(t, X)dX; + === (t, Xp)d(X);.

Théoréme 1.6.3 (3éme formule d’Ité) Soient X et Y deux processus d’Ito, et f une

fonction de R? — R de classe C? & dérivées bornées on a :

) of of P
F(X0Y0) = F(,y) / (X, V2)dX, +/0 oYY+ / 2L (X, Vd(X),
02]" &f
w5 [ Saeeram s [ v y).

1.7 Equation différentielle stochastique (EDS)

Soit d,m € Nyb: RT x R — R? et 0 : R x R — M,,(R) deux fonction mesurable

bornées (b(z) = {b;(z),1 <i <d} et o(x) = {0;;(),1 <i<d,1 <j<m}).

Définition 1.7.1 Soit z € R? une condition initiale.

12



Chapitre 1. Initiation des processus stochastiques

Une solution de '’EDS :

dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)dBt (12)

XOZIE

est constituée par :

a) Un espace probabilité filtrée (0, F, (Ft)i>0, P).
b) Un (F;)-Mouwvement Brownien B = (B, B, ..., By,) @ valeur dans R™.

c) Un processus X = {Xy,t > 0} continue F;—adapté tel que les intégrales :

t t
/ b(s, Xs)ds, et / o(s, Xs)dBs,
0 0

ont un sens, et tel que [’égalité :

4 t
Xy =x+ / b(s, Xs)ds + / o(s, Xs)dBs. (1.3)
0 0

Théoréme 1.7.1 (Théoréme d’existence) Soitb et o deux fonctions continues on suppose

qu’il existe une constante K telle que, pour tout t € [0,T],x,y € R™ :

1. Condition de Lipschitz :

2. Croissance linéaire :

[b(t, )] * + o (t,2)]* < K(1+ 2] ).

Alors, il existe une unique solution forte de (1.3) ¥Vt > 0 cette solution appartient & Sz, telle
que :

S = {(Xy)o<i<r continue F; — adapté, B( sup |X|?) < oo}
0<t<T

13



Chapitre 1. Initiation des processus stochastiques

1.8 Inégalités et théorémes utile
Cette partie est prendre & partir des références suivante [T, 3.

Théoréme 1.8.1 (Théoréme de représentation des martingales) Soit X un (FP)—martingale
telle que supE(X,) < oo, alors il existe un unique processus prévisible Z tel que E(fg | Z4| 2ds) <

£>0
400, et tel que :

t
Vit € [0,T), X, :X0+/ Z.dB;.
0

Lemme 1.8.1 (Lemme de Gronwall) Soit g : [0,T] — R une fonction continue telle

que, pour tout t,

t
g(t) §a+b/ g(s)ds, a€R b>0.
0

Alors, pour tout t,

g(t) < aexp(bt).

Proposition 1.8.1 (Inégalité de Doob) Si X est une martingale continue,

E(supX,) < 4E(X7).

s<T

Proposition 1.8.2 (Inégalité de Bulkhoder-Davis-Gundy (BDG)) Soit p > 0 un réel.
Il existe deux constantes c, et C), telles que, pour toute martingale locale continue X, nulle

en zéro,

¢, Bl(X, X)5] < Blsup |X|"] < C,B(X, X))

>0

14



Chapitre 2

Equations différentielles stochastiques

rétrogrades (EDSR)

I ‘objectif de ce chapitre est d’introduire la notion d’équations différentielles stochas-
tiques rétrogrades (EDSR), et de présenter le résultat d’existence et d’unicité des

solutions dans le cas Lipschitz, voir [1].

2.1 Formulation du probléme et Estimation des solu-

tions

Considérons un espace probabilisé filtre (€2, F, (F;)i>0, P), € et variable aléatoire Fr—mesurable,
nous cherchons & résoudre 1’équation différentielle suivante :
dY;

Tar
Yy = €.

= f(}g)a te [OaT]

En imposant que, pour tout instant ¢, le processus (Y;);>0 est F-adapté.

Prenons I'exemple le plus simple a savoir f = 0 et Y; = £ qui n’est pas adapté si & n’est pas

15



Chapitre 2. Equations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR)

déterministe la meilleure approximation disons dans L*-adaptée est la martingale Y; = E(¢ |
F).
Si F; est la filtration naturelle d’un mouvement Brownien, le théoréme de représentation des

martingales nous permet de construire un processus Z de carré intégrable et adapté tel que :
t
Y =B( | F)=BQ) + [ ZdW.
0

Un calcule élémentaire montre alors que :

Y, =€~ [ Z,dW,, ie:dY; = — [} Z,dW,

Yr=¢.
On a
t T
K2M0+/&ﬂ% an:E@+/2mm.
0 0
Alors :
t T
Yi—Yr=E(¢) + / ZdWy — B(§) — / ZdW,
0 0
t T
= —/ Z,dW, — / ZdW
0 0
T
= —/ ZdWs,  avec Yp =E&.

t

Donc :
T
Y, =¢&— / ZdW.
t

On a

T
Y, - Yr = —/ ZdWs.
t

16



Chapitre 2. Equations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR)

Alors :

T
(V-V} = —/ Z. AW,
t

—dY; = —Z,dW; avec Yp = £.

On voit donc apparaitre sur I’exemple le plus simple une seconde inconnue qui est le processus

Z dont le role est de rendre le processus Y adapté.

Par conséquent, comme une seconde variable apparait, pour obtenir la plus grande généralité,

on permet & f de dépendre du processus Z, ’équation devient donc :

—d}/t - f(t, }/;g, Zt)dt - thWt

Yy = €.

Notation 2.1.1 Soient (2, F,P) un espace de probabilité complet et W un MB d-dimensionnel
définie sur cet espace. On notera {F;}i>o la filtration naturelle du MB W. Dans notre étude,

nous travaillons avec deux espaces de processus :

oS%(R¥) est I’espace vectoriel formé des processus Y, progressivement mesurable, a valeurs
dans R”, tel que :

2 2
IYllg> = B[ sup Y] ] < oo.
0<t<T

Sj est le sous espace formé par les processus continue.
0M2(RkXd) est l’espace vectoriel formé des processus Z progressivement mesurable & valeurs
dans R¥*? tel que :
2 T 2
1Z]| 2 =B |Z| dt < oc.
0
Si z € Rkxd ||Zt||2 = trace(zz*).

Nous donnons une application aléatoire f définie sur [0,T] x Q x RF x R¥*? ¢ valeurs dans

R* telle que pour tout (y, z) € R¥ x R**4 e processus { f(t,w,y, 2)o<t<r} S0it progressivement

17



Chapitre 2. Equations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR)

mesurable, et une v.a & Fr—mesurable & valeur dans R

Dans ce contexte on veut résoudre ’EDSR suivante :

_d}/;f - f(tv Yt7 Zt)dt - thWta 0 S 13 S T
Yp=¢,

ou sous forme intégrale, on a :

—dY, = f(t,Y,, Z))dt — ZdW,, 0<t<T.

Alors :
T T T
/ —dY, = / f(s,Ys, Zg)ds — / Z . dW,
t tT tT
—(Yr—-Y,) = / f(s,Ys, Zg)ds — / ZdW,, avec Yy =&
tT tT
Y, - Yr = / f(s,Ys, Zg)ds — / ZdW,, avec Yp = &.
t ¢
Donc :

T T
Y, :§+/ f(s,Ys, Zy)ds —/ ZdWs, VYt e [0,T], (2.1)
t t
f: Le générateur de 'EDSR.

¢ @ La condition terminale.

Définition 2.1.1 Une solution de I’EDSR (2.1)est un couple de processus {(Yy, Zi)o<i<r}

vérifiant :

1. Y et Z sont progressivement mesurable & valeurs respectivement dans R* et RF*?,
T 2
2. P—p.s [y {1f(s,Ys, Zs)| + | Zs|| }ds < o0.

3. Ppsona:Y,=¢+ [ f(s,Ys, Z)ds — [ Z,dW, ,¥te[0,T).
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Proposition 2.1.1 Supposons qu’il existe un processus {f:}o<i<r, positif, appartenant a

M (R¥) et une constante positive \ tels que :
V(t,y,2) € [0, T] x R* x R™9 [ f(t,y,2)] < fi + M|yl + [|2[))-

Si{(Yi, Zi)o<i<r} est une solution de 'EDSR (2.1)) telle que Z € M’ (R**4) alors Y appartient
a S,

Preuve. Le résultat se déduit principalement du lemme de Gronwall et du fait que Y est

déterministe. En effet, on a, pour tout ¢ € [0,77,

T T
Yt:§+/ f(s,Ys,Zs)ds—/ Z,dW, t€[0,T]
tO tT 0 T
:§+/ f(s,Ys,Zs)ds—l—/ F(s.Ys, Z)ds — (/ stws+/ stws)
t 0 t 0
T T t t
:§+/ f(s,Ys,Zs)ds—/ ZSdWs—/ f(s,Ys,ZS)der/ Z,dW,
0 0 0 0

t t
:YO—/ f(s,}/;,ZS)d$+/ ZdWs te0,T],
0 0

et par suite, utilisant ’hypothése sur f,

t t
|Y;€| = Yb - / f(S,Y:g,ZS)dS +/ stWs
0 0

t
/stWS
0
¢
/stWS
0
t
/ZSdWS
0

t t
/stws +)\/ v, ds.
0 0

t
/ ZsdW
0

t
<ol +| [ f Y Zds| +
0

[mxw

< |Yo| + ds + sup

0<t<T

t
sua+/kﬁ+Auw+Mwwm+-wp
0 0<t<T

t
< |Yo|+/(fs+>\||zs||)ds+ sup
0

0<t<T

Posons :

t
C:WM+/Qﬂ+MMmM&%wp
0

0<t<T
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Alors :
t
i< can [ vias
0

Par hypothese, Z appartient a M’ (RF*4) et donc, via I'inégalité de Doob,

I3

Alors, le troisiéme terme est de carré intégrable, il en de méme pour {f;}o<i<r, et Yy est

E( sup
0<t<T

sup/HZ | ds) <4supE / | Zs|| ds).

0<t<T

déterministe donc de carré intégrable, il s’en suit que ( est une variable aléatoire de carré

intégrable.Comme Y est un processus continu, le lemme de Gronwall fournit I'inégalité :
Y| < Cexp(At),

telle que ¢ € [0, 77, donc :

E( sup |Y]) < (exp(At).

0<t<T

E( sup [Vi") < B(sup |Vi]) < Cexp(Mt) < oo

0<t<T 0<t<T

qui montre que Y appartient a Sj . n

Lemme 2.1.1 Soit Y € S,(R¥) et Z € M (RF*?), alors { [y Y.Z,dW,,t € [0,T]} est une

martingale uniformément intégrable.

Preuve. Etape01 : OnaY € 83 (RF) et Z € M’ (R sont F,—adapté par définition, alors

["intégrale stochastique X, = fot Y, Z,dW, est F;—adapté.

/

Pour montrer que :

E
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On a par l'inégalité d’Ité isométrique :

2

t
([ram)
0

E

t
_E [/ ||YSZSH2ds] .
0

On aY € S, (RF), alors
¢
B| [ I ds) <
0

et Z € M’ (R¥*9), alors

t
E{ 12" ds| < oo.
0
Donc :
t
B [/ ||YSZS||2ds} < .
0
Ce qui implique que
t
E / Y, Z . dW| < 00.
0

Aprés on va montrer que :

t s
E[ / YuZuqu|fS] = / Yy ZydW,,.
0 0

Par les propriétés des intégrales stochastiques et [’espérance conditionnelle :

t
E { / Y, ZydW, | 7—"8} = 0.

Comme lintégrales stochastique sur [s,t| est indépendant de Fs et a une espérance nulle

donc :

t s t
E {/ Y. Z,,dW, | .7-'5] = / Y. Z, dW, + E {/ Y. Z,,dW, | .7-'5}

0 0 s

= / Y2, dW,.
0
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Alors {fot Y Z,dWs, t € [0,T)} est une martingale.

Etape02 : Pour démontrer que { fot Y Z,dWs,t € [0,T]} est une martingale uniformément

intégrable

on va montrer que :

t
E[ sup /YSZSdVVS < 0.
0<t<T 0
On a :
¢ 2 ¢ , ,
E[ sup /YSZSdWS | = B[ sup / ARAR
0<t<T 0 0<t<T Jo

Alors, l'inégalité de BDG donne :

E[ sup
0<t<T

t
/ Y Z,dW;
0

T
| < B[ sup( / Yol 12 ds)?

0<t<T

T
2
< B[ sup Y| ( / 1Z.I ds)],
0<t<T 0

2 2
et par suite, comme ab < % + % :
t ! S e A
E[ sup / Y Z,dWi|] < e(=E[ sup |Y;| ] —l—E/ ———ds)
0<t<T |Jo 2 Co<i<r 0 2

/ 2 T 2
ScmhwWEH+E/|MMd$
0

0<t<T

Cette derniére quantité est finie par hypothése, d’ou :

E[ sup
0<t<T

t
/ Y, Z,dW,|] < oo.

0

Alors {fot Y Z,dWs, t € [0,T)} est une martingale uniformément intégrable. m
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2.2 Cas Lipschitz (Résultat de Pardoux-Peng)

Dans cette section nous allons montrer un premier résultat d’existence et d’unicité, ce résultat
attribué a E.Pardoux et S.Peng c’est le premier résultat d’existence et d’unicité pour les EDSR

lorsque le générateur est non linéaire.

On a f est définie sur l'intervalle [0,7] x Q x R¥ x R¥*? 3 valeur dans R* (f : [0,T] x Q x
R* x R¥*? — RF)  telle que pour tout (y,2) € R* x R**? le processus {f(t,y, 2)o<i<r} €st

progressivement mesurable, £ est une v.a Fr—mesurable & valeur dans RF.
Voici les hypothéses sous lesquelles nous allons travailler :
Hyphoteése(L)

Il existe une constante \ > 0 telle que P—p.s :

1. Condition de Lipschitz en (y, z) : pour tout t,y,v/, z, Z/,
[ty 2) = fy, 2 < My =9I+ 1z = 2.
2. Condition d’intégrabilité :
2 T 2
Bl + [ 100 ] < .
0

Cas ou f ne dépend ni de y ni de 2 :

On se donne ¢ de carré intégrable, un processus {F; }o<;<r dans M ’ (R¥), et on veut trouver

une solution de 'EDSR :
T T
V=6t / Fds — / Z.dW,, Vte0,T). (2.2)
t t

Lemme 2.2.1 Soient {F,}o<i<r € M’ (R¥) et € € L*(Fr). L’EDSR ([2.2) posséde une unique
solution (Y, Z) telle que Z € M’ (RF*9),
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Preuve. Existence : Supposons dans un premier temps que (Y, Z) soit une solution vérifiant

ZeM (R**4) si on prend l'espérance conditionnelle sachant F;, on a nécessairement :
T T
Yi=EY; | F) = E(§+/ F.dr — / Z.dW, | Fp).
t t

Ona fOT Z,.dW, est un intégrale d’Ito, alors fOT Z,dW,. est martingale (ie : E( ftT Z.dW,) = 0),

puisque F' est de carré intégrable on a alors, pour tout ¢ € [0, 77 :

T t T
Y, = E(f—i—/ F.dr — / F.dr | F) —|—E(/ Z.dW,.)
0 0 t
T t
= E(§+/ F.dr | F) —/ F.dr
0 0
t T
= M, —/ F.dr, avec M; = E(f—i—/ F.dr | F).
0 0
M; est une martingale carré intégrable, d’apres la théoréme de représentation des martingales,
on construit un processus Z appartenant a M (R**?) tel que :
t
M, = M, —1—/ Z.dW,
Ut
Y, = M, — / F.dr
0
t t
Y, = M, +/ Z.dW,. —/ F.dr.
0 0

On vérifiant facilement que (Y, Z) ainsi construit est une solution de 'EDSR étudiée puisque

comme Yy = &

t t T T
Yt—YT:Y;—szOjL/ ZrdWr—/Frdr—(M0+/ ZrdWT—/ F.dr)
0 0 0 0

T t T t
= ( / F.dr — / Fodr) — ( / Z,dW, — / Z.dW,)
0 0 0 0

T T
= / F.dr — / Z dW,, 0<t<T.
t t
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Unicité :

Soient (Y;, Z) et (Y;, Z;) deux solution de 'EDSR [2.2), et v, = Y; — Y}, 2, = Z, — Z, alors :

T T T T
yr =& +/ F.dr — / Z.dW, — & — / F.dr —|—/ Z,.dw,
T v 4 -
— —/ Z,dW, +/ Z. AW, = —/ (Z, — Z))aw,
¢ ¢ ¢

T
= —/ 2. dW,, t€0,T].
t
Nous allons prouver que y = 2z =0 dP X dt —p.son a :

T ¢
Yy = —/ 2z dW, +/ 2. dW,, t€0,T].
0 0

On applique 'inégalité martingale de Doob :

E[ sup |Mi["] < (——)"E[| My "),

0<t<T p—1

on trouve :

E[ sup |y|*] < 4B[|yr|’]
0<t<T

T
< 2/ |2 |” dr < 0.
0

Nous appliquons la formule d’Tt6 & g(y;) = |yt]2 de t 4 T, on obtient :

1

dg(y:) = gl(yt)dyt + 59” (y)d (Yt ye)

2 1 2
dly| = 2ydy, + 2 x B [|2¢]| dt

2
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On applique l'intégrale et comme yr = 0, Alors :

T 5 T T )
/ dy|’ =2 / yody, + / =" dr
t t t

T T ,
0= lul? =2 [ ety + [z dr
t t
ou :
yrdr = _yrzrdWr'

Donc :

T T
g2 = =2 / gy dW, + / Il dr
t t

T T 2
2/ yT‘zT‘dWT = ’yl‘| ? +/ HZT“ dr.
t t

Comme ftT yr2-dW, est un intégrale d’Ito6 donc :

T
]E[/ yr2zpdW,] = 0.
t

Alors :

T
2
Bl + [ Nl ] =0,
¢
Par conséquent on trouve :

lye|2 =0 alors y; = 0 dP — p.s

ftT Iz|” dr] =0, alors z, = 0 dP x dt — p.s.

Alors dP x dt — p.s
Y =Y,

2t = Zy-
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Cas ou f dépend de y et de = :

Théoréme 2.2.1 Sous l’hypothése (L), 'EDSR ([2.1)) posséde une unique solution (Y, Z) telle
que Z € M"(RF*9).

Preuve. Nous utilisons un argument de point fixe dans ’espace de Banach B®. soit 1) une
application de B’ dans lui-méme de sorte que (Y, Z) € B® est solution de 'EDSR si et
seulement si ¢’est un point fixe de 1, pour (U, V') élément de B’, on définit (Y, Z) =y(U,V)
une solution de ’'EDSR :

T T
Yt:§+/ f(r,UT,Vr)dr—/ Z.dW,, 0<t<T.
t t

On pose : F, = f(r,U,,V;) € M’ (R¥),

puisque f est A-Lipschitz, on a :

Fr, U V) = fr, UL VO < AU = U | + |[Ve = V4 )

|

<A U, - U, v, -V,

+>\‘

Soit U, = V. =0, alors :

|f(r, U, Vo)l = [ f(r, 0,0)[ < | f(r, Uy, V) = f(r,0,0)]

S AU+ AV

Donc :

[f(r, Up, Vi)l < f(r, 0, 00U + A V2]l

C’est trois processus sont de carré intégrable, alors par suite nous pouvons appliquer [2.2.1
pour obtenir une unique solution (Y, Z) telle que Z € M’ (RF*9). L’intégrabilité de Z est

obtenue par le Théoréme de représentation des martingales et d’apres Yes,.

Soit (U,,V,) et (U, VYe B et (Y,2)=(U, V), Y . Z)=yU V)

Ty or
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Notons : y=Y =Y et 2 =2 — 7,

on obtient :

dy, = dY, — dY,
= [ f(t, U, V))dt + ZdWy) — [~ f(t, U, V; )dt + Z,dW]
= [~ f(t. U, Vi) + F(t, U, V) dt + (Z, — Z,)dW,
= [—f(t, U, V}) + f(t,U,, V)]dt + zdW,.

2

|

On applique la formule d’It6 & exp(at) |y;| ,on obtient :

d(exp(at) |ye| ) = aexp(at) [y| dt + 2exp(at) |yi| dy, + exp(at)d(ye)

= aexp(at) |yt|2 dt 4+ 2 exp(at) |ys| dy; + exp(at) ||zt||2 dt
— aexp(at) |y| dt +explat) ||z dt
— 2exp(at) [yl [£(t, U, Vi) — (8, U, V)t

+ 2 exp(at) |y;| zedW.

En intégrant entre ¢ et 7', on obtient :

T 2 T 2
[ dtexplan)ln) = [ aexplar) ] dr
t t T ! !
— 2[ eXp<05r) ‘yT’ [(f(T7 UT7 V;”) - f(rﬂ Ur? V;ﬂdr

T T
o / exp(ar) [y zdW, + / exp(ar) ||z )dr.
t t
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Alors :

T T
exp(aT) |yr| — exp(at) |y :/ aexp(ar) |y, dr+/ exp(ar) ||z || dr
¢ ¢
T
~2 [ explan) [ £ Un V) = 0.0V, N
t

T
+ 2/ exp(ar) |y, | z.dW,].
t

Donc :

T
explot) |’ + / exp(ar) |z | dr
2t T
= exp(aT) lyr|” +2 / exp(ar) [y [f (r. Un, Vi) — F(r, UV )ldr
t

T T
— 2/ exp(ar) |y, z.dW,] + exp(aT) |lyr| — / aexp(ar) y,| dr.
t t

Comme f est A—Lipschitzienne et on note u =U —U etv=V —V":

2 T 2 T 2
exp(at) [y +/ exp(ar) ||z | dré/ exp(ar)(=alye[ + 2X [yr] [ur| + 2 |y, | [[or])dr
t t

T
—/ 2 exp(ar)y,z.dW,.
t

2
Pour tout € > 0, on a 2ab < % + 562, et donc 'inégalité précédente donne :

T
2 2
explat) | + / explar) |1z | dr
2

T 2\ T
/ exp(ar)(—a + —) |yr| dr — / 2 exp(ar)y,z.dW,
t

T
+e/ explar)(u " + o )dr

2
Prenant o = % et R, = EftT eXp(Oé7")(\ur|2 + HUrHQ)dT
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donc Vt € [0, 7]

2 T 2 T
exp(at) |y +/ exp(ar) ||z || dr < R. — 2/ exp(ar)y,z,dW,.
t t

Alors :
exp(at) |yt]2 <R.—-2 j;T exp(ar)y,z,dW,

ftT exp(ar) ||z|| dr < R. —2 ftT exp(ar)y,z,dW,.

D’apres [2.2.1|1a martingale locale { fot exp(ar)y,zdW, } est en réalité une martingale nulle en

0 puisque YV, Y" € §” et Z, Z' € M*(R*%) donc pour t = 0 :
T 2
E[/ exp(ar) ||z || dr] <E(R.). (2.3)
0

On applique I'inégalité de Doob :

E( sup (exp(at) |y|')) < E(R.) + 2E[ sup /t exp(ar)y,z,dW, ]

0<t<T 0<t<T

T
< E(R.) + cE[ sup / exp(ar) ly.| ||z dr]
t

0<t<T

T

< E(R.) + cE[ sup exp(at) \yt]2 / exp(ar) HzTH2 dr]
0<t<T t

1 ¢ T 2

< E(R:) + SE[ sup exp(at) [y] |+ —E[/ exp(ar) ||z dr].

t

2
2 o<i<T | 2

Donc :
E[OiggT(eXp(at) el )] — %E[OiggT(eXp(aw el )] < B(R.) + %E(Re)
3L sup (exp(at) ly[)] < B(R.) + GE(R.).
Alors
E[ sup (exp(at) |y:| )] < 2E(R.) + ¢ E(R.). (2.4)

0<t<T
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De plus (2.3]) + (2.4) donne :

E[ sup (exp(at) ]yt|2)] + E[/O exp(ar) HZTH2 dr] < EB(R.) + 2E(R.) + CZE(RE)

0<t<T

< (3+¢)B(R.),
et par suite d’apres la définition de R, on a :

E[ sup (exp(at) [y:| )] + E| /0 exp(ar) ||z|| dr]

0<t<T
T
< (3+8>E[5/ exp(ar)([us]” + [[on ] )dr]
0
2 T 2 T 2
<eB+c )E[/ exp(ar) |u,| dr +/ exp(ar) ||v.|| dr]
0 0
, , (T T ,
< e(34 ¢ )Elexp(at) |u / dr —I—/ exp(ar) ||v.|| dr]
0 0

T
<e(3+ c2)E[eXp(at) lug| T + /0 exp(ar) ||v.|| dr]

<e(3+ )1V T)Elexp(at) u| +/0 exp(ar) ||v, || dr].

Prenons ¢ tel que (3 + 02)(1 vT) = % de sorte que 'application ¢ est alors une contraction

stricte de B’ dans lui-méme si on le munit de la norme :
2 T 2 1
|, V)L, = Blexp(at) [ul’ + [ explar) ol dr?.
0

Le cas que a = 0, alors 9 posséde donc un unique point fixe, ce qui démontre ’existence
et 'unicité d’une solution de PEDSR (2.1)) dans B”. On obtient ensuite une unique solution

vérifiant Z € M” (R**4) puisque implique qu'un telle solution appartient a B°. =

Remarque 2.2.1 Nous allons voir que le réle de 7, plus précisément celui du terme ftT ZsdW

est de rendre le processus Y adapté et que lorsque ceci n’est pas nécessaire Z est nul.

31



Chapitre 3

Equations différentielles doublements

stochastiques rétrogrades(EDDSR)

I ‘objectif de ce chapitre est d’introduire la notion d’équations différentielles double-
ments stochastiques rétrogrades (EDDSR), et de présenter le résultat d’existence et

d’unicité des solutions dans le cas Lipschitz, voir [5].

3.1 Formulation du probléme

Soit (€2, F,P) un espace probabilités, et 0 < T < oc.
{W,0 <t <T}et{B,0 <t <T} deux processus de mouvement Brownien standard et
indépendantes avec des valeurs respective en R? et en R! définie sur (Q, F,P). On considére

les filtrations :
FV=0({W,0<t<T}) et Fl=0({Bs— B, t <s <T}),
complétées par les ensembles P—négligeables.

La o—algebre F; est définie par :
Fo=FYVFL.
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Pour tout processus {n;}, on a :
Flhi=c({n —nss<r<t}) VN, et ' = F,.

Notez que la collection {F;,t € [0,7]} n’est ni croissante ni décroissante, et ne constitue donc

pas une filtration.
On définit les espaces des processus suivants :

oM*([0,T]); R") désigne 'ensemble des processus aléatoire a n-dimension {p,t € [0,7]}

mesurable & valeurs dans R" tel que :

. 2 T 2
i) lellye =B, led d] < oo

i) ¢, est Fy—mesurable, V¢ € [0, T.

¢S’([0, T]; R") désigne l’ensemble des processus aléatoire continue a n—dimension {¢;,t €

[0, 7]} mesurable a valeurs dans R" qui satisfait :

. 2 2

i) llollse = B[ sup |@i] | < oo.
0<t<T

ii) ¢, est Fy—mesurable, V¢ € [0, T.

On considére les deux fonctions :

f:Qx[0,T] x R¥ x R*>4 — RF,

g:Qx[0,T] x R¥ x RF>*4 — R¥*!,
qui sont mesurables et pour tout (y, z) € RF x R4

fy,2) € M ([0,T];RY),

g9(.y,2) € M ([0, T]; RPD),

et £ € L*(Q, Fr,P,RF).
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On cherche & résoudre ’EDDSR suivant :

T T _ T
Y, =¢ +/ f(s,Ys, Zs)ds —|—/ g(s,Ys, Zs)dBs — / ZdWs, 0<t<T.
t t t

¢ @ Condition terminale.
< L’intégrale par rapport a {B;} est " l'intégrale d’Ito rétrograde ".
< L’intégrale par rapport a {W;} est " I'intégrale d’Ito progressive ".
Hypotheése :

Il existe des constants ¢ > 0 et 0 < a < 1, tel que :

Pour tout (w,t) € Q x [0, T, (y1, 21), (4o, 22) € RF x Rk

’2

2
’f(t»yl,zl) - f(@ y2,22) < C(‘yl - yz’ >+ ”Zl - ZQH )

2 2 2
||g(t,y1,21) - g(t,y2722)|| < C|y1 - y2| +a ||Zl - ZQH :

Il existe ¢ tel que pour tout (¢,y,2) € [0,7] x RF x RF*d
2 2
{99"(t.y.2) < 22"+ elllg((t0,0)| + |yl )1,

3.2 Existence et unicité des solutions

L’objectif principal de cette section est de prouver :

(3.1)

(3.2)

(3.3)

Théoréme 3.2.1 Sous l'hypothése ci-dessus (3.2), l’équation (3.1) posséde unique solution

tel que :
(Y, Z) € S'([0,T]; RF) x M’ ([0, T]; RF*?).

e Avant de commencer & prouver le Théoréme, nous établissons le méme résultat dans le cas

ou f et g ne dépend pas ni de Y ni de Z.
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Etant donné f € M’ ([0,T];R¥) et g € M ([0,T];R¥) et ¢ € L(Q,Fr), considérons
L’EDDSR :

—

T T T
Yt:§+/ f(s)ds+/ g(s)st—/ Z,dW,, 0<t<T. (3.4)

Proposition 3.2.1 [l existe un unique couple :
(Y.2) € §°(10, T, RY) x M ([0, T); R,

qui résoudre ’équation (3.4)).

Preuve.

Existence : On définit la filtration (G;)o<:<r par :
G =F"VFL.

Posons :

T T -
Mt=E<£+/O f(s)ds+/0 9(s)dBs | Gi), 0<t<T,

une martingale de carré intégrable.

Par le Théoréme de représentation des martingales il existe un processus {7, }, G, —progressivement

mésurable & valeurs dans R¥*?  tel que :

T 2
E(/ 12, dt < oo,
0

et :

t
Mt:Mo+/ ZJdW,, 0<t<T.
0

Par conséquent :

T
My = M, + / Z.dW, (3.5)
0
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Chapitre 3. Equations différentielles doublements stochastiques rétrogrades(EDDSR)

Par définition, on a :

M, = B(e+ / F(s)ds + / 4(s)dB, | G,

3 —

T T - t
:E(§+/ f(s)ds—l—/ g(s)dBs | Qt)—l-/ f(s)ds—l—/ g(s)dBs.
t t 0 0
Par conséquent, de 1’égalité , on obtient
T T - T
Vet [ s+ [ g()iB.~ [ zaw.
t , t . ~ t
= E(£+/ f(s)ds —|—/ g(s)dBs | Gy).
t t

Il reste & montrer que {Y;} et {Z;} sont F;—adaptés.

Pour Y; est évident puisque pour chaque ¢,
Y, =E(0 |7V F).
ou 0 est F; V FP mesurable puisque F7? est indépendante de Fr V o(0) et :
Y, = K0 | F).

Maintenant :

/tTstWszf—i-/tTf(S)ds-l—/tTg(S)dES_Y;’

et le coté droit est F vV FJ, mesurable ainsi, d’aprés le Théoréme de représentation des
martingales d’Ito {Z,t < s < T} est F)" vV F[. adapté. Par conséquent Z, est FV Vv Ff%,

mesurable pour tout ¢ < s, donc il est F}" V F[, mesurable.
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Chapitre 3. Equations différentielles doublements stochastiques rétrogrades(EDDSR)

Unicité : Soient (Y, Z)et (Y, Z") deux solution de I’équation(3.4), alors

/ T T - T
Y,-Y, =¢ +/ f(s)ds + / g(s)dBg — / ZdW
t t t

T T - T
—¢— f(s)ds — / g(s)dB +/ Z,dW
t t t

T T

:—/TAMK+/‘@MK
t t

T /
——/(4—4mm.
t

Alors :
! T !
Y, -Y, +/ (Zs — Z,)dWs = 0.
t

Supposons que y; = Y; — Yt' et zy = Z; — Z;, alors :

T
Yt —|—/ zsdW, = 0.
t

Par orthogonalité on obtient que :

T
Eum3+m/'nmgug:o
t
Par conséquent on trouve :

‘yt|2 =0 alors y, =0 dP — p.s
ftT Trlzszf]ds = 0 dP — p.s alors z; = 0 dPxdt — p.s.

Alors Y =Y’ Z = 7', d’ou l'unicité. m
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Chapitre 3. Equations différentielles doublements stochastiques rétrogrades(EDDSR)

Formule générale d’Ito :

Lemme 3.2.1 Soita € S’ ([0, T];R¥), 5 € M*([0,T);R*),v € M*([0, T);R*), 8 € M’ ([0, T]; R**%),
tel que :
t t - t
at:a0+/ ﬁsds+/ %st+/ 0, dWs, 0<t<T.
0 0 0

Alors :

t t - t t ) t )
o’ = Jaol +2 / (0. B,)ds+2 / (00, a0 BL) +2 / T AR / Iell” ds - / 18,11 ds,
0 0 0 0 0

et :

2 2 t ¢ 2 ¢ 2
E|a:| = E|ag +2]E/ (as,ﬁs)ds+E/ 1] ds—E/ 10| ds.
0 0 0

Plus généralement, si ¢ € C"(R")

olan) = élan) + /O (& (0 Bu)ds + /0 (& () ,7udB,) + /0 (6 (), 6,0,
~5 | T @) allds+ g [ T () 510

Preuve. de B2.1]

Unicité : Soit (Y}, Z;) et (Y}, Z;) deux solution de L’EDDR (3.1)), on suppose que :

!

Y=Y, =Y, Z=%—-2,, 0<t<T.

T T T
Yi=¢+ | f(s,Ys, Z, ds+/ g(s,Ys, Z,)dB, — / ZdW,
T T tT ,
—¢— | f(s,Y.,Z)d / g(s,Y., Z))dB, +/ Z.dW,
t

- / (5, Yo Z2) — f(s,Y., Z))ds + / (95, Yo Z) — (s, Y. Z))dB. — / Z,dw,
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Chapitre 3. Equations différentielles doublements stochastiques rétrogrades(EDDSR)

Et par suite, on applique Lemme ?? & Y, on trouve :

T 2
/ (5,Ys, Z,) f(s,YS,Z)st]ds—E/‘Zs ds
t

B (|Y;

2>+E/f\~ R AR R AR TS

2

T
B [ ot 20 - 9037 20 as.

D’apres (3.2]) et I'inégalité ab < 2(1£a) o + 1*TabQ :

2 T 2 T, 2 1—a T
f )—I—E/ ‘ ds < c(a)E[/ Y| ds]+ 5 E[/ ‘
¢ ¢ ¢

Avec 0 < o < 1 est la constante dans ([3.2) par conséquent :

I ( 7, Z

2 T ~ 2
ds] + aE/ ’ Zs|| ds.
¢

B(|7) )+ 5 B[ 2] ds) < clarml [ 7] s

2 2

Y, )zO,OﬁtﬁTetdoncEftT A

Par Lemme de Gronwall, il vient que J( ds = 0,

alors :
2

Y, =0, alors Y; =0 dP — p.s

ftT

Existence : On définit une suite récursive {(V}', Z7)}i—o1... comme suite Y? = 0,72 = 0

2
ds =0 dP — p.s, alors Z, = 0 dPxdt —

S

étant donné {(V7, ZH)}, {(Y,;", Z71)} I'unique solution de L’EDDSR suivante :
tr 4t t t

T T T
y;i+! :€+/ f(s,YE ZVds +/ (s,}/;,ZZ)dB / ZHr W,
t t t

Soient V' =Y — Y Zt =2 7 0<t<T,
t t t t t t
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Chapitre 3. Equations différentielles doublements stochastiques rétrogrades(EDDSR)

par un calcule on obtient :

T T
Vit =yt - _§+/ f(s,YE 71 ds+/ (s, Y, Z1)dB, — / ZHdw,
t t
T

T _ '
e+ / (s, YT 20 ds + / o(s, Y™, Z)dB, - / 21w,
. t t . t | | ~
_ / (s, Y2, Z0) — f(s,Y?, Z0)ds + / l9(s,Yi, Z0) — (s, Vi), ZiY)|dB,
tT | | t
—/ [Z;H—Z;]dWs
t

T T —
V= [ U Y Z) — s, Y2 Z0Nds + [ (s, YE 20— gl Y 2B,
t t

T ~ .
- / Zaw,.
t

On applique la formule d’It6 a ffti“ on trouve :

2 T
B( |7+ ) = 28 / (s, Y2, Z0) — f(s, Vi, Zi7Y), T ds
t
T ) ) 5 T B 2
48 [ lo(s.v7 20— gls. v 2| ds B[ |27 as)
t t
Alors :
E( |7+ >+E</ 74| ds) = 2E / (F(s, Y2, Z0) — f(s, Y31, Z07Y), ¥+ )ds
t t

T . . 2
+B [ lg(s.v7 2 - s, v 20 ds
t
Soit 8 € R, par I'intégration par parties on obtient :

" exp(Bs)ds)

2 exp(fs)ds + E(/T ‘ 4

t

Yexp(t) + 58 [

t

E([Y;

— o8 [ (706, Y1 20 £, Yi 27,5 e s

T
LB / lg(s, Y2, Z0) — g(s, Vi, ZiY)| exp(Bs)ds
t
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Chapitre 3. Equations différentielles doublements stochastiques rétrogrades(EDDSR)

Il existe ¢,y > 0 tel que :

2 T 2 T 2
B[] exp(3) + (9 -8 [ |7 exp(asyds + B[ 27| exp(ss)as)
t t
T 2 1 2
<B [ (7] + 522 ) exeosias
t
ouf=vy+cetc= 1?:()
o 2 T o 2 . 2
B|7: | yexp(t) + B [ @[¥1] + 227y exp(ss)as
t
1 T 2 2
< ;QE/ (Y] +||Z:|] ) exp(Bs)ds,
t
et par suite :
T o 2 - 2 1 Lo T 2 2
E/ (6‘Yt2+1 + ‘ ZHH ) exp(Bs)ds < 5 E/ eyl + ) Z:|| )exp(Bs)ds.
t t

Et comme 2% < 1,{(Y/, Z{)}i1,.. est une suite de Cauchy dans M ([0, T];R*) et donc

{Y;i}i—o1... est de Cauchy dans S”([0, T]; R¥) et que :

(Vi 20} = lm (V] Z))}.
est la solution de I’équation (3.1)) m

Théoréme 3.2.2 Supposons, en plus des conditions du que cela est vérifié et pour un

certain p > 2, £ € LY(Q, Fr, P,RF) et

T
B / (50,00 + gt 0,0)[")dt < .
0

Alors :
T
2
E (sup |Yt|p+</ 12 dt)%) < oo.
0

0<t<T
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Chapitre 3. Equations différentielles doublements stochastiques rétrogrades(EDDSR)

Preuve. On applique ?? avec ¢(z) = |z|",

T T
i+ [tz as+ B -2) [ vt @z
t t

«—

T T
¢ 4 p / Yo% (f(s, Ve Z,), Yo)ds + / Yo% (Vi g(s, Y, Z.)dB)
t

t

p [T 2 2
+2 [ g vzl ds
t

T T
SR [ WP e Y 20V Vs —p [ YR (8 Za)
t t

De plus, nous ne savons pas a priori que les intégrales stochastiques ci-dessus ont zéro attente,

en argumentant comme dans la preuve du lemme ?? dans [5], on obtient que

T T
B + 58 [ 120 ds + 2o - 208 [t 2.z, vods
t

t

T T
<B() + 9B [V (7Y 2. Vs + 58 [ 1V s, Ve Z) s

t t

T
+§@—a{/|nﬁ4mfwi;an;nua
t

Notons que 'on peut conclure de (3.2)) que pour tout o < o’ < 1, il existe (o) tel que
2
|

2 2 2
lg(t g, 2" < e(a’)([yl + [lg(£,0,0)[]" + o’ [|=]]

A partir des deux derniéres inégalités, (3.2) et (3.3)), et en utilisant les inégalités de Holder

et de Young, on en déduit qu’il existe # > 0 et ¢ tels que, pour 0 <t < T

T T
E(Y,l") + 0B / Y2 2] ds < B(EP) + B / (IYal? + 1£(5.0,0)1” + [lg(s, 0, 0)][")ds.
t

t

Ensuite en utilisant Lemme de Gronwall,

T
prMW+E/|WpWZWﬁ<w.

0<t<T 0
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En applique les mémes inégalités que nous avons déja utilisées a la premiére identité de cette

preuve, on en déduit que :

T T -
Vi < \€!p+0/ (5" + 1£(s,0,0)]" + Hg(s,Oﬁ)Hp)de/ Yo" (Y, (s, Ys, Z,)dBy)
t t

T
—p / YL [P% (Y, ZodWS).
t

Ainsi, a partir de I'inégalité de BDG :

T
E( sup Vi) < E(€]") + B / (YAl £ 1£(£.0,0)1" + lg(t,0,0)[*)dt

0<t<T
T
T B / Y (gg" (1, Yo, Z0)Ye, Vi)t
0

T
+cE(/ Y|P (2,2, Y,)dt)>.
0

Nous estimons le dernier terme comme suit :

T » T N
([ |m|2p—4<ztzmn>dt>2SE(YA / w*uztnzdwa)

1 1 (" 2
< SE(sup Vi) + / Y2z dt.

0<t<T 4 Jy

L’avant-dernier terme de I’inégalité ci-dessus peut étre traité de maniére analogue, et on en

déduit que :

E( sup |Y;]") < oco.
0<t<T

Maintenant nous avons :

T T T —
[Nzl de= i =l 2 [ vz Y2 [ (gt 20)aB
0 0 0

T T
+/ g(t, Yy, Z))|| dt—z/ (Yy, Z,dW).
0 0
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Donc pour tout § > 0 :

T 9 . T 9 N
(/ 1]l dt)> < (1 + 5)(/ lg(t, Ye, ZON™ dt)= + c(6, p)[IE]" + [Yol”
0 0

[SIS]

r P
2 2

+ + + ],

T
/ (Y, Z:dW,)
0

T —
/ (Y, g(t, Y, Z))dB,
0

/T<f(t7 Y;fa Zt)7 Y;f)dt
0

T T
B / 1ZI de)s < (1+ 6" / \ZI dt)t + ¢ (5, p)
0 0

+e6r)B( | ¥ 174 de)% + (6, B / Wl 12
< (1+6)'aB( Nz do +¢6,p)

(0. (Csmp I[Nz ant ([ 10" a0y
<146 a+ 1+ 6)]E(/OT I1Z|I” dt)E + ¢ (5, p).

La deuxiéme partie du résultat suit maintenant, si ’on choisit o > 0 suffisamment petit tel

que

(14+6) a+(1+0)<1.

Rappelons que a < 1. m
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Conclusion

e mémoire s’'intéresse aux équations différentielles doublements stochastiques rétro-
Cgrades (EDDSR) ce qui sont un type d’équations différentielles stochastiques. Dans
ce mémoire nous avons présenté l’existence et 1'unicité des solutions des équations diffé-
rentielles doublements stochastiques rétrogrades (EDDSR) dans le cas ou le générateur est
Lipschitzien, ce mémoire ouvre la voie & plusieurs perspectives de recherche future comme
Etendre les résultats a des cas plus généraux ou le générateur n’est pas Lipschitzien, aussi

faire une application dans le probléme des controles stochastiques, physique des fluides...
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Annexe B : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées

ci-dessous :
E(.) . Espérance mathématique.
Var(.) : Variance mathématique.
EDS . Equation différentielle stochastique.
EDSR . Equation différentielle stochastique rétrograde.

EDDSR : Equation différentielle doublement stochastique rétrograde.

2

L I’espace des processus carré intégrable.

P—p.s . La notation presque stirement pour la mesure de probabilité P.

p.S :  La notation presque stirement.

(X), : Variation quadratique de X sur [0, ¢].

ok Ensemble des fonctions une fois dérivable et dont la premieére dérivée est continue.
v.a : variable aléatoire

MB : Mouvement Brownien
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Abstract:

In this work, we present a new type of backward stochastic differential equations, known
as Backward doubly stochastic differential equations. These equations include two types of
stochastic integrals: one forward and the other backward. First, we recalled the main results
of stochastic calculus and defined the progressive and backward stochastic integrals. Then,
we studied the BSDEs. Finally, we concluded the work with the study of the existence and
uniqueness of the solutions of the BDSDE with Lipschitz coefficients.

Key words: backward stochastic differential equations, Stochastic Integral, Martingale,
Existence and Uniqueness of Solutions.

Résumeé :

Dans ce travail nous présentons un nouveaux type des équations différentielles
stochastique rétrograde ce sont les équations différentielles doublements stochastiques
rétrogrades, c’est équations incluent deux type d’intégrale stochastique I'un progressive et
I"autre rétrograde.

Tout d’abord nous avons rappelé les principaux résultats du calcul stochastique et défini les
intégrales stochastiques progressives et rétrogrades. Ensuite, nous avons étudié les EDSR.
Enfin, nous avons terminé le travail par I'étude d'existence et d'unicité des solutions des
EDDSR a coefficients Lipschitziens.

Mots clé: Equations différentielles stochastique rétrograde, Intégrale stochastique,
Martingale, Existence et Unicité des solutions
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