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Introduction

Dans ce mémoire, nous étudions le controle stochastique optimal des systémes
gouvernés par une équation différentielle stochastique de type mean-filed, 1’ob-
jectif est d’étude le principe du maximum stochastique de type mean-field pour
I'optimalité (Conditions nécessaires d’optimalité).

Nous considérons le probléme de controle stochastique en mean-field du type sui-

vant
dXt =b (t, Xta E(Xt), Ut) dt + o (t, Xt, E(Xt), Ut) dBt
(1)

ou B = (Bt)te[o 7) est une mouvement Brownien standard définit sur une espace
probabilité filtré (Q, F, (F;)ier, P) qui satisfait aux conditions usuelles.soient b ,

0:10,T] x RxRxU — R, et Xy est une variable aléatoire.

Le cotit attendu a minimiser sur la classe des controles admissibles est également

de type mean-field , qui a la forme :

J(u(-)) =E [/o 0(t, X, E(X4),u)dt + g(Xr, E(X7)) (2)

Les systémes de McKean-Vlasov, également appelés systémes stochastiques de
champ moyen, ont été étudiés pour la premiére fois par Kac dans le cadre de

son étude de ’équation de Boltzmann pour la densité de particules dans les gaz
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monoatomiques dilués et dans le modéle stochastique de jouet pour 1’équation
cinétique de Viasov du plasma. Les problémes de controle stochastique pour le
systeme de champ moyen, ou les coefficients dépendent de 1’état du processus
de solution ainsi que de sa valeur d’espérence, ont été étudiés par de nombreux
auteurs. Voir [1}, 2, 3, 4, Bl 6], [7, 8, @] . Le principe du maximum stochastique pour
le controle optimal des équations différentielles stochastiques de champ moyen
(EDS), sous information partielle, a été étudié dans le travail de Wang et al. Le

principe du maximum pour les EDSs de type champ moyen.
Dans cette étude nous exposons qutres chapitres :

Le premier chapitre de cette thése constitue une étude sur quelques rappels concer-
nant les définitions, propositions, théorémes et résultats de base en calcul stochas-
tique, tels que les processus stochastiques, les filtrations, le mouvement brownien,

le calcul stochastique et les équations différentielles stochastiques.

Dans le second chapitre, I'attention se porte sur la problématique du controle
stochastique,et représentons la structure fondamentale d’une probléme et quelques

classes des controles stochastiques.

Au troisiéme chapitre,nous exposons le principe du maximum stochastique de
Bensoussan.Appliqué & un systéme gouverné par une équation différentielle sto-

chastique controllé,supposant que le domaine de controle est convexe.

Le dernier chapitre, se concentre sur 1’établissement des conditions nécessaires
pour 'optimalité de type champ moyen (Principe de maximum stochastique de
type mean-field) dans le cas convexe. Et nous nous appuyons pour cela sur 'ap-

proche de la perturbation convexe du contréle optimal.



Chapitre 1

Généralités sur processus

stochastiques

Dans ce chapitre nous concentrés sur quelques définition de base et certains résul-

tat que nous utilisons dans la suite du mémoire,appuyés sur les réferences suivantes

(40,100, 131 161, [, 8]

1.1 Définitions des concepts fondamanaux

Dans la suite (2, F,P) est un espace probabilite.

1.1.1 Filtration

Définitionl1.1.1.1

Une filtration sur (Q, F,P) est une famille croissante ' = (F;);erde sous tribus

de Fc’est-a-dire F;, C F, C Fpour tout 0 < s <t dans T .

On dit qu’une filtration F = (F;);er satisfait les conditions habituelles si elle est
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continue & droite, i.e. :

Fit = r;t}"s =F, vteT

et si elle est compléte c’est-a-dire .Fy contient les ensembles négligeables
(N={NeFtelque P(N)=0} C Fy).

On dit que (Q, F,F =(F,)ier, P) I'espace de probabilite filtré satisfait les condi-
tions habituelles.

Définition 1.1.1.2

Soit X = (X;)ieTun processus stochastique défnie sur un espace de probabilite

(Q, F,P) un filtration naturelle & X est la filtration défnie par :

FX=0(X(1),0<s<t),VteT

1.1.2 Processus stochastique

Définition 1.1.2.1

Un processus stochastique X = (X)ter est une famille de variables aléatoires X

defnie sur un méme espace de probabilite (€2, F,P) indexé par un ensemble T .

X: TxQ — R
(tw) — Xi(w)

En général T =R, ou T =[0,7] et on considére que le processus est indexé par
le temps ¢ € T.Un processus dépend de deux parametres : X; (w) dépend de t et

de 'aléatoire w € () :

-pour t € T fixé, w € Q — X, (w) est une variables aléatoires sur I'espace de

probabilite (2, F,P).
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-Pour w € Q fixé, t — X, (w) est une trajectoire du processus.
Définition 1.1.2.2 (Egalités des processus)
Soit X = (X;)eret Y = (Y;)ier deux processus :

1) Deux processus X et Y ont méme loi s’ils ont méme loi fini-dimensionnelles,pour

tout pe N et ty,...,t,cT.

(Xpys oo X1)) £ (Y, 0, Vi)

2) On dit que (Y})ierest une modification (ou une version ) du processus (X;)er

si pour tout t € T, on a P(X; =Y;) = 1.

3) Deux processus (X;)ieret (Y;)ier sont dit indistingable si leurs trajectoires
coincident p.s, P(X; =Y, Vt) = 1.

Proposition 1.1.2.1

indistinguable = modi fication = meémelois fini — dimensionnelles

Définition 1.1.2.3 (Processus continues)

On dit que le processus est & trajectoires continues (ou est continu) si les appli-

cations ¢t — X;(w)sont continues pour presque tout w.
Définition 1.1.2.4 (Processus cadlag et caglad)

eUn processus est dit cadlag (continu a droite, pourvu de limites & gauche) si ses
trajectoires sont continues a droite, pourvues de limites a gauche.
eUn processus est dit caglad(continu & gauche, pourvu de limites & droit)si ses

trajectoires sont continues a gauche, pourvues de limites a droit.

Définition 1.1.2.5 (Processus adapté)



Chapitre 1. Généralités sur processus stochastiques Mansoul Reguia

Un processus stochastique X = (X;,t € T) est dit adapté (par rapport a une

filtration F;) si Xyest Fi-mesurable pour toutt.
Définition 1.1.2.6 (Processus mesurable)

Un processus (X;):er est dit mesurable si 'application suivante mesurable :

X: R xQBRH®F) — R
(t,w) - Xi(w)
Définition 1.1.2.7 (Processus progressif)

Un processus X = (Xy,t > 0) est dit progressif (ou progressivement mesurable)
si pour tout ¢ > 0,]’application (s,w) — X,(w) est mesurable sur [0, ¢] x {2 muni

de la tribu produit B ([0, t]) ® F;.

X: ([0,t] x B0, t) @F) — R
(s,w) - X (w)

Remarque
1) Un processus progressivement mesurable est adapté.

2) Un processus adapté et trajectoire continues a droite (ou a gauche) est progris-

sivement mesurable.

3) Un processus mesurable et adapté admet une version progrissive.

1.1.3 Temps d’arrét

Définition 1.1.3.1
Soit (Q, F,F =(F;)iet, P) 'espace de probabilité filtré.

Une variable aléatoire 7: — R, U{4o00}, est un temps aléatoire, est appelé temps
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d’arrét (par rapport a la filtration F =(F;),er) si pour tout ¢t € T :
{T<t}i={we:7(w) <t}eFH

Etant donné un temps d’arrét 7 , on mesure l'information accumulée jusqu’en 7
par :

Fr={BeF:Bn{r<tiekF, vteT}

1.1.4 Mouvement Brownien

Mouvement Brownien 1-dimensionnel :

Soit (€2, F,P) un espace de probabilité, le processus B = (B;),.r est un mouvement

Brownien (standard) si :

a) Bp=0.

b) VO <s<t, B,— Bs~N(0,t—s)~ B_.

c) Vn,Vt; 0 < ty < t;... < t,, les accroissements (Btn - B, ,,....B, — Bto) sont
indépendantes.

d) Pour w € Q fixé,t — B; (w) est continue.

On définit FP = 0 {B,,0<s <t} pour t > 0, (FP)0 s’appelle la filtration

naturelle générée par (B;).On dit(B;)io est (FP)i>o—M.B.
» Remarque :

La filtration brownienne (F?);cr est continue a droite.
Proposition 1.1.4.1

Le processus B est un processus gaussien, sa loi est caractérisée par son espérance

nulle F(B;) = 0 et sa covariance Cov(B;, Bs) = min {s,t} = s A t.
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Mouvement Brownien n-dimensionnel :

Soit B = (Bfl), s Bf”))* un processus n-dimensionnel.On dit que B est un Brow-
nien multidimenionnel si les processus (B(i),i < n) sont des Browniens indépen-

dantes.C’est un processus & accroissements indépendantes.

1.1.5 Martingales continues et Variation quadratique

Définition 1.1.5.1 (Martingale)

Un processus (X;);>o est une martingale par rapport a la filtration (F;) si :

-X; est Fi-mesurable et intégrable( i.e E(|X;|) < 4+o0)pour tout ¢.

CB(X,\ F) = X, Vs <t

Un processus (X;);>o est une martingale locale par rapport a la filtration (F;) ,s’il

existe une suite croissente {7;},-, de temps d’arréts,avec 7, — +oo  p.s,telle
- k—4o00

que tout { Xy, — Xo}soit tout martingale.
Définition 1.1.5.2 (Surmartingale et sous- martingale)

Un processus (X;)i>o est une surmartingale (resp. sous- martingale) par rapport

a la filtration Fisi :

- Xy est Fi-mesurable et intégrable( i.e E(|X;|) < +00) pour tout t.
- B(Xy \ Fy) < X, Vs <t (resp E(X; \ F) > X,).

Définition 1.1.5.3 (La Variation)

Soit f : [0,1] — R. On définit la a-variation de f par :

Var (f,a) =lim  sup  >7|f (tra) — f (£6)]"

3004, Yp({t <6 &

ot p ({tx}) = maxy<p<, |tk — ti—1| est le pas de la subdivision de [0, 1] et le sup
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est pris sur ’ensemble de ces subdivisions.Pour o = 1,on parle de la variation. On
dit que f est a variations bornées si Var (f,1) < +oo.Pour oo = 2, on parle de la

variation quadratique.

1.2 Le calcul stochastique d’it6

1.2.1 L’intégrale d’ito

Soit (B;),er un M.B sur un espace de probabilité filtré (0, F,F =(F;)er, P) .

L’intégrale stochastique (ou l'intégrale d’it6) est un processus stochastique sous

forme suivante :

t
[t (6) — / esst, t c T
0

avec {0, s > 0} est un processus stochastique et (B;);>¢ est un mouvement Brow-

nien.
Propriétés

1) Linéarité : soit a ,b € R et (¢°,7 = 1,2) deux processus ,alors :

t t t
/ (ab} + b0%)dB, = a/ 0:dB, +b/ 02dB,
0 0 0

2) Aditivité :pour 0 < s < u < t,Alors :

t U t
/esstz/ esst+/95st. (1.1)
0 0 u
t 2 t
</ esst> =F [/ egds]
0 0

3) Isométrie :

E

10
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4) (I})i>0 est (FP)i>o—measurabl et tajectoires continues.
5) Propriétés de martingale E [I, (6) \ F5] = I, (6).
6) E[1;(0)] = 0.
7) Variation quadratique : (1 (6)), = /t 10,]? ds.
0
Définition 1.2.1.1 (Processus d’ito)

On appelle processus d’itd (X;)qer a valeur dans R tel que :
¢ t
X, = Xy +/ bsds+/ o,dBs,t € T (1.2)
0 0

ou X est Fp—measurable et b; et o, sont des processus progrissivement mesurable

tels que f(f bsds < +00 et fot osds < 400, P—p.s.

On écrira souvent [1.2] sous forme différentielle :

dXt = btdt + O'tdBt
Le coefficient b est le la dérive (ou le drift), o est le coefficient de diffusion.

1.2.2 Formules d’ito

X est un processus d’ito :
Théoréme 1.2.2.1

Soit f: R — R,de classe C?alors :

t t
F(X0) = f(Xo) + /0 £ X)X+ /O £ (X.) o2ds.

11
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Sous forme différentielle,
/ ]. "
af (Xy) = f (Xy) dX, + §f (X,) oldt

Théoréme 1.2.2.2

Soit f:R,. xR — R, de classe C'?on a :
t / t ! 1 t "
f(t, X)) = f(0,Xo) —|—/ fi (s, Xs)ds —|—/ fo (s, X5)dXs + 5/ fon (8, X,) 02ds.
0 0 0

Ce que I'on note,

! ! 1 1"
df (ta Xt) = ft <t7 Xt) dt + fr (t7 Xt) dX: + §fxw (Xt) d <X>t
avec d (X), = ofdt.
Théoréme 1.2.2.3 (Cas multidimensionnel)

Soit (X;,7 = 1,2) deux processus d’It6 ,et f fonction de R? dans R de classe C?.0n

a

dF (X1 (1) X2 (8) = 3 (X1 (1), X (£)) dX0(0) + fi (X1 (£) X () dXa (1)

(F1030) + 21201 (8) 02 (1) + fro03(8)) (X1 (1), Xz (1)) .

DO | —

+

~opl 1 Lo, N . " L, .,
Ou f; désigne la dérivée par rapport & z;,i = 1,2 et f;; la dérivée seconde par
rapport a x; ,r;.

Théoréme 1.2.2.4 (Intégration par parties)

12
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Si f est une fonction de classeC! ,alors

/f )dB;s = /f ) Byds

1.3 Equations différentielles stochastiques

soit (£2, F, P) une espace de probabilité muni d'une filtration (F;) et (By)ico,n

un F;—mouvement Brownien.

Une équation différentielle stochastique est une équation de la forme :

dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)dBt
Xo=¢

avec £ € R" est la condition initial et les coefficients b et o sont des fonction de

R, x R™ a valeurs réelles données.
Solution forte d’EDS :

Une solution forte de 'EDS est une processus X; est F;—adapté et continu,Vt € R,

tel que l'on ait :
t t
/ b (s, Xs)|ds —|—/ o (s, X,)[>ds < oo, p.s, ¥t > 0.
0 0
et que les relations :

¢ ¢
X, = f—i—/ b(s, Xs) ds—l—/ o(s,X;)dBs,Vt € [0,T] ,p.s.
0 0

13
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1.3.1 Théoréme d’existence et d’unicité

On suppose que :
a) Les fonctions b et o sont continues.

b) Condition Lipschitz :il existe une constante L > 0 tel que pour tout ¢ € [0, T]
et z,y € R.

b(t,z) — b(t,y)| + |o (t,z) —b(t,y)| < Lz —yl

c¢) Condition croissance :1 existe une constante C' > 0 tel que pour tout ¢ € [0, 7]
et r,y € R.
[b(t, ) = b(t,y)| < C(1 + |z])

d) La condition initiale X, est indépendant de (B;,t > 0) et est de carré
intégrable(i.e.E[|X0|2} < 00) .
Alors 'EDS admet une solution (X)o7 vérifie £( sup | X,?) < oo.L’unicité se
’ 0<t<T

traduit par ,si (Xt)te[o,T] et (Y2),epo.r) sont deux solutions de I'EDS alors P — p.s.

pour tout t € [0,7], X; =Y.

14



Chapitre 2

Controle optimal stochastique

Le probléme de contréle implique la manipulation d’un systéme pour atteindre
un objectif spécifique. Cet objectif peut étre de maximiser les bénéfices, de mini-
miser les risques, d’optimiser les performances. Par exemple Dans le contexte des
mathématiques financiéres, cela pourrait impliquer la maximisation du rendement
d’un portefeuille d’investissement tout en minimisant le risque.Nous représentons
dans ce chapitre la structure de base d’un probléme de controle et qeulques classes

de controle. Voir sur [[11,[3],[5],[6],[7],[8],[?],[14] ,[?]].

2.1 Introduction au controéle stochastique

Soit un espace de probabilité filtré (2, F,F =(F;)i>0, P) satisfaisant les conditions

usuelles. On défnit un MB standard B(.) de dimension d sur ce méme espace.

Considérons 1’équation différentielle controle stochastique suivante

dXt = b(t, Xt, Ut)dt +o0 (t, Xt, Ut) dBt

15
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Ou

b:[0,T] xR"x U — R"

o:[0,T] x R" x U — R™

Avec X; est un état du systéme qui caractérise le systéme dynamique dont
I’état varie en fonction du temps,avec ce dernier pouvant étre discret ou conti-
nue.L’horizon temporel évolue dans des conditions d’incertitude.Létat du systéme
est représenté par un ensemble de variables quantitatives,constituant une descrip-
tion du systéme.Ces variables sont nombre fini et prennent des valeurs réelles.
L’objectif est de décrire les lois d’évolution de cet état en fonction du temps.Cette

évolution est modéliseé par une application probabiliste.

Ce dernier est influencée par un contréle stochastique que nous modélisons
comme processus (u;),-, est adapté par rapport filtration (F),., — adapté ,c’est-

a-dire que le controle est pris dans ’ensemble,
U0,T] = {u:[0,T] x @ — Ulu(.)est (Ft)y50 — adapté }

Le but du problém de controle stochastique est minimiser (ou maximiser) critére

de coiit définit comme suit :
T
Tl =8 | [ e X de+ g (22)
0

La fonction ¢ est la fonction de cott intégral et g est le cott final.

Pour minimiser la fonctionnelle J (u (.)) dans I'ensemble ue U c’est-a-dire que

16
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nous trouvons le controle optimal u* :

J(u* () = inf J (u(.))

ue U

2.2 Classes des controles stochastique

2.2.1 Controle optimal :
Un controle u* (.) optimal si et seullement s’il minimiser la fonction de cott
J (u(.)) permi tous les controles admissibles, tel que :

J(u* () = inf J(u(.)).

ue U

2.2.2 Controle arrét optimal :

Dans les modeéles présentés ci-dessus, I’horizon du probléme est fixé, soit fini, soit
infini. Il existe de nombreuses applications ot le “controleur” a aussi la possibilité
de décider I’horizon de son objectif. La décision de stopper le processus est modéli-
sée par un temps d’arrté et le probléme d’optimisation associé est appelé probléme
d’arrét optimal. Dans la formulation générale de tels probléemes, le controle est

mixte, constitué du couple (u,7) et la fonctionnelle & optimiser s’écrit :

Ju(),1)=FE {/OTE(t,Xt,ut) dt + g(X-).
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Chapitre 2. Controéle optimal stochastique Mansoul Reguia

2.2.3 Controle admissible :

Soit U un sous-ensemble non vide de R™.Un contréle admissible est un processus
(ut) 5o mesurable & valeur dans U ,adapté la filtration (F;), ,tel que P—p.s u (t) €

U pour tout ¢ > 0.0n not U,y 'ensemble de tout les controles admissibles

T
Una [0,T] = {u: 0,77 x Q—>U,E/ g |” dt < oo}
0

2.2.4 Contréle Impulsif :

Ici, on est autorisé a réinitialiser la trajectoire au temp d’arrét 7; de X, (la valeur
immeédiatement avant i,) & une nouvelle valeur (non-anticipative) X, resp,avec le

cout associé L (XTF , Xﬁ-) .Le but de controle est minimiser le cotit fonctionel :

J(u() :E/OTeXp {— /OtC’(Xs,us)ds] K (X, )
+ ;exp {— /0 C(Xs,us)ds} g (X X, )

+ exp {— /0 " ox., us)ds} o(Xr).

2.2.5 Controéle singulier :

Soit U; un sous-ensemble covexe fermé de R et Uy := [0, 00) . Soit U;la class des
processus mesurables Fy—adapté u (.) : [s, T]xQ — Uy, et Us la class des processus
mesurables F; — adapté n(.) : [s,T] x Q — Us. Pour U; x Uy I'ensemble de tous
les controles admissibles.La partie singuliére 7 (.) d’un controle est définit comme
la partie du processus de controle qui d 7 (.) peut étre singuliére par rapport a la

mesure de Lebesgue dt .

18



Chapitre 2. Controéle optimal stochastique Mansoul Reguia

2.2.6 Controle Quasi-optimal :

Pour € >0 ,le processus u° (.) est dit e—optimal (ou quasi-optimal) si :

Jw) —J(u) <e

2.2.7 Controle feed-Back :

On dit que u (.) est un controle par feed-Back si u (.) dépend de la variable d’état
X (.). Si (F{)i>0 la filtration naturelle générée par le processus X (.) ,alors u (.)

est un controle par feed-Back si u (.), est F/X — adapté.
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Chapitre 3

Principe de maximum

stochastique

Ce chapitre se concentre sur I’étude du principe du maximum stochastique de
Pontryagin connue sous le nom "conditions nécessaires d’optimalité",Pontryagin
a présenté cette notion en 1956. Appliqué a un systéme gouverné par une équation
différentielle stochastique controllé. Les coefficients de cette équation sont permis
de dépendre & la fois du processus d’état et d’un controéle, en supposant que le
domaine de controle est convexe. Cette théorie a été développée par Bensoussan

en 1982.voir [[2],[8],[L1]].

3.1 Présentation du probléme et hypothéses

Soit (2, F, (Fi)i>0, P) un espace de probabilité filtré qui satisfait aux conditions
usuelles.On défnit un MB standard B(.)-unidimensionnel sur ce méme espace.Soient
U un sous-ensemble convex fermé dans R et I/,, ’ensemble des processus F; —adapté

u():[0,T]xQ—TU.
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Considérons 1’équation différentielle stochastique controlé suivante :

dXt = b(t, Xt7 Ut)dt +0 (t, Xt, Ut> dBt

(3.1)
Xo=¢&.
Avec
b:[0,T]xRxU—R
o:[0,T|xRxU—R
Le cotit & minimiser sur la classe de controles admissibles, qui a la forme :
T
Ju())=F {/ C(t, Xy, up) dt + g(Xp)| - (3.2)
0

0:00,T] x RxU—R

g:R—R

On dit que U,; désigne la classe de tous les controles admissibles,définis comme
suit :

T
Uy [0,T] := {u:[O,T] xQ— U, E/ |ut|2dt<oo}.
0

Pour minimiser la fonctionnelle J (u (.)) dans 'ensemble u€l,4 c’est-a-dire que

nous recherchons u* tel que :

J(u ()= inf J(u(.)). (3.3)

UEUGq
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Tout contrdle u* (.) admissible qui attient le minimum est un controle optimal.La

trajectoire correspondant de cet u* (.) est noté par X* (.).

Les conditions.

Soient les fonctions b, g, g et ¢ tel que :

C1) Les fonctions b, 0, g et £ sont continiment différentiables par rapport a (X, u) .
C2) Les dérivées by, by, 0y, 0y, Uy, by, g2y gy SONE bornées et continues.

C3) Condition de croissance linéaire : il existe une constante K7 et K telle que :

|b(t, X, ue| < Ky (1+ X[+ Jul).

|ot, X, we| < Ko (14| X[+ [u]).

Sous les hypotheses ci-dessus, I'EDS (3.1)) admet une solution forte unique donnée

par :

t t
X(t)=¢ —l—/ b(s, X, uy)ds —|—/ o (s, X, us) dB,.
0 0

De plus, cette solution est continue et vérfiée pour tout p > 0 :

E | sup | X"

t€[0,T]

< C).

On dit que u; le controle perturbé de u;}, tel que pour tout u € U,y on a

up = uf + e fuy — uy]

=(1—¢e)u; + u.

ou ¢ est plus petit , X; est trajectoire correspondant de cet controle admissible
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Nous dérivons 1’inégalité variationnelle en plusieurs étapes, a partir du
fait que :

J (e () = J (u(-)) = 0. (3.4)

3.2 Reésultats préliminaires

3.2.1 Convergence des trajectoires perturbées

Lemme 3.2.1 :Soient X; est trajectoire correspondant de cet controle admissible

1>
u; .

lim[E ( sup | Xf — X;|2> = 0. (3.5)

e—0 0<t<T

Ot on dit aussi que X; converge en moyenne quadratique vers X; :
E(|XF — XP) = 0
E—

Preuve :
D’aprés I’équation [3.1 on trouver :

t ¢
X;‘:XS—F/ b(S,X:,U:)d8+/ o (s, X}, u})dB;.
0 0

¢ ¢
X; = X5 —l—/ b(s, X, ul)ds +/ o (s, XZ,us)dBs.
0 0
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Donc

t t
Xf—Xt*—Xg—i—/ b(s, XS, ul)ds+ | o(s, XS, ul)dBs
0 0

t t
—[/ b(s, X7, S)ds—l—/a(s X:, s)dBS],
0 0

En ajoutant et en retranchant le terme [ftb(s X€ u¥)ds + fo (s, X¢, u¥)dBj]

,nous obtenons.

X;= X5 = [ bt X2 b X s
b [ X2 = 5.7 ) ()]s
[l o, X28) = o 5, X B
# [l o X ) = o 5, X B,

Sur la base des inégalités (z +y + 2z 4 s)° < 4(2 + y* + 2% + 5%), et en prenant

I’espérance des deux cotés de I'inégalité, on obtient :

B|X; — X;|* < 4B

/0 b (s, X2 8) — b (s, X5, ud)]ds

t
4B [ b5, X5 0) = b (5, X s
0

2

t
48| [ o (s, X5, 02) 0 s, X5 u)ldB,
0

2

Y

t
4B [ 1o (X ) — o (5, X2, u)ldB,
0
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D’aprés 'isométrié et la condition de lipschitzienne pour les fonction b et o ,on a :

t t
E|X:— X7 §8KE/O E[Xf—X;"|2ds+8K52/o B |uf (s) — u* (s ds,

t
E|X; - X;)* < 8KE/ E|X: — X/|*ds + K&,
0
En appliquons lemme de Gronwall,on conclut :

t
E|XF - X/|* < K52/0 exp (8K s) ds,

1
< K528—K (8KT —1) — 0.

e—0

ce qui complete la preuve de|3.5

3.2.2 L’équation Linéairisée
Soit Z; la solution du EDSR linéaire suivant :
(
dZy = {b, (t, X[, uy) Zy + by (t, X, uf)(up — uy)} dt

4oy (6 XFul) Z, + o0 (8, XE ) (ug — u?)} dB,. (3.6)

Lemme 3.2.2 :

Soient X; et X/ les trajéctoires associées réspectivement aux controles u®(t) et

u*(t) on pose :
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Preuve :

On pose OF = 2220 — 7, 1+ € [0, 7] ce implique X7 = X7 +¢ (05 + Z,).

£

1
dO; = B [b(t, X7, uf) —b(t, X[, uy)|dt — [by (t, X[, uy) Zy + by (8, X[, uy) v dt
(3.8)

1
+ B o (t, X7, u;) — o (t, X[, up)|dBy — [0 (8, X[, uy) Zy + 0 (8, X}, uy) ve] dBy,

On notons v; = (uy — uy).

En utilisant le développement de Taylor d’ordre 1 avec un reste intégral, on trouve :

1 1
b (1, X7 u5) = b (8.7 uf) = / by (£, X+ pe (OF + Z,) ,u} + pevy) (OF + Z,)
0
(3.9)

+ by, (6, X] 4 pe (O + Zy) ,uy + pevs) vydp.

1 1
S0 (6, X7, ) — o (1, X7 ) = / (02 (£, X7 + 2 (OF + Z4) i} + pewy) (OF + 2,)
0
(3.10)

+ oy (t, X] + pe (OF + Zy) , uy + pevy) vydp.
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En substituant les équations [3.9] et [3.10] dans 1’équation [3.§] , nous obtenons :

t 1
O; = / (/ by (5, X7 + pe (O + Zs) , ul + pev,) Oidu) ds
o \Jo
(by(s, X2 + pe (05 + Zy) ,us + pevs) — by (s,X;‘,u:)]stu) ds

[bu (s, X7 + pe (O + Zy) ,ul + pevs) — by, (s, X} u*)]vsd,u) ds

s7s
R}

[02(s, X7 4 pue (O + Zs) ,ul + pevg) — o, (s, X} u*)]stu) dB,

s7 s

[ou(s, XJ 4 pne (05 + Zs) ,ui + pevg) — oy, (s, X} u*)]vsdu) dB,

Avec

t 1
e = (/ [bx(S, X: + HUE (Oi + Zs) 7“2 + MEUS) - bx (57 X;ka u:)]ZSd,U) ds
0 0

1
/ [by (s, XT + pe (O + Zs) ,ul + pevs) — by (s, X7, u:)}vsdu) ds
0

+

O\;O\;
/N 7 N~/
O\’L

5§71 s

(02 (s, X2 + pue (O + Zy) ,ul + pevs) — o, (s, X u*)]ZSdu) dB;

¢ 1
+ / / [0u(s, X7+ pue (O + Zy) ,ul + pevs) — oy, (s, X7, u:)}vsdu) dB,
0 0

Maintenant, puisque les dérivées de b et o par rapport a (X, u) sont Lipschitz

continues par rapport a (X, u) , nous obtenons :

limE

e—0

sup_|n; |2] =0
s€[0,T]

Comme les dérivées de b et o par rapport a (X, u) sont bornées V¢ € [0.T],on
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obtient :

E | sup |0Z]

s€[0,t]

t
< k(t) {E/ 0% ds + B
0

€12
u 6f]
s€[0,¢]

En appliquant maintenant le lemme de Gronwall, nous obtenons que Vt € [0.77],

t
sup |nZ|° | exp (/ E (s) ds) — 0.
s€[0,4] 0 e—0

Ceci conclut la démonstration de B.17

E | sup |O°| <k(t)E

s€0,t]

Lemme 3.2.3

la fonctionnelle J est Gateaux différentiable et la formule suivante est valable

dJ (u* ()

- _ /OT 6o (8, X7 up) Z (1) — €, (6, X7 u) v] dt+E g, (X5) Z (T)]

e=0

Preuve

La dérivée de Gateaux de J définit comme suit :

JO)) =T () _ g {g (X7) - 9<X%)}+E [/Té(é (t, XEu) — £t X7 up)) dt | .

En appliquant le développement de Taylor avec reste intégral au point X; et a

lordre 1 de les fonction ¢ (¢, XF,u$) et g (X5) nous obtenons :
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T
EE [/ (0 (t, X7 u) — 0 (t, X7, b)) dt
0

1 4 ! * € * * € * € *

= 2B [0 g X7 = X0) 0 + e (0 = )] (X = X7) dt]
1 T

280 I XT (X7 = X0 0+ e (0 = )l (0 =) dt]

(X7 = X7)

/ / (t, X+ n (X7 — X)), uf + pevy)] dudt]

[Cu(t, XF 4 p (X7 = X7) s ug + pe (uf — ug))Jondpdt]

=/ [
T 1
_E| / / 0a(t, X+ i (OF + Z2) i} + pevy)] (OF + 7Z,) dpd
0 0
/ 0 (t, X[ + pe (OF + Z4) ,up + pevy)|vpdpdt]
0

Et
1 * € * € *
"Bl (X7) ~ g [ / 0o (X34 1 (X5 XT>><XT—XT>du]

=E[/ 0o (X3 + e oa+zt))<<9§+zt>du]
0

:E[/ 9z (X7 + pe (O +Zt))0§d,u:|
0

LB [ 0o (X3 + e (05 + 2,)) thu]
0
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Donc

S () - JW () _g
9

1
9z (X7 + pe (O + Zy)) (’)fd,u]

1

L u— |

0

+E

[ u— |

gz (XT + MUE (Oe + Zt)) th,u}
0

T
/ L X7+ = (OF + 2) i} + peoy)] (OF + Z) dp]
0 0

T
/ / (t, X] + pe (O + Zy) ,uy + pevy)|vedpdt]

€ . * T T
li 202 0) = S (7 () :E/ Ex(t,X;*,uj)tht+E/ Cult, X7 u ugdt
0 0

e—0 £

+ Bg. (X7) Z)]

Alors
dJ (u® (. T T
ACHC)] E/ ex(t,X;‘,u;‘)tht+E/ 0ot X7 ul vt
de o 0 0
+ E [gz (X;) Zt]
Lemme 3.2.4

Pour tout u € U,,; nous avons :

0< E{/ (t, X7 ub) Z, (3.11)

+0, (t, X[ uf) v]dt + g, (2*(T)) Zs }
Preuve :
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La démonstration de lemme voir ([11]).

3.3 Principe du maximum stochastique

Le but du principe de maximum stochastique est trouver les conditions nécessaires
d’optimalité par un controle optimal.Puisque le domaine de contréle est convexe,
la preuve de notre théoréme repose sur une perturbation convexe de controle

optimal.

3.3.1 L’équation adjointe et le processus adjoint

Défnition 3.1.1

Nous présentons I’équation adjointe associée au principe du maximum stochas-
tique pour notre probléme de controle. Il s’avére que I’équation adjointe prend la
forme d’'une EDSR . Ainsi, pour tout(u(-)) € U,q et la trajectoire d’état corres-

pondante X;, nous considérons I’équation adjointe suivante :

p
dpt = — {bm (t, Xt, ut)pt—i- Oy (t, Xt, ut) qt

+ Ll (1, Xoy )} dt + qd By, (3.12)

\ PT = Y= (X7).

Comme on sait que sous les hypothéses précédentes,’équation adjoint [3.12] admit
une paire solution (p;, ¢;) — Fy—adapté et (p;,q;,) € L% ([0,7];R) xL% ([0,T];R).
Défnition 3.1.2

Nous définissons 1’hamiltonien habituel associé au probléme de controle stochas-
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tique (3.143.2)) comme suit :

telle que

H:[0,T]xRxUxRxR—=R,

H (t, Xt,u, pr, qr) = peb (8, Xe, we) + qeo (8, Xy we) + € (8, X, ue) -

Théoréme (Principe du maximum stochastique de controle optimal)

On suppose les hypothéses précédentes sont vérifie. Alors la solution de I’équation

adjoint (3.13]) corespond a (uf, X;) est un unique couple de processus F;—adapté

(pr,q;), tel que pour tout u € U,on a :

T
E/ H,(t, X[, u;,p}, ¢ ) (ug — up)dt > 0. (3.13)
0

Pour prouver le théoréme,nous avons besoin des résultats et les lemmes précédent.

La démonstration du Théoréme consiste a appliquer la formule d’It6 a piZp

et & prendre ’espérance. des calculs simples permettent de montrer que :

De puis

3.1

[\)

T

T T
pi}ZT—pSZoJr/ pZ‘dZtJr/ thp?Jr/ d{p*,Z),
0 0 0

T T T
et, et/ d(p*,Z), = / q o (t, X[, uy) tht—l—/ q;oy (t, X}, ul) vdt.on
0 0 0
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T
piZr= | B (6 X00) 20t bt X7 o
0
+ {0, (t, X7 uy) Zy + oy (t, X}, uy) v} dBy]
T
+ / Zul— {ba (6, X7 00) it 00 (t, X7 ul)
0
+ 0, (t, X7 uy) b dt + g7 d By
T
—l—/ 450, (t,Xt*,uZ) Zdt
0

T
—i—/ qioy (t, X[, uy) vedt,
0

Aussi

T T
By Zr) =B | pibu(udi +B [ o (0 vt
0 0

T
—E/KAQZﬁ
0

Nous savons que p} = h, (X}.) ,on obtient :

T T
B(h (X7) Ze} =B | pibuOude+5 [ o, () vt
0 0

T
—E/EAU&&
0

D’apréd3.11] on trouve :
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T T
0< E/ by (t)vdt + E/ q; oy () vedt
0 0
T
+E / 0, (t) vidt.
0

T
_ E/ H,(t, X[, uf,p;, q )udt
0

Ceci termine la preuve du théoréme.
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Chapitre 4

Principe de maximum
stochastique de type

mean-field :cas convex

Dans ce chapitre, nous étudions le controle optimal des systémes gouvernés par
des équations différentielles stochastiques de type champ moyen. Les paramétres
du systéeme dépendent de I’état du processus de résolution ainsi que de ses valeurs
d’esperence et du controle. La fonction de cotit est également de type mean-field.
L’objectif dans ce chapitre est de présenter le principe du maximum appliqué a

ce systéme. Le domaine de controle est supposé étre convexe. Voir[[8],[11]].

4.1 Formulation de probléme

Soit un espace de probabilité filtré (2, F, (F;)i>0, P) qui satisfait aux conditions
usuelles. On défnit un MB standard (B;); >o-unidimensionnel sur ce méme espace.

Soient U un sous-ensemble convex fermé dans R et U,,; I'ensemble des processus
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Fi—adapté u(.): [0,7] x Q2 — U .
Nous considérons le probléme de controle stochastique de type champ moyen

suivant :

dXt =b (t, Xt7 E (Xt) ,Ut) dt +0 (t, Xt, E (Xt) ,U,t) dBt (4 1)

Xo = 67
Notation :E (X;) = ).

La fonction de cotit & minimiser sur la classe des controles admissibles est égale-

ment de type champ moyen, qui a la forme :
T
1) = B[ [ o030 3w + 906, 3 (4.2
0

Le probléme de controle optimal est de minimiser le cott J (u(-)), on introduit la
fonction valeur :

J(u*()) = u(rgleigud J (u(+)),

Supposons les hypothéses suivantes, soient les fonctions b: [0,7] x Rx R x U —
Rio:[0,T]xRXRXxU—-R, £:[0,T] xRxRxU—-Retg:RxR— R tel

que :
C1) Les fonctions b,0, £ et g sont contintiment différentiables par rapport a (X, Y, u) .
C2) Les dérivées de b,0, £ et g sont continues de lipschtz et bornées par ¢ (1 + | X| + | V| + |ul) .

Sous les hypothéses ci-dessus, ’'EDS admet une solution forte unique donnée
par :

t t
X, =¢ +/ b (s, Xs, Vs, us)ds +/ o (s, Xs, Vs, us) dBs.
0 0

Supposons maintenant que u* soit une controéle optimal et X* la trajectoire opti-
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mal associée, définie par "EDS[A.]]. En suite, nous définissons le controle perturbée

comme suit :

u (t) = u(t) + e [u(t) — u*(2)]

Ou € > 0 est suffisamment petit (0 < e < 1). Nous désignons par X¢ la solution
de du systeme associé a le controle uf. A partir de Poptimalité de u*, I'inégalité

variationnelle sera dérivée du fait que :

J () = J (W () 20 (4.3)

4.1.1 Les estimations des solutions
Lemme 4.1.1
D’aprés les hypothéses énoncées précédemment concernant les coefficients, on a :

limE ( sup | X7 — X;|2> =0 (4.4)

e—0 0<t<T

Preuve :

En utilisant les estimations standards et ["inégalité de Burkholder-Davis-Gundy,
nous parvenons a déduire qu’il existe certains C' > 0, et des coefficients de lipschitz

de b et o, tels que :

E( sup |X7 - X;1°)
0<t<T

t
SE[/ b (s, X2, %, 45) — b(s, X2, 37, ) 2 ds
0

t
4 [ o X2 DR D) — o (5, X2 V2 ) s,
0
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Aussi

E( sup |X; — X;[")

0<t<T

t t
< CE/ | X¢ —X;|2ds+cs2E/ us — ut]? ds,
0 0
En utilisant le lemme de Gronwall, nous obtenons :

t
E( sup |XF - X;°) < C&ZE/ exp (C's) ds = 0.

0<t<T 0

Lemme 4.1.2

Soit Z; la solution d’EDS de type champ moyen linéaire suivant :

dZ; = {b, (t, X}, Vi uf) Zo + b, (8, X7, Vi up) B(Z,)
+bu(t, X7, VE up)ut dt

+{Uﬂc (th:’y;>u:) Zt +Jy (thfvygvu:)E(Zt) (4'5)
+ oy (t,X:,y;,u:) (ut _Ur)}dBt
Z0:07

Pour chaque ¢ dans l'intervalle [0, 7], nous observons la convergence suivante :

2) ~0. (4.6)

X=X,
c t

limlE | sup
=0 \o<i<T

Preuve :
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Nous posons : 7f = =L — 7, ¢ € [0,T] et v, = u, — u.

£

1 t
=1 [ B XEV )~ b XL s
t
2 [ o (5 X2 YED) — 0 (5, X2 V2 ) dB,
0

t
—/[@Xw¢>&+%@£namm%>
0
t
by (5, X7, ), :)vs]ds—/[ (5, X5, V" ) Z,
0

+ oy (5, X3, V5 ug) B(Zs) + ou (s, X5, V5, uy) v,|d B,

Donc

1
up i ] CE/ / (s, X5, V5 + pel (nS + Z,) ,ul) B (n) [*] dpds
0

(4.7)

[ary

E// e (3, X7+ pe (S + Z4), V3, ul) 0f]] duds
0 0
+OE// [loy (s, X2, V2 + pel (0 + Z4) ,ul) B (n)|*] dpds
+CE// [0 (8, X7 + pe (S + Z,), Vi, wd) 2] duds

0 0

+CE

€12
ap fif|.
te[0,T
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Ou

1

[(by (s, X3, V5 + pel (0 + Zs) , ug) — by (s, X3, V5, ug))B (Z)] duds

me
+ I
HN:\Nc\c\

~+

1

_I_

[(be (8, X3+ pae (15 + Zs) s V35 wg) = ba (5, X3, V5, u)) Zs] dpds

CRi S

1

[(bu (s, X2, Vi, ul + pevy) — by (s, X7, V5, ub))vs) duds

~+

1

_|_

[(oy (5, X3, Vi 4 pelB (1 + Zs) ,ug) — oy (5, XS, V5, ug))B (Zs)] dpd By

~+

1

+

(00 (8, X5+ pe (s + Zs) , Vi, ug) — 0, (8, X5, V5, ug)) Zs| dud B,

t
n / / (0 (5, X7, V0t0E + peva) — 0 (5, X3, V7)) dpd B,
0 0

Xf—X

Par la suite, en utilisant H I’équation n; = — Z; et d’aprés hypothese C2

, nous obtenons :limlE

e—0

sup |oz§|2] = 0.
te€[0,7)

En outre, étant donné que les dérivées de b et o sont bornées, I’équation 4.7 conduit
a:

E | sup |n;|’

te[0,7)

t
< C’E/ [nE|* ds + CE
0

te[0,7

sup |af|2] .

Nous appliquons le lemme de Gronwall, on obtenons
Lemme 4.1.3

Pour toute controle u* optimal et sa trajectoire correspondante X* optimal, pour

chaque v € U,q , nous avons :

0 < B {lg. (X3 ¥5) + B (g, (X3, Y2))] Z
T
T / 0 (6.X7 V0 ul) Z+ B (G, (8, X7 7)) Z (48)
0

+€u (ta Xz;ka y;(a U:) Ut]dt} .
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Preuve :

A partir de et nous déduisons :
0<J(u () —J ()
T
0
T
0

=1 + I,+1;.

Donc

g(X;‘vyT) (X;Uy;)]

o|f

+E {/ Gz X}+us(77T+ZT),y})€(nT+ZT)d/L] ,
0

0y(X5 Vi + 1B (g + Z1))<E (np + Zr) du]

N

T

E
0

]IZ €<t7XfaytEvu§)_E(t7vay:7ui)] dt

[
T
+E [ [0t X7,V ug) — Ot XV up)] di

0
T 1
= E/ {/ ﬁy(t, X0, Vi + ek (e + Z4) ,ug )eE (n + Zy) dﬂ] dt
0 0
1

T
4 E/ U 0t XF + e (e + 22), Vi) (e + Z0) du} dt,
0

0
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T
I, = / [0t X7 V7, ug) — 0t X7, V0 up))] di
0

T
= E/ l/ O (t, X7 V) up + ,usvt)avtdu] dt.
o LJo

Ainsi, en utilisant I’équation nous obtenons :

0<B | [ 6,(X5 V5 + 1B (nr + Z0))E (Zr) du] (4.10)

E

+

9o (X7 + pe (nr + Zr) y%))ZTd#]
0

+

L
[
E / /0 Y (6 25(), Vi + B (g, + Z2) ,w)E (Z,) dﬂ} dt (4.11)

0

/
0
T

/

0

!

+

C(t, X+ pe (e + Z0), Y5, ui)thu} dt

0, (t, X YV up + ,usvt)vtd,u} dt + 3;.

1

B =E 9y( X7, Y7 + ek (nr + Zr))E (nr) dﬂ]

1

=)
-

e . . 2
En se référant a, on constate que hr%E ( sup |5 ) = 0. De plus, comme les
e~ 0<t<T

dérivées de g et ¢ sont bornées, nous avons lin%ﬁf = 0.
E—

+

S— S—

6 (X + iz (1 + Z1) ,y;mdu}

+
S

{/lf (t,2°(t), Vi + pek (g + Z,) ,u)E (n;) dﬂ] &

’ﬂ

[/ (t, X7+ pe (e + Zi) , Vi, ug) tdﬂ}dt'

En conclusion, en se basant sur les équations [4.4] et , avecu tendant vers u}
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(quand ¢ tend vers 0), et en raison de la continuité lipschitz des dérivées de g et

¢, nous obtenons le résultat

4.1.2 IP’équations adjointes

Nous présentons les équations adjointes qui sont impliquées dans le principe du
maximum stochastique pour notre probléme de controle de champ moyen. Il se
trouve que ’équation adjointe prend la forme d’une EDSR linéaire de type de
champ moyen. Pour tout u; appartenant a ’espace U,q et la trajectoire d’état

correspondante X; , nous considérons I’équation adjointe suivante :

dp = [by (t, X, Ve ue) pr + BE(by (8, X, Vi, ue) pr)

+o, (t, Xo, Vi, w) @ + E(oy (8, X4, Vi, wi) qr)

Uy (, X, Yoy we) + Bl (8, Xy, Vi wp))dt (4.12)
—qd B,

(| Pr = 9= (X7, V1) + Elg, (X7, Vr)].

A partir des hypotheéses précédentes Iéquation m , admet une et une seule
paire de solution (p(-),q(-)) est Fy—adapté dans L% ([0,7];R) xL%([0,7];R),

nous avons :
T
E [ sup ]pt|2+/ |qt|2dt] <C.
0<t<T 0
4.2 Principe du maximum de champ moyen

Théoreme (Principe du maximum de champ moyen pour le contréle optimal)

Si u* le controle optimal de probléme X* trajectoire optimal associée.

Alors il exist au processus adjoint (pf,q;), Fi—adapté solution de EDSR
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Chapitre4.Principe de maximum stochastique de type mean-fieldl

telle que :

T
E/ H,(t, X}, V! uf, pr, g )uedt > 0. (4.13)
0

Ou,nous établissons la définition conventionnelle de I’hamiltonien lié¢ au probléme

de controle stochastique de champ moyen [£.1] et [£.2] comme suit :
H (t, Xo, Yoy s prs i) = peb (8, Xy Yoy we) + quo (8, X, Yoy we) + £ (E, X, iy )

Preuve
On notons f, (t) = g—i(t,X;,yf,uZ‘) pourf=b,0,f et g, et @« = z,y,u
En utilisant la formule d’itd pour p; Z; et en prenant ’espérance, avec Zy = 0, un

calcul direct démontre que :

T T
E(pi Z:) ZE/ p;‘dZtJrE/ Zydp;
0 0
T
+E / q lox () Zy + o, (t) B(Zy) (4.14)
0

+ oy () vy] dt.

Nous savons que ph = [g.(X}, Vi) + Elg, (X5, V5)], on obtient :

E{l9.(X7, Y1) + E gy (X7, Y7)] Zi}
E/T Utdt—i-E/quau (1) vdt

T T
_E / 20, (t) dt — B / ZE (4, (1)) dt,
0 0
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Chapitre4.Principe de maximum stochastique de type mean-fieldl

Finalement, a partir de [£.8, nous obtenons.

T T T
0< E/ by (t)vdt + E/ q; o (t) vedt + E/ ly, (1) vedt,
0 0 0

T
= E/ H,(t, X7, Y/ vy, py, g )vuedt
0

Cela complete la preuve du Théoréme.
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Conclusion

Dans ce mémoire, notre étude porte sur les conditions nécessaires pour le controle
optimal (principe du maximum optimal de Pontryagin) pour des systems diffe-
rentielle gouvernés par des équation différentielle stochastique de type McKean-
Vlasov controéllés. En supposant un domaine de valeur de controle covexe, en nous

basant sur la méthode de perturbation convexe d’un contréle optimal donné.

L’étude du modele stochastique de type "champ moyen" en conjonction avec le
controle optimal a révélé des perspectives de recherche passionnantes et des ou-
tils puissants pour comprendre et améliorer le comportement des systémes dy-
namiques stochastiques EDSs dans des environnements incertains. Ce domaine
continue d’attirer ’attention des chercheurs en raison de son importance théo-

rique et de ses nombreuses applications pratiques.
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Annexe A : Abréviations et

Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont

expliquées ci-dessous :
Lemme 4.2.1 (Lemme de Gronwall)

Soit f une fonction positive continue sur R, telle que

f(t)gh(t)+c/0tf(s)ds.0§t§T.

ol ¢ est une constante positive et h est une fonction intégrable sur [0,7],T > 0.

Alors

t
FO=h+e [ heeple—(t-)dso<t<T
0
Theoréme 4.2.1 (linégalité de Burkholder-Davis-Gundy)

Pour tout p > 0, il existe des constantes positives c,et C), telles que pour toute

martingale locale continue M = (M,);er et tout temps d’arrét 7 & valeurs dans T
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Annexe B : Abréviations et Notations

, on ait

(Q, F,P)

(€4 F, (Fi)eer, P)
EDS

EDSR

Lz ([0, 75 R)

SNt
(s
(&)
N

ps
P—p.s.
B (R,)
Rd

(}—t)tel‘

B [(M)F] <Bfsup 0[] < CB[(M)Y].

espace de probabilité.
espace de probabilité filtré.
équatuion différentielle stochastique.
EDS-rétrograde.
I’espace des variables aléatoires carrées
intégrables de sur F lintervalle [0, 7.
min (s,t).
crochet stochastique.
produit tensoriel.
la famille des ensembles P-négligeables de F .
presque surement.
presque surement pour la mesure de probabilité P.
la tribus boriliénne sur R, .
est ’espace réel euclidien de dimension d.

la filtration.
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Résumé

Ce travail s'inscrit dans le cadre de la théorie d'optimisation stochastique et le contrdle
optimal stochastique pour des systemes gouvernés par des équations différentielles
stochastiques de type mean-field. Le theme central est d'établir des conditions nécessaires
d'un contréle optimal sous forme du principe du maximum stochastique de type de
Pontryagin. Dans ce mémoire de fin d'étude de Master, notre but est d'établir les conditions
nécessaires d'optimalité sous forme d'un principe de maximum stochastique de Pontryagin,
pour des systemes gouverné par I'équations différentielles stochastiques de type mean-field.
Plus précisément, on s'intéresse par des systémes stochastique avec des diffusions
controlée, (c'est a dire, le coefficient de la diffusion contient la variable de contréle), et le
domaine de contréle est supposé convexe.

Mots-clés

Equations différentielles stochastiques de type mean-field, équations adjoints, contréle
optimal, le principe de maximum stochastique. Perturbation convexe.

Abstract

In our work , we study a convex stochastic optimization control problem, where the
systems is drien by nonlinear controlled Ito-stochastic differential equations of mean-field
type. We establish a set of necessary conditions for optimal stochastic control of systems
driven by stochastic differential equations in the form of stochastic maximum principle. This
type of control problems which has potential applications in mathematical finance becomes
naturally, In this work, the control domain is assumed to be convex. Convex variational
approach, Ito formula and convex perturbations have been applied to derive our result.

Keywords

Stochastic optimal control, stochastic differential equation, mean-field systems, necessary
conditions of optimality. Ito-formula. variational method, convex perturbations.
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