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Introduction

Dans ce mémoire, on propose d�étudier les problémes de contrôles stochastiques

gouverné par l�équation di¤érentielle stochastique et on va étudier le principe du

maximum dans le cas où le coe¤ecient de difusion ne dépend pas du contrôle et aussi

le domaine du contrôle U est convexe, noté par l�ensemble des contrôles admissibles

dé¤enie par :

U =
n
u : [0; T ]� 
! A=ut est mesurable et (Ft)t2[0;T ] � adapté

o

L�équation di¤érentielle stochastique contrôlé de type Itô de la forme suivant :

Yt = � +

Z t

0

b(s; Ys)ds+

Z t

0

�(s; Ys)dBs, 0 � t � T;

dont les paramètres sont la condition Y0 = �.

Où b et � sont deux fonctions boréliennes et B = (Bt; t 2 [0; T ]) désigne un mou-

vement brownien dé�nie sur un espace de probabilité (
;F ;P ) muni d�une �ltration

(Ft)t2[0;T ] continue a droite et contenant tous les ensembles P - négligables de F , u =

(ut; 0 �t �T) est un processus progressivement mesurable a valeurs dans un espace

métrique compact A, appelle contrôle admissible, alors pour tout contrôle admissible
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u ; on introduit une fonction de coût J(u) dé�nie par :

J (u) = E

�
g (x (T )) +

Z T

0

h (t; x (t) ; u (t)) dt

�

L�objet du contrôle optimal est de minimiser la fonction de coût J sur l�ensemble de

tous les contrôles admisibles.

La solution x = (xt; s � t � T ) de l�équation di¤érentiel précédente est appelée

réponse de contrôle u et le couple (u ; x) est appelé un couple admissible.

Alors l�objectif de ce mémoire est l�étude Les conditions nécessaire d�optimalités des

contrôles convexes pour les EDS.

Ce travail est composé de trois chapitres :

chapiter 1 :Dans ce chapiter , on va donner quelques rappels de base sur le calcul

stochastique les EDSs et des résultats utiles. Ce chapitre essentiellement une sorte

d�introduction

chapitre 2 : Dans ce chapitre , on va présenter la théorie générale et la notation

des équations di¤érentielle stochastique (EDS) aprés ça on va prouver le théoréme

d�existence et d�unicité des solutions pour les équation di¤érentielle stochastique dans

le cas où les coe¢ ciens sont Lipschitzien.

chapitre 3 : a pour objectif l�etude du principe du maximum stochastique dans le

cas où les coe¢ cients de drifte b et de di¤usion � de l�équation d�état contient un

terme de contrôle .On note par U L�ensemble de tous les contrôle admissible .

8><>: dxvt = b (t; xvt ; vt) dt+ � (t; xvt ; vt) dBt

xv0 = �

où b est dit le génerateur de l�EDS, B = (Bt)t�0 est un mouvement Brownien stan-

dard dé�ni sur un espace de probabilité �ltré (
;F ; (Ft)t�0;P);satisfaisant les condi-
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tions habituelles. .Notre objectif dans ce chapitre, est d�établir les conditions nécés-

saire d�optimalités sous formre principe de maximum stochastique, pour les contrôles

convexe. L�idée est d�utiliser le fait que l�ensemble des contrôles convexe. Nous éta-

blissons les conditions d�optimalités nécéssair la méthode classique de la perturbation

convexe (faible).

Nous obtenons l�équation variationnelle de l�équation d�état,et l�inégalité variation-

nelle d�après l�optimalité de v c�est-à-dire

0 � J(v�)� J(v):

Pour parvenir à cette partie du chapitre, nous démontrons sous des hypothèses sup-

plémentaires minimales, que les conditions nécessaires d�optimalités sont également

su¢ santes.
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Chapitre 1

Généralités sur les calcul

stochastique

le but de ce chapitre est consacré à donner des dé�nitions de base.

1.1 Rappal sur calcul stochastique

1.1.1 Processus stochastique

Dé�nition 1.1.1 (Processus stochastique) : Soit un espace de probabilité (
;F ;P)

Soit T un ensemble.On appelle Processus stochastique sur un espace de probabilité

(
;F ;P) indexé par T et à valeurs dans Rd, une famille (Xt)t2T d�applications mesu-

rables de (
;F) dans
�
Rd;B

�
Rd
��
; pour tout t 2 T ;Xt soit une variable aléatoire.

Remarque 1.1.1 La dé�nition d�un processus stochastique seut etre plus generale

en donnant un ensemble T plus generale et un autre espace d�etate que R pour un

processus stochastique on 2 espace

� La famille X = (Xt)t2T décrité de fonction aléatoires w ! f(w) = (Xt (w))t2T la

fonction f(w) : (t! Xt(w)) est appllée trajectoire de Xt
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� La famille X = (Xt)t2T décrité un processus que est par rapport ou tems t la

famille de variable aleatoire ordeniée t ! Xt X : T � 
 ! R;X = (t:w) =

Xt(w) = (Xt)t2T

-On �xe w 2 
; t! Xt(w) fonction en trajectoire.

-On �xe t! w ! Xt(w) variable aléatoire.

Dé�nition 1.1.2 (indistinguables) :Soit X = (Xt)t2T est Y = (Yt)t2T deux pro-

cessus stochastique dans (
;F ;P) , les processus X et Y sant dit indistinguables

s�il existe N � F négligeable ,tel que,8 fw 2 
 : Xt(w) = Yt(w) t 2 Tg ;on écrit P

(Xt = Yt ;8t 2 T ) = 1

Dé�nition 1.1.3 (mode�cation) : Soit X = (Xt)t2I est Y = (Yt)t2I deux pro-

cessus stochastique dé�nite dans (
;F ;P) , les processus X et Y sant dit mode�cation

l�un de l�eutre si pour tout t 2 T P (Xt = Yt ) = 1

Dé�nition 1.1.4 (dimensionnelles) :Soit X = (Xt)t2T est Y = (Yt)t2T deux

processus stochastique dans (
;F ; P ) et (
0;F 0; P 0) respectivement .Alors X et Y

, les processus X et Y on le même distribition (loi �ni)-dimensionnelles :pour tout

p 2 N� et t1;:::;tp 2 T;

(Xt1 ; : : : ; Xtp) = (Yt1 ; : : : ; Ytp)

On écrira X {
= Y :

Proposition 1.1.1 indistinguables ==)mode�cation ==) même loi �ni-dimensionnelles

Dé�nition 1.1.5 (processus continu) : On dit que le processus est à trajectoires

continues (ou est continu) si les application t! Xt(w) sont continues pour presque

tout w:
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Dé�nition 1.1.6 (processus càdlàg (resp . càglad)) : Unprocessus est dit càd-

làg (continu à droite , pourvu de limites à gouche ) si ses trajectoires sont continues

à droite , pourvu de limites à gouche . Même dé�nition pour càglàd (continu à gauche

et limité à droite) .

Dé�nition 1.1.7 (processus mesurable) : Unprocessus (Xt)t2T est dit mesurable

si l�application dé�nie sur(R+ � 
;B (R+)
F) par (t; w)! Xt(w) est mesurable

Filtration

Dé�nition 1.1.8 (�ltration) :On appelle �ltration F= (Ft)t�0 de (
;F ;P) ;est une

famille croissente de sous-tribus F :i :e.Fs � Ft � F pour tous 0 � s � t dans

Remarque 1.1.2 Un espace de probabilité (
;F ;P) muni d�une �ltration (Ft)t2T
est satisfaitles conditions habituelles si :

� Les ensembles négligeables sont contenus dans F0:

� La �ltration est continue à droite i.e.Ft =
\
s�t
Fs8t:

Dé�nition 1.1.9 (�ltration naturelle) : La famille croissante de sous tribus

Gt = � (Xs; s � t)

s�appelle la �ltration naturelle du processus stochastique X Mais Gt ne contient pas

nécessairement les ensembles négligeables N , c�est pour cela on introduit la �ltration

naturelle augmentée de X dé�nie par Ft = � (N [Gt) lors que nous parlerons de

�ltration naturelle, il s�agira toujours de la �ltration naturelle augmentée.

Dé�nition 1.1.10 (�ltration continue) :On defénit

Ft� =
 [
s�t
Fs

!
F0� = F0 Ft+ =

 \
s�t
Fs

!
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Une �ltration est continue à droite (resp.à gouche) si 8t � 0;Ft = Ft+ (resp.Ft =

Ft�)

Dé�nition 1.1.11 (processus adapté) :Un processus stochastique X = (Xt)t�0

est dit adapté (par rapport à une �ltration (Ft));si Xt est Ft�mesurable, pour tout

t 2 [0; T ]

Dé�nition 1.1.12 (processus progressivement mesurable) : Un processus (Xt)t2I

est dit progressivement mesurable par rapport à la �ltration (Ft)t2T si 8 s 2 t la �l-

tration l�application (t; !)! Xt(!) estmesurable sur [0; s]�
 dans R est mesurable

par rapport à B([0; s])
F

Dé�nition 1.1.13 (progressivement mesurable) :Un processus progressivement
mesurable est mesurable et adapté.On note aussi que si Xest processus mesurable et

adapté alors il possède une modi�cation progressivement mesurable.

Proposition 1.1.2 Soit (Xt)t�0un processus stochastique dont les trajectoires sont

continues à droite (ou à gauche), alors Xt est mesurable et progressivement mesu-

rables s�ilest de lus adapté.Les variables aléatoires Xt �Xs; 0 � s � t; sont appelées

les accroissements du processus stochastique Xt;

i) Processus à accroissement indépendants :

(Xt �Xs) ? Fx
t = � (Xr; 0 � r � s) ;80 � s � t:

ii) Processus à accroissement stationnaires :

Xt �Xs � Xt�s �X0;80 � s � t:

Dé�nition 1.1.14 (processus gaussien) :Un processus stochastique X = (Xt)t2T

est gaussien ssi toute combinaison linéaire de ses marginales �1Xt1+ ::::+�nXtn suit
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une loi gaussienne (pour tout n 2 N; t1:::tn 2 T; �1:::�n 2 R) :

Dé�nition 1.1.15 (temps d�arrêt) : Une variable T : 
 ! f1g est une temps

d�arrêt par rapport à une �ltration (Ft)t2T si :8t � 0; fT � tg 2 Ft

1.1.2 Mouvement Brownien

Dé�nition 1.1.16 (Mouvement Brownien ) :On appelle mouvement brownien

un processus stochastique (Bt)t�0à valeurs réelles tel que :i)Continuité P � p:s; la

fonction s! Bs (!) est une fonction continue.ii)Indépendance des accroissements :

si 0 � s � t; Bt � Bs est indépendant de Fs = � (Bu; u � s)et de loi gaussienne

centrée de variance t� s iii)Stationnarité des accroissements : si 0 � s � t la loi de

Bt�Bs est identique à celle de Bt�s�B0 = Bt�s on dit qu�un mouvement brownien

par rapport à x si B0 = x.

Dé�nition 1.1.17 CommeE(Bti+1 �Bti) = 0 car (Bti+1 �Bti) sont à acroissement

indépendantes. Pour montrer que

Var [It (�)] = E
�Z 1

0

�2sds

�
:

En e¤et, on a(mouvement brownien standard) :On appelle mouvement brow-

nien standard si B0 = 0 P � p:s; E [Bt] = 0 et E [B2
t ] = t:dans ce cas la loi de Bt est

une loi normale.

Proposition 1.1.3 Soit (Bt)t�0un mouvement brownien standard, alors Bt est un

processus gaussien i:e. pour tout n et tous 0 � t0 � t1 � t2 � :::: � tn ,(Bt1 ; ::::Btn)

est un vecteur gaussien.

Proposition 1.1.4 Soit B un mouvement brownien Standard, on a
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1. pour tout T > 0; fBt+T �BTgt�0 est un mouvement brownien indépendant de

(Bu; u � T )

2. (�Bt)est aussi un mouvement Brownien.

3. Pour tout c > 0; fcBt�c2gt�0 est un mouvement brownien.

4. Le processus dé. . . ni par X0 = 0 et Xt = tB1�t est un mouvement Brownien

Proposition 1.1.5 Si B un mouvement Brownien on a :

1. 8t; P � p:s; Bt n�est pas dérivable en aucun point t:

2. Btn�est pas à variation �nie en aucun point t:

1.1.3 Martingales

Dé�nition 1.1.18 (martingale) :Soit (
;F ; P ) un espace de probabilité et (Ft)t�0

une �ltration de cet espace Un processus (Xt)t�0est une martingale si :

1. Pour tout t � 0; Xt est Ft�mesurable

2. Pour tout t � 0; Xt est intégrable ,(c�est -à-dire véri�ant E(jXtj) < 1 Pour

tout t � 0

3. Pour tout 80 � s � t;E (XtnFs) = Xs:P � p:s

On dé�nit de manière similaire une sous-martingale si 3 est remplacé par :

(E (XtnFs) � Xs:P � p:s;80 � s � t):

Et une sur-martingale si 3 est remplacé par

(E (XtnFs) � Xs:P � p:s;80 � s � t) :
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Proposition 1.1.6 Le mouvement brownien standard (Bt; t � 0)est une martingale

par rapport à sa �ltration naturelle

F!
t = � (Bs; 0 � s � t)

Proposition 1.1.7 Soit (Bt)t�0 un mouvement brownien Les processus suivants

sont des martingales par rapport à (F!
t ) :

1. Mt = B2
t � t:

2. Nt =
�
exp

�
�Bt �

�
�2

2

�
t
��

:P

1.2 calcul d�Itô

1.2.1 Intégrale stochastique

Il s�agit d�une intégrale dé�nie de façon similaire à l�intégrale de Riemann comme

limite d�une somme de Riemann.Si on se donne un processus de Wiener (ou mou-

vement Brownien),B : [0; T ] � 
 ! R ainsi que X : [0T ] � 
 ! R un processus

stochastique adapté à la �ltration naturelle associée à Bt, alors l�intégrale d�Itô :R T
0
�sdBs est dé�nie par la limite en moyenne quadratique de

Pn�1
i=0 �i

�
Bti+1 �Bti

�
Soit (
;F ;P)un espace probabilité et Bt un mouvement Brownien sur cet espace,

et la �ltration naturelle du mouvement Brownien Ft = � (Bs; s � t).L�objectif c�est

dé�nir l�intégrale
R t
0
�sdBs pour des processus � :

Cas étagé

On dit qu�un processus � est étagé(ou élémentaire) s�il existe une suite de réels

ti ,0 � t0 � t1 � :::: � tn et une suite de variable aléatoire �i telle que �i soit

Fti� mesurables,appartienne à L2 () ou ( carré intégrables) et que �t = �i pour tout
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t 2 ]ti; ti+1] , soit

�s (!) =

n�1X
i=0

�i (!) 1]ti;ti+1] (s) :

On dé�nit : Z t

0

�sdBs =

n�1X
i=0

�i
�
Bti+1 �Bti

�
:

On sais que

E
�Z t

0

�sdBs

�
= 0 et Var

�Z t

0

�sdBs

�
= E

�Z t

0

�2sds

�
Alors Z t

0

�sdBs =
n�1X
i=0

�i
�
Bti+1^t �Bti^t

�
:

Cas général

Soit l�ensemble L2 (
� R+) des processus � est Ft�adaptés càglàd (continus à

gauche limite à droite). Si � unmeilleur processus, il existe (�ns ) une suite de processus

étagés telle que :

E
�Z t

0

�
�ns � �2s

�
ds

�
! 0;

quand n tend vers 1:

Ainsi,pour tout t > 0,il existe une v.a It (�) =
R1
0
�sdBs de carré intégrable.

On va montrer que :

E
�Z 1

0

�sdBs

�
= 0:

On a :

It (�) =

Z 1

0

�sdBs =
n�1X
i=0

�i
�
Bti+1 �Bti

�
:
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It (�)est gaussien ,.car (Bt) est un processus gaussien alors :

E [It (�)] = E

"
n�1X
i=0

�i
�
Bti+1 �Bti

�#
,

=
n�1X
i=0

�iE
�
Bti+1 �Bti

�
= 0

comme E
�
Bti+1 �Bti

�
= 0 cas

�
Bti+1 �Bti

�
sont à accroissements indépendantes.

Pour montre que :

Var [It (�)] = E
�Z 1

0

�2sds

�
:

En e¤et , on a

Var [It (�)] = E
�
It (�)

2�� E (It (�))2
= E

�
It (�)

2� = E"�Z 1

0

�sdBs

�2#

= E

24 n�1X
i=0

�i
�
Bti+1 �Bti

�!235
=

n�1X
i=0

(�i)
2 E
h�
Bti+1 �Bti

�2i
=

n�1X
i=0

(�i)
2 (ti+1 � ti) =

Z 1

0

�2sds:

Propriétés d�intégrale stochastique

Il y�a plusieurs propriétés sur l�intégrale stochastique les plus important sont :

1. Linéarité : Z t

0

�
a�1s + b�2s

�
dBs = a

Z t

0

�1sdBs + b

Z t

0

�2sdBs:

2. Additivité :Pour 0 � s � u � t � T

Z t

s

�vdBv =

Z u

s

�vdBv +

Z t

u

�vdBv:
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3. Propriétés de martingale :Pour tout processus � les processus :

t! It(�) et t! It(�)
2 �

Z t

0

�2sds

sont des
�
FB
t

�
-martingales continues,ona :

E
�
(It(�)� Is(�))

2 j FB
s

�
= E

�Z t

0

�2udu j FB
t

�
:

4. Si (�)t2[0;T ] est un processus Ft -adapté et E
�R t

0
j�j2 ds

�
� +1;on a l�inégalté :

E

"
sup
0�t�T

����Z t

0

j �sj2 dBs
����2
#
� 4E

Z t

0

j �sj2 ds

5. Isométrie :

E

"�Z t

0

�sdBs

�2#
= E

�Z t

0

�2sds

�
:

1.2.2 processus d�Itô

Dé�nition 1.2.1 (processus d�Itô) : Un processus d�Itô est un processus de la forme :

X = X0 +
R t
0
j'sj ds+

R t
0
�sdBs P� p:s

Avec X0 est F0 -mesurable ' et � deux processus Ft -adapté véri�ent les condition

d�intégrabilité : Z t

0

j'sj ds � +1 et
Z t

0

k�sk2 ds � +1

ou le coe¢ cient ' et le drifter ou la dérivée et � est le coe¢ cient de di¤usion . On
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note de maniére in�nitésimale :

dXt = 'sds+ �dBs:

1.2.3 formule d�Itô

Soit (
;F ; (Ft)t�0 ;P) un espace probabilité �ltré et (Bt)t�0 un Ft-MBv dé�ni dans

cet espace.

Premiére formule d�Itô

Soit B un mouvement Brownien dé�ni sur (
;F ; (Ft)t�0 ;P) et f : R! R est une

fonction de classe C2 et bornée.

Alors :

f(Bt) = f(0) +

Z t

0

f 0(Bs)dBs +
1

2

Z t

0

f "(Bs)ds;

calculer
R t
0
BsdBs tel que : f(x) = x2

B2
t = 2

Z t

0

BsdBs +

Z t

0

ds:

Ce qui donne , d�après l�intégration

Z t

0

BsdBs =
1

2
B2
t �

1

2
t:

Deuxiéme formule d�Itô

Soit f une fonction dé�nie sur R+ � R de classe C1;2; on a :

f(t; Bt) = f(0; B0) +

Z t

0

@f

@t
(s; Bs)ds+

Z t

0

@f

@x
(s; Bs)dBs +

1

2

Z t

0

@2f

@t
(s; Bs)d hBit :
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sous formule di¤érentielle

df(t; Bt) =
@f

@t
(t; Bt)dt+

@f

@x
(t; Bt)dBt +

1

2

@2f

@t
(t; Bt)d hBit :

Formule d�intégration par partie Soient

X(t) = x0 +

Z t

0

f(s)dBs +

Z t

0

g(s)ds;

Y (t) = x0 +

Z t

0

h(s)dBs +

Z t

0

k(s)ds;

deux processus d�Itô, avec les fonctions f; g; h; k 2 L2Loc; d�après la formule d�Itô

vectorielle on a :

�(X(t); Y (t)) = X(t)Y (t);

donc

dX(t)dY (t) = X(t)dY (t) + Y (t)dX(t) + d hX; Y it

et on qobtient la formule d�intégration par parties suivantes

X(t)Y (t) = X(0)Y (0) +

Z t

0

X(s)dY (s) +

Z t

0

Y (s)dX(s) +

Z t

0

g(s)k(s)ds:
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Chapitre 2

Existence et unicité de solution

pour les EDSs

le but de ce chapiter est d�introduire l�existence et l�unicité de solution d�EDS

2.1 Equation di¤érentielle stochastique

Dé�nition 2.1.1 (équation di¤érentielle stochastique) :Une équation
di¤érentielle stochastique est une équation de la forme

Xt = � +

Z t

0

b(s;Xs)ds+

Z t

0

�(s;Xs)dBs (2.1)

ou sous forme di¤érentielle

dXt = b(t;X)dt+ �(t;Xt)dBt; (2.2)

X0 = �;

L�inconnue est le processus X. Le probléme est, comme pour une équation di¤éren-

tielle ordinaire, de montrer que sous certaines conditions sur les coe¢ cients,l�équation

16



di¤érentielle a une unique solution.Il est utile de préciser les données.

Dé�nition 2.1.2 Soit b et � sont deux fonction de R+ � Rn à valeur réelles don-

nées On se donne également un espace (
;F ; P ) muni d�une �ltration Ft et un

Ftmouvement brawnien B sur cet espace Une solution de (2:1) est un processus X

continu Ft� adapté tel que les intégrales
R t
0
b(s;Xs)ds et

R t
0
�(s;Xs)dBs ont un sens

et l�égalité

Xt = � +

Z t

0

b(s;Xs)ds+

Z t

0

�(s;Xs)dBs (2.3)

est satisfaite pour tout t; P� p:s:

Théorème 2.1.1 On suppose que

� Les fonction b et � sont continues

� il existe K tel que pour tout t 2 [0; T ] ; x 2 R; y 2 R

jb(t; x)� b(t; y)j+ j�(t; x)� �(t; y)j � Kjx� yj (2.4)

jb(t; x)j2 + j�(t; x)j2 � K2(1 + jxtj2): (2.5)

La condition initiale X0 = � est idépendante de (Bt; t � 0) et est de carré inté-

grable,alors il existe une unique solution de (2:1) à trajictoires pout t � T:De plus

cette solution véri�e

E

"
sup
t2[0;T ]

jXtj2
#
� 1;8p > 1

Remarquant que la condition de Lipshitz (2:2) nous assure l�existence et l�unicité de

la solution de l�equation (2:1)

Remarque 2.1.1 La condition de croissance (2:4) nous évite l�éxplosition de la so-

lution et si on n�a pas cette condition l�équation (2:1) admettra une solution unique

mais seulement jusqu�au temps d�éxplosition
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la preuve l�existence et l�unicité de la solution est basée sur llemme de Granwall et

inégalite de BDG.:

Théorème 2.1.2 (Théorème de Point �xe de Picard-Banach) : Soient une

espace métrique complet et g une application -contractante . Alors

1. g admet un unique point �xe a 2 E ,

2. Pour tout x0 2 E ; la suite des itérées de x0 par g , dé�nie par xn := g(xn�1)

pour tout n 2 N ;converge vers a ,

3. la convergence est géométrique ,

8n 2 N d(xn; a) � kn

1�kd(x1; x0):

2.2 Unicité et existence

Dé�nition 2.2.1 pour l�equation (2:2) on dit qu�il y a :

� Existence faible si pour tout x 2 Rd , il existe une solution de (2:2):

� Unicité trajectoirielle si l�espace de probabilité �ltré (
;F ;P) et le mouvement

Brawnien B étant �xé , deux solution X et X 0 de (2:2):telle que X = X 0
t P . s ,

sont indistinguables .

On dit de plus qu�une solution X de (2:2) est une solution forte si X est adapté par

rapport à la �ltration canonique de B , il y a unicité forte pour l�EDS(2:2) si pour

tout B; deux solution fortes associées à B sont indistinguables .

Théorème 2.2.1 Soient T � 0 et b (t; x) � (t; x) sont des fonction mesurables sa-

tisfaisantes :

1. (condition de lipschitz locale)

9k 2 R+ jb (t; x)� b (t; y)j+ j� (t; x)� � (t; y)j � k jx� yj ; t 2 [0; T ] ;x; y 2 R;
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2. (condition de croissance linéaire)

9k 2 R+ jb (t; x)� b (t; y)j+ j� (t; x)� � (t; y)j � k (1 + jxj) ; t 2 [0; T ] ;x 2 R;

3. X0 variable aléatoire indépandante de B = (Bt)t�0 et de carré intégrable

(ie : E [jX2
0 j] � +1) Alors l�équation (2:1) admet une unique solution forte

X = (Xt(w))t�0 adapté par rapport à la �ltration F
x0
t = Ftf� (X0) et vérife :

E

�Z T

0

jXtj2 dt
�
� +1:

Preuve. Commençons par démontré l�unicité , Soient X = (Xt)t2T et Y = (Yt)t2T

deux solution fortes de condition initiale X0 = Y0 = � telle que�

jXt � Ytj2 =
����Z t

0

b (s;Xs) ds+

Z t

0

� (s;Xs) dBs �
Z t

0

b (s; Ys) ds+

Z t

0

� (s; Ys) dBs

����2
=

����Z t

0

[b (s;Xs)� b (s; Ys)] ds+

Z t

0

[� (s;Xs)� � (s; Ys)] dBs

����2 ;
On utilisant le fait que (a+ b)2 � 2a2 + 2b2;on a pour tout 0 � i � t � T

jXt � Ytj2 � 2
����Z t

0

[b (s;Xs)� b (s; Ys)] ds

����2 + 2 ����Z t

0

[� (s;Xs)� � (s; Ys)] dBs

����2

où

sup
0�t�T

jXt � Ytj2 � 2 sup
0�t�T

����Z t

0

[b (s;Xs)� b (s; Ys)] ds

����2+2 sup
0�t�T

����Z t

0

[� (s;Xs)� � (s; Ys)] dBs

����2

Passant à lèspérence mathématique on obtient :
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E
�
sup
0�t�T

jXt � Ytj2
�

� 2E
"
sup
0�t�T

����Z t

0

[� (s;Xs)� � (s; Ys)] ds

����2
#
+ 2E

"
sup
0�t�T

����Z t

0

[� (s;Xs)� � (s; Ys)] dBs

����2
#

utilisant l�inégalité de Doob et l�isométrie d�Ito on obtient

E
�
sup
0�t�T

jXt � Ytj2
�
� 2E

"����Z T

0

[� (s;Xs)� � (s; Ys)] ds

����2
#
+8E

�Z t

0

j� (s;Xs)� � (s; Ys)j2 ds
�

Par les inégalités de Cauchy-schawrtz et Buckolders-David-Gundy on obtient :

E
�
sup
0�t�T

jXt � Ytj2
�
� 2TE

�Z T

0

jb (s;Xs)� b (s; Ys)j2 ds
�
+ 8E

�Z t

0

j� (s;Xs)� � (s; Ys)j2 ds
�

= 2 (T + 4)E
�Z T

0

�
jb (s;Xs)� b (s; Ys)j2 + j� (s;Xs)� � (s; Ys)j2

�
ds

�

comme les fonction b et � sont Lipschizienne alors :

E
�
sup
0�t�T

jXt � Ytj2
�
� 2K2 (T + 4)E

�Z T

0

jXs � Ysj2 ds
�

� 2K2 (T + 4)

Z T

0

E
�
jXs � Ysj2

�
ds

� 2K2 (T + 4)

Z T

0

E
�
sup
0�i�s

jXi � Yij2
�
ds

donc par l�inégalité de Gronwall

E
�
sup
0�t�T

jXt � Ytj2
�
� 0 exp(2K2(T + 4) = 0

ce si implique que X et Y sont indistinguables c�est -à-dire

P (Xt � Yt; 0 � t � T ) = 1
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A �n de prouver l�existence , on procéde comme pour les équations diférentielles avec

une méthode d�approximation de Picard. Pour cela, on posed

X0
t = 0 (2.6)

X1
t = � +

Z t

0

b(s; �)ds+

Z t

0

�(s; �)dBs

X2
t = � +

Z t

0

b(s;X1
s )ds+

Z t

0

�(s;X1
s )dBs

...

Xn
t = � +

Z t

0

b(s;Xn�1
s )ds+

Z t

0

�(s;Xn�1
s )dBs

On peut déterminer (Xn
t ) pour tout n, on montre que (X

n
t ) converge vers Xt et Xt

véri�e notre EDS (2:1) D�abord on suppose on que les fonction b et � véri�ent la

condition de croissance liniare et on prouve qu�il 9 m � 0 telque :

E
�
sup
t�T

jXn
t j
2

�
� m;

si n = 1 on a ��X1
t

��2 = ����� + Z t

0

b (s; �) ds+

Z t

0

� (s; �) dBs

����2 ;
et comme (a+ b+ c)2 � 3a2 + 3b2 + 3c2;on trouve

��X1
t

��2 � 3 j�j2 + ����Z t

0

b (s; �) ds

����2 + ����Z t

0

� (s; �) dBs

����2
!
;

En utilisent de Cauchy-Schwarz, pour tout 0 � t � d � T

��X1
t

��2 � 3 j�j2 + T

Z d

0

jb (s; �)j2 ds+
����Z t

0

� (s; �) dBs

����2
!
;
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Donc

sup
t�d�T

��X1
t

��2 � 3 j�j2 + T

Z d

0

jb (s; �)j2 ds+ sup
t�d�T

����Z t

0

� (s; �) dBs

����2
!

en passant aux ésperances,on obtien

E
�
sup
t�d�T

��X1
t

��2� � 3E"j�j2 + T

Z d

0

jb (s; �)j2 ds+ sup
t�d�T

����Z t

0

� (s; �) dBs

����2
#

d�ou on tire en utilisant de l�inégalité de Doob et l�isométrie delintegrale stochastique

,la croissance linéare de b et � ,

E
�
sup
t�d�T

��X1
t

��2� � 3 �E j�j2 + T

Z d

0

jb (s; �)j2 ds+ 4
Z d

0

j� (s; �)j2 dBs
�

� 3E
�
j�j2 + TK2

Z d

0

�
1 + j�j2

�
ds+ 4K2

Z d

0

�
1 + j�j2

�
ds

�
� 3E

�
j�j2 +K2 (1 + j�j)2 (T + 4) d

�
= 3 j�j2 + 3K2 (1 + j�j)2 (T + 4) d;

donc soit m1 = 3K
2 (1 + j�j)2 (T + 4)

E
�
sup
t�d�T

��X1
t

��2� � 3 j�j2 +m1d

de la meme mainiére on trouve que d�aprés le fait que (a+ b+ c)2 � 3a2 + 3b2 + 3c2

et l�inégalité de Cauchy-Schawarz pour tout 0 � t � d � T

��X2
t

��2 = ����� + Z t

0

b
�
s;X1

s

�
ds+

Z t

0

�
�
s;X1

s

�
dBs

����2 ;
� 3

 
j�j2 +

����Z t

0

b
�
s;X1

s

�
ds

����2 + ����Z t

0

�
�
s;X1

s

�
dBs

����2
!
;
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En utilisent de Cauchy-Schwarz, pour tout 0 � t � d � T

��X1
t

��2 � 3 j�j2 + T

Z t

0

��b �s;X1
s

���2 ds+ ����Z t

0

�
�
s;X1

s

�
dBs

����2
!
;

Donc

sup
t�d�T

��X2
t

��2 � 3 j�j2 + T

Z d

0

��b �s;X1
s

���2 ds+ sup
t�d�T

����Z t

0

�
�
s;X1

s

�
dBs

����2
!

E
�
sup
t�d�T

��X2
t

��2� � 3E"j�j2 + T

Z d

0

��b �s;X1
s

���2 ds+ sup
t�d�T

����Z t

0

�
�
s;X1

s

�
dBs

����2
#

et par utilisant l�négalité de Doob et l�isométrie de l�integrale stochastique ,la crois-

sance linéare de b et � ,

E
�
sup
t�d�T

��X2
t

��2� � 3E �j�j2 + T

Z d

0

��b �s;X1
s

���2 ds+ 4Z d

0

��� �s;X1
s

���2 ds�
= 3

�
j�j2 + TE

�Z d

0

��b �s;X1
s

���2 ds�+ 4E �Z d

0

��� �s;X1
s

���2 ds��
� 3E

�
j�j2 + TE

�Z d

0

K2
�
1 +

��X1
s

��2� ds�+ 4E �Z d

0

K2
�
1 +

��X1
s

��2� ds��
= 3

�
j�j2 + (T + 4)K2E

�Z d

0

1 +
��X1

s

��2 ds��
� 3

�
j�j2 + (T + 4)K2E

�Z d

0

�
1 +

��X1
s

���2 ds��
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soit m2 = (T + 4)K
2

E
�
sup
t�d�T

��X2
t

��2� � 3�j�j2 + 2m2E
�Z d

0

�
1 +

��X1
s

���2 ds��
� 3

�
j�j2 + 2m2E

�
T +

Z d

0

��X1
s

��2 ds��
� 3

�
j�j2 + 2m2

�
T +

Z d

0

E
�
sup
tv�s

���X1
s

���2 ds���
� 3

�
j�j2 + 2m2

�
T +

Z d

0

�
3 j�j2 +m1d

�
ds

��
= 3

�
j�j2 + 2m2

�
T + 3 j�j2 d+m1

d2

2
ds

��

et par une récurrence nous avons donc

X2
t � j�j

2 +
nX
k=0

dk

k!
2mk8n � 1;

Ensuite , il reste à montrer que la suite (Xn
t )t2[0;T ] coverge P � p:s; uniformément

sur [0; T ] vers un processus limite (Xn
t )t2[0;T ]

��X2
t �X1

t

�� � ����Z t

0

�
b
�
s;X1

s

�
� b (s; �)

�
ds+

Z t

0

�
�
�
s;X1

s

�
� � (s; �)

�
dBs

������X2
t �X1

t

�� � 2 ����Z t

0

�
b
�
s;X1

s

�
� b (s; �)

�
ds

����2 + 2 ����Z t

0

�
�
�
s;X1

s

�
� � (s; �)

�
dBs

����2

alors

sup
t�d

��X2
t �X1

t

�� � 2sup
t�d

����Z t

0

�
b
�
s;X1

s

�
� b (s; �)

�
ds

����2+2sup
t�d

����Z t

0

�
�
�
s;X1

s

�
� � (s; �)

�
dBs

����2
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en passant aux ésperance et par l�inégalité de Cauchy-Schwarz, l�inégalité de Doob

et l�isométrie de l�intégrale stochastique , la croissance linéaire de b et �

E
�
sup
t�d

��X1
t �X2

t

���
� 2E

"
sup
t�d

����Z t

0

�
b
�
s;X1

s

�
� b (s; �)

�
ds

����2
#
+ 2E

"
sup
t�d

����Z t

0

�
�
�
s;X1

s

�
� � (s; �)

�
dBs

����2
#

� 2TE
"
sup
t�d

����Z d

0

�
b
�
s;X1

s

�
� b (s; �)

�����2 ds
#
+ 2E

"
sup
t�d

����Z t

0

�
�
�
s;X1

s

�
� � (s; �)

�
dBs

����2
#

� 2TE
"
sup
t�d

����Z d

0

�
b
�
s;X1

s

�
� b (s; �)

�����2 ds
#
+ 8E

�Z t

0

���� �s;X1
s

�
� � (s; �)

���2 ds�
� 2TK2E

�Z d

0

��X1
s � �

��2 ds�+ 8K2E
�Z t

0

��X1
s � �

��2 ds�
�
�
2TK2 + 8K2

� Z d

0

h
E
��X1

s � �
��2i ds

�
�
2TK2 + 8K2

� Z d

0

E
�
sup
v�s

��X1
v � �

��2� ds
alors

E
�
sup
t�d

��X2
t �X1

t

��� � 2(2TK2 + 8K2)

�Z d

0

E
�
j�j2 ds

�
+

Z d

0

E
�
sup
v�s

��X1
v

��2 ds��

donc pour tout n

E
�
sup
t�d

��Xn+1
t �Xn

t

���
� 2E

"����Z t

0

�
b
�
s;Xn+1

s

�
� b (s;Xn

s )
�
ds

����2
#
+ 2E

"����Z t

0

�
� (s;Xn

s )� �
�
s;Xn�1

s

��
dBs

����2
#
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par l�inégalité de Cauchy-Schwarz,l�inégalité de Doob et l�isométrie de l�intégrale

stochastique , la croissance linéaire de b et �

E
�
sup
t�d

��Xn+1
t �Xn

t

���
� 2TE

�Z d

0

���b (s;Xn
s )� b

�
s;Xn�1

s

����2 ds�+ 8E �Z t

0

���� (s;Xn
s )� �

�
s;Xn�1

s

����2 ds�
� 2TK2E

�Z d

0

��Xn
s �Xn�1

s

��2 ds�+ 8K2E
�Z t

0

��Xn
s �Xn�1

s

��2 ds�
=
�
2TK2 + 8K2

�
E
�Z d

0

��X1
s �Xn�1

s

��2 ds�
�
�
2TK2 + 8K2

� Z d

0

E
�
sup
t�d�T

��X1
s �Xn�1

s

��2� ds
on répete ce procedure, on trouve

E
�
sup
t�d

��Xn+1
t �Xn

t

��� � mn
dn+1

(n+ 1)!

cela entraine que p:s

=


1X
n=0

��Xn+1
t �Xn

t

��
L2

�
1X
n=0

sup
t�d

��Xn+1
t �Xn

t

��
L2

�
1X
n=0

�
mn

dn+1

(n+ 1)!

� 1
2

� 1

cela entraine que
1X
n=0

sup
t�d

��Xn+1
t �Xn

t

�� � 1
et donc la suite(Xn

t )t2[0;T ] converge p:s uniformément sur[0; T ] vers un processus(X
n
t )t2[0;T ]

limite qui est continu. Aprés on véri�er que Xn
t une solution de l�EDS (2:1) soit une

sous suite converge dans,en e¤et
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X l
t �Xn

t


L2
�

l�1X
k=n

sup
t�d

Xk+1
t �Xk

t


L2

�
+1X
k=n

�
mk

dk+1

(k + 1)

� 1
2

! 0 (n!1)

en passant à la limite dans (2:6) et lemme de Fatou on obtient

E
Z T

0

jXn
t �Xtj2 dt � lim

n!1
inf E

Z T

0

��Xn
t �X l

t

��2 dt ! 0
n!1

:

utilisant la condition de lipschitz, l�inégalité de Couchy-Schwarz, l�inégalité de Doob

et lisométrie de l�intégrale stochastique ,on a

E

"����Z t

0

(b (s;Xn
s )� b (s;Xs)) ds

����2
#
� tK2E

�Z t

0

jXn
s �Xsj2 ds

�
! 0
n!1

E

"����Z t

0

(� (s;Xn
s )� � (s;Xs)) dBs

����2
#
� 4K2E

�Z t

0

jXn
s �Xsj2 ds

�
! 0
n!1

alors Z t

0

b (s;Xn
s ) ds

L2!
Z t

0

(b (s;Xs)) ds

et Z t

0

� (s;Xn
s ) ds

L2!
Z t

0

� (s;Xs) dBs

on déduit que Xt est une solution de l�EDS (2:1) et n! +1

Exemple 2.2.1 8><>:
dxt
dt
= 3x

2
3
t ;

x0 = 0:
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et

xt =

8><>: 0 : si t � a

(t� a)3 : si t > a;

b(xt) = 3x
2
3
t n�est pas Lipshitzienne car les dérivées n�est pas bornnées, n�est pas

dérivable au points x0 = 0.

Remarque 2.2.1 La condition de croissance (2:5) nous évite l�éxplosition de la so-

lution et si on n�a pas cette condition l�équation (2:1) admettra une solution unique

mais seulement jusqu�au temps d�éxplosition.

Exemple 2.2.2 On considere l�équation di¤érentielle suivante :

dxt
dt
= x2t ; x0 = 1:

C�est-à-dire b(x) = x2; � = 0, sont Lipchitziennes donc, il existe une solution unique

donnée par :

xt =
1

1� t
: 0 � t � 1;

car

lim
t!1

xt = +1:
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Chapitre 3

Principe de maximum de le cas

non linéaire, convexe

Dans ce chapitre on donne le principe du maximum stochastique dans le cas où les

coe¢ cients de drifte b et de di¤usion � de l�équation d�état contient un terme de

contrôle .

3.1 Formulation du problème

.On note par U L�ensemble de touts les contrôle admissibe .

8><>: dxut = b (t; xut ; ut) dt+ � (t; xut ; ut) dBt

xu0 = �
(3.1)

La fonction côut à minimiser est de la forme :

J (u(�)) = E
Z T

0

l(t; x(t); u(t))+� (xu(T )) (3.2)
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J(u) = inf
v2U

J(v):

b : [0; T ]� Rn � U ! Rn , � : Rn ! R , � : [0; T ]� Rn � U ! Rn�d;

l : [0; T ]� Rn � U ! R

Hypothése (H1) : U convexe, b; �; l; � sont continûment di¤érentiable par rapport à

(x; u):Ils sont majorées par C(1+ jyj+ jzj) et leurs dérivées, par rapport à (x; u) sont

continues et uniformément bornées.et la fonction � est convexe .

Sous l�hypothèse ci-dessus, l�équation (3:1) a une unique solution forte et le coût J

est bien dé�nie de U dans R:

Nous prenons la perturbation convexe (sous forme faible ), suivante

�" = �+ "(v � u) , 0 � " � 1:

Pour obtenons l�quation variationnelle suivante :

J(�")� J(�t) � 0;

on a desoin de deux lemmes suivant

Lemme 3.1.1

lim
�!0

E
�
sup
0�t�T

jx"(t)� x(t)j2
�
= 0: (3.3)

E
�
sup
0�t�T

jx"(t)� x(t)j2
�
� E

Z t

0

jb" (s)� b (s)j2 ds+ E
Z t

0

j�" (s)� � (s)j2 ds:
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b; � sont lipchitziennes par rapport a (x; v)

E
�
sup
0�t�T

jx"(t)� x(t)j2
�
� CTE

Z t

0

jx"(s)� x(s)j2 ds+ C"2E
Z t

0

jv(s)j2 ds (3.4)

En utilison (3:4) on obtient

E
�
sup
0�t�T

jx"(t)� x(t)j2
�
� CTE

Z t

0

sup
s2[0;s]

jx"(s)� x(s)j2 ds+MT "
2:

D�aprés le lemme de Gronwall, d�aprés l�inégalité Burkholder-Davis-Gundy , d�où

resultat .

lim
"!0

sup
0�t�T

Ejx
"(t)� x(t)

"
� z(t)j2 = 0; (3.5)

où Z est la soulition de l�equation lineaire

8><>: dZ(t) = fbx(t)x1(t) + bv(t)v(t)g dt+ f�x(t)x1(t) + �v(t)v(t)gdW (t)

Z0 = 0

Pour simpli�er ona :

x�;"(t) = x(t) + �"(x"(t) + x1(t));

x�;"(t) = x(t) + �"(x"(t) + x̂1(t));

u�;"(t) = u(t) + �"v(t);

on pose �x = x"(t)�x(t)
"

� z(t);on a

d�x" =
1

"
[fb(t; x"(t); u"(t))� b(t; x(t); u(t))gdt+ f�(t; x"(t); u"(t))� �(t; x(t); u(t))gdWt

� [fbx(t)Z(t) + bv(t)v(t)gdt+ f�x(t)Z(t) + �v(t)v(t)gdW (t)]

x"(0) = 0:
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Dévlopment d�ordre 1 de reste intégrale :

d�x"(t) = f
Z 1

0

[bx(t; x
�;"(t); u�;"(t))(x"(t) + Z(t)) + bv(t; x

�;"(t); u�;"(t))v(t)]d�gdt

+ f
Z 1

0

[�x(t; x
�;"(t); u�;"(t))(x"(t) + Z(t)) + �v(t; x

�;"(t); u�;"(t))v(t)]d�gdWt

On dé�nie les quantités suinantes

Preuve.

��1 =

Z 1

0

bx(t; x
�;"(t); u�;"(t))d�;

��2 = [�
�
1 � bx(t)]Z(t) +

Z 1

0

f[bv(t; x�;"(t); u�;"(t))� bv(t)]v(t)gd�;

��4 =

Z 1

0

�x(t; x
�;"(t); u�;"(t))d�;

��5 = [�
�
4 � �x(t)]Z(t) +

Z 1

0

f[�v(t; x�;"(t); u�;"(t))� �v(t)]v(t)gd�;

Donc ona8><>: d�x"(t) = [��1x
"(t) + ��2] dt+ [�

�
4x
"(t) + ��5] dBt

x"(0) = 0:

On applique isométrié d�Itô jx"(t)j2 on obtien

Ej�x"(t)j2 = E
Z T

0

[h(2�x"(t); ��1x"(t) + ��2)i+ j�
�
4x
"(t) + ��5j2dt

� CE
Z T

0

jx"(t)j2dt+ �(�)

D�aprés le lemme de Gronwall d�où résultat (3:5) :

Lemme 3.1.2 Si u est un contrôle optimal alors ona :
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E

24 TZ
0

lx(t)Z(t) + lv(t)v(t)dt

35+ E[�x(x(T ))ZT ] � 0: (3.6)

Preuve. Si u (�) optimal control alors

J (u")� J (ut)

"
� 0

ona

J (u")� J (ut)

"
=
1

"

�
E [� (x")� � (xT )] +

1

"
E
Z T

0

[l"(t)� l (t)] dt

�
;

=
1

"

�
E
�Z 1

0

�x (x
�
T + � (x"T � x�T )) (x

"
T � x�T ) d�

�
+
1

"
E
�Z T

0

�Z 1

0

lx (x
�
T + � (x"t � x�t ) ; ut + �" (vt � ut)) (x

"
t � x�t ) d�

�
dt

��
+lv (x

�
T + � (x"t � x�t ) ; ut + �" (vt � ut)) (u

"
t � u�t ) d�] dt

=
1

"

�
E
�Z 1

0

�x (x
�
T + � (x"T � x�T ) ; ut + �" (vt � ut))

�
x"T � x�T

"

�
d�

�
�
�
x"t � x�t

"

�
+
1

"
E
�Z T

0

�Z 1

0

lx (x
�
T + � (x"t � x�t ) ; ut + �" (vt � ut)) d�

�
dt

��
+lv (x

�
T + � (x"t � x�t ) ; ut + �" (vt � ut)) (vt � ut) d�] dt;

=
1

"
E
�Z 1

0

�x (x
�
T + � (x"T � x�T ))ZTd�

�
+
1

"
E
Z T

0

Z 1

0

lx (x
�
T + � (x"t � x�t ) ; ut + �" (vt � ut))Zt

+ lv (x
�
T + � (x"t � x�t ) ; ut + �" (vt � ut)) (vt � ut) d�dt
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d�aprés lemme (1), lemme (2) ; lx; l" ; �x sont continue et bornée 

�x (x
�
T + � (x"T � x�T ))!"!0 �x (x

�
T )

lx (x
�
t + � (x"t � x�t ) ; ut + �" (vt � ut))!"!0 lx (x

�
t ; ut)

lv (x
�
T + � (x"t � x�t ) ; ut + �" (vt � ut))!"!0 lv (x

�
t ; ut)

0 � J (u")� J (ut)

"
= E

�
�x (x

�
T )ZT +

Z T

0

lx (x
�
t ; x

�
t ; ut)Zt + lv (x

�
t ; x

�
t ; ut) (vt � ut) dt

�
:

3.2 Equation varitionnelle processus adjoint et equa-

tion adjointé

A partir de l�inégalité varitionnelle on va établier les conditions nécessaires d�opti-

malité veri�es le contrôle optimale u:

Soit ' la solution fondamentable matricielle associée à l�équation léniare

8><>: �d'(t) = bx (t; x; u)'(t)dt+ ' (t; x; u)�x (t) dBt;

'0 = Id;

' est inversible et son inverse  veri�e

8><>: �d (t) = (Dt D
�
t � At t) dt�Dt tdBt

 0 = Id

telque :
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E

"
sup
t2[0;T ]

j'tj2
#
<1;

E

"
sup
t2[0;T ]

j tj2
#
<1:

On dé�nie le Hamiltonien H de [0; T ]� R�Q2(R)�U � R� R� R! R

H(t; x(t); �; v; P; p) = l(t; x; v) + b(t; x; v)p� �(t; x; v)P:

On pose

pt =  tYt

avec

dYt = �'Xt lx (t; xut ; ut) dt+ 'tdBt;

Pour obtenir l�équation adjointe véri�ée par le processus adjoint p ,il su¢ t d�ap-

pliquent la formule d�Itô sur pt =  tYt :

dpt =  tdYt + Ytd t + h t; Ytit

= �Hx (t; x
u
t ; ut; p

u
t ; P

u
t ) dt� ptdBt;

telque

Hx (t; x
u
t ; ut; p

u
t ; P

u
t ) = lx (t; x

u
t ; ut) + put bx (t; x

u
t ; ut)� P ut �x (t; x

u
t ; ut) ;
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8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

�t =  t (x
v
t � xut ) ;

X = 'Tgx (x
u
T ) +

R T
0
'xt hx (t; x

u
t ; ut) dt;

pt =  tYt

P = �Xx pt �  v t;

Y = E (XjFt)�
R t
0
'slx (t; x

u
t ; ut) dt;

p0 =  0Y0 = Y0

; pT =  TYT =  TE (XjFT )�  T

Z t

0

'slx (t; x
u
t ; ut) dt:

X est FT mesurable donc E (XjFT ) = X;

8><>: dp = �Hx (t; x
u
t ; ut; p

u
t ; P

u
t ) dt� PtdBt;

pT = gx (x
u
T ) ;

(3.7)

L�équation (3:7) est une equation stochastique rétrogarde

Théorème 3.2.1 (sous forme faible) pour qu�un contrôle u 2 U soit optimal, il faut

et il su¢ t que

Hv (t; x
u
t ; ut; p

u
t ; P

u
t ) (vt � ut) � 0

Où (p; P ) est la solution unique de (E;A) , C-à-d

J(u) = inf
v2U

J(v)) Hv (vt � ut) � 0; 8v 2 U:

36



Conclusion

Ce mémoire donne une idé générale sur principe du maximum dans le cas non li-

néaire convexe. Plus précisément, nous utilisons lemme de Granwall et inégalité de

Burkholder-Davis-Gundy ainsi avec une technique on obtient un principe du maxi-

mum telque le domaine de contrôle est convexe ,et pour étudé les condition nécessaire

d�optimalités des contrôles pour les EDS , et minimese la fonction de côut
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-Annexe B : Abréviations et

Notations

Les di¤érentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont

expliquées ci-dessous :�

;F ; (Ft)t�0 ;P

�
Espace de probabilisé �ltré .

(
;F ;P) Espace de probabilisé complét .

(
;F) Espace mésurable .

Ft Filtration .

E[X] Espérance mathématique du processus stochastique X

ut Variable de contrôle strict.

U L�ensemble des contrôles stricts admrssibles.

A L�ensemble des valeures des contrôles stricts.

EDS Equation di¤érentielle stochastique.

EDSR Equation di¤érentielle stochastique rétrograde

j:j valeur absolue d�un nombre

h:; :i Produit scalaire dans Rd

qt Variable de contrôle relaxé.

R L�ensemble des contrôles relaxés admrssibles.

P (A) L�espace des mesures de probabilité sur A:

�v Masse de Dirac concentrée en un point v.
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� La condition initiale de l�EDS.

b Le générateur de de l�EDS.

Bt Un mouvement Brownien.

H (t; x(t); �; v; P; p) Le Hamiltonien.
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             Dans ce mémoire, nous nous intéressons à l'étude des problèmes de contrôle 

stochastique optimal, où nous examinons le contrôle stochastique optimal d'un système régi 

par des équations différentielles stochastiques temporelles. Dans le premier chapitre, nous 

présentons quelques informations générales sur le calcul stochastique. Le deuxième chapitre 

est consacré à l'étude de l'existence et de l'unicité de la solution de ce type d'équations 

différentielles. Le troisième chapitre est l'objectif principal où nous avons discuté de la 

préparation des conditions nécessaires sous forme du principe du maximum stochastique de 

Pontriagin. 

    Mots-clés: équations différentielles stochastiques, contrôle stochastique optimal, existence 

et unicité de la solution 

  الملخص: 

 تحكمه ماظلن ئيوالعشل الأمثا ملتحكا درسن ثحی لمثلىا ئيوالعشا ملتحكا تمشكلا سةدارب رةكذلما هذه في منهت

 للتكاموا للتفاضا بحسا نع لعامةات ماولمعلا ضبع دمنق وللأا للفصا في ،منیةزلائیة والعشا لتفاضلیةا تلادلمعا

 للفص،والتفاضلیةا تلادلمعاا نم وعلنا ذاله للحانیة داحو و ودجو سةدارل تخصیصه  تم لثانيا للفصا ما،أئيوالعشا

 تهیئة نع فیه تكلمنا ثحی دفلها وه نكا ثلثالا

  Pontriagin. نم ئيواعش قصىأ دأمب لشك في مةزللاا ظروفلا

 .للحا نیةداحو و ودجو ،ئيوالعشا للأمثا ملتحكا ،ئیةوالعشا لتفاضلیةا تلادلمعاا:لمفتاحیةا تلكلماا

:rRésume 

Abstract: 

   In this thesis, we focus on the study of optimal stochastic control problems, where we 

examine the optimal stochastic control of a system governed by temporal stochastic differential 

equations. In the first chapter, we provide some general information about stochastic calculus. 

The second chapter is dedicated to studying the existence and uniqueness of the solution for 

this type of differential equations. The third chapter is the main objective, where we discuss the 

preparation of the necessary conditions in the form of Pontryagin's stochastic maximum 

principle. 

Keywords: stochastic differential equations, optimal stochastic control, existemal, and 

uniqueness of the solution. 
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