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Résumé

Dans ce travail, nous avons étudié l�importance de la moyenne empirique en

estimation paramétrique, ainsi en test paramétrique et on a abordé ses propriétés

asymptotiques, et nous avons donné quelques exemples sur cet estimateur.
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Introduction

Le concept de la moyenne théorique, ou simplement la moyenne est l�un des concepts

les plus fondamentaux en statistique, il est largement utilisé pour représenter de

manière concice les valeurs d�une variable aléatoire. Les distributions et les propriétés

statistiques de la moyenne est crucial pour de nombreuses applications dans des

domaines tels que l�économie, analyse de données...

L�estimation de la moyenne est un processus crucial dans la prise de décision et

la modélisation statistique. Elle permet d�obtenir une valeur approximative de la

moyenne d�une population a partir d�un échantillon de données. Cette estimation

est largement utilisée dans de nombreux domaines. En e¤et, la moyenne est souvent

utilisé pour résumer des données et en extraire des informations utiles pour la prise

de décision.

Dans ce mémoire nous aborderons deux chapitres :

Le premier chapitre est consacré aux quelques notions et dé�nitions de base en statis-

tique, propriétés d�un estimateur, estimation paramétrique ........et en�n le conver-

gence des suites des variables aléatoires.

Le deuxième chapitre représente le concept de l�estimateur de la moyenne (c�ést-a-

dire la moyenne empirique) et son intervention en estimation paramétrique ainsi son

importance en test paramétrique, en plus de mentionner certaines de ses propriétés

distinctives.
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Chapitre 1

Généralités

Dans ce chapitre, nous donnerons quelques notions élémentaires, dé�nitions et exemples

dans l�estimation paramétrique.

1.1 Quelques dé�nitions

1.1.1 Echantillon

Dé�nition 1.1.1 (Echantillon) On appelle n-échantillon de la loi Pk, la donnée

d�un vecteur X = (X1; :::Xn) constitué de n variables aléatoires indépendantes et

identiquement distribuées (i:i:d):

1.1.2 Statistique

Dé�nition 1.1.2 (Statistique) Une statistique T est une fonction mesurable des

variables aléatoires qui donne des informations sur un paramètre de la population

T = f(X1; X2; :::; Xn) (1.1)

2



Chapitre 1. Généralités

� La variance empirique :

S2 =
1

n

nX
i=1

(Xi �X)2 (1.2)

� La fonction de répartition empirique :

Fn(x) =
1

n

nX
i=1

1fXi�xg (1.3)

1.1.3 Estimateur

Dé�nition 1.1.3 (Estimateur) Un estimateur T de � sera une statistique T =

f(X1; :::; Xn) et sa réalisation sera notée t = f(X1; :::Xn):

1.1.4 Biais

Dé�nition 1.1.4 (Biais) Le biais de l�estimateur b� de � est la fonction dé�nie sur
	 par :

B(�) = E(b�)� �, � 2 	 (1.4)

1.2 Propriétés générales d�un estimateur

1.2.1 Estimateur sans biais

Dé�nition 1.2.1 On dit que b� un estimateur de � est sans biais si
B(�) = E(b�)� � = 0 (1.5)

3



Chapitre 1. Généralités

1.2.2 Estimateur asymptotiquement sans biais

Dé�nition 1.2.2 On dit qu�un estimateur b� de � est asymptotiquement sans biais
si

lim
n!1

B(�) = 0 où lim
n!1

E(b�) = �:
Exemple 1.2.1 Soit (X1; X2; :::; Xn) un n échantillon d�espérence � et de variance

�2

S2 = 1
n

Pn
i=1X

2
i � X

2
; la variance empirique est un estimateur asymptotiquement

sans biais en e¤et :

E(S2) = E(
1

n

nX
i=1

X2
i �X

2
)

=
1

n

nX
i=1

E(X2
i )� E(X

2
) = E(X2)� E(X2

)

= (V ar(X) + E2(X))� (V ar(X) + E2(X))

= �2 + �2 � �
2

n
� �2 = �2 � �

2

n
:

Ce qui implique

lim
n!1

E(S2) = lim
n!1

(�2 � �
2

n
) = �2

Dé�nition 1.2.3 On dit que b� est un estimateur convergent ou consistant si b�
converge en probabilité vers � quand n!1; c�est-a-dire

8" > 0; lim
n!1

P (
���b�n � ���� > ") = 0 (1.6)

Proposition 1.2.1 Si un estimateur est sans biais ou asymptotiquement sans biais

et si sa variance tend vers 0 alors, il est convergent.

Dé�nition 1.2.4 On appelle erreur quadratic moyenne d�un estimateur b� par rap-
4



Chapitre 1. Généralités

port à �; la quantité :

R(�) = V ar(b�) +B2(�): (1.7)

Proposition 1.2.2 Soit b� un estimateur convergent du paramétre �; et soit ' une
fonction de R �! R continue au point �. Alors ('(b�)) est un estimateur convergent.
1.2.3 Estimateur avec biais(biaisé)

Dé�nition 1.2.5 On dit que b� est un estimateur avec biais de � si :
E(b�) 6= � où B(b�) 6= 0:

Exemple 1.2.2 Soit (X1;:::Xn) un n échantillon, S2 est un estimateur biais de �2:

(On sait que : E(S2) = �2 � �2

n
= �2(n�1

n
) 6= �2, donc S2 est un estimateur biais de

�2).

1.3 Estimation paramétrique

L�approche paramétrique consiste a supposer que les données suivent une distribu-

tion de probabilité dont la forme est connue, mais dont les paramètres exactes sont

inconnus. L�objectif de cette approche est d�éstimer ces paramètres, il ya plusieurs

méthodes pour éstimer ces paramètres comme la méthode de moment, la méthode

du maximum de vraismblance et estimation par intervalle de con�ance ce qu�on va

éxpliquer dans le deuxième chapitre.

1.3.1 Modèle statistique

Dé�nition 1.3.1 On appelle modèle statistique, la donnée d�un éspace des obser-

vations E; d�une tribu " d�évènement sur E et d�une famille de probabilités P sur

5



Chapitre 1. Généralités

l�éspace probabilisable (E; "): On le note (E; "; P ) ou, quand il n�ya pas de risque de

confusion, plus simplement P .

1.3.2 Modèle paramétrique

Dé�nition 1.3.2 Un modèle paramétrique est un modèle dans lequelle on suppose

que la loi de X est connue, mais qu�elle dépend d�une paramètre � qui est inconnue

elle s�écrit

P = fP� : � 2 	 � Rng :

Exemple 1.3.1 Le modèle gaussien fN(u; �2); u 2 R; �2 > 0g ; le modèle de poisson

fp(�); � > 0g et le modèle exponentiel f"(�); � > 0g sont des modèles paramétriques.

1.4 Convergence de suites de variable aléatoire

Soit (Xn)n�1 une suite de variable aléatoires réeles dé�nies sur un éspace de proba-

bilité.

1.4.1 Convergence en probabilité

Dé�nition 1.4.1 On dit qu�un suite des variables aléatoires (Xn)n�1 converge en

probabilité vers une variable aléatoire X si

8" > 0; lim
n!1

P (jXn �Xj > ") = 0;

et on note ::Xn
P!

n!1
X:

Théorème 1.4.1 Soit (Xn) une suite de variables aléatoires sur le même éspace

6



Chapitre 1. Généralités

probabilisé (
; P ) admettant des espérances et des variances véri�ant

lim
n!1

E(Xn) = l et lim
n!1

V ar(Xn) = 0;

alors, les (Xn) convergent en probabilité vers l:

1.4.2 Convergence en loi

On rapelle que deux variables aléatoires ont même loi (PX = PY ) si est seulement si

elles ont la même fonction de répartition (FX = FY ):

Dé�nition 1.4.2 Soient (Xn)n�1 une suite des variables aléatoires reélles, (FXn)n�1

la suite des fonctions de répartitions correspondantes. On dit que (Xn)n�1 converge

en loi vers une variable aléatoire X de fonction d répartition FX , si

lim
n!1

FXn(t) = FX(t):

Proposition 1.4.1 La suite de variables aléatoires (Xn) converge en loi vers X si

est seulement si,

lim
n!1

	Xn(t) = 	X(t);

où 	Xn est la fonction génératrice de Xn et 	X celle de X:

1.4.3 Convergence en moyenne quadratique

Dé�nition 1.4.3 Une suite de variable aléatoires (Xn)n�1, converge en moyenne

quadratique d�ordre q vers X si E [(Xn �X)q]! 0 quand n!1

7



Chapitre 1. Généralités

1.4.4 Convergence presque sûre

Dé�nition 1.4.4 On dit qu�une suite de variables aléatoires (Xn)n�1 converge presque

surement vers un variable aléatoire X, si

8! 2 A : lim
n!+1

Xn (!) = X (!)

On note Xn
P:S!
n!1

X:

Proposition 1.4.2 Soit (Xn) telle que Xn
P:S! X et g une fonction continue alors :

g(Xn)
P:S!
n!1

g(X)

Proposition 1.4.3 Soit (Xn) telle que Xn
P:S!
n!1

X et (Yn) telle que Yn
P:S!
n!1

Y si f

est continue dans R2 alors :

f(Xn; Yn)
P:S!
n!1

f(X; Y )

8



Chapitre 2

Estimation de la moyenne

Dans ce chapitre, nous donnerons la formule de la moyenne empirique, et nous étu-

dions les propriétés asymptotiques.

2.1 Estimateur empirique de la moyenne

Soit (X1;:::;Xn) est un échantillon de même loi que X. On note que m� = E�(X) et

�2 = V ar(X):

Dé�nition 2.1.1 (Moyenne empirique) On appellemoyenne empirique, la sta-

tistique X dé�nie pour une taille n d�échantillon par :

X =
1

n

nX
i=1

Xi (2.1)

Quand on peut écrire l�espérance de la v.a. X en fonction du paramètre du modèle,

c�est -à-dire quand il existe une fonction g telle que m� = g(�) (ce qui est souvent

le cas), alors on pourra donner le titre d�estimateur a X. On dira alors qu�il estime

m�:

9



Chapitre 2. Estimation de la moyenne

2.1.1 Etude numérique de la moyenne empirique

On considère un échantillon de X1; :::; Xn i.i.d de loi uniforme sur [a; b] avec a et b

supposés inconnus. Le problème est d�estimer l�espérance de cette loi uniforme

E [X] =
a+ b

2

Un estimateur naturel est la moyenne empirique X = 1
n

Pn
i=1Xi:

Exemple 2.1.1 Pour �xer les idées, on suppose dans cette partie que a = 0 et b = 1

. L�espérance à estimer vaut donc 0:5 (on peut faire comme si on le la connaissait

pas). On considère deux échantillons de taille 500 générées selon une loi uniforme

entre 0 et 1 :

Code R :

echantillon1=runif(500)

echantillon2=runif(500)

M=c(mean(echantillon1),mean(ech))antillon2

>M

[1] 0.5117967 0.4979988

2.2 Méthodes d�estimation paramétrique

2.2.1 Méthode des moments

Le principe de cette méthode est on suppose qu�il existe une fonction h bijective et

continue de � � Rp vers h(�) � Rp, et ' une fonction mesurable de E vers Rp telle

que E�('(x)) existe et toutes les deux telles que l�on ait :

h(�) = E('(X)); 8� 2 �

10



Chapitre 2. Estimation de la moyenne

Dé�nition 2.2.1 La méthode de moment consiste alors a estimer � par :

b�(X) = h�1( 1
n

nX
i=1

'(Xi))

Preuve. On a

h(�) = E('(X));

alors dh(�) = \E('(X)) =
1

n

nX
i=1

'(Xi);

puisque h est continue alors

dh(�) = h(b�) = 1

n

nX
i=1

'(Xi);

donc b� = h�1( 1
n

nX
i=1

'(Xi)):

Exemple 2.2.1 Soit X � G(�; �) alors, f�;b(x) =
��

�(a)
x��1e�bx: On chercher a

déterminer les estimateurs de � = (�; �):

�On a '(X) = (X;X2); donc

h(�; �) = E('(X)) = E(X;X2) = (E(X); E(X2)) = (
�

�
;
�(�+ 1)

�
);

11



Chapitre 2. Estimation de la moyenne

alors,

h(�; �) = (
�

�
;
�(�+ 1)

�
):

On calcule h�1 on obtient

h�1(u; v) = (
u2

v � u2 ;
u

v � u2 );

donc

\(�; �) = (b�; b�) = h�1( 1
n

nX
i=1

'(Xi)) = h
�1(
1

n

nX
i=1

Xi;
1

n

nX
i=1

X2
i )

=

0BBBB@
( 1
n

nX
i=1

Xi)
2

1
n

nX
i=1

X2
i � ( 1n

nX
i=1

Xi)2
;

1
n

nX
i=1

Xi

1
n

nX
i=1

X2
i � ( 1n

nX
i=1

Xi)2

1CCCCA :

On trouve

b� = X
2

1
n

nX
i=1

X2
i �X

2

:

b� = X

1
n

nX
i=1

X2
i �X

2

:

Exemple 2.2.2 Soit X � N(�; �2) alors f�;�2(x) = 1
�
p
2�
e�

1
2
(x��

�
)2 :

�On cherche a déterminer les estimateurs � = (�; �2):

12



Chapitre 2. Estimation de la moyenne

On a '(X) = (X;X2) alors,

h(�; �2) = E('(X)) = E(X;X2) = (E(X); E(X2)) = (�; �2 + �2):

Donc

h(�; �2) = (�; �2 + �2)

On calcule h�1 on obtient

h�1(u; v) = (u; v � u2)

alors,

\(�; �2) = (b�; b�2) = h�1( 1
n

nX
i=1

'(Xi)) = h
�1(
1

n

nX
i=1

Xi;
1

n

nX
i=1

X2
i )

= (
1

n

nX
i=1

Xi;
1

n

nX
i=1

X2
i � (

1

n

nX
i=1

Xi)
2):

Donc

b� = X (2.2)

b�2 = 1

n

nX
i=1

X2
i �X

2

2.2.2 La méthode de maximum de vraisemblance

Dé�nition 2.2.2 On appelle fonction de vraisemblance de � pour une réalisation

x = (x1; :::xn) de l�échantillon X = (X1; :::Xn) la fonction de � :

L(x1; :::; xn; �) =
nY
i=1

f�(xi)

13



Chapitre 2. Estimation de la moyenne

Exemple 2.2.3 X � N(�; �2) alors f�;�2(x) = 1
�
p
2�
e�

1
2
(x��

�
)2 : Donc

L(x1; :::; xn; (�; �
2)) =

nY
i=1

1

�
p
2�
e�

1
2
(
xi��
�

)2 =
1

�n(
p
2�)n

e�
1
2�2

Pn
i=1(xi��)2

Dé�nition 2.2.3 L�estimateur du maximum de vraisemblance de � est dé�nie comme

suit : b� = argmax
�2�

L(x1; :::xn; �) = argmax
�2�

logL(x1; :::xn; �)

Remarque 2.2.1 Si la foncion de vraisemblance est concave alors elle admet un

maximum unique atteint en b�:
Exemple 2.2.4 Soit X � "(�) alors f�(x) = �e��x x � 0:

� La vraisemblance pour un échantillon (x1; :::xn) est :

L(x1; :::xn; �) =
nY
i=1

f�(xi) = �
ne��

Pn
i=1 xi ;

et la log vraisemblance :

logL(x1; :::xn;�) = n log(�)� �
nX
i=1

xi

On a
@ logL(x1; :::xn; �)

@�
=
n

�
�

nX
i=1

xi;

et
@2 logL(x1; :::; xn;�)

@2�
= � n

�2
< 0:

Ainsi, la log vraisemblance est concave et son maximum est atteint en la valeur b�
telle que

nb� �
nX
i=1

xi = 0;

14



Chapitre 2. Estimation de la moyenne

l�éstimateur du maximum de vraisemblace est donc

b� = nPn
i=1 xi

=
1

X
;

alors, b� = 1

X
:

Exemple 2.2.5 Soit X � B(1; p) alors fp(x) = px(1�p)1�x: La vraisemblance pour

un échantillon x1; :::xn est :

L(x1; :::; xn; p) =
nY
i=1

fp(xi) =
nY
i=1

pxi(1� p)1�xi = p
Pn
i=1 xi(1� p)n�

Pn
i=1 xi

et la log vraisemblance est

logL(x1; :::xn; p) = log(p)
nX
i=1

xi + (n�
nX
i=1

xi) log(1� p):

On a
@ logL(x1; :::xn; p)

@p
=

Pn
i=1 xi
p

� n�
Pn

i=1 xi
1� p

et
@2 logL(x1; :::xn; p)

@2p
= �

Pn
i=1 xi

p2
� n�

Pn
i=1 xi

(1� p)2 < 0

Ainsi, la log vraisemblance est concave et son maximum est atteint en la valeur bp
telle que Pn

i=1 xibp � n�
Pn

i=1 xi
1� bp = 0;

alors, l�éstimateur de maximum de vraisemblance est

bp = 1

n

nX
i=1

Xi;
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Chapitre 2. Estimation de la moyenne

donc

bp = X:
2.2.3 Estimation par intervalle de con�ance

Dé�nition 2.2.4 Soit (X1; :::; Xn) un échantillon de loi P . On appelle intervalle de

con�ance (IC) de niveau con�ance 1 � � telles que � 2 [0; 1] donné, un intervalle

aléatoire [�1; �2] où �1 � �2 sont deux statistiques, telles que :

P (�1 � � � �2) = 1� � (2.3)

Remarque 2.2.2 � est donc la probabilité que [�1; �2] ne recouvre pas la vraie valeur

du paramètre.

Théorème 2.2.1 Soit (X1; :::Xn) un échantillon d�une v.a X qui suit une loi nor-

male N(�; �2)

X = 1
n

nX
i=1

Xi sa moyenne empirique et S2 = 1
n

nX
i=1

(Xi �X)2; alors :

1. X��
�p
n

suit la loi normale N(0; 1) ( d�aprés la théorème de centrale limite).

2. X��
Sp
n�1

suit la loi de student Tn�1 de degré de liberté (n� 1):

Estimation par intervalle de con�ance de la moyenne de la loi normale

Soit (X1; :::; Xn) un échantillon d�une v.a X qui suit la loi normale N(�; �2): On

cherche a éstimer la moyenne

16



Chapitre 2. Estimation de la moyenne

Si la variance est connue On a
p
n(X��)
�

� N(0; 1) alors,

P (�u1��
2
�

p
n(X��)
�

� u1��
2
) = 1� �

P (�u1��
2

�p
n
� (X � �) � u1��

2

�p
n
) = 1� �

P (Xn � u1��
2

�p
n
� � � X + u1��

2

�p
n
) = 1� �:

Donc l�intervalle de con�ance est :

IC =

�
X � u1��

2

�p
n
;X + u1��

2

�p
n

�
;

où u1��
2
est le fractile d�ordre (1� �

2
) de la loi N(0; 1):

Exemple 2.2.6 Aprés des essais antérieurs, on peut supposer que la résistance a

l�éclatement d�un certain type de résevoirs est une variable aléatoire suivant une

loi normale N(�; �2) ou � = 4kg=cm2. Des essais sur un échantillon de 25 ré-

servoires donnent une résistance moyenne a l�éclatement égale a 300 kg=cm2. Donc

n = 25; X = 300 kg=cm2; � = 4 kg=cm2; le niveau de con�ance : 1�� = 0:95,u1��
2
=

1:96:Alors

P (300� 1:964
5
� � � 300 + 1:964

5
) = 0:95

Donc

P (298:432 � � � 301:568) = 0:95:

L�intervalle de con�ance est

IC = [298:432; 301:568] :

L�intervalle [298:432; 301:568] a une probabilité égale a 0:95 de contenir la vraie va-

leur de la résistence a l�éclatement de ce type de réservoires.

Si la variance est inconnue :

17



Chapitre 2. Estimation de la moyenne

On n T = X��
S

p
n� 1 � Tn�1 alors :

P (�t1��
2
� X � �

S

p
n� 1 � t1��

2
) = 1� �

P (� Sp
n� 1

t1��
2
� X � � � Sp

n� 1
t1��

2
) = 1� �

P (X � Sp
n� 1

t1��
2
� � � X + Sp

n� 1
t1��

2
) = 1� �:

Donc, l�intervalle de con�ance est :

IC(�) =

�
X � Sp

n� 1
t1��

2
; X +

Sp
n� 1

t1��
2

�
;

où t1��
2
et le quantille d�ordre (1 � �

2
) de la table de student a (n � 1) degré de

liberté.

Exemple 2.2.7 Soit un échantillon de taille n = 20 durées de vie d�un certain

modèle de lampe on a obtenue comme moment empiriques X = 2000h et S = 300h.

L�intervalle de con�ance de niveau 0:95 pour la durée de vie moyenne � est donc :

P (2000� t1��
2

300p
19
� � � 2000 + t1��

2

300p
19
) = 0:95

où t1��
2
= 2:093 d�ou l�intervalle de con�ance de � au niveau de con�ance 0:95 est :

P (1855:95 � � � 2144:05) = 0:95;

Donc

IC(�) = [1855:95 ; 2144:05] :

Remarque 2.2.3 On remarque que tout les estimateurs dépends de la moyenne em-

pirique d�ou l�importance de celle ci.
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Chapitre 2. Estimation de la moyenne

2.3 Test statistique

Lors de l�estimation d�un (ou plusieurs) paramètre(s), on utilise des résultats échan-

tillonaux a�n d�approximer la valeur exacte inconnue du paramètre sans aucune

idée préalable sur celle-ci, mais dans la majorité des applications, on peut avoire

une certaine idée sur le paramètre de telle sorte qu�on puisse formuler une hypo-

thèse concernant sa vraie valeur (toujour inconnue). Les résultats échantillonaux

permettent alors de con�rmer ou d�a¢ rmer cette hypothèse.

Dé�nition 2.3.1 Un test statistique est une procédure de décision permettant de

trancher entre deux hypothèses aprés l�observation de l�échantillion. les deux hypo-

thèses sont généralement appelées hypothèses nulle et hypothèse alternative.

Exemple 2.3.1 Soit �0 et �1 deux sous ensembles disjoints de �. On veut savoire

si la valeur du paramètre � est dans �0 ou dans �1, alors on réalise le test dont les

hypothèses sont : 8><>: H0 = � 2 �0

H1 = � 2 �1

2.3.1 Test paramétrique

Dé�nition 2.3.2 Un test est dit paramétrique si la population mère est de distribu-

tion connue, l�objet du test est alors de véri�er si certaines hypothèses relatives a un

ou plusieurs paramètres de cette distribution.

2.3.2 Hypothèses simples et hypothèses composites

Dé�nition 2.3.3 Pour les tests paramétriques on distingue : hypothèse simple et

hypothèse composite :

-Une hypothèse H est dit simple si elle est de type � = �0 ou �0 2 �.
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Chapitre 2. Estimation de la moyenne

-Une hypothèse H est dite composite si elle est de type � 2 A ou A est une partie de

�.

2.3.3 Erreurs et risque

Les deux hypothèses H0 et H1 sont telles que une et une seul vrai. Lors de la prise de

décision qui aboutera a choisir H0 ou H1 quatre situations peuvent être envisagées :

� accepter H0 est elle est vraie.

� rejeter H0 elle est fausse.

� accepter H0 elle est fausse.

� rejeter H0 est elle est vraie.

Dans les deux premiers cas, la décision prise est bonne, mais les deux derniers cas,

elle est erronée.

a. L�erreur qui consiste a rejeter une hypothèse vraie appelée erreur de première

espèse et sa probabilité appelé risque de la première espèce. On le note �:

b. L�erreur commise en acceptant une hypothèse fausse est appelée erreur de la

deuxième espèce et sa probabilité appelé risque de la deuxième espèce. On le

note �

On a donc :

� = P [rejeter H0nH0 est vraie]

� = P [accepter H0nH0 est fausse]

2.3.4 Région de rejet et région critique

La région de rejet d�un test est l�ensemble des points (X1; :::; Xn) de Rn pour lequel

l�hypothèse nulle H0 est écarté au pro�t de l�hypothèse alternative H1. On appelle
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Chapitre 2. Estimation de la moyenne

aussi région critique du test et on la note généralement par W , elle est dé�nie par la

relation :

P (WnH0) = �

Le complémentaire de la région critique est appelé région d�acceptation du test, elle

est notée par W et est dé�nie par :

P (WnH0) = �

2.3.5 Rapport de vraisemblance

La fonction de vraisemblance de l�échantillon (X1; :::; Xn) de X, est dé�nie

L�(x1; :::; xn) =
nY
i=1

f�(xi) (2.4)

On pose

Li(x1; :::; xn) = L�i(x1; :::; xn); i = 0; 1 (2.5)

Le rapport
L1(x1; :::; xn)

L0(x1; :::; xn)
; (2.6)

est appelé rapport de vraisemblance.

Exemple 2.3.2 (test entre deux hypothès simples) SoitX une population nor-

male d�espérence inconnue � et �2 = 2 et � = 0; 1, on prélève un échantillion de taille

9 pour réaliser le test 8><>: H0 : � = 0

H1 : � = �1
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Chapitre 2. Estimation de la moyenne

D�abord on calcule le rapport de vraisemblance :

L1(x1; :::; x9)

L0(x1; :::; x9)
=

9Y
i=1

1p
4�
e�

1
2

(xi+1)
2

2

nY
i=1

1p
4�
e�

1
2

xi
2

2

= e�
9
2
x� 9

4 ;

où x est le moyenne empirique, la région de rejet (critique) est :

W = (x1; :::; x9) 2 R9 : e�
9
2
x� 9

4 � k

= (x1; :::; x9) 2 R9 : x �
�9
4
� ln(k)
9
2

= c;

où la constante c est telle que :

P (WnH0) = P (Wn� = 0) = 0; 1

Or, sous H0, X � N(0; 2
9
) et Z = 3Xp

2
� N(0; 1); alors :

P (X � c) = 0:1

=) P (
X � 0q

2
9

) � cq
2
9

) = 0:1

=) P (
3Xp
2
) � 3cp

2
) = 0:1

=) P (Z � 3cp
2
) = 0:1

=) �(
3cp
2
) = 0:1

=) c = �0; 6
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Chapitre 2. Estimation de la moyenne

Donc

W = (x1; :::; x9) 2 R9 : x � �0:6:

Remarque 2.3.1 La moyenne empirique dans ce cas représente une statistique de

test.

2.4 Propriétes de l�estimateur

2.4.1 Convergence de l�estimateur

Théorème 2.4.1 Soit (X1; :::; Xn) un n échantillon (i; i; d) d�éspérence u et de va-

riance �2 alors l�éstimateur Xn de � est faiblement convergent en probabilité (ou

consistant)

Preuve. On a

E(X) = E(
1

n

nX
i=1

Xi) =
1

n

nX
i=1

E(Xi) =
1

n
n� = �;

et

V ar(
1

n

nX
i=1

Xi) =
1

n2

nX
i=1

V ar(Xi) =
1

n2
n�2 =

�2

n
:

Soit " > 0, Donc d�aprés l�inégalité de BienaymÈ-Tchebychev

P (
��Xn � �

�� > ") � V ar(X)

"2
=
�2

n"2
! 0
n!1

:

Alors X est un éstimateur consistant de �:
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Chapitre 2. Estimation de la moyenne

2.4.2 Biais de l�estimateur

Soit (X1; :::; Xn) un n échantillon (i:i:d) d�espérence � et de variance �2. Alors la

moyenne empirique X est un éstimateur sans biais de �:

E(X) = E(
1

n

nX
i=1

Xi) =
1

n

nX
i=1

E(Xi) =
1

n
n� = �;

2.4.3 Loi faible des grands nombres

Théorème 2.4.2 Soit (Xn)n�1 une suite de variable aléatoire et de même loi d�es-

pérence � et de variance �2 alors Xn converge en probabilité vers E(X) = u lorsque

n!1 autrement dit

8" > 0, lim
n!1

P (
��X � ��� > ") = 0

Preuve. Soit " > 0; d�aprés l�inégalité de Bienaymé-Tchebychev

P (
��X � ��� > ") � V ar(X)

"2
=
�2

n"2
! 0
n!1

:

2.4.4 Théorème limite central

Le théorème centrale limite ou théorème de la limite centrale établit la convergence

en loi de la somme de v:a indépendantes et de même loi vers la loi normale, et nous

verrons ci-dessous ce que dit cette théorème.

Théorème 2.4.3 Soit (Xn) une suite de v.a indépendantes et de meme loi, et de
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Chapitre 2. Estimation de la moyenne

carré intégrable d�éspérence � et de variance �2 alors :

p
n(X � �)
�

L!
n!1

N(0; 1) où

Preuve. Pour k � 1 ,Posons Yk = Xk��
�

Les v.a Yk sont indépendants et de meme loi, avec

E(Yk) =
1

�
(E(Xk)� �) = 0 et V ar(Yk) =

1

�2
V ar(Xk) = 1

Pour tout k � 1;

Zn =
1

�
p
n

nX
i=1

(Xk � �) =
1p
n

nX
i=1

Yk

Donc

'Zn(t) = E(e
itZn) = E(e

itp
n

Pn
i=1 Y n) = E(e

itp
n
Y1 � :::� e

itp
n
Yn) =

nY
i=1

E(e
itp
n
Yk)

=
nY
i=1

'Yk(
tp
n
) = ('Y1(

tp
n
))n

En utilisant le développement limité au voisinage de 0

'Y1(u) = 'Y1(0) + u'
0
Y1
(0) +

u2

2
'00Y1(0) +O(u

2)

On a 'Y1(0) = 1 et '
0
Y1
(0) = 0 et '00Y1(0) = �1

Donc

'Y1(u) = 1�
u2

2
+O(u2)

Alors

'Y1(
tp
n
) = 1� t2

2n
+O(

t2

2n
)
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Chapitre 2. Estimation de la moyenne

Pour n assez grand on a

8" > 0, lim
n!1

'Zn(t) = lim
n!1

('Y1(
tp
n
))n = lim

n!1
(1� t2

2n
+O(

1

2n
))n = e�

t2

2

Donc (Zn; n � 1) converge en loi vers une v.a de loi N(0; 1):

2.4.5 Loi forte des grands nombres

Soit (Xn)n�1une suite de variable aléatoire indépendante et de meme loi, alors Xn

converge presque surement vers E(X1) = u lorsque n �!1 autrement dit,

X
P:S!
n!1

E(X1) = �

La loi forte des grands nombres permet d�a¢ rmer que pour une loi admettant une

espérance � et une variance �2, la moyenne empirique X converge vers � alors que

le théorème de la limite centrale dit que la loi de la moyenne empirique X peut être

approchée de mieux en mieux quand la taille de l�échantillon tend vers l�in�ni par une

loi normale d�espérance � et de variance �2=n:On peut illustrer ces propriétés par

des expériences aléatoires appropriés, programmées avec R de la manière suivante.

Exemple 2.4.1 Pour un échantillon de la loi uniforme sur [0; 1] de taille n = 4000,

voir la �gure [2.1])

Code R Fig2.1 :

n=4000

X=runif(n)

Y=cumsum(X)

N=seq(1,n, by=1)

LE=Y/N
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plot(N, LE)

abline(h=0.5,col="red")

Fig. 2.1 �Illustration de la loi des grands nombres

On observe que la moyenne empirique converge bien vers la valeur � = 0:5 repré-

sentée par une droite horizontale rouge sur le graphique.

Exemple 2.4.2 On génère un échantillon de taille n qui suit la loi poisson de para-

mètre � et chaque foit on change la taille n et on estime le paramètre � en utilisant

la moyenne empirique ( Figure [2.2]).

Code R Fig 2.2 :

n=5000

N=20:n

s=length(N)

LE=numeric(s)

for(i in 1:s){X=rpois(i,2)

LE[i]=mean(X)}
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plot(N,LE,type="l",ylim=c(0,6))

abline(h=2,col="red")

Fig. 2.2 �Estimation de paramètre lamda de loi Poisson

Si l�on simule maintenant 500 réalisations d�échantillons de tailles respectives n = 10

et n = 100, issus d�une loi uniforme sur [0; 1] on peut tracer sur un même graphique

l�histogramme des moyennes empiriques associées et illustrer le fait que cet histo-

gramme est proche de la densité de la loi normale de moyenne � = 0:5 et de variance

�2=n avec �2 = 1=12: Voir la �gure [2.3]

Code R �g 2.3

X=matrix(runif(500*10),ncol=10,nrow=500)

X1=apply(X,1,mean)

Y=matrix(runif(500*100),ncol=100,nrow=500)

Y1=apply(Y,1,mean)

par(mfrow=c(1,2))

hist(X1,main="Taille d�echantillon 10",prob=T)

curve(dnorm(x,0.5,sqrt(1/120)),add=T,col=�red�)
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hist(Y1,main="Taille d�echantillon 100",prob=T)

curve(dnorm(x,0.5,sqrt(1/1200)),add=T,col=�red�)

Fig. 2.3 �Illustration de la convergence en loi
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Conclusion

La moyenne empirique revet une importance dans les méthodes d�estimation des pa-

ramètres et les tests paramétriques en statistique. En tant qu�un estimateur de la

moyenne populationnelle, il permet d�estimer un paramètre inconnu dans une popu-

lation a partir d�un échantillon. Dans les méthodes d�estimations (comme la méthode

de moment et la méthode de maximum de vraisemblance), de plus dans le test pa-

ramétrique la moyenne empirique représente une statistique de test comme une va-

riable de désicion. Ainsi la moyenne empirique est une mesure centrale joue un role

essentiel dans de nombreuse analyses statistiques, o¤rant un outil précieux pour la

compréhention et l�interprétation des données.

Parmi les avantages, l�estimateur de la moyenne empirique est considéré comme un

estimateur simple et directe, ce qui la rend facile a comprendre et a appliquer. De

plus, il est considéré comme un estimateur non biaisé, car il ne dépend pas d�une

distribution spéci�que.
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Annexe A : Logiciel R

2.5 Qu�est-ce-que le langage R?

est un système qui est communément appelé logiciel : R Development Core Team

(2010). : A language and environment for statistical computing. R Foundation for

Statistical Computing, Vienna, Austria. ISBN 3-900051-07-0, URL http ://www.R-

project.org/..

permet de réaliser des analyses des statistiques. Plus particulièrement, il com-

porte des moyennes qui rendent possibles la manipulation des données, les calculs

et les représentations graphique, R à aussi la possibilité d�exécuter des programmes

stokes dans des �chiers textes. En e¤et R possède :

1. déférentes opérateurs pour calcul sur tableaux, en particulier les matrices,

2. un grand nombre d�outils pour l�analyse des données et les méthodes statis-

tique,

3. des moyennes graphiques pour visualiser les analyses,

4. un langage de programmation simple et performât comportant,

5. Conditions, boucles, moyennes d�entrées sorties...
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Annexe B : Abréviations et

Notations

Les di¤érentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont

expliquées ci-dessous :

v:a Variable aléatoire

i:i:d indépendantes et identiquement distribuées

E(X) Espérence mathématique ou moyenne du v:a X

V ar(X) Variance du v:a Xb� Estimateur de �

Bb�n(�) Le biais de l�estimateur b�n
p! Convergence en probabilité
p:s! Convergence presque sûre
m:p�! convergence en moyenne d�ordre p.

R(b�n; �) Erreur quadratic moyenne de b�n par rapport a �
IC Intervalle de con�ance

EMV Estimateur de maximum de vraisemblance

EMV Estimateur de moments

T Une Statistique

(X1; ::; Xn) échantillon de taille n de v.a�s

E un éspace des observations

33



Résumé 

Dans ce travail, nous avons étudié l’importance de la moyenne 

empirique en estimation paramétrique ainsi en test paramétrique et 

on a abordé ses propriétés asymptotiques, et nous avons donné 

quelques exemples sur cet estimateur. 

 

 

 

 ملخص
في هذا العمل قمنا بدراسة أهمية المتوسط التجريبي في التقدير الوسيطي 

وكذلك في الاختبار الوسيطي وناقشنا خصائصه التقاربية، وقدمنا بعض 

 .الأمثلة على هذا المقدر

 

 

Abstract 

In this work,  we studied the importance of the empirical 

mean in parametric estimation, as well as in parametric 

testing and we discussed its asymptotic properties, and 

we gave some examples of this estimator. 
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