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Introduction

a gestion des risques en finance et en assurance repose sur I’étude des re-
lations entre différentes variables. Les méthodes classiques, qui utilisent la
corrélation linéaire, ne suffisent pas toujours a bien représenter ces rela-
tions, surtout en période de crise ou les événements extrémes deviennent plus im-

portants.

Les copules, introduites par Sklar (1959), permettent de modéliser la structure de
dépendance indépendamment des distributions marginales. Elles offrent ainsi une
approche flexible et robuste pour analyser les interactions entre actifs financiers,
modéliser la coccurrence des sinistres en assurance et améliorer les mesures de gestion

des risques.

Ce mémoire est organisé en trois chapitres afin d’expliquer progressivement 1’appli-

cation des copules en finance et en assurance.

Le premier chapitre est consacré aux bases théoriques des copules. Nous commence-
rons par définir ce qu’est une copule, puis nous présenterons ses principales proprié-
tés ainsi que les différentes familles existantes. Cela permettra de mieux comprendre
comment ces fonctions sont utilisées pour modéliser la dépendance entre plusieurs

variables.

Le deuxieme chapitre abordera les méthodes permettant d’estimer et d’ajuster les co-

pules aux données issues du domaine financier et assurantiel. Nous verrons comment



Introduction

choisir une copule adaptée a un jeu de données, quelles techniques sont employées

pour estimer ses parameétres, et comment évaluer la qualité de ’ajustement.

Enfin, dans ce troisiéme chapitre est consacré & une application des copules dans le
domaine financier. Nous aborderons dans un premier temps les notions élémentaires
concernant les risques financiers et leurs mesures unidimensionnelles. Des exemples
concrets de calcul de ces mesures seront développés, en référence aux modeles pro-

babilistes les plus utilisés en pratique.



Chapitre 1

Théorie des copules

La théorie des copules est un cadre mathématique permettant de modéliser la dépen-
dance entre des variables aléatoires, indépendamment de leurs distributions margi-
nales. Introduite par Sklar en 1959, elle repose sur la décomposition d’une distribu-
tion jointe en ses marges et une fonction de copule décrivant leur liaison. Ce chapitre

explore les fondements théoriques des copules, leurs propriétés et leurs familles.

1.1 Copules bivariées

Les copules bivariées permettent de modéliser la dépendance entre deux variables
aléatoires (va.) en séparant leur structure de dépendance de leurs distributions mar-

ginales.

Définition 1.1.1 (Fonction de répartition) Soit X une va. a valeurs dans R

La fonction de répartition de X notée F' est donnée par :

F: R—][0,1]
r— F(z) =P(X <)

Définition 1.1.2 (Fonction de répartition jointe) Soit (X,Y') un vecteur aléa-

3



Chapitre 1. Théorie des copules

toire a valeur dans R%. La loi jointe du copule (X,Y) notée H(z,y) :
H(z,y) =P(X <2,Y <y). (1.1)
Définition 1.1.3 On appelle copule bivariée, toute fonction C définie de 1> — 1

avec I = [0, 1], qui posséde les propriétés suivant :

1. Yu € [0,1], C(u,0) = C(0,u) = 0.
2. Yu,v € [0,1], C(u,1) = u,et C(1,v) =v.

3. Yuy, ug, vy, v € [0,1] st uy < ug,v1 < vy alors

C(UQ, UQ) — C(UQ, Ul) — C(Ul,UQ) + C(Ul, U1> >0

Exemple 1.1.1 La fonction M (u,v) = min(u,v),Vu,v € [0, 1] définit une copule ;

1. Yu € [0,1],

C(u,0) = C(0,u) = min(u,0) = 0.

2. Yu,v € [0,1],

C(u,1) = min(u, 1) = u et C(1,v) = min(1,v) = v.

3. Yuy, ug,vy,vy € [0,1] :

= Siup <up < vy <y

min(ug, ve) — min(ug, v1) — min(uy, v) + min(uy, vq)

:UQ—U,Q—Ul—f—Ul:O.
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- Siv <vy <y <uy:

min(ug, v2) — min(ug, v1) — min(ug, v1) + min(uy, vq)

:UQ—Ul—UQ—i‘Ul:O.

- Siu <vp <wup <y

min(ug, v9) — min(ug, v1) — min(ug, v1) + min(uy, vq)
:u2—vl—u1—|—u1

:u2—0120.

Par conséquent M est une copule.

De la méme fagon, on peut montrer que les fonctions : Yu,v € [0,1], W(u,v) =

max(u,v), et II(u,v) = uv, définissent aussi des copules.

1.2 Théoreme de Sklar

Ce théoréme est essentiel dans la théorie des copules. C’est Sklar qui a formulé cela
en 1959, ou il expose la relation déterminée par la copule C', dérivée de la distribution
jointe H, cette relation lie les fonction de distribution marginales univariées F' et G

a la distribution bivariée globale H.

Théoréme 1.2.1 (Sklar, 1959) Soit H une fonction de répartition jointe de deux
variables aléatoires X et'Y avec fonctions de répartition marginales Fx et Fy. Alors,

il existe une copule C' telle que :

H(z,y) = C(Fx(x), Fy(y)), VY(z,y) € R (1.2)
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Si Fx et Fy sont continues, alors la copule C' est unique. Dans le cas général, C' est

déterminée de maniére unique sur l'image de Fx X Fy.

Preuve. Existence : Soit U = Fx(X) et V = Fy(Y). Par construction, U et V

suivent une loi uniforme sur [0, 1]. On définit la fonction de copule C' comme :

C(u,v) = P(U <u,V <w). (1.3)

Par transformation inverse, on retrouve H(x,y) = C(Fx(z), Fy(y)).

Unicité : Si Fxy et Fy sont continues, leurs fonctions quantiles existent, ce qui
garantit I'unicité de C'. Si elles ne sont pas continues, C' peut étre non unique sur

certains points. m

Définition 1.2.1 Soit F' une fonction de répartition univarié. Le quantile de F
(Vinverse généralisé) est une fonction, notée F~'de domaine de définition 1, telle
que

Fl(t)=inf{z e R: F(z) > t}.

A T’aide de la définition ([1.2.1]) , nous pouvons montrer la théoreme ((1.2.1]).

Preuve.

H(z,y) =P(X <z,Y <vy)
=P(Fx'(Uh) <z, By (Us) < )
= P(U; < Fx(x),Uy < Fy(y))

= O (Fx(x), Fy(y)) -

A partir de théoreme de Sklar on peut extraine une définition de copules dépende de
notion de variable aléatoire comme suit, soient F'y, Fy les fonctions de répartition

marginales de deux va. X et Y respectivement. m

6



Chapitre 1. Théorie des copules

Définition 1.2.2 Une copule C bivariée définie sur I?est une fonction de répartition

jointe et dont les marginales Fx et Fy sont uniformes sur 1 .

Corollaire 1.2.1 (Inverse de théoreme de Sklar) Soit H une fonction de ré-
partition 2-dimentionnelle de fonction de répartition marginales Fx et Fy, alors la

copule C' associée a H est donnée par :
C(u,v) = H(Fx'(u), Fy ' (v)), Y(u,v) € I

Exemple 1.2.1 Soit (X,Y) un couple de va. dont la fonction jointe H est définie

pour (x,y) € [0,00[x][0,00], et § >0
H(z,y) = exp{~ (@ +1) = (" +y7) b)), .
et admet pour marginales
Fx(z) = exp(=2), et Fy(y) = exp(-y),

nous avons

Fil(u) = —Inu, et Fy N (v) = —Inw, Y(u,v) € T2

d’aprés le Corollary la copule associée est exprimée comme suite : V6 > 1
1
C(u,v) = wexp{— [(~Inu?) + (—lnv %] *}

C’est la copule de Glambos.
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1.3 Propriétés d’une copule

On considére X et Y comme deux va. continues ayant une fonction de répartition
conjointe F' et des fonctions marginales F'x et Fy, avec C' étant la copule associée.
Dans ce qui suit, nous allons exposer quelques caractéristiques relatives aux copules.

Alors La copule C : [0,1]2 — [0, 1] satisfaite les propriétés suivantes.

1.3.1 Propriétés Fondamentales

1. Bornes de Fréchet-Hoeffding : Pour toute copule C, on a :
W(u,v) = max(0,u +v—1) < C(u,v) < min(u,v) = M(u,v). (1.4)

— La borne supérieure M = C*(u,v) = min(u, v) correspond a la dépendance
parfaite.
— La borne inférieure W = C~(u,v) = max(u + v — 1,0) correspond a l'indé-

pendance maximale

2. Marginales : Pour tout u,v € [0,1] :
Clu,1)=u et C(1,v) =wv. (1.5)

3. Monotonie : (' est une fonction croissante, c’est-a-dire que pour tout u; < us

et v < vy
C(Ug, UQ) — C(Ul,’l}g) — C(Ug,’l}l) + C(Ul,’l}l) Z 0. (16)

4. Invariance par transformation croissante : Si X et Y sont des variables
aléatoires et hy, hy sont des fonctions croissantes, alors la copule de (hy (X), ho(Y'))

est la méme que celle de (X,Y).
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5. Copule indépendante : Si X et Y sont indépendantes, alors leur copule est
donnée par :

C(u,v) = uv. (1.7)

Les bornes de Fréchet-Hoeffding sont utilisées pour caractériser les limites extrémes
de la dépendance entre variables aléatoires dans la théorie des copules. Elles per-
mettent d’évaluer si une copule donnée respecte les contraintes fondamentales de

cohérence et d’identifier les cas de dépendance parfaite ou d’indépendance.

1.3.2 Propriétés analytiques

1. Continuité : Soit C' une copule, Yuq, us, v1,v9 € I avec u; < ug et v; < v, On
a

|C(ug, v2) — Cug, v1)| < Jug — ug| + |vg — vy].

2. Ordre : Soit Ciet (5 deux copules. On dit que C; < Cy si

Ci(u,v) < Cou,v).

3. Symeétrie : Une copule C' est dit symétrique si

C(u,v) = C(v,u).

4. Convexité et concavité : On dit que C est conexe pour tout «, a,b,c,d € 1

Claa+ (1 — a)e,ab+ (1 — a)d) < aC(a,b) + (1 — a)C(c,d).

et on dit que C est concava pour tout o, a,b,c,d € 1

Claa+ (1 —a)c,ab+ (1 — a)d) > aC(a,b) + (1 — a)C(c, d).
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5. Harmonique : C est harmonique dans I? si :

=0.

0*C(u,v) N 92C(u,v)

2 _
Ve Clu,v) = ou? ov?

6. Homogénéité : C' est homogéne de degré k si pour tout u,v € I, dk € R :
C (M, \v) = X\ CO(u,v).

existent et sont

7. Différentiabilité : Les dérivées partielles 806()2’”) et 8057;’”)

croissantes sur I.

8. Théoréme d’invariance : On dit que la copule Cx y est invariante par trans-
formations strictement croissantes de deux va.’s continues X et Y de marginales
F X et Fy si

Cax),p0v) = Cxy,

ou « et  sont deux fonctions strictement croissantes.

1.4 Densité d’une Copule

La densité de copule est un outil clé en statistique et en finance pour modéliser
les dépendances entre variables aléatoires. Son utilisation permet de construire des
modeéles flexibles tout en gardant les distributions marginales indépendantes du choix

de la copule.

Soit C'(u,v) une copule définissant la fonction de répartition conjointe de deux va-
riables aléatoires (X,Y). Si C est suffisamment réguliére (c’est-a-dire absolument
continue), alors elle admet une densité, appelée densité de copule, définie comme

suit :
_ 9?C(u,v) )
C(U,, U) = W, pour (U,U) € (0, 1) . (18)

10
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1.4.1 Relation avec la densité jointe

Si X et Y possédent des densités marginales fx(x) et fy(y), alors la densité jointe

fxv(z,y) s’exprime en fonction de la densité de copule comme :

fxy(w,y) = c(Fx (), Fy (y)) fx (2) fy ()- (1.9)

Cette relation est fondamentale en modélisation statistique, car elle permet de sépa-

rer la structure de dépendance (décrite par c(u,v)) des distributions marginales.

Exemple 1.4.1 On a la copule produit :

C(u,v) = (u,v) = uv

0?11 (u, v)

ouov L

= c(u,v) =

Cette copule caractérise l'indépandance entre va. car la densité de copule dans ce cas
s’écrit par :

fx,y) = filz) fa(y).

Exemple 1.4.2 (Copule Gaussienne) La copule gaussienne est définie a partir
d’une fonction de répartition jointe normale avec une matrice de corrélation R. Sa

densité est donnée par :

o) = e (222 = )

S 21— %)

ot ®~1 désigne la fonction quantile de la loi normale standard et p est le coefficient

) . (1.10)

de corrélation.

11
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1.5 Famille de copules

1.5.1 Copule Elliptique

Les copules elliptiques sont définies a partir des lois elliptiques. On a deux classes qui
sont les plus utilisées dans la famille des copules elliptiques ; la copule Gaussienne et

la copule de Student .

Définition 1.5.1 On appelle copule elliptique tout copule de la forme suiant :

% — 201y + 2

1 o 1) P, 5(0)
C’u,v::—/ / dedy = H, (&1 (u), @ 1(v)),
Q( ) \/1_7Q2 - . g \/?@2 Y o ( g,l( ) g,2( ))

— o :coefficient de corrélation qui appartient a l'intervalle [-1,1].

— ®_1(u),®,5(v) fct quantiles des va X et Y respectivement

— H, :distribution jointe des va X et Y.

Copule Gaussienne (Normale)

La copule Gaussienne est définie par la forme suivant :

24/ 1—02

Coluv): = i [7 0 [7 exp (—IQ‘%M’Q) dady

ou @, est la fd jointe de la loi normale et ! la fonction quantile de la loi normale

standar N (0, 1).

On retrouve les cas particuliers suivant comme cas limites :
C,=W,Cy=1I,Cy = M.

La figure ([1.1)) montre le graphique de la densité de trois copules Gaussienne qui

12
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différent selon la valeur du p.

ndéprerdare e rhoel ép marpsane rhoed i D Famm el }

F1G. 1.1 — Densité ¢, de trois copules Gaussiennes selon g .(Indépendance rho =0,
Dép moyenne rho = 0.5, Dép Forte rho = 0.9).

Copule de Student

La copule Student est définie par la forme suivant :

) T, M w) (To ' (v) 22 —20ay+1?
Conin0): = 5o 7 I 01+ (5585

=T (T, (u), T, (v))

v v

—(5+1)
) dxdy

ou
— T,, : la fonction de distribution jointe de la loi Student a v degrés de liberté.

— T,7' : 1a fonction inverse de la loi Studet standar.

La figure (1.2) montre le graphique de la densité de trois copules de Student de de-

grés de liberté v = 5 qui differt par leur valeur de p.

13
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F1G. 1.2 — Densité ¢, de trois copules de Student Selon g avec v = 5.(Indépendance
rho = 0, Dép moyenne rho = 0.5, Dép Forte rho = 0.9).

1.5.2 Copule Archimédiennes

Définition 1.5.2 On appelle copule Archimédiennes toute copule de la forme

Clu,v) = ¢~ ((u) + ¢(v)),

ot ¢ : [— [0,400] une fonction continue strictement décroissante telle que p(1) =

0.La fonction ¢ est appelée générateur son inverse généralisée noté go[*” est

~ e i(t) si 0<t<p0)
e (t) = :
0 si p(0) <t<oo

-1

si (0) = oo, alors P~ = ¢

La copule de Gumbel est définie comme suit :
VO > 0: Cu,v) = exp{—[(—Inu")? + (In vt)e]%}.

Son générateur est py(t) = (—Int)’.

14
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Copule de Clayton

La copule de Clayton est définie comme suit :V0 € [—1,0[U]0, +oo]

S

Co(u,v) = (u™? +07? —1)73.

de générateur est

Copule de Frank

La copule de Frank est définie comme suit :

1
V0 € R: Cy(u,v) = —éln (1+

Son générateur est

e —1
gpg(t):—ln<€_0_1>.

Le copule Joe est définie comme suit : V6 > 1

S

cumm:1—[u—uﬁ+u—vf—u—uﬁu—vf

Son générateur est pg(t) = —1In (1 —(1- t)0> :

Remarque 1.5.1 Une autre caractérisation des copules Archimédiennes peut se

faire a Uaide de la fonction de Kendall,

te LK) =P(OUV)<t)=t—

La figure représente les densités de trois copules Archimédiennes de paramétres

6.

15
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Capada da Clagus o b Ol T

F1G. 1.3 — Densité cy(u, v) de trois copules Archimédiennes de paramétres 6. (Copule
de Clayton, Copule de Gumbel, Copule de Frank).

1.5.3 Copules des valeurs extrémes bivariées (VEB)

Définition 1.5.3 On appelle Copules des valeurs extrémes bivariées (VEB) tout

copule de la forme suiant :
Vn>0:Cu"v") =C"(u,v)

Exemple 1.5.1 La copule de Gumbel est une copule des VEB car

}

exp {—[n"((— Inu)? + (— Inv)?)] }
} n
f)

S

C(u",v") = exp {—[(— Inu")? + (= Inv™)?)

=

S

= exp {—n[(— Inu)? + (—Inv)’
_ (exp { [(— Inu)’ + (— lnv)e]

= C"(u,v).

=

Le tableau ci-dessous présente quelques familles des copules des valeurs extréme :

16



Chapitre 1. Théorie des copules

| copule | 6 | C(u,v). |

E T = 1 |
Gumbel A [1,400[ || exp {— (a% + 1) 5} :

T S T ) B |
Galambos [0, 400 || uvexp { (@ +077) 75} :
Logistique de Joe || [0, +o00[? || exp {— (a + 0% — V (a,7; 0))‘%

Marshall-Olkin I u'=001=% min (uf,0%) .
H [ [

TAB. 1.1 — Copule des valeurs extréme les plus utilisées

ol

— u=—Inu.et v = —1Inw.
0= (6,,6,).

OV (@,5;0) = (@% + 500) %

17



Chapitre 2

Estimation et ajustement des

copules

La modélisation de la dépendance entre variables nécessite une estimation précise des
copules. Cette section présente les principales méthodes d’estimation et les critéres
d’ajustement permettant de choisir le modele le plus adapté aux données financiéres

et assurantielles.

2.1 Meéthodes d’estimation des copules

2.1.1 Meéthode du Maximum de Vraisemblance (MV)

L’estimation du maximum de vraisemblance est une technique direct d’optimisation
visant & déterminer conjointement les paramétres marginaux et de copule. Cette
approche de maximisation directe est souvent utilisée pour déterminer ’estimateur
de copule.L’estimateur du maximum de vraisemblance est aussi le plus efficace pour

le paramétre de dépandance de la copule.

Définition 2.1.1 Soit deux vecteurs de variables aléatoires X et Y. Les fonctions

18



Chapitre 2. Estimation et ajustement des copules.

de distribution marginales sont Fx(x;aq) et Gy (y; as) respectivement avec oy et o
est un vecteur de paramétres. Nous supposons que les fonctions de densité marginales
existent et seront notées fx(x;aq)et gy (y; az). Nous supposons aussi que la fonction
de copule C' appartient une famille paramétrique, et sera notée C(.,.,3) ou [ est

un vecteur de paramétre. Le vecteur de paramétre & estimer est 0 = (aq,aq, 3).La

distribution conjointe peut étre écrite comme suit :

C(u,v;0) = Cy [Fx(x;010), Gy (y; 00); 8] = H(x,y;0).

La fonction de densité conjointe est :

2

h(z,y;0) = %ayﬂ(l’,y;@)
_ 820(FX(I§ 041)7 GY(?J? 042); 5) aFX(JU; 041) 3Gy(y; 042)
OFx (x;01)0Gy (y; a2) O Ay ’
alors
h(z,y;0) = c(Fx(x;00), Gy (y; aa); B) fx (75 a1) gy (y; a2), (2.1)
ol
92
c(Fx(z;0q), Gy (y; a2); B) = c(u,v;0) = 8uav0(u,v; 0).

Avec ¢ est la densité associée o C.

Les étapes impliquées dans ’estimation de MV sont décrites comme suit :

Etape 1 : Trouvez la fonction de vraisemblances de I’équation avec les variable

aléatoires {(z;)}", et {(y;)}, s’écrivent comme suit :

L) = [ [el[Fx (@i, 1), Gy (i, a2); B fx (5, 01) gy (i, 2). (2.2)

=1
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Chapitre 2. Estimation et ajustement des copules.

Etape 2 : Trouvez la fonction log-vraisemblance de I’équation La forme log-

vraisemblance est :

[(0) = log L(0) = ZlOgC[FX(%; o), Gy (yi; 042);5}‘1‘[2 log fx (;; 041)4-2 log gy (yr; a2)].
i=1 i=1 i=1
(2.3)
Etape 3 : Maximiser la fonction de log-vraisemblance de la copule compléte( Eq

2.3) avec une expression comme ci-dessous :

AMV _
0" = arg max 1(0),

oll © est I’éspace des paramétres. 0M" est I’éstimateur du maximum vraisemblance
Si:

1(0MY) > 1(h),V0 € ©.

On peut montrer que 6™V a la propriété de normalité asymptotique et on a :

V(@MY — 60) — N(0,17(6s))
avec I(6p) la matrice d’information de Fisher.

Maximum de vraisemblance pour les copules Archimédiennes

Définition 2.1.2 Une copule Archimédiennes C' admet une densité c si et seulement

si P91 existe et est absolument continue sur (0,00).Dans ce cas, C est donné par

C(u) = D) ][ - @) (), (2.4)

—_

<
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Chapitre 2. Estimation et ajustement des copules.

Notons que pour calculer la log-densité, il est pratique d’écrire ¢ comme

c(w) = (=1 D) ][ - @7 (uy).

Jj=1

L’éxpression de la vraisemblance pour la copule Archimédienne de générateur v est

donnée par :

d

L(O,uy,...,u,) = HC@(Ui) et 1(0,uq,...,u,) = Zl(@;ui),
i=1

i=1

ou

1(0: 0:) = log o (us) = log((—1)"uf (to(w)) + D log(— () ().

Ici 'indice 6 de t(u) est utilisé pour souligner la dépandance de t(u) sur . L’esti-
mateur du maximum de vraisemblance én = én(ul, ..., Uy) peut donc étre trouvé en

résolvant le probléme d’optimisation .[I1] .

0, = arg sup(6, uy, .., uy)-
0c©

Exemple 2.1.1 (Copule Gaussienne multivariée) Soit R une matrice symé-
trique définie positive avec diag(R) = (1,...,1) ,R la distribution normale multivariée
standardisée avec matrice de corrélation R.[8] . La copule gaussienne multivariée I

est donné comme suit :
C(U’h Uy vy Unpy R) = (I)R((I)_l(ul), @_1(u2)7 e (I)_1<un))7

avec la densité :

mexp (—%X’R—lx) — o(B(x1), .. @(:pn))ﬁ (\/12_7Texp (-%ﬁ)) .

<
Il
-
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Nous conclusons que :

(m)émﬁ) o (XX

1_11 ( exp ( ?))

Soit u; = ® (z;) ,x; = D (u;) et on peut reécrire comme suit :

ot s = (D uy),...., 2 Yuy,))". L'expression de la fonction log-vraisemblance est :
T
T 1 »
1(0) =~ log | R _itz;gt/ (R = 1)
0 est 'ensemble de tout les paramétres R et ¢y = (&7 (ugy) ..., @71 (uny))’ .
L’estimateur de maximum de vraisemblance de R est donné par : R = %Zggg.

Estimation par maximum de vraisemblance de quelques copules

Le copule de Gumbel-Barnet

Elle est définie par :
Clu,v) =u+v—1+(1—u)(1—v)exp(—0Olog(l —u)log(l—v)),0<6<1.
La fonction de densité :

c(u,v) =exp (—0log (1 —u)log (1 —v))[(Alog (1 —v) — 1) (flog (1 —u) —1) —6].
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Chapitre 2. Estimation et ajustement des copules.

La fonction de vraisemblance :
L(u,v;0) = Hexp (—0log (1 —u;)log (1 —v;)) ((Alog (1 —w;) — 1) (Qlog (1 —v;) — 1) —0).
i=1

La fonction log de vraisemblance :

l(u,v;0) = —i&log (1 —u;)log (1 — vl-)—ki log ((Alog (1 —u;) — 1) (Alog (1 —u;) — 1) —6).
i=1 i=1 25)

Etant donné qu’il n’existe pas de méthode analytique pour obtenir le maximum de

I’équation , il est nécessaire d’utiliser des algorithmes numériques pour approxi-

mer la solution.[16].
Copule Farlie-Gumbel-Morgenstern

Elle est définie par :
C(u,v) =w +0uv (1l —u) (1 —v), 0e€[-1,1].
La fonction de densité :
c(u,v) = (1460 (1 —2u)(1—-20v)).
La fonction de vraisemblance :

L) =J[(1+6(1—2u)(1-2v).
i=1
La fonction log de vraisemblance :
1(0) = log (1+6 (1 —2u) (1 —20)).

=1

La copule de Clayton
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Chapitre 2. Estimation et ajustement des copules.

Elle est définie par :

-1

Clu,v) = (u?+0v?=1)7, 0e[-1,+00[\{0}.
La fonction de densité :
c(u,v) = (0 +1) (w) " (v +070 - 1)_%_2.

La fonction de vraisemblance :

L) = ﬁ (0+1) (vu) " (w0 0 —1) 0

=1

La fonction log de vraisemblance :

[(0) =nlog (0 +1) — (0+1)Zlog(uv) - (%%—2) Z (uw?+0v?—-1)"

i=1

Copule de Frank

Elle est définie par :

Cl = (1 , (exp (=0u) = 1) (exp (~60) - 1)) |

(exp (—=0) — 1)
La densité :

0 (1 — exp(—0)) exp (=0 (v + u)) '
[(1 — exp (=6)) — (exp (—0u) — 1) (exp (=0v) — 1)}

c(u,v) =

La fonction de vraisemblance :

n

L) = H@ (1 —exp(—0))exp (—0 (u+v))

i=1

< [(1 — exp (—6)) — (exp(—0u) — 1) (exp(—0v) — 1)) .
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Chapitre 2. Estimation et ajustement des copules.

La fonction log de vraisemblance :

(o) = n(log(f) + log(1 — exp(—0)))
=03 1 (u+v)
=237 log[1 — exp(—0) — (exp(—0u) — 1)(exp(—0v) — 1)].

Estimation du maximum de vraisemblance simulée

Définition 2.1.3 Si les dérivées du générateur d’Archiméde sont inconnues, on peut
s’attendre a ce que y soit une approrimation de la densité de la copule générée.De
cette maniére, les dérivées d’ordre supérieur peuvent étre remplacées par une seule
intégrale, ou la transformée de Laplace-Stieltjes de F' également connue sous le nom

de transformée de Laplace de la distribution, [12] est définie comme :
£SIF] = [ esp(—at)dF (@) = (),
st € Uy alors,
(=1)4pD(t) = /000 1% exp(—at)dF (z) =E [V?exp(-Vt)], t € [0,+o0],

ot V' a une fonction de distribution F. Une approzimation de (—1)%)(D(t) est donc

donnée par

1 m
(=)D (1) ~ - > Vdexp(=Vit), te0,+00],
k=1

ou Vi, ~F etk e{l,...m} alors
F=LS"[y].

Comprend le tableau suivant, les transformées inverses de Laplace-Stieltjes F' pour

les familles a paramétre unique :
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Famille | U(¢) F

Clayton | (1 —0)/(exp(t) —0) I (5,1)

Frank log (1 — (1 —exp (—0)) exp (—t)) /0 | (1 —exp (—0))" /KO

Gumbel | exp < to S <%, 1, (cos (2”—9))9 ,1(0=1), 1>
Joe 1—(1- exp*t)% (—1)F*! (k:%>

TAB. 2.1 — Famille d’Archiméde avec générateur un paramétre couramment utilisés
et transformées inverses de Laplace-Stieltejes

00 0.2 04 06 08 1.0
1

F1a. 2.1 — Graphiques des générateurs d’Archiméde répertoriés dans le taleau (2.1)

2.1.2 Meéthode des Moments

Cette méthode est souvent employée pour les évaluation de dépandance et représente
des adaptations directes des estimateur par le méthode des moments, trés répandus
dans divers domaines de la statistique. On substitue les moments des variables aléa-

toires par ceux de la copule, tels que le tau de kendall ou le rho de spearman.

Définition 2.1.4 Cette méthode consiste a estimer les paramétres 6 des lois margi-
nales et le paramétre o de la copule par la méthode des moments. Résoudre le systéme

a d équations et d inconnues
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Chapitre 2. Estimation et ajustement des copules.

Ou d désigne la dimension de 0, f, g et h sont les expressions des moments (ordinaires)
d’ordre 1,2 et 3 en fonction du paramétre 6. Répeter cette étape pour toutes les
marginales.[I] .

L’estimation des paramétres de copule via la méthode des moments basés sur tau de

kendall et rho de spearman est présentée ci-dessous.

Estimateur basé sur le tau de kendall

Pour diverses familles des copules, un lien biunivoque est établi entre 7 et 6 le tau de
kendall .Puisqu’il est possible d’estimer 7 de fagon cohérent & partir de I’échantillon,
une autre approche pour déterminer ¢ pourrait étre fondée sur la technique des

moments.

Définition 2.1.5 (Tau de kendall) Soit (X1,Ys) et (X2, Ys) deux vecteurs aléa-
toire indépendants et indentiquements distribués de méme fonction de répartition

jointe H. Le tau de kendall est définie par :
T=P[(X; = X5) (V1 —Y3) > 0] = P[(X; = X5) (V1 - ¥2) < 0].

Théoréme 2.1.1 Soit (X,Y) un vecteur aléatoire continu de copule C, et C est

associée a la fonction de répartition jointe H (x,y) = C (F (z),G (x)), alors [10]

S // C (1, v) dC (u,0) — 1. (2.6)

{l0.1]x[0,1]}
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Une estimateur du tau de kendall se construit a partir d’un échantillon {(z1,y2) , ..., (x7,y7)}
de (X,Y) de la fagon suivante :

-1

2: sign{(x; — @) (y; = vi)} (2.7)

J:21 1

>
||
<.

ol
1s12>0

sign(z) = :
—1si2<0

Définition 2.1.6 La relation générale entre le tau de Kendall et le générateur de la

copule d’Archiméde peut étre exprimée comme suit :

1
T:1+4/‘?th
0

¢ (u)

Définition 2.1.7 On a g, le fonction définie par

T =9-(0),

ou 7 sont définis en ([2.6)).

L’estimateur par la méthode des moments 6 de 6 est définie par :

et 7 sont définis en ([2.7)).

1. Le tau de kendall de la copule de Farlie-Gumbel-Morgenstern est 7 = 3—9 avec

0 € [—1,1]. L’estimateur par la méthode des moments est :
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2. Le tau de kendall de la copule de Gumbel est 7 = 1 — 5 avec § € [1,+o0].

L’estimateur par la méthode des moments est :

1

1-7

é:

3. Le tau de kendall de la copule de Clayton est 7 = % avec 0 € [—1, +oo[\{0}.

L’éstimateur par la méthode des moments est :

Estimateur basé sur le rho de Spearman

Il est possible d’élaborer un estimateur fondé sur le moments de 6 en utilisant le
rho de spearman, sous réserve qu’il y ait une corrélation un-a-un entre le rho de

spearman et 6.

Définition 2.1.8 (Rho de Spearman) Soient (X1,Y1),(Xa,Ys) et (X3,Y3) trois
vecteurs indépendantes des variables aléatoires continues X et'Y et ayant la méme
fonction de répartition jointe H et les mémes fonctions de répartition marginales F

et G. Le rho de Spearman est défini par
p=3(P[(X1—X2) (Y1 —Y3)>0] - P[(X1 — X2) (Y1 —Y3) <0]).

Théoréme 2.1.2 Si C' désigne la copule des variables X etY, le rho de Spearman

est :

p=12 // C (u,v)dC (u,v) — 3. (2.8)
{[0,1]x[0,1]}

Une stimateur du rho de Spearman se construit a partir d’un échantillon {(z1,vy1) , ..., (xr,y7)}
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de (X,Y) de la fagon suivante :

p= ZiTzl (Ri - R) (Si B 5*) :
VEL (Bi— R)\/SL (8- 9)

(2.9)

ot R; est le rang de x;, S; celui de y; et Z = %Zszl Z;.[7]

Définition 2.1.9 on a g, la fonction définie par
p=9,(0),

ou p est définis en .([2.8))

L’estimateur par la méthode des moments 0 de 0 est définie par
éRS

=g, (D),

et p sont définis en ([2.9)).

Le rho de spearman de la copule de Farlie-Gumbel-Morgenstern est
0
p =3, avec 0e[-1,1].

L’estimateur par la méthode des moments est :

D>

Il

o
§>

2.2 Ciritéres d’ajustement et sélection de copule

2.2.1 Goodness-of-fit (GoF)

Ces tests évaluent si une copule donnée s’ajuste bien aux données observées.
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Test de Kolmogorov-Smirnov (KS)

Compare la fonction de distribution empirique et théorique.
D,, = sup |Cy(x) — C(x)| .

ou Cpest la copule empirique (Deheuvels, 1979)

1 n
Ch(x) = — 1x,<x, 2.10
00 = 5 2 Toxzn) (2.10)
et C' la copule théorique et x : = (x1, 2, ..., ).

Test de Cramér-von Mises (CvM)

Mesure ’écart quadratique entre les copules empirique et théorique.

Test d’Anderson-Darling (AD)

Donne plus de poids aux queues de distribution.

s L7 (G0~ COOR
=Gt et O

Test basé sur Kendall’s Plot

Ces deux méthodes graphiques et quantitatives permettent d’évaluer la structure de

dépendance entre deux variables et d’aider & choisir une copule appropriée.

Kendall’s Plot Le K-Plot (ou Kendall’s Plot) est un outil graphique qui compare

la dépendance empirique avec la dépendance théorique sous I’hypothése d’indépen-
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dance. Alors on calcule les W; (statistiques de Kendall empiriques) :

1

Wi:
n—1

D 1x<xiy,<v
i

C’est la proportion de paires (Xj;,Y;) qui sont inférieures a (X;,Y;), on suite on

ordonne ces W; par ordre croissant notée W(;), aprés on trace, en abscisse : H; =

)

n+1

(quantiles théoriques sous indépendance) et en ordonnée les W(;). Maintenant :
Si les points suivent la diagonale alors on a une indépendance.
Si les points sont au-dessus alors la dépendance est positive (ex : Clayton, Gumbel).

Si les points sont en-dessous alors la dépendance est négative (peu fréquent avec les

copules classiques).

2.2.2 Critéres de sélection

Ces critéres comparent différentes copules et choisissent la meilleure en fonction d’une

métrique.

Critére d’Information d’Akaike (AIC)

Pénalise la vraisemblance par le nombre de parameétres.

AIC = —2In(L) + 2k

ou L est la vraisemblance et k le nombre de paramétres.

Critére d’Information Bayesien (BIC)

Pénalise plus fortement les modéles complexes.

BIC = —2In(L) + k1In(n)
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ou n est le nombre d’observations.

Log-Vraisemblance

Plus la log-vraisemblance est élevée, meilleur est l’ajustement.
In(L) =Y Inc(F(Xy), ..., Fa(Xa))
i=1

ou c¢ est la densité de la copule.

2.2.3 Validation Graphique des Copules

La validation graphique est une étape essentielle pour vérifier visuellement si une
copule sélectionnée modélise correctement la structure de dépendance des données.
Elle compléte les critéres statistiques (AIC, BIC, tests d’ajustement) et permet de

détecter des motifs que les méthodes numériques pourraient manquer.

QQ-Plot

Comparer les quantiles empiriques et théoriques de la copule pour vérifier 'adéqua-

tion du modele, on calcule les pseudo-observations (rangs uniformes) :

Ry,

=—— 1=1,..d.
n+172 Y ’

X

ol Ry est le rang de x;dans ’échantillon, on simule des données sous la copule théo-
rique (avec le méme nombre d’observations) et on trace ensuite dans axe X : Les
Quantiles empiriques et dans 'axe Y : les Quantiles théoriques. Si les points suivent
la diagonale alors on a un bon ajustement sinon on remarque un écarts systématiques

qui explique une mauvaise spécification de la copule.
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Graphique de la Copule Empirique vs Théorique

Comparer directement la copule empirique (estimée & partir des données) et
la copule théorique candidate (fonction de la copule testée (Gaussienne, Clayton,...
etc.). En suite en compare la surface 3D de la copule C,, vs. C, ou bien on compare
les contours de densités. Si les surface sont recouvrées alors on a un bon ajustement

s’il y a un écart remarquable alors la copule sélectioné ne capture pas la dépendance.

La validation graphique constitue une étape indispensable pour apprécier visuelle-
ment la qualité d’ajustement d’une copule aux données. Des outils comme les QQ-
plots, les comparaisons entre copules empiriques et théoriques, ainsi que le K —plots,
offre des perspectives complémentaires sur la structure de dépendance, en révélant
notamment des inadéquations dans les queues de distribution ou des biais systéma-
tiques. Ces méthodes, combinées aux critéres statistiques (AIC, BIC, tests d’ajus-
tement), permettent de sélectionner de maniére robuste la copule la plus adaptée.
En pratique, une analyse simultanée de plusieurs graphiques et une interprétation
critique des écarts observés garantissent un modele fiable pour la modélisation des

dépendances multivariées.
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Application des copules en finance

et assurance

3.1 Application

Les relations entre le parameétre de la copule et le tau de Kendall nous ont permis de
calculer la valeur de 6 en supposant une copule de Gumbel ou de Clayton. Une fois
muni de la valeur du parametre, nous sommes en mesure de calculer toute probabilité

conjointe entre les indices boursiers.

Par exemple, nous avons analysé 500 observations provenant de séries de rendements
de quatre indices boursiers européens, calculées par log (X, 1/X;) pour la période de
1991 a novembre 1992 (voir Fig. Ces données sont disponibles dans les packages
"QRM and data sets" du logiciel R et contiennent les prix de cloture quotidiens des
principaux indices boursiers européens : I’Allemagne DAX (Ibis), la Suisse SMI, la

France CAC et le Royaume-Uni FTSE.

Les données sont échantillonnées en temps ouvré, c’est-a-dire que les week-ends et
jours fériés sont omis. Le tableau |3.1 résume le tau de Kendall entre les rendements

des quatre indices de marché.
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Variable DAX SMI CAC FTSE
DAX 1.000  0.4087 0.3695 0.2913
SMI  0.4087 1.000 0.3547 0.4075
CAC  0.3695 0.3547 1.000 0.3670

FTSE 0.2913 0.4075 0.3670 1.000

TaB. 3.1 — Estimations de la matrice tau de Kendall & partir des rendements de
quatre indices boursiers Européens.

1.0
1.0
1.0

0.8
0.8
0.8

0.6
0.6
0.6

SMI
CAC

FTSE

0.4
0.4
0.4

0.2
0.2
0.2

0.0
0.0
0.0

1.0
1.0
1.0

0.8
0.8
0.6

SMI
0.6

CAC
0.6

SMI
0.6

0.4
0.4
0.4

0.2
0.2

0.0
0.0

0.0 0.4 na
FTSE FTSE

Fi1G. 3.1 — Nuages de points de 500 pseudo-observations tirées des rendements de
quatre indices boursiers Européens

Ensuite, nous considérons les rendements des quatre indices de marché ajustés par

la copule ¢, donnée par :

Coo(u,v) = t,,(t, " (u), ;' (v)),

ol v est le parametre de degré de liberté, ¢! est I'inverse de la fonction de distribution

36



Chapitre 3. Application des copules en finance et assurance.

de Student t univariée standard, et t,, est la distribution de Student ¢ standard
bivariée paramétrée par le parametre de corrélation p et v. La densité de la copule ¢

bivariée est donnée par :

x24+y%—2pzxy

v T (v/2)° (1 T =0

_ )(v+2>/2
Con (1,0) = 2VT—=pI((v+1)/2)? ((1 +22) (1 n y2)>‘(”+1)/2’

v

oux=t"1(u),y=t,"(v)et T estla fonction Gamma.

En supposant que la copule t représente la structure de dépendance de nos quatre
indices, nous obtenons les paramétres de dépendance ajustés des six fonctions de

distribution jointes bivariées, présentés dans le tableau [3.3]

On a :
_ f; Ji (u) Fix, (u) du.

f; Jy (u) du

En utilisant les équations (3.1)) avec la copule ¢, nous calculons pour un niveau fixe

CCTEy, ()

(3.1)

a =1t = 0.9 les mesures de risque CCTE pour tous les cas. Les résultats sont résumés

dans le Tableau [3.4]

Dans le Tableau [3.4] la plus petite valeur indique le risque le plus faible. Ainsi, le
couple (X,Y) le moins risqué est : (CAC, FTST), ou X est le risque cible et YV est

le risque associé.
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Chapitre 3. Application des copules en finance et assurance.

Variable  SMT FTSFE CAC Copula
0.0019  0.0015  0.0005 Gumbel
0.0004  0.0005  0.0004 Clayton

DAX 0.1543 0.2572 0.2662 Gaussian
0.4381 0.2942 0.3302 t
— 0.0004 0.0004 Gumbel
— 0.0004 0.0004 Clayton
SMI — 0.4071 0.2283 Gaussian
— 0.3390 0.5220 t
— — 0.0394 Gumbel
FTSE — 0.0004 Clayton

— — 0.3941 Gaussian
— - 0.5230 t

TAB. 3.2 — Valeur p du test bootstrap d’adéquation des copules de Gumbel, Clayton,
gaussienne et t de dimension 2, avec ‘'method” = "Sn", ’estim.method’="itau"

Variable DAX SMI CAC FTSE
DAX 00 0.5945 0.6344 0.5498
SMI  0.5945 00 0.5610 0.5781
CAC  0.6344 0.5610 00 0.5974

FTSE 0.5498 0.5781 0.5974 00

TAB. 3.3 — Pramétre ajusté de la copula t correspondant au tau de Kendall avec v=1

Variable DAX SMI CAC FTSE

DAX — 0.617 0.677 0.666
SMI  0.617 — 0.842 0.624

CAC  0.677 0.842 — 0.590
FTSE 0.666 0.624 0.590 —

TAB. 3.4 — Mesure de risque du CCTE pour t=0.9 avec une copule t
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Conclusion

ans ce mémoire, nous avons mené une étude approfondie des copules en

tant qu’outil moderne et efficace pour la modélisation de la dépendance

entre variables aléatoire, notamment dans les contextes financiers et as-
surantiels ou une raprésentation précise des relations non linéaires est essentielle.
Nous avons tout d’abord présenté les fondaments théoriques des copules et les dif-
férentes familles existantes, avant d’abord les méthodes d’éstimation ainsi que les
critéres d’ajustement et de sélection du modéle adéquat. L’application pratique réa-
liste a permis de mettre en évidence I'importance de 1'utilisation des copules dand
I’analyse des données financiéres. Les résultats obtenus montrent que les copules
offrent une modélisation plus réaliste de la dépendance que les méthodes classiques

basées uniquement sur la corrélation linéaire.

En conclusion, cette étude ouvre la voie & de nombreuses perspectives de recherche,
que ce soit & travers le développement de modeéles de copules plus flexibles, ou par
I’élargissement des application a d’autres domaines tels que la gestion des risques, la

finance ou encore les secteurs de la santé et des sciences sociales.
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Annexe A : Abréviations et

Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont

expliquées ci-dessous :

v.a :  variable aléatoire

fd :  Fonction de distribution.
XY : Vas réelles

F.G : fds des lois marginales

I : Intervalle [0;1].

H Distribution jointe

h . Densité de distribution jointe
C Distribution de la copule

Densité de la copule

o

<=
<

Vas qui suivent la loi uniforme U.
Copule minimum
Copule maximum.

Copule produit

— = £

F1 Fonction inverse.
) fd de la loi normale.
F,, G, fds empiriques.
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Annexe A : Abréviations et Notations

\]

Tau de Kendall.

Rho de Spearmen

Fonction génératrice de la copule archimédienne
Fonction quantile de ¢

Coeflicient de corrélation de Pearson.

Copule normale.

Copule de Student.

Fonction log-vraisemblance de

Ensemble des nombres réels
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e mémoire a pour objectif I'étude des copules et leurs applications dans la
modélisation de la dépendance entre variables aléatoires, notamment dans les
domaines de la finance et I'assurance. Les copules constituent un outil puissant
permettant de séparer la structure de dépendance du comportement
marginale des variables, offrant ainsi une flexibilité supérieure par rapport aux

méthodes classiques. L'étude commence par une présentation théorique des copules, en
introduisant leurs définitions, propriétés fondamentales, et principales familles telles que les
copules elliptiques et archimédiennes. Ensuite, le mémoire aborde les méthodes
d’estimation des copules, ainsi que critere d’ajustement et de sélection du meilleur modele.
Enfin, une exemple d’application pratique est proposée pour illustrer I'utilisation des copules
dans I'analyse de données financieres réelles, démontrant ainsi leurs pertinences et leur
efficacité dans la modélisation précise des relations de dépendance.

his dissertation amis to study copulas and their applications in modeling the

dependence between random variables, particulary in the fields of finance and

insurance. Copulas are powerful tools that allow the separation of the

dependence structure of the marginal behavior of variables, offering greater

flexibility compared to traditional methods. The study begins with a theoretical

overview of copulas, introducing their definition, fundamental properties, and
main families, such as elliptical and Archimedean copulas. It then explores estimation
methods, as well as criteria for goodness-of-fit and model selection. Finally, a example
practical application is presented to demonstrate how copulas can be used to analyze real
financial data, highlighting their effectiveness in accurately modeling dependence
relationships.
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