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Notations et symboles

'(x) : La fonction inconnue dans l�équation intégrale.

k(x; t) : Noyau de l�équation intégrale.

T : Opérateur linéairel borné.

C : Ensemble des nombres complexes.

R : Ensemble des nombres réels.

EDO : Equation di¤érentielle ordinaire.

C([a; b]) : L�ensemble des fonctions continues sur [a; b].

L2([a; b]) : L�ensemble des fonctions de carré intégrable sur [a; b].

L(E;F ) : L�espace des opérateurs linéaires bornés de E dans F.

PV B Problème de valeurs aux limites.
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Introduction

Les équations intégrales jouent un role fondamental dans de nombreux domaines

des mathématiques appliquées, notamment dans la modélisation de phénomènes

physiques, l�ingénierie et les sciences computationnelles parmi ces équations, l�équa-

tion intégrale de Fredholm de seconde espèce occupe une place importante en

raison de sa capacité à représenter une grande variété de problèmes en physique,

en mécanique quantique et en théorie des système dynamique.

Les équations intégrales linéaires de Fredholm(qui ont été introduites par le ma-

thématicien suédois Erik Ivar Fredholm (1866_1927) en 1903) ;

Dans ce mémoire est dédié à l�étude des équations intégrales de Fredholm

de seconde espèce et à la mise en oeuvre de la méthode des approxima-

tions successives, une technique puissante et largement utilisée pour trouver

des solutions approchées à ce type de problème. Cette méthode repose sur l�idée

de construire une suite de fonction convergeant vers la solution exacte en partant

d�une estimation initiale.

L�objectif principal de ce travail est d�étudier les fondements de ce type des équa-

tions et présenter la méthode des approximations successives qu�on utilise pour le

résoudre, notre travail est divisé en deux chapitres :

Le premièr chapitre on étudie les types et la forme générale des équations inté-
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grales linéaires. Ensuite, nous avons présenté les dé�nitions et propositions le plus

importantes sur les opérateurs linéaire bornés . De plus, on explique la relation

entre les équations intégrales linéaires de Fredholm de seconde espèce et les équa-

tions di¤érentielles ordinaires (EDO). Au �nal, on présente théorèmes d�existence

et d�unicité de la solution à ces équations dans deux espaces Hilbert et Banach

en utilisant le théorème du série de Neumann, car ces notions sont nécessaires à

l�étude du deuxième chapitre.

La deuxième chapitre, il existe plusieurs méthodes pour obtenir la solution des

équations intégrales linéaires de Fredholm de seconde espèce, et nous allons pré-

senter la méthode des approximations successives et nous étudions le condition

de sa convergence et l�appliquons à des exemples.
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Chapitre 1

Equations intégrales linéaires de

Fredholm de seconde espèce

1.1 Les équations intégrales linéaires

Une équation intégrale linéaire est une équation dans la quelle la fonction inconnue

apparait sous le signe intégrale, et l�opérateur intégral agit de manière linéaire sur

cette fonction.

1.1.1 Dé�nition générale

On dit qu�une équation est une équation intégrale linéaire si elle s�écrit sous la

forme :

h(x)'(x) = f(x) + �

�(x)Z
�(x)

k(x; t)'(t)dt (1.1)

Où

� '(t) est la fonction inconnue à déterminer, f(x) est une fonction donnée.
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CHAPITRE 1. EQUATIONS INTÉGRALES LINÉAIRES DE FREDHOLM
DE SECONDE ESPÈCE

� k(x; t) est une fonction donnée qui dépend des deux variables x et t; appellée

noyau de l�équation intégrale.

� � est un paramètre réel ou complexe di¤erent de 0.

� �(x) et �(x) sont les bornes de l�intégration.(Il convient de noter que les bornes

de l�intégration peuvent être à la fois variables, constantes ou mixtes).

� h(x) est une fonction qui détermine le type de l�équation intégrale.

Les principaux types :

Les équations intégrales linéaires peuvent être classées en plusieurs types selon

leur forme et leur structure :

1. Equations intégrales de Volterra : elle est dé�nie sur un interval [a; b] où la

borne supérieure �(x) = x et la borne inférieur �(x) = a:

h(x)'(x) = f(x) + �

xZ
�

k(x; t)'(t)dt:

2. Equations intégrales de Fredholm : ici l�intégrale est dé�nie sur un intervalle

[a; b] où les borne �(x) et �(x) sont constantes.

h(x)'(x) = f(x) + �

bZ
a

k(x; t)'(t)dt:

3. Equations singulières : ce sont des équations intégrales où le noyau k(x; t)

présente une singularité pour centaires valeurs de x et t:

4. Equations di¤érentielles intégrales : elles combinent des termes di¤érentiels

4



CHAPITRE 1. EQUATIONS INTÉGRALES LINÉAIRES DE FREDHOLM
DE SECONDE ESPÈCE

et intégrales.

'0(x) = f(x) + �

�(x)Z
�(x)

k(x; t)'(t)dt:

5. Equations intégrales homogènes et non homogènes.

� Si f(x) = 0, l�équation (1:1) est dite homogène.

� Si f(x) 6= 0, l�équation (1:1) est dite non homogène.

Remarque 1.1.1

La position de l�inconnue '(x) déterminer le type de l�équation :

� Equation intégrale de première espèce :

f(x) + �

�(x)Z
�(x)

k(x; t)'(t)dt = 0:

� Equation intégrale de deuxième espèce :

f(x) + �

�(x)Z
�(x)

k(x; t)'(t)dt = '(x):

1.1.2 Equation intégrale linéaire de Fredholm

Une équation intégrale linéaire de Fredholm s�écrit sous la forme

h(x)'(x) = f(x) + �

bZ
a

k(x; t)'(t)dt; a � x � b: (1.2)

Ici, '(x) est la fonction inconnue que l�on cherche à déterminer. Le paramètre �

est un scalaire donné (réel ou complexe). k(x; t) est le noyau de l�équation, c�est-
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CHAPITRE 1. EQUATIONS INTÉGRALES LINÉAIRES DE FREDHOLM
DE SECONDE ESPÈCE

à-dire une fonction donnée dé�nie sur L2([a; b]) ou continu. En�n, f(x) est une

fonction connue, souvent issue d�un problème physique ou d�ingénierie.

On distingue les types d�équations intégrales linéaires de Fredholm :

1. Si h(x) = 0; alors l�inconnue apparait uniquement sous le signe intégral :

f(x) + �

bZ
a

k(x; t)'(t)dt = 0:

et s�appelle équation intégrale linéaire de Fredholm de première espèce.

2. Si h(x) = 1; alors l�inconnue apparait à la fois à l�extérieur et à l�intérieur

de l�intégrale :

'(x) = f(x) + �

bZ
a

k(x; t)'(t)dt;

et s�appelle équation intégrale linéaire de Fredholm de seconde espèce.

3. Sinon, la formule de équation intégrale linéaire de Fredholm de troisième

espèce.

On présente dans les exemples suivants quelques type des équations intégrales

linéaires de Fredholm :

1. 2x2 � x + 4 =
1Z
0

(x � t)'(t)dt (équation intégrale linéaire de Fredholm de

première espèce).

2. '(x) = x+ 4�
1Z
0

(x� t)'(t)dt (équation intégrale linéaire de Fredholm de

seconde espèce).
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CHAPITRE 1. EQUATIONS INTÉGRALES LINÉAIRES DE FREDHOLM
DE SECONDE ESPÈCE

� Opérateurs linéaires bornés

Dé�nition 1.1.1 (Opérateur linéaire ) Soient E et F deux espaces vectoriels nor-

més, un opérateur T dé�ni sur E dans F qui véri�e :

pour tout x; y 2 E, et pour touts scalaires � et �, on a :

T (�x+ �y) = �T (x) + �T (y):

Dé�nition 1.1.2 (Opérateur linéaire borné) Soient E et F deux espaces vecto-

riels normés, un opérateur linéaire T : E �! F est dit borné s�il existe une

constant M > 0; telle que

kTxkF �M kxkE ;8x 2 E:

Proposition 1.1.1 Le plus petit des nombres M véri�ant l�inégalité précédente

s�appelle norme de l�opérateur T et se note kTk on a :

kTk = inf fM � 0� kTxkF �M kxkE ;8x 2 Eg

kTk = sup
kxk�1

kTxk = sup
kxk6=0

kTxk
kxk = sup

kxk=1
kTxk :

� Opérateur intégral linéaire

Dé�nition 1.1.3 (Opérateur intégral linéaire)

Un opérateur intégral linéaire K est un opérateur qui admet une formulation de

la forme suivante :

7



CHAPITRE 1. EQUATIONS INTÉGRALES LINÉAIRES DE FREDHOLM
DE SECONDE ESPÈCE

K'(x) =

bZ
a

k(x; t)'(t)dt; x 2 [a; b]

Evidemment, cet opérateur intégral est linéaire, la fonction k(x; t) est appelée

noyau de l�opérateur intégral.

Nous considérons des noyaux k(x; t) 2 L2([a; b]� [a; b]) donc :

ZZ
[a;b]�[a;b]

jk(x; t)j2 dxdt < +1

Théorème 1.1.1 Soit K l�opérateur intégral avec un noyau k(x; t) continu sur

[a; b]� [a; b]. Alors l�opérateur K est borné, et donc continu De plus :

1) k : L2(a; b)! L2(a; b) kKfk2 �M(b� a) kfk2 pour f 2 L2(a; b)

2)k : C[a; b]! C[a; b] kKfkC �M(b� a) kfkC pour f 2 C[a; b]

Preuve. Puisque k(x; t) est continu sur l�intervale fermé [a; b] � [a; b]; il existe

M � 0 tel que

M = max
x;t2[a;b]

jk(x; t)j

8



CHAPITRE 1. EQUATIONS INTÉGRALES LINÉAIRES DE FREDHOLM
DE SECONDE ESPÈCE

1)

kKfk2 = ((Kf)(x); (Kf)(x))
1
2 =

24 bZ
a

j(kf)(x)j2 dx

35
1
2

=

264 bZ
a

������
bZ
a

k(x; t)f(t)dt

������
2

dx

375
1
2

�

24 bZ
a

kkk22 kfk
2
2 dx

35
1
2

= kfk2

24 bZ
a

0@ bZ
a

jk(x; t)j2 dt

1A dx
35

1
2

� kfk2

24 bZ
a

0@ bZ
a

M2dt

1A dx
35

1
2

�M kfk2

24 bZ
a

0@ bZ
a

dt

1A dx
35

1
2

=M kfk2 (b� a)

9



CHAPITRE 1. EQUATIONS INTÉGRALES LINÉAIRES DE FREDHOLM
DE SECONDE ESPÈCE

2)

kKfkC = max
x2[a;b]

j(Kf)(x)j = max
x2[a;b]

������
bZ
a

k(x; t)f(t)dt

������
� max

x2[a;b]

bZ
a

jk(x; t)j jf(t)j dt

� max
x2[a;b]

kfkC

bZ
a

Mdt

= max
x2[a;b]

kfkCM(b� a)

=M(b� a) kfkC

1.2 Noyaux particuliers dans les équations in-

tégrales linéaires

Dans le cadre des équations intégrales linéaires, les noyaux jouent un role central

et dé�nissent la nature de l�intégrale. Les noyaux peuvent être utilisés en fonc-

tion des caractéristiques de l�équation, voici quelques types de noyaux particulièrs :

1. On dit que le noyau k(x; t) d�une équation intégrale est séparable ou (dégé-

néré) si :

k(x; t) =

nX
i=1

�i(x)�i(t)

Où �i(x) et �i(t); i = 1; n sont linéairement indépendantes.

10
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2. Si k(x; t) 2 L2([a; b]� [a; b]), i.e

bZ
a

bZ
a

jk(x; t)j2 dxdt < +1

alors ce type de noyau est de carré sommable sur ([a; b]� [a; b]).

3.

� Si k(x; t) est une fonction à valeurs complexes et si k(x; t) = k(t; x) alors il dit

hermitien .

� Si k(x; t) est une fonction à valeurs réelles et si k(x; t) = k(t; x):

alors il est dit symétrique, une équation intégrale à noyau symétrique est dite

aussi symétrique.

Exemple 1.2.1

1. k(x; t) = exet , ici on peut identi�er f(x) = ex et g(t) = et:

2. k(x; t) = e�(x�t)
2
; véri�ons la symétrie : k(t; x) = e�(t�x)

2
= e�(x�t)

2
=

k(x; t).

1.3 Relation entre les équations di¤erentielles

ordinaires et les équations intégrales

Les équations di¤érentielles ordinaires (EDO) et les équations intégrales linéaires

de Fredholm de seconde espèce sont étroitement liées dans de nombreux contextes

mathématiques et physique. Il est souvent possible de transformer un problème

11
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de valeurs aux limites (PV B) en une équation intégrale équivalente. Cette corres-

pondance permet d�exploiter des méthodes analytiques et numériques spéci�ques

à chaque type d�équation pour mieux comprendre et résoudre certains problèmes

complexes.

Dans cette section, nous examinerons deux types de conversions :

1.3.1 Transformation d�un problème aux limites en une

équation intégrale linéaire de Fredholm

Considérons l�équation di¤érentielle linéaire suivante avec conditions aux limites :

y00(x) + g(x)y(x) = h(x) 0 � x � 1 (1.3)

avec les condition aux limites :

y(0) = � ; y(1) = �; ou �; � 2 R:

Nous dé�nissons une fonction '(x) représentant la dérivée seconde de y(x) :

y00(x) = '(x) (1.4)

En intégrant cette expression sur l�intrvalle [0; x], nous obtenons :

xZ
0

y00(t)dt =

xZ
0

'(t)dt;

12



CHAPITRE 1. EQUATIONS INTÉGRALES LINÉAIRES DE FREDHOLM
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Ce qui implique

y0(x) =

xZ
0

'(t)dt+ y0(0) (1.5)

En intégrant les deux membres, on trouve

xZ
0

y0(t)dt =

xZ
0

xZ
0

'(t)dt+

xZ
0

y0(0)dt (1.6)

y(x) = y(0) + xy0(0) +

xZ
0

(x� t)'(t)dt:

Nous avons utilisé la formule suivante (formule de Cauchy pour l�intégrale itérée)

xZ
x0

dx

xZ
x0

dx:::

xZ
x0

f(x)dx

| {z }
n int�egrales

=
1

(n� 1)!

xZ
x0

(x� t)n�1f(t)dt:

En imposant la condition aux limites y(0) = �, cette équation devient :

y(x) = �+ xy0(0) +

xZ
0

(x� t)'(t)dt , 0 � x � 1; (1.7)

Détermination de y0(0) en utilisant la condition y(1) = � en évaluant y(x) en

x = 1, nous obtenons

� = �+ y0(0) +

1Z
0

(1� t)'(t)dt:

13



CHAPITRE 1. EQUATIONS INTÉGRALES LINÉAIRES DE FREDHOLM
DE SECONDE ESPÈCE

D�où nous pouvons exprimer y0(x) comme

y0(0) = (� � �)�
1Z
0

(1� t)'(t)dt (1.8)

en remplaçant (1:8) dans l�équation de (1:7), nous obtenons

y(x) = �+ x(� � �)� x
1Z
0

(1� t)'(t)dt+
xZ
0

(x� t)'(t)dt (1.9)

En utilisant (1:4), nous pouvons substituer et remplaçer aussi (1:9)dans (1:3) ceci

donne

'(x) +�g(x) + x(���)g(x)�
1Z
0

xg(x)(1� t)'(t)dt+
xZ
0

g(x)(x� t)'(t)dt = h(x)

(1.10)

On peut utiliser la formule

1Z
0

(:) =

xZ
0

(:) +

1Z
x

(:) ;

On obtient

'(x) = h(x)� �g(x)� x(� � �)g(x) + xg(x)

24 xZ
0

(1� t)'(t)dt+
1Z
x

(1� t)'(t)dt

35
�

xZ
0

g(x)(x� t)'(t)dt;

14
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ce qui donne

'(x) = f(x) +

xZ
0

t(1� x)g(x)'(t)dt+
1Z
x

x(1� t)g(x)'(t)dt;

Finalement, nous obtenons l�équation intégrale de Fredholm

'(x) = f(x) +

1Z
0

k(x; t)'(t)dt:

Où

f(x) = h(x)� �g(x)� x(� � �)g(x);

et le noyau k(x; t) est donné par

k(x; t) =

8><>: t(1� x)g(x); si 0 � t � x;

x(1� t)g(x); si x � t � 1:

i.e nous obtenons une équation intégrale linéaire de Fredholm de seconde espèces.

Remarque 1.3.1 Dans le cas ou y(0) = y(1) = 0, c�est-à-dire � = � = 0, la

fonction f(x) se réduit à h(x). Cela signi�e que si le problème aux limites est ho-

mogène, l�equation intégrale résultate sera également homogène, et la même chose

pour le cas non homogène.

Exemple 1.3.1 Former l�équation intégrale correspondant à l�équation di¤éren-

tielle

y00(x) + xy(x) = 0 0 � x � 1;

15



CHAPITRE 1. EQUATIONS INTÉGRALES LINÉAIRES DE FREDHOLM
DE SECONDE ESPÈCE

avec les conditions aux limites suivantes y(0) = y(1) = 2:

On peut remarqer � = 0; � = 2, g(x) = x (constante) et f(x) = �2x2

donc en remplaçant dans l�équation (1:12), on trouve

'(x) = �2x2 +
1Z
0

k(x; t)'(t)dt:

avec

k(x; t) =

8><>: xt(1� x); si 0 � t � x;

x2(1� t); si x � t � 1:

Pour un autre exemple vous pouvez consulter[5] page51:

1.3.2 Transformation d�une équation intégrale linéaire de

Fredholm en un problème aux limites

Nous pouvons convertir aussi les équations intégrales de Fredholm en un problème

aux limites, en utilisant la règle de Leibnitz

F 0(x) =
dF

dx
(x) = �0(x)f(x; �(x))� �0(x)f(x; �(x)) +

�(x)Z
�(x)

@f

@x
(x; t)dx:

Considérons l�équation intégrale de Fredholm suivante

'(x) = f(x) +

1Z
0

k(x; t)'(t)dt (1.11)

Où f(x) est une fonction donnée, k(x; t) est le noyau dé�ni par :

16
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k(x; t) =

8><>: t(1� x)g(x); si 0 � t � x;

x(1� t)g(x); si x � t � 1:

Pour simpli�er l�analyse, supposons que g(x) = � où � est une constante réelle.

L�équation (1:11) devient

'(x) = f(x) + �

xZ
0

t(1� x)'(t)dt+ �
1Z
x

x(1� t)'(t)dt;

Et de manière équivalente, nous obtenons

'(x) = f(x) + �(1� x)
xZ
0

t'(t)dt+ �x

1Z
x

(1� t)'(t)dt (1.12)

en dérivant les deux membres par rapport à x et en utilisant le règle de Leibnitz,

nous trouvons

'0(x) = f 0(x) + �(1� x)x'(x)� �
xZ
0

t'(t)dt� �(1� x)x'(x) + �
1Z
x

(1� t)'(t)dt

(1.13)

ce qui simpli�e en :

'0(x) = f 0(x)� �
xZ
0

t'(t)dt+ �

1Z
x

(1� t)'(t)dt

en di¤érenciant à nouveau par rapport à x, on obtient :

'00(x) = f
00
(x)� �x'(x)� �(1� x)'(x) (1.14)

17
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D�où l�équation di¤érentielle associée :

'00(x) + �'(x) = f 00(x) (1.15)

les conditions aux limites associées peuvent être obtenues en substituant x = 0 et

x = 1 dans l�équation intégrale d�origine :

'(0) = f(0),'(1) = f(1) (1.16)

Ainsi, le système 8><>: '00(x) + �'(x) = f 00(x);

'(0) = f(0),'(1) = f(1):

est un problème aux limites équivalent à l�équation de Fredholm (1:13).

Exemple 1.3.2 Convertir l�équation intégrale de Fredholm suivante

'(x) = ex +

1Z
0

k(x; t)'(t)dt:

Où le noyau donné par

k(x; t) =

8><>: 9t(1� x); si 0 � t � x;

9x(1� t); si x � t � 1:

l�équation intégrale de Fredholm s�écrit sous la forme

'(x) + 9(1� x)
xZ
0

t'(t)dt+ 9x

1Z
x

(1� t)'(t)dt:

18
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en dérivant des deux membres deux fois par rapport à x et en utilisant la régle de

Leibnitz, nous trouve

'0(x) = ex � 9
xZ
0

t'(t) + 9

1Z
x

(1� t)'(t)dt;

'00(x) = ex � 9'(t);

Ceci donne (EDO)

'00(x) + 9'(t) = ex:

on peut obtenir les condition aux limites en remplaçant x par 0 et par 1 dans

l�équation (1:16)

'(0) = f(0) = 1 , '(1) = f(1) = e

Finalement, on trouve 8><>: '00(x) + 9'(t) = ex;

'(0) = 1 , '(1) = e:

qui est un problème aux limites équivalents à l�équation de Fredholm.

Pour un autre exemple vous pouvez consulter [5] page56:

1.4 Existence et unicité de la solution

Théorème 1.4.1

Série de Neumann : Soit A 2 L(E;F ) un opérateur compact, avec kAk < 1: Alor :

1. La série in�nie
1X
i=0

Ai est aussi un élement de L(E;F ), et appelée la série de

Neumann.
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2. L�opérateur (I � A) 2 L(E;F ) est bijectif et sont inverse est donné par

(I � A)�1 =
1X
i=0

Ai:

3. k(I � A)�1k � 1
1�kAk la norme de l�inverse est bornée.

4. 8f 2 E; l�équation (I �A)' = f avec l�inconnue ' 2 F admet une solution

unique :

' = (I � A)�1f =
1X
i=0

Aif:

Preuve. pour le preuve voir [2]:

1.4.1 Théorème d�existence et d�unicité dans l�espace de

Banach (C([a; b]); k�kC)

On considère l�équation integrale

'(x) = f(x) + �

bZ
a

k(x; t)'(t)dt a � x � b (1.17)

Où f 2 C([a; b]); k 2 C([a; b]� [a; b]) et le paramètre � véri�ant la condition

j�j < 1

M(b� a) (1.18)

où M = maxx;t2[a;b](jk(x; t)j); alors l�équation integrale(1:17) admet une solution

unique ' 2 C([a; b]):

Preuve. Soient f 2 C([a; b]) et k 2 C([a; b] � [a; b]) supposons que la condition

(1:18) et satisfaite.
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On considére l�opérateur A dé�ni par

A'(x) = �

bZ
a

k(x; t)'(t)dt a � x � b

1. On montre que A est bien dé�ni sur C([a; b]); soit' 2 C([a; b]):

kA'(x)kC = max
x2[a;b]

�������
bZ
a

k(x; t)'(t)dt

������
= j�j max

x2[a;b]

bZ
a

jk(x; t)j j'(t)j dt

= j�j max
x2[a;b]

k'kC max
x2[a;b]

bZ
a

k(x; t)dt

= j�j k'kC

bZ
a

max
x2[a;b]

jk(x; t)j dt

= j�j k'kC

bZ
a

Mdt (M = max
x2[a;b]

jk(x; t)j)

= j�j k'kCM(b� a) < 1

Alors

kAk = sup kA'kCk'kC
= j�jM(b� a) < 1

on trouve

j�j < 1

M(b� a)

La condition est vérivier.
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2. On montrer que la solution existe et unique dans C([a; b]):







1X
i=0

Aif






 = max
x2[a;b]

�����
1X
i=0

Aif

�����
=

1X
i=0

max
x2[a;b]

��Aif ��
=

1X
i=0

max
x2[a;b]

��Ai�� jf j
=

1X
i=0

max
x2[a;b]

�������
bZ
a

k(x; t)dt

������
i

jf j ( A = �

bZ
a

k(x; t)dt)

= kfkC j�j
i
1X
i=0

max
x2[a;b]

������
bZ
a

k(x; t)dt

������
i

= kfkC j�j
i
1X
i=0

bZ
a

M idt (M = max
x2[a;b]

jk(x; t)j)

= j�ji kfkC
1X
i=0

[M(b� a)]i

Donc la solution de l�équation ' 2 C([a; b]):

Alors ' veri�e les condition du théorème (1:4:1) et donc (1:17) admet une solution

unique ' 2 C([a; b]):
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1.4.2 Théorème d�existence et d�unicité dans l�espace de

Hilbert (L2([a; b]); k�k2)

On considère l�équation intégrale (1:17)ou f 2 L2([a; b]); k 2 L2([a; b] � [a; b]) et

le paramètre � véri�ant la condition

j�j < 1

B
(1.19)

Où

B =

0B@ ZZ
[a;b]�[a;b]

k2(x; t)dxdt

1CA
1
2

Alors l�équation intégrale(1:17)admet une solution unique ' 2 L2([a; b]):

Preuve. Soit f 2 L2([a; b]) et k 2 L2([a; b] � [a; b]); supposons que la condition

(1:19) est satisfaite.

On considère l�opérateur A dé�ni par

A'(x) = �

bZ
a

k(x; t)'(t)dt a � x � b

1. On monter que l�opérateur A est bien dé�ni sur L2([a; b]); on pose que

' 2 L2([a; b]):

kA'(x)k2 =
bZ
a

jA'(x)j2 dx =
bZ
a

�������
bZ
a

k(x; t)'(t)dt

������
2

dx

= �2
bZ
a

0@ bZ
a

k(x; t)'(t)dt

1A2

dx
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On appliquant le théorème de Fubini et l�inégalité de Cauchy-Schwarz, on

obtient

bZ
a

0@ bZ
a

k(x; t)'(t)dt

1A2

dx �
ZZ

[a;b]�[a;b]

k2(x; t)dxdt k'k22

= kkk22 k'k
2
2

Finalement, on trouve

bZ
a

jA'(x)j2 dx � �2 kkk22 k'k
2
2

= (j�j kkk2 k'k2)2 < 1

On trouve

kAk = j�j kkk2 < 1

Alors

j�j < 1

kkk2
<
1

B

Donc la condition est vérivier

A' 2 L2([a; b]); 8' 2 L2([a; b])

Ce qui montre que l�opérateur A est bien dé�ni sur L2([a; b]):
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2. On montre que la solution existe et unique dans L2([a; b]):







1X
i=0

Aif







2

=

  1X
i=0

Aif

! 1X
i=0

Aif

!!
=

24 bZ
a

�����
1X
i=0

Aif

�����
2

dx

35
1
2

=

264 bZ
a

������
1X
i=0

�i
bZ
a

ki(x; t)f(t)dt

������
2

dx

375
1
2

�

24 1X
i=0

bZ
a

bZ
a

�
jk(x; t)ji

�2
dtdx

35
1
2

j�j2 kfk2

� j�j2 kfk2
1X
i=0

Bi

Alors ' veri�e les conditions du théorème (1:4:1) et donc l�équation (1:17)

admet une solution unique ' 2 L2([a; b]):
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Chapitre 2

Méthode des approximations

successives

La méthode des approximations successives est une méthode intérative utilisé pour

approcher la solution d�une équation ou d�un problème mathématique en a¢ nant

progressivement l�estimation initiale.

Elle est couramment employée en analyse numérique et en algèbre linéaire pour

résoudre des équations di¤érentielles, des systèmes d�équations linéaires ou non

linéaires.

Le principe générale de la méthode des approximations successives pour résoudre

une équation linéaire de Fredholm de seconde espèce repose sur la transformation

du problème intégrale en une suite des solutions approchées qui convergeant vers

la solution exacte.

L�idée principale est d�utiliser une itération pour approximation '(x) ou dé�nite

une suite de fonctions 'n(x) par suivante :
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1. Initialisation : généralement on pose

'0(x) = f(x):

2. Itération : a chaque étape, on dé�nit 'n(x) par :

'n(x) = f(x) + �

bZ
a

k(x; t)'n�1(t)dt n = 1; 2; :::

On répète cette opération jusqu�à ce que la di¤érence entre deux approxi-

mations consécutives soit su¢ samment petite : k'n+1(x)� 'n(x)k < ":

3. Convergence : la suite 'n(x) converge uniformément vers la solution '(x):

2.1 Développement de la suite des approxima-

tions successives

L�abjectif de cette section est d�expliquer en détail pourquoi la méthode des ap-

proximations successives conduit à une solution convergente en utilisant le déve-

loppement en série de Neumann.

Les itérations suivantes de méthode des approximations successives sont dé�nies

par :

'0(x) = f(x):

'n(x) = �K'n�1 + f n = 1; 2; :::
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Lemme 2.1.1

'n(x) =

nX
i=0

�iKif pour Ki = K(K(:::K))| {z }
n fois

Preuve. � n = 0

'0(x) = �
0K0f = f(x) (confirm�e)

� Supposons que la formule est vraie pour n, montrons-la : pour n+ 1

'n=1(x) = �K'n + f (par d�efinition)

= �K

 
nX
i=0

�iKif

!
+ f

= f +
nX
i=0

�i+1Ki+1f (lin�earit�e)

= f +
n+1X
p=1

�pKpf (changement d0indice p = i+ 1)

= �0K0f +
n+1X
p=1

�pKpf

=

n+1X
p=0

�pKpf

=

n+1X
i=1

�iKif (changement d0indice p = i)

Alors, la série
Pn+1

i=1 �
iKif est appelée la série de Neumann.([7])

28



CHAPITRE 2. MÉTHODE DES APPROXIMATIONS SUCCESSIVES

2.2 Condition de convergence

Estimation des itérations

kKnfkC =


k(kn�1f)



C

�M(b� a)


Kn�1f




C

�M2(b� a)2


Kn�2f




C

:::

�Mn(b� a)n kfkC





1X
i=0

�iKif







C

� kfkC
1X
i=0

j�jiM i(b� a)i

= kfkC
1X
i=0

[j�jM(b� a)]i

=
kfkC

1� j�jM(b� a)

La série géométrique
1X
i=0

�iKif est converge si :

j�j < 1

M(b� a) :

Soit la somme de la série de Neumann une fonction '(x) tell que :

'(x) =

1X
i=0

�iKif:

montrons que cette fonction satifait l�équation intégrale ' = �K' + f et consé-

dérons les itérations :

'n(x) = �K'n�1 + f
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Alors

'(x) = lim
n!1

'n(x)

= �K lim
n!1

'n�1(x) + f

= �

bZ
a

k(x; t) lim
n!1

'n�1(t)dt+ f

= �

bZ
a

k(x; t)'(t)dt+ f

En rappelant l�estimation suivante :

k'(x)kC �
kfkC

1� j�jM(b� a) :

Montrons maitenant que cette solution est unique pour cela, il su¢ te de montrer

que l�équation homogène ' = �K' que la solution triviale.En e¤et, si '0 = �K'0;

alors '0 2 C[a; b]; et

k'0kC � j�jM(b� a) k'0kC

donc

[1� j�jM(b� a)] k'0kC � 0:

Puisque j�j < 1
M(b�a) et [1� j�jM(b� a)] > 0 donc k'0kC = 0:

Ce qui donne '(x) = 0 pour tout x 2 [a; b]:Alors, seule la solution triviale existe

pour l�équation homogène .

L�équation non homogène ' = �K'+ f peut être réecrite sous la forme

(I � �K)' = f
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Où I est opérateur identité. Donc, la solution de cette équation peut être prétée

comme l�inverse de l�opérateur ' = (I � �K)�1f:

Par conséquent, si �M(a; b) < 1; alors l�opérateur inverse (I � �K)�1 existe.

Théorème 2.2.1 L�équation intégrale de Fredholm ' = �K'+ f avec

j�j < 1

M(b� a)

et noyau continu k(x; t); il existe une solution unique '(x) 2 C[a; b] pour tout

fonction f(x) 2 C[a; b]:

Cette solution est donnée par une série de Neumann convergente

'(x) =
1X
i=0

�iKif

et satisfait

k'(x)kC �
kfkC

1� j�jM(b� a) :

Si j�j < 1
M(b�a) ; alors il existe un opérateur inverse(I � �K)

�1:

Les conditions du théorème (2:2:1) sont seulement des conditions su¢ santes, si ces

conditions ne sont pas satisfaites, il se peut quants même que l�équation intégrale

ait une solution et que la série de Neumann soit convergente.

Exemple 2.2.1 Trouver la solution de l�équation intégrale

'(x) = 1 +

1Z
0

x'(t)dt:

par la méthode des approximations successives et sous la forme de la série de

Neumann
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� Identifier : k(x; t) = x f(x) = 1 b� a = 1

M = 1 � = 1

Véri�er la condition

j�j < 1

M(b� a)

On a
1

1:1
< 1 donc la condition n�est pas véri�er.

1. iteration :

'0(x) = 1

'1(x) = 1 +

1Z
0

x'0(t)dt = 1 +

1Z
0

xdt = 1 + x

'2(x) = 1 +

1Z
0

x'1(t)dt = 1 +

1Z
0

x(1 + t)dt = 1 + x(1 +
1

2
)

:::

'n(x) = 1 +

1Z
0

x'n�1(t)dt = 1 + x(1 +
1

2
+
1

22
+
1

23
:::+

1

2n�1
)

Alors, la solution de l�équation intégrale est la limite des itération :

'(x) = lim
n!1

'n(x) = 1 + lim
n!1

x

nX
i=0

1

2i

= 1 + x(1� 1
2
)�1

= 1 + 2x:

Ce résultat c�est la solution de l�équation .
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2. Série de Neumann

'(x) =

1X
i=0

�kKkf = �1K1f + �2K2f + :::

f(x) = 1

Kf =

1Z
0

xdt = x

1Z
0

dt = x

K2f =

1Z
0

x(Kf)dt = x

0@ 1Z
0

tdt

1A =
1

2
x

K3f = x

0@ 1Z
0

t

0@ 1Z
0

sds

1A dt
1A =

1

4
x

Knf =
1

2n�1
x

Alors, la série de Neumann est

'(x) = 1 + x
1X
i=0

1

2i
= 1 + 2x

Puisque
1X
i=0

1
2i
= 2, parce que c�est une série géométrique dont la somme est

1

1� 1
2

= 2

Donc, la méthode de la série de Neumann donne la meme solution.

Exemple 2.2.2 Trouver la solution de l�équation intégrale

'(x) = ex +
1

2

1Z
0

'(t)dt: (2.1)
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par la méthode des approximations successives et sous la forme de la série de

Neumann

� Identifier : k(x; t) = 1 f(x) = ex b� a = 1

M = 1 � = 1
2

Véri�er la condition

j�j < 1

M(b� a)

On a ����12
���� < 1

1:1
= 1 donc la condition est véri�er.

1. iteration :

'0(x) = e
x

'1(x) = e
x +

1

2

1Z
0

'0(t)dt = e
x +

1

2

1Z
0

etdt = ex +
1

2

�
et
�1
0

= ex +
1

2
(e� 1)

'2(x) = e
x +

1

2

1Z
0

'1(t)dt = e
x +

1

2

1Z
0

et +
1

2
(e� 1)dt

= ex +
1

2

0@ 1Z
0

etdt+
1

2
(e� 1):1

1A = ex +
1

2

�
e� 1 + 1

2
(e� 1)

�

= ex +
1

2
:
3

2
(e� 1) = ex + 3

4
(e� 1):

Nous remarquens que la solution se rapproche de la forme

'n(x) = e
x +

1

2

1Z
0

'n�1(t)dt = e
x +Dn(e� 1)
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Alors que

D1 =
1

2
; D2 =

3

4
; D3 =

7

8
; D4 =

15

16
; D5 =

31

32
:

Et cette série converge vers

D =
1X
n=1

�
1

2

�n
= 1

Donc

'(x) = lim
n!1

'n(x) = e
x + (e� 1):

Ce résultat c�est la solution de l�équation .

2. Série de Neumann

Puisque la série de Neumann converge ici parceque

� =
1

2
< 1

Donc la forme générale de la série de Neumann

'(x) =

1X
i=0

�iKif

'(x) =

1X
i=0

�kKkf = �1K1f + �2K2f + :::

f(x) = ex
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�Kf = �

1Z
0

k(x; t)f(t)dt =
1

2

1Z
0

etdt =
1

2
(e� 1)

�2K2f = �2
1Z
0

(Kf)dt =

�
1

2

�2
(e� 1)

0@ 1Z
0

dt

1A =
1

4
(e� 1)

�3K3f = �3
1Z
0

(Kf)2dt =

�
1

2

�3
(e� 1)

0@ 1Z
0

dt

1A =
1

8
(e� 1):

De cette façon

'(x) = '0(x) + '1(x) + '2(x) + ::: = e
x + (e� 1)(1

2
+
1

4
+
1

8
+ :::):

Etant donné que la série géométrique

1X
i=1

�
1

2

�i
= 1:

Donc la solution �nale est

'(x) = ex + (e� 1):

Nous avons essayé de tracer quelques approximations avec la solution exacte a�n

de comparer leur convergence vers celle-ci.

On remarque que plus la valeur de n augmente, plus la courbe se rapproche de la

solution exact.
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Fig. 2.1 �Solution exact, et approximations successives du problem(2:1)
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Conclusion

En conclusion de ce mémoire, nous avons étudié de l�équation intégrale linéaire

de Fredholm de seconde espèce, en raison de son importance dans les domaines

de la modélisation mathématique, ainsi que dans les applications en physique et

en ingénierie. L�accent a été mis sur la méthode des approximations successives

comme l�une des méthodes numériques e¢ caces utilisées pour obtenir des solutions

approchées, notamment dans les cas ou il est di¢ cile de trouver des solutions

analytiques exactes.

Dans ce travail, nous avons présenté les fondements théoriques de la méthode des

approximations successives et nous avons illustré son application à travers une

série d�exemples variés, qui ont montré la convergence vers la solution exacte. Les

résultats ont démontré qu�il s�agit d�une outil simple et pratique, contribuant à la

résolution de nombreux problèmes appliqués liés aux équations intégrales.

Nous espérons que cette étude contribuera à renforcer la recherche scienti�que

dans ce domaine et qu�elle constituera un point de départ pour des travaux futurs

plus approfondis, ce soir en développant des algorithmes numériques plus avancés,

on en comparant les avancés, on en comparant les performances de cette méthode

à d�autres méthodes numériques.
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                                                         الملخص

في العديد من التطبيقات النظرية و العملية. كان  طية لفريدهولم, نظرا لدورها المهمفي هذا العمل, قمنا بدراسة المعادلات التكاملية الخ

هدفنا هو التعرف على كيفية حل هذا النوع من المعادلات و ركزنا على النوع الثاني منها باستخدام طريقة التقريبات المتتالية, بدانا 

طريقة التقريبات المتتالية و شروط  بتقديم بعض النظريات المتعلقة بوجود و وحدانية الحلول لهذه المعادلات التكاملية ثم درسنا

 تقاربها.

, الوجود و الوحدانية, طريقة التقريبات المتتالية, شروط التقارب .من النوع الثاني المعادلات التكاملية لفريدهولمالكلمات المفتاحية   

                                                         Résumé 
Dans ce travail, nous avons étudie les équations intégrales linéaires de Fredholm, en montrant  de 

leur role important dans de nombrueses applications théoriques et pratique.Notre objectif était de 

découvrir comment  résoudre ce type d’équations  surtout le seconde espèce, en mettant l’accent 

sur  la méthode des approximations successives.Nous avons commencé par présenter quelques 

théorèmes relatifs à l’existence et à l’unicité des solutions de ce type d’équation intégrales, puis nous 

avons étudié la méthode des approximations successives ainsi que les conditions de sa convergence. 

Mots_clés  Equations intégrales linéaires de fredholmde seconde espèce, existence et unicité,la 
méthode des approximations successives, conditions de convergence. 

                                                         Abstract 
In this work , we studied the linear Fredholm integral equations,  showing their  important role in 

many  theoretical and practical applications. Our focus was on understanding this type of equation 

and particularly on the second kind.Using the method of successive approximations. We began by 

presenting some related theories of the existence and uniqueness of the solutions to these integral 

equations. Then, we studied the method of successive approximations and the conditions for its 

convergence. 

Keywords Fredholm linear integral equations of the second kind, existence and uniqueness, 

successive approximations method, convergence conditions . 

 


	Dédicace
	Remerciements
	Notations et symbols
	Table des matières
	Table des figures
	Liste des tableaux
	Introduction
	Equations intégrales linéaires de Fredholm de seconde espèce
	 Les équations intégrales linéaires
	Définition générale 
	Equation  intégrale linéaire de Fredholm

	 Noyaux particuliers dans les équations intégrales linéaires
	Relation entre les équations differentielles ordinaires et les équations intégrales
	Transformation d'un problème aux limites en une équation intégrale linéaire de Fredholm
	Transformation d'une équation intégrale linéaire de Fredholm en un problème aux limites

	Existence et unicité de la solution 
	Théorème d'existence et d'unicité dans l'espace de Banach (C([a,b]),"026B30D "026B30D C)
	Théorème d'existence et d'unicité dans l'espace de Hilbert (L2([a,b]),"026B30D "026B30D 2)


	Méthode des approximations successives
	Développement de la suite des approximations successives
	Condition de convergence

	Conclusion
	Bibliographie
	الملخص
	Résumé
	Abstract

