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Notations et symboles

() : La fonction inconnue dans ’équation intégrale.

k(x,t) : Noyau de 1’équation intégrale.

T Opérateur linéairel borné.

C : Ensemble des nombres complexes.

R Ensemble des nombres réels.

EDO : Equation différentielle ordinaire.

C(la,b]) L’ensemble des fonctions continues sur [a, b].
L*([a,b]) L’ensemble des fonctions de carré intégrable sur [a, b].
L(E,F) L’espace des opérateurs linéaires bornés de E dans F.
PVB Probléme de valeurs aux limites.
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Introduction

Les équations intégrales jouent un role fondamental dans de nombreux domaines
des mathématiques appliquées, notamment dans la modélisation de phénomeénes
physiques, I'ingénierie et les sciences computationnelles parmi ces équations, I’équa-
tion intégrale de Fredholm de seconde espéce occupe une place importante en
raison de sa capacité a représenter une grande variété de problémes en physique,

en mécanique quantique et en théorie des systeme dynamique.

Les équations intégrales linéaires de Fredholm(qui ont été introduites par le ma-

thématicien suédois Erik Ivar Fredholm (1866 1927) en 1903);

Dans ce mémoire est dédié a I'étude des équations intégrales de Fredholm
de seconde espéce et a la mise en oeuvre de la méthode des approxima-
tions successives, une technique puissante et largement utilisée pour trouver
des solutions approchées a ce type de probleme. Cette méthode repose sur 'idée
de construire une suite de fonction convergeant vers la solution exacte en partant

d’une estimation initiale.

L’objectif principal de ce travail est d’étudier les fondements de ce type des équa-
tions et présenter la méthode des approximations successives qu’on utilise pour le

résoudre, notre travail est divisé en deux chapitres :

Le premiér chapitre on étudie les types et la forme générale des équations inté-
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grales linéaires. Ensuite, nous avons présenté les définitions et propositions le plus
importantes sur les opérateurs linéaire bornés . De plus, on explique la relation
entre les équations intégrales linéaires de Fredholm de seconde espece et les équa-
tions différentielles ordinaires (EDO). Au final, on présente théorémes d’existence
et d’unicité de la solution a ces équations dans deux espaces Hilbert et Banach
en utilisant le théoréeme du série de Neumann, car ces notions sont nécessaires a

I’étude du deuxiéme chapitre.

La deuxiéme chapitre, il existe plusieurs méthodes pour obtenir la solution des
équations intégrales linéaires de Fredholm de seconde espece, et nous allons pré-
senter la méthode des approximations successives et nous étudions le condition

de sa convergence et I'appliquons & des exemples.



Chapitre 1

Equations intégrales linéaires de

Fredholm de seconde espéce

1.1 Les équations intégrales linéaires

Une équation intégrale linéaire est une équation dans la quelle la fonction inconnue
apparait sous le signe intégrale, et l'opérateur intégral agit de maniére linéaire sur

cette fonction.

1.1.1 Définition générale

On dit qu’une équation est une équation intégrale linéaire si elle s’écrit sous la

forme :
B(z)
h(z)p(x) = f(x) + )\/k(a:,t)go(t)dt (1.1)
a(zx)
Ou

e (t) est la fonction inconnue & déterminer, f(x) est une fonction donnée.



CHAPITRE 1. EQUATIONS INTEGRALES LINEAIRES DE FREDHOLM
DE SECONDE ESPECE

e k(z,t) est une fonction donnée qui dépend des deux variables = et t, appellée
noyau de 1’équation intégrale.

e )\ est un paramétre réel ou complexe different de 0.

e a(x) et B(x) sont les bornes de 'intégration. (Il convient de noter que les bornes
de lintégration peuvent étre a la fois variables, constantes ou mixtes).

e h(z) est une fonction qui détermine le type de I’équation intégrale.

Les équations intégrales linéaires peuvent étre classées en plusieurs types selon

leur forme et leur structure :

1. Equations intégrales de Volterra : elle est définie sur un interval [a, b] ou la

borne supérieure 5(z) = x et la borne inférieur a(z) = a.

x

M@w@)zf@%+{/ﬂ%ﬂ¢@ﬂt

«

2. Equations intégrales de Fredholm : ici I'intégrale est définie sur un intervalle

[a, b] o les borne a(z) et f(z) sont constantes.

b

ha)ola) = (o) + ) [ K. el

a

3. Equations singuliéres : ce sont des équations intégrales ou le noyau k(x,t)

présente une singularité pour centaires valeurs de x et t.

4. Equations différentielles intégrales : elles combinent des termes différentiels



CHAPITRE 1. EQUATIONS INTEGRALES LINEAIRES DE FREDHOLM
DE SECONDE ESPECE

et intégrales.

¢'(x) :f(x)+/\/k(m,t)g0(t)dt.

5. Equations intégrales homogeénes et non homogenes.

e Si f(x) =0, I’équation (|1.1)) est dite homogene.

e Si f(x) # 0, ’équation (|1.1)) est dite non homogene.
Remarque 1.1.1

La position de I'inconnue ¢(x) déterminer le type de ’équation :

e Equation intégrale de premiére espece :

1.1.2 Equation intégrale linéaire de Fredholm

Une équation intégrale linéaire de Fredholm s’écrit sous la forme

Ici, p(z) est la fonction inconnue que 'on cherche & déterminer. Le parameétre A

est un scalaire donné (réel ou complexe). k(x,t) est le noyau de ’équation, c’est-

bt
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a-dire une fonction donnée définie sur L?([a,b]) ou continu. Enfin, f(x) est une

fonction connue, souvent issue d’'un probléme physique ou d’ingénierie.

On distingue les types d’équations intégrales linéaires de Fredholm :

1. Si h(z) = 0, alors I'inconnue apparait uniquement sous le signe intégral :

b

f@)+ )\/k(a:,t)gp(t)dt ~0.

a

et s’appelle équation intégrale linéaire de Fredholm de premiére espéce.

2. Si h(z) = 1, alors I'inconnue apparait a la fois & extérieur et a l'intérieur

de l'intégrale :
b

o) = f(2) + A / Ko, t)p(t)dt,

et s’appelle équation intégrale linéaire de Fredholm de seconde espece.
3. Sinon, la formule de équation intégrale linéaire de Fredholm de troisiéme

espece.

On présente dans les exemples suivants quelques type des équations intégrales

linéaires de Fredholm :

0
premiére espéce)
1

2. p(z) = +4— / (x — t)p(t)dt (équation intégrale linéaire de Fredholm de
0

1
1. 222 —x +4 = [ (z — t)p(t)dt (équation intégrale linéaire de Fredholm de

seconde espéce).
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e Opérateurs linéaires bornés

Définition 1.1.1 (Opérateur linéaire ) Soient E et F deux espaces vectoriels nor-
més, un opérateur T défini sur E dans F qui vérifie :

pour tout x,y € E, et pour touts scalaires a et 3, on a :

T(ax + py) = oT'(z) + BT (y).

Définition 1.1.2 (Opérateur linéaire borné) Soient E et F deux espaces vecto-
riels mormés, un opérateur linéaire T : EE — F est dit borné s’il existe une

constant M > 0, telle que

||T$||F <M H‘IHE ,Va: c F.

Proposition 1.1.1 Le plus petit des nombres M vérifiant ’inégalité précédente

s’appelle norme de 'opérateur T' et se note | T|| on a :

1T = inf {M >0,/ [[T2|p < M |z] 5, Ve € E}
[T|

|T|| = sup ||[Tx|| = sup —— = sup ||Tz].
Izl <1 lelzo lzll jay=1

Définition 1.1.3 (Opérateur intégral linéaire)

Un opérateur intégral linéaire K est un opérateur qui admet une formulation de

la forme suivante :
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Kp(z) = /k(x,t)gp(t)dt, x € [a,b]

Evidemment, cet opérateur intégral est linéaire, la fonction k(x,t) est appelée

noyau de 'opérateur intégral.

Nous considérons des noyaux k(x,t) € L?([a,b] x [a,b]) donc :

|k(z, )| dedt < 400

[a,b] x[a,b]

Théoréme 1.1.1 Soit K ['opérateur intégral avec un noyau k(z,t) continu sur

[a,b] X [a,b]. Alors l'opérateur K est borné, et donc continu De plus :

1) ki L2(a,b) = La,b)  |Kfl < Mb—a)lfl,  pour f € [X(a,b)
2)k: Cla) - Clad]  Kflo < Mb—a)lfle  powr f € Cla,t]
Preuve. Puisque k(z,t) est continu sur l'intervale fermé [a,b] X [a,b], il existe

M > 0 tel que

M = max |k(z,t)]

z,t€la,b]
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1)

IS}
(=
IS
N|=

I flly = (K f) (@), (K f)(x))? = /I(kf)(flf)lzdx

T
(SIS

2

dx

[ b

|l
- 3
/ksz4
ugj‘fmmwgmr
< I £l /b /bMth) dxr
SMf2V<ﬂQwr

a a

b

/ k(o) f (1)t

IN

= M| fll,(b—a)
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2)
b
K = KYf) =
I Fllo = mang (7)o = m[x/
<max/\kxt\|f )| dt
z€la,b
< Mdt
ma ] /
— h—
= max |[fllc M(b—a)
=M= )
|

1.2 Noyaux particuliers dans les équations in-

tégrales linéaires

Dans le cadre des équations intégrales linéaires, les noyaux jouent un role central

et définissent la nature de l'intégrale. Les noyaux peuvent étre utilisés en fonc-

tion des caractéristiques de 1’équation, voici quelques types de noyaux particuliérs :

1. On dit que le noyau k(z,t) d’'une équation intégrale est séparable ou (dége-

néré) si :
= Zai@)ﬁ t
i=1
Ou «;(z) et B;(t),i = 1,n sont linéairement indépendantes.

10
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2. Si k(x,t) € L2(|a,b] x [a, b)), i.e

b

b
//\kj(:v,t)\zdxdt < 400

a

alors ce type de noyau est de carré sommable sur ([a,b] X [a,b]).

e Si k(x,t) est une fonction a valeurs complexes et si k(z,t) = k(t, z) alors il dit
hermitien .

e Si k(z,t) est une fonction a valeurs réelles et si k(z,t) = k(t, z).

alors il est dit symétrique, une équation intégrale a noyau symétrique est dite

aussi symétrique.

Exemple 1.2.1

1. k(x,t) = e®e', ici on peut identifier f(z) = e* et g(t) = €.

2. k(x,t) = e @1’ vérifions la symétrie : k(t,z) = e (72 = (=0 —

k(x,t).

1.3 Relation entre les équations differentielles

ordinaires et les équations intégrales

Les équations différentielles ordinaires (EDO) et les équations intégrales linéaires
de Fredholm de seconde espéce sont étroitement liées dans de nombreux contextes

mathématiques et physique. Il est souvent possible de transformer un probléme

11
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de valeurs aux limites (PV B) en une équation intégrale équivalente. Cette corres-
pondance permet d’exploiter des méthodes analytiques et numériques spécifiques
a chaque type d’équation pour mieux comprendre et résoudre certains problémes

complexes.

Dans cette section, nous examinerons deux types de conversions :

1.3.1 Transformation d’un probléme aux limites en une

équation intégrale linéaire de Fredholm

Considérons I'équation différentielle linéaire suivante avec conditions aux limites :

y'(2) + gla)y(a) = hz)  O0<w<1 (13)

avec les condition aux limites :

y'(x) = ¢(z) (1.4)

12
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Ce qui implique

y(z) = / o(8)dt + 4/ (0) (1.5)

En intégrant les deux membres, on trouve

] Y (t)dt = / / o(t)dt + / Y/ (0)dt (1.6)

x

) = 9(0) + /(0 + [ (@ = ele)ar

0

Nous avons utilisé la formule suivante (formule de Cauchy pour l'intégrale itérée)

T

7 iz / da.. / @)z = ﬁ / (z — 1" F(1)dt.

a\cO 0 z0

J/

-
n intégrales

En imposant la condition aux limites y(0) = «, cette équation devient :

Détermination de y'(0) en utilisant la condition y(1) = (§ en évaluant y(z) en

x = 1, nous obtenons

B=a+y(0)+ [ (1—1t)p(t)dt.

O\H

13
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D’ott nous pouvons exprimer y'(z) comme

y'(0) jl—t (1.8)

en remplacant (|1.8)) dans I’équation de (|1.7]), nous obtenons

T

y(z) = a+ 2(3 :1:/ (1—t)p dt+/(x—t)gp(t)dt (1.9)

0

En utilisant (1.4]), nous pouvons substituer et remplager aussi ([1.9)dans (|1.3)) ceci

donne

xT

wm+amm+aﬁ—wmw—/kamu—wwwﬁ+/mw@—wﬂwwzh@>
" ' (1.10)

On peut utiliser la formule

%/o:jﬂ»+/nx

T

On obtient

w@)M@am@xwawmﬂamw[/ﬂﬂﬂwﬁ+/ﬂﬂwwﬁ}

0 T
/ )z — t)p(t)dt,
0

14
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ce qui donne

1

o) = f(x) + / 11— 2)g(x)p(t)dt + / 21— t)g(a)p(t)dr,

T

Finalement, nous obtenons I’équation intégrale de Fredholm

et le noyau k(x,t) est donné par

t(l —x)g(z), si0< t<u,
P RCEEE
(1 —t)g(x),six <t <1

i.e nous obtenons une équation intégrale linéaire de Fredholm de seconde espéces.

Remarque 1.3.1 Dans le cas ou y(0) = y(1) = 0, c’est-a-dire « = = 0, la

fonction f(x) se réduit a h(z). Cela signifie que si le probléme aux limites est ho-

mogéne, l’equation intégrale résultate sera également homogéne, et la méme chose

pour le cas non homogéne.

Exemple 1.3.1 Former [’équation intégrale correspondant a l’équation différen-

tielle
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avec les conditions aux limites suivantes y(0) = y(1) = 2.

On peut remarqer o = 0,3 = 2, g(x) = x (constante) et f(z) = —2z°

donc en remplagant dans I’équation ([1.12)), on trouve

1

o(r) = —22% + /k(az,t)gp(t)dt.

avec

xt(l—1z), si0 < t <ux,
k(x,t) =
22(1—t),siz <t<1.

Pour un autre exemple vous pouvez consulter[5] page51.

1.3.2 Transformation d’une équation intégrale linéaire de

Fredholm en un probléme aux limites

Nous pouvons convertir aussi les équations intégrales de Fredholm en un probléme

aux limites, en utilisant la régle de Leibnitz

dF

F/<LU) = %

a(z)
0
(@) = B'(0)f @, 5(a)) - o' (@) f(wate)) + [ Tt
B()
Considérons 1’équation intégrale de Fredholm suivante

o) = f(x) + / Ko, )p(t)dt (1.11)

Ou f(z) est une fonction donnée, k(z,t) est le noyau défini par :

16
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t(l—x)g(z), si0 < t<u,
Ft) = (1 —2)g(x)
(1 —t)g(x),six <t <1

Pour simplifier 'analyse, supposons que g(x) = A ol A est une constante réelle.
L’équation (|1.11)) devient

1

o(x) = f(z) + )\/t(l — x)p(t)dt + )\/w(l — t)p(t)dt,

xT

Et de maniére équivalente, nous obtenons

x 1

o(z) = F(z) + A1 — x)/tgo(t)dt + )\x/(l — )p(t)dt (1.12)

0 T

en dérivant les deux membres par rapport a = et en utilisant le régle de Leibnitz,

nous trouvons

T 1
O'(x) = f'(z) + M1 — 2)zp(z) — /\/tgp(t)dt =M1 — x)zp(x) + /\/(1 — t)p(t)dt
’ ’ (1.13)
ce qui simplifie en :
T 1
#a) = 1) = ot ) [ (1= Doty
0 T
en différenciant & nouveau par rapport a x, on obtient :
P'(x) = [ () = Azp() = A1 = 2)p() (1.14)

17
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D’ou I'équation différentielle associée :

() + Ao(x) = f(x) (1.15)

les conditions aux limites associées peuvent étre obtenues en substituant x = 0 et

x = 1 dans I’équation intégrale d’origine :

p(0) = f(0),p(1) = f(1) (1.16)

Ainsi, le systéme
¢"(x) + Ap(x) = f"(2),
©(0) = f(0),p(1) = f(1).

est un probléme aux limites équivalent a ’équation de Fredholm (|1.13)).

Exemple 1.3.2 Convertir I’équation intégrale de Fredholm suivante

o(x) =e" + /k(m,t)go(t)dt.

Ou le noyau donné par

9(1—1z), si0< t<u,
k(x,t) =
9z(1 —1t),six <t <1.

I’équation intégrale de Fredholm s’écrit sous la forme

T 1

o(x)+9(1 — x)/tgp(t)dt + Qx/(l — t)p(t)dt.

0 x
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CHAPITRE 1. EQUATIONS INTEGRALES LINEAIRES DE FREDHOLM
DE SECONDE ESPECE

en dérivant des deux membres deux fois par rapport a x et en utilisant la régle de

Leibnitz, nous trouve

T

o) = e — 9 / to(t) +9 [ (1 - t)p(t)dt,

0 T

"(z) = " = 9p(t),

Ceci donne (EDO)

" () + 9p(t) = e”.

on peut obtenir les condition aux limites en remplacant = par 0 et par 1 dans
I’équation (|1.16])
p(0)=f(0)=1, ¢(1)=f(1)=e

Finalement, on trouve
" (x) + 9¢(t) = e,
p(0) =1, o(1)=e
qui est un probléme aux limites équivalents a 1’équation de Fredholm.

Pour un autre exemple vous pouvez consulter [5] page56.

1.4 Existence et unicité de la solution

Théoréme 1.4.1

Série de Neumann : Soit A € L(FE, F') un opérateur compact, avec ||A|| < 1. Alor :

1. La série infinie ZAi est aussi un élement de L(E, F'), et appelée la série de

i=0
Neumann.
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CHAPITRE 1. EQUATIONS INTEGRALES LINEAIRES DE FREDHOLM
DE SECONDE ESPECE

2. L'opérateur (I — A) € L(E,F) est bijectif et sont inverse est donné par
(I—-A)T=> Al
i=0
3.1 —A)1 < m la norme de I'inverse est bornée.

4. Vf € E, I'équation (I — A)p = f avec I'inconnue ¢ € F' admet une solution

unique :

p=(I-A)7f=) A
=0

Preuve. pour le preuve voir [2]. =

1.4.1 Théoréme d’existence et d’unicité dans 1’espace de

Banach (C([a,b]), [|e||.)

On consideére ’équation integrale

b
o(x) = f(z) + )\/k:(i,t)gp(t)dt a<zx<b (1.17)

a

Ou f € C([a,b]), k € C([a,b] x [a,b]) et le paramétre A vérifiant la condition

1

N< o —a

(1.18)

out M = maxy cap(|k(2,t)]), alors 'équation integrale(1.17) admet une solution
unique ¢ € C([a,b]).
Preuve. Soient f € C(|a, b]) et k € C([a,b] X [a,b]) supposons que la condition

(1.18)) et satisfaite.
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CHAPITRE 1. EQUATIONS INTEGRALES LINEAIRES DE FREDHOLM
DE SECONDE ESPECE

On considére 'opérateur A défini par

Ap(x) = )\/k(x,t)@(t)dt a<xz<b

a

1. On montre que A est bien défini sur C([a, b]), soity € C([a,b]).

b
A¢@)llc = max |3 [ k(z o(e)i

a

b
— A max / k()] |o0)]
z€[a,b]

b

= |A| ma ma; k(x,t)dt
A ma [l ma: [ k()

b
= |A k(x,t)|dt
A el [ ma k()

z€[a,b]

b
— Nl / Mdt (M = max |k(z, )]

= [Alllelle M(b = a) <1

Alors
A
4] = sup 128le _ 3 a0y <1
lelle

on trouve

1

Al < M(b—a)

La condition est vérivier.
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DE SECONDE ESPECE

2. On montrer que la solution existe et unique dans C(]a, b]).

(e 9]

DAY

1=0

= max ’AZ |
z€la,b]

= max |A’||f]
z€[a,b]
1=0
00 b ‘

= max )\/ (x,t)dt| |f] (A:)\/k(x,t)dt)

xG[a b]
a

b i

= [1flle I mace / b, 1)t
=0 ’

a

b
Al NS / Midt (M = max Kz, 1))
i:Oa

z€[a,b]

=\ Iflle Y M0~ a))

i=0
Donc la solution de I’équation ¢ € C([a, b]).

Alors ¢ verifie les condition du théoréme ([1.4.1]) et donc ([1.17)) admet une solution

unique ¢ € C([a,b]).
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CHAPITRE 1. EQUATIONS INTEGRALES LINEAIRES DE FREDHOLM
DE SECONDE ESPECE

1.4.2 Théoréme d’existence et d’unicité dans I’espace de

Hilbert (L%([a,b]),]e]l,)

On considére I'équation intégrale (L.17)ou f € L*([a,b]), k € L*([a,b] x [a, b]) et

le paramétre A\ vérifiant la condition

1
A< = 1.1
A< (119)

Ou
/ / k’2 (z,t)dxdt
,b] X [a,b]
Alors I’équation intégrale(l.17)admet une solution unique ¢ € L*(|[a, b]).

Preuve. Soit f € L*([a,b]) et k € L*([a,b] x [a,b]), supposons que la condition

(1.19) est satisfaite.

On consideére 'opérateur A défini par

b
Ap(x) = )\/k‘(x,t)gp(t)dt a<x<b

a

1. On monter que l'opérateur A est bien défini sur L?*([a,b]), on pose que

¢ € L*([a,b)).

b
| Ap(@)]l, = /|Ag0 |dx—/ /k:xt Dat| da
b

a

:Az/ )dx

a
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On appliquant le théoréme de Fubini et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on

obtient

/b /bk(a:,t)gp(t)dt 2dm§ // K2 (a, t)dwdt | )2
a a ]

[a,b] X [a,b

2 2
= [kl llll

Finalement, on trouve

b
[ 140@) do <3 i3 el

= (ALKl llell,)* < 1

On trouve
[All = [ALIE[l, < 1
Alors
1 1
N < — < =
Ik, B

Donc la condition est vérivier

Ap € L*([a,b]), Vo € L*([a,b])

Ce qui montre que I'opérateur A est bien défini sur L?([a, b]).
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2. On montre que la solution existe et unique dans L?([a, b]).

> A = (ZAZ‘f) (ZAZ’f)) = / D> Af| dx
=0 2 1=0 =0 “ =0
[ b b 2 2
= / > / K (x,t) f(t)dt| da
a i=0 a

R N : )
Z / / (1.0 ) drde | AP 151,

AN, Y B
1=0

IA

IA

Alors ¢ verifie les conditions du théoréme (|1.4.1)) et donc ’équation ((1.17))

admet une solution unique ¢ € L?([a, b]).
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Chapitre 2

Méthode des approximations

successives

La méthode des approximations successives est une méthode intérative utilisé pour
approcher la solution d’une équation ou d’un probléme mathématique en affinant

progressivement 1’estimation initiale.

Elle est couramment employée en analyse numérique et en algébre linéaire pour
résoudre des équations différentielles, des systémes d’équations linéaires ou non
linéaires.

Le principe générale de la méthode des approximations successives pour résoudre
une équation linéaire de Fredholm de seconde espéce repose sur la transformation
du probléme intégrale en une suite des solutions approchées qui convergeant vers

la solution exacte.

L’idée principale est d’utiliser une itération pour approximation () ou définite

une suite de fonctions ¢, (z) par suivante :
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CHAPITRE 2. METHODE DES APPROXIMATIONS SUCCESSIVES

1. Initialisation : généralement on pose

2. Itération : a chaque étape, on définit ¢, (x) par :

on(r) = f(z) + )\/k(x,t)gan_l(t)dt n=12,..

a

On répete cette opération jusqu’a ce que la différence entre deux approxi-

mations consécutives soit suffisamment petite : ||@,+1(2) — @n(2)]| < e.

3. Convergence : la suite ¢, (z) converge uniformément vers la solution ¢(z).

2.1 Développement de la suite des approxima-

tions successives

L’abjectif de cette section est d’expliquer en détail pourquoi la méthode des ap-
proximations successives conduit & une solution convergente en utilisant le déve-
loppement en série de Neumann.

Les itérations suivantes de méthode des approximations successives sont définies

par :
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CHAPITRE 2. METHODE DES APPROXIMATIONS SUCCESSIVES

Lemme 2.1.1

on(z) = i)\iKif pour K' = K(K(...K))
i=0 —

n fois

Preuve. e n =10
polz) = \KOf = f(x) (con firmé)

e Supposons que la formule est vraie pour n, montrons-la : pour n + 1

On=1(2) = AKp, + f (par dé finition)
= \K (Z x’mf) +f
=0

=f+ Y XNTKT (linéarité)
1=0

n+1
=f+ Z NKPf  (changement d'indice p =1+ 1)
p=1

n+1
=NKf +) NKPf
p=1
n+1

_ Z N KP f
p=0

n+1

= Z NEK'f (changement d'indice p = i)
i—1

Alors, la série 75 MK f est appelée la série de Neumann. ([7])
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CHAPITRE 2. METHODE DES APPROXIMATIONS SUCCESSIVES

2.2 Condition de convergence

Estimation des itérations

1" Flle = [lRG)l
<M@b—a) [K" ]l

< M0 = o) [ K1l

< M™(b—a)" | flle

i NK'f
=0

< flle Y A M~ a)
C =0

o0

= [1flle Y_IA M (b~ o))
Il
1—|AM(@®—a)

o0
La série géométrique E MNK'f est converge si :
=0

1

[\ < Mh—a)

Soit la somme de la série de Neumann une fonction p(z) tell que :
o(x) = Z NK'f.
i=0

montrons que cette fonction satifait I’équation intégrale p = AK¢ + f et consé-

dérons les itérations :

on(x) = AK@p1 + f
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CHAPITRE 2. METHODE DES APPROXIMATIONS SUCCESSIVES

Alors

p(x) = lim o, ()

n—o0

= AK lim g, 1(2) + f

n—oo

b
/\/k:(m,t) lim ¢, _1(t)dt + f

a

b

= )\/k(x,t)go(t)dt + f

a

En rappelant I'estimation suivante :

1/l

Montrons maitenant que cette solution est unique pour cela, il suffite de montrer
que I’équation homogene ¢ = MK ¢ que la solution triviale.En effet, si g = ANK ¢,
alors ¢y € Cla,b], et

I@olle < IALM(b = a) [l ol

donc

(1= [A[M (b= a)] [[¢olle <0

Puisque || < m et [1 — |A| M(b— a)] > 0 donc ||/, = 0.
Ce qui donne p(z) = 0 pour tout = € [a, b].Alors, seule la solution triviale existe

pour I’équation homogéne .

L’équation non homogene ¢ = A\K ¢ + f peut étre réecrite sous la forme

(I =AK)p=f
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CHAPITRE 2. METHODE DES APPROXIMATIONS SUCCESSIVES

Ou I est opérateur identité. Donc, la solution de cette équation peut étre prétée
comme l'inverse de l'opérateur p = (I — AK)"'f.

Par conséquent, si AM (a,b) < 1, alors Popérateur inverse (I — MK )1 existe.
Théoréme 2.2.1 L’équation intégrale de Fredholm o = AKp + f avec

1

N <=0

et noyau continu k(x,t), il existe une solution unique o(x) € Cla,b] pour tout
fonction f(x) € Cla,b].

Cette solution est donnée par une série de Neumann convergente
plx) =Y NK'f
i=0

et satisfait

1 flle
< .
”QO(:E)HC - 1= |)\| M(b _ a)
Si A < —M(;_a), alors il existe un opérateur inverse(I — AK)™L.

Les conditions du théoréme ([2.2.1]) sont seulement des conditions suffisantes, si ces
conditions ne sont pas satisfaites, il se peut quants méme que I’équation intégrale

ait une solution et que la série de Neumann soit convergente.

Exemple 2.2.1 Trouver la solution de l’équation intégrale

olx) =1+ /mp(t)dt.

par la méthode des approximations successives et sous la forme de la série de

Neumann
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CHAPITRE 2. METHODE DES APPROXIMATIONS SUCCESSIVES

e [dentifier : k(xz,t) =z flz)=1 b—a=1

Vérifier la condition

1
AN < ———
Al M(b—a)
On a
11 <1 donc la condition n’est pas vérifier.
1. iteration :
po(z) =1
1 1
p1(z) = 1+/mcpo(t)dt: 1+/xdt: l+zx
0 0
1 1
1
o(z) =1+ /axpl(t)dt =1+ /x(l +t)dt =1+ z(1+ 5)
0 0

1
1 1 1 1

on(x) =1+ /wgpn_l(t)dt =1+z(1+ 5 + 2 + g T 2n71)

0

Alors, la solution de I’équation intégrale est la limite des itération :

—~ 1
o(z) = lim p,(z) =1+ lim ZL‘Z§
i=0

1
=1 1— )t
tal-3)
=14 2x.

Ce résultat c’est la solution de ’équation .
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CHAPITRE 2. METHODE DES APPROXIMATIONS SUCCESSIVES

2. Série de Neumann

o(x) = i)\’“K’“f = MK+ XK f 4+

=0

flz) =1

1 1
Kf:/xdt:x/dt:x
0 0

1

" N AN
Kf_o/x(Kf)dt—a: O/tdt =%

1 1

1
K3f=x /t /sds dt =5

0 0

n 1
K"f = 1%

Alors, la série de Neumann est

Donc, la méthode de la série de Neumann donne la meme solution.

Exemple 2.2.2 Trouver la solution de l’équation intégrale
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par la méthode des approximations successives et sous la forme de la série de

Neumann
e [dentifier : k(z,t) =1 flz)=¢" b—a=1
1
Vérifier la condition
1
N < ———
Al M(b—a)
On a
1 . .
‘5 < 1= 1 donc la condition est vérifier.
1. iteration :
po(r) = €”
1 1
:ex+1/<p =e" + /tdt—e +- }1
2 0 2 0
0 0
1
—e® 4 —(e—1
e +2(e )
1 1
””+1/ m+1/t+1 1)dt
)=e 5 p1(t)dt =e 5 e 26
0 0
‘ . 1 1
edt—i— 6—1) =e —|—§ e—1+§(e—1)
0
13 3
=t -S(e—1)=e"+ (e —1).
e 22(6 ) €+4(€ )

Nous remarquens que la solution se rapproche de la forme

1
1
on(x) =€" + é/gonl(t)dt =€+ Dy(e—1)
0
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CHAPITRE 2. METHODE DES APPROXIMATIONS SUCCESSIVES

Alors que

3 7
Dy = Dy==> Dy==, Dy=—, Ds=—.
1 2 47 3 87 4 5

1
9’

Et cette série converge vers

Donc

Ce résultat c’est la solution de ’équation .

2. Série de Neumann

Puisque la série de Neumann converge ici parceque
A==-<1

Donc la forme générale de la série de Neumann

p(r) =Y NK'f
=0

p(x) =D NEFf=NEK'"f+ NK*f + ..

1=0

f(z) = e’
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CHAPITRE 2. METHODE DES APPROXIMATIONS SUCCESSIVES

1 1

K f = )\/k:(x,t)f(t)dt _ %/etdt _ %(e .y

0 0
1 1

)\2K2f:)\2/(Kf)dt:(%)2(6—1) /dt :3(6—1)

0 0
1 1

)\3K3f:)\3/(Kf)2dt:<%>3(e—1) /dt :%(6—1).

0

De cette fagon

p(2) = p0(a) + @1(@) + pa(e) + = € (e = D5+ 7+ 5+ )

Etant donné que la série géométrique

Donc la solution finale est
p(x) =e"+ (e —1).

Nous avons essayé de tracer quelques approximations avec la solution exacte afin

de comparer leur convergence vers celle-ci.

On remarque que plus la valeur de n augmente, plus la courbe se rapproche de la

solution exact.
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0.0 0.2 0.4 e 0.5 1.0

F1G. 2.1 — Solution exact, et approximations successives du problem([2.1)
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Conclusion

En conclusion de ce mémoire, nous avons étudié de l’équation intégrale linéaire
de Fredholm de seconde espéce, en raison de son tmportance dans les domaines
de la modélisation mathématique, ainsi que dans les applications en physique et
en ingénierie. L’accent a été mis sur la méthode des approximations successives
comme ['une des méthodes numériques efficaces utilisées pour obtenir des solutions
approchées, notamment dans les cas ou il est difficile de trouver des solutions

analytiques exactes.

Dans ce travail, nous avons présenté les fondements théoriques de la méthode des
approximations successives et nous avons illustré son application & travers une
série d’exemples variés, qui ont montré la convergence vers la solution exacte. Les
résultats ont démontré qu’il s’agit d’une outil simple et pratique, contribuant a la

résolution de nombreux problémes appliqués liés aux équations intégrales.

Nous espérons que cette étude contribuera a renforcer la recherche scientifique
dans ce domaine et qu’elle constituera un point de départ pour des travaux futurs
plus approfondis, ce soir en développant des algorithmes numériques plus avancés,
on en comparant les avancés, on en comparant les performances de cette méthode

a d’autres méthodes numériques.
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Résumé
Dans ce travail, nous avons étudie les équations intégrales linéaires de Fredholm, en montrant de
leur role important dans de nombrueses applications théoriques et pratique.Notre objectif était de
découvrir comment résoudre ce type d’équations surtout le seconde espéce, en mettant I'accent
sur la méthode des approximations successives.Nous avons commencé par présenter quelques
théorémes relatifs a I'existence et a I'unicité des solutions de ce type d’équation intégrales, puis nous
avons étudié la méthode des approximations successives ainsi que les conditions de sa convergence.

Mots_clés Equations intégrales linéaires de fredholmde seconde espéce, existence et unicité,la
méthode des approximations successives, conditions de convergence.

Abstract
In this work , we studied the linear Fredholm integral equations, showing their important role in
many theoretical and practical applications. Our focus was on understanding this type of equation
and particularly on the second kind.Using the method of successive approximations. We began by
presenting some related theories of the existence and uniqueness of the solutions to these integral
equations. Then, we studied the method of successive approximations and the conditions for its
convergence.

Keywords Fredholm linear integral equations of the second kind, existence and uniqueness,
successive approximations method, convergence conditions .
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