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Introduction

ans le cadre de la recherche d’outils statistiques plus précis et fiables pour analyser
les données extrémes, notamment dans les domaines hydrologique et climatique, la
méthode des L-moments a été introduite pour la premiére fois par Hosking en 1990
comme une alternative robuste aux moments classiques, qui souffrent de certaines limites, comme
leur sensibilité aux valeurs aberrantes, leur inefficacité pour modéliser des distributions asymé-
triques ou a queues lourdes, et la faible précision de leurs estimations avec des échantillons de

petite taille.

La méthode des L-moments a été développée pour surmonter ces inconvénients, car elle repose sur
des statistiques d’ordre & travers des combinaisons linéaires de données ordonnées, ce qui la rend
moins sensible aux valeurs extrémes et plus efficace pour estimer les paramétres des distributions.
Au fil du temps, ses applications se sont étendues a divers domaines, tels que ’analyse fréquentielle
hydrologique, I’évaluation des risques financiers et les sciences du climat et de I’environnement, o

elle a démontré sa capacité a fournir des résultats précis et fiables

Ce mémoire se compose de trois chapitres principaux, structurés comme suit :

Chapitre 1 (Généralité sur les statistiques d’ordre) Dans ce chapitre, nous définissons les statis-
tiques d’ordre et étudions ses distributions, présentons certaines de ses propriétés, et examinons

enfin ses moments statistique.
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Chpitre 2 (L-moment) Ce chapitre est consacré a 1’étude des L-moments, nous en présenterons la
définition fondamentale, étudions certaines de leurs popriétés, explorons leurs différentes représen-

tations et méthodes de calcul, enfin, leur méthode d’estimation par la technique des L-moments.

Chapitre 3 (Simulation : estimation des parameétres pour quelques lois) Le dernier chapitre est
consacré a l’estimation des parametres de certaines distributions en R avec la méthode des L-
moments et a I’étude de leur efficacité a travers le biais et 'EQM, ainsi que la comparisons avec

la méthode des moments.



Chapitre 1

Généralités sur les statistiques d’ordre

Puisque les L-moments sont basés sur les statistiques d’ordre, il est essentiel d’en comprendre les
fondements. Ce chapitre commencera par définir les statistiques d’ordre, étudiera leurs distributions
et examinera certaines de leurs propriétés fondamentales. Enfin, nous aborderons les moments des

statistiques d’ordre, qui jouent un role clé dans le calcul des L-moments.

Soit (X;),cy une suite de variables aléatoires réelles indépendantes identiquement distribuées définie

sur l'espace (2, B), d’une densité f et d’une fonction de répartition F :
(F(x)=P (X, <z),z€eR)

Soit S, 'ensemble des permutation de {1,....,n} [4].

Définition 1.0.1 La statististique d’ordre de l’échantillon (X1, ..., X,,) est le réarr-angemment
croissante de (Xi,...,X,). On la note (Xip,..Xpn). On a Xy, < ... < X, et il existe une

permutation aléatoire o,, € S, tq :

(X1 oo, Xnn) = (Xgn(l), ....Xgn(n)) .



CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES STATISTIQUES D’ORDRE

Remarque 1.0.1 - Pour 1 <k <n, la v.a Xy, est appellée la k" statistique d’ordre.
— Les v.a minimun et maximimun du n-échantillon iid correspondent mieux a l’ideé que l’on se

fait d’une valeur extréme :

Xin =my, =min (X, Xo, ..., X,,) = min X.

1<i<n

et
Xpn = M, = max (X1, Xs..., X;,) = max Xj.

1<i<n

— En fait, on peut se limiter a [’étude du maximum car :

my, = — maX(—Xl, —XQ, ey _Xn) .

1.1 Distributions d’une statistique d’ordre

Définition 1.1.1 La densité jointe des statistiques d’ordre (X1 p, ..., Xpn) est donné par :

n
n'Hf(mz) ,—00 <2 < .. < Ty < OO
f(Xl,n7--7X7L,7L) (xlﬂ RS ’TQ) - i=1

0 St non

1.1.1 Distribution des statistiques d’ordre extrémes

— La distribution et la densité de la statistique d’ordre minimum Xj.,, sont données respectivement

par :

Fin (2) = Fxin (2) = 1= [1 = F(2)]",

et
fin (@) = fxin () =n[l=F@)]"" f(z).
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— Pour la statistique du maximune X, ,, la distribution et la densité sont :

et

fan (@) = fx,, (@) =n[F ()" f (2).

Preuve. En utilisant la propriété d’indépendance des variables aléatoires X;, Xs, .., X,,, nous dé-

duisons :

=1

= 1—ﬁP(Xi>x):1—ﬁ[1—P(XiSx)]

T *
ce qui nous donne

Fro ) = T2l g p o)
et

Fx, (zr) = P(Xun<z)=P(max(Xy,..,X,) <x)
= P<sz§a: :HP(XZ<33):[F(:U)]"
alors
Fro () = 8y 2

[
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1.1.2 Distribution de la k-iéme statistique d’ordre

— La distribution de la statistique d’ordre X, pour 1 < k < n et donnée par :

Fin () =P (Xpn < x)

= P (au moins k de X; sont inférieurs ou égale a x)

=Y GF @ -F @)

n! s
; R
avec O], =

0 si non

En utilisant la relation :

P
~ i pi n—i _ n! k—1 n—k
> CiPi(1-P) _/(k:—l)!(n—k)!t (1—t)""dt.
i=k 0

Donc la 2™ forme de la distibution F},,, (z) est donnée par [2] :

Fk7n (ZE) = Z CZLF (:E)Z [1 . (x)]n—z

n! b1 e
:j/w—1mﬁ—mﬁ (=) di

0
F(x)

I'(n+1)

IO S AN

Il
o\

1

)
L= At = Tpy (kon—k+1
B(k,n—k+1) (=1 Py (kom =k 1)

O\/’S

(1.1)
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Tq :
1 x
I = L (1—t)""dt, B
@) = g [P =0 e B )
0
1 L) ()
() L e L )
/ ( ) I'(a+b)’
0
ou

F'n)=(Mm-1), VYneN.

La densité de la k*™¢ statistique d’ordre X xn est facilement obtenue a partir de comme ci-

dessous :

alors

Jin () = %Fk,n (2)
d 1 -1 n—1
T da B(k,n—k+1)/tk (L= dt
F(x)

1 d 1 n—k

" Blkin—k+1) |dx /tk S
1 k—1 n—k

- i O F @ L P
n' k—1 n—=k

Exemple 1.1.1 Soit X1, Xy, .., X5 un échantillon aléatoire simple et X115 < X5 < ... < X55 les
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statistiques d’ordre associées de taille n = 5, avec :
f(zx) =2z 0<z <1,

F(:E):/f(t)dt:x2 O<z <l
0

Alors :

1. Loi de X, :

Fis(@)=1-[1-F(@)]=1-[1-2%",

fis(z)=5[1—-F (x)]5_1 f(z) =10z [1 — x2] )
2. Loide X, :

Fys(2) = [F ()] = 2",

fs5(x) =5[F (I)P_l f(z) = 102°.

3. Loi de la 4% statistique d’ordre X5 :

Fy5(x) = Z CiF' (2)[1 - F (x)]5_i = 8° [1 — :U2] + 210,

5!

= ETHT] [372}3 [1 — 1‘2] 21 = 4027 [1 — xz} .

a5 (2)

4. Densité jointe de tout statistique d’ordre :

5 5
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1.2 Distribution conjonte de deux statistiques d’ordre

Supposons que nous ayons un échantillon aléatoire de taille n provenant d’une fonction de distri-
bution F' (x) et que les observations soient arrangées comme X; , < Xy, < .... < X,, ,,, la fonction

de distribution conjonte de X, et X;,, pour i < j est donnée par Arnold et al (2008) [2]

comme suit :

Fjm (25, 25) = P (Xim < @iy, Xjo < xj)
= P(au moins i de Xi, .., X,, est inférieur ou égal a x;et au moins

j de Xi, .., X,, est inférieur ou égale a x;)

n J
= Z Z P(exactement i de X7, .., X,, sont inférieur ou égale a x;

s=j r=t

et exactement j de Xj,.., X,, sont inférieur ou égal x;)

=22 (s — r?!!(n —~ s)'F ()" [F () = F (@) [ = F ()7 (13)

s=j r=t

En utilisant la relation :

Z Z rl(s— TT)l!! (n— s)!P{ (P = P77 (1= )"

s=j r=t

P P

_ n! i1 j—i—1 n—j
_//(i—l)!(j—i—l)!(n—j)!tl (ts — 02 " (1 — t)" 7 diy.dty.
0 t1

Alors, on obtient la deuxiéme forme de F; ;., (z;, ;) comme suit :

F(z)F(z)

n! . e .
Figon (00,25) = / / (1 —1)!( !tl{1 (t2 = t1)’ ' (1—1t)" dty.dty,

j—i=1Hn—j)
0 t
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avec —o0 < T; <33j < Q.

Lorsque F (z) est absolument continue, alors la densité de X;.,, et X;.,, peut étre obtenue :

fi,j:n (x’h wj)

d2
= mﬂjn (i, ;)
d2 F(xl)F(x]) | L. .
~ du,.da; / / eI j)!’“ﬂl—1 (t2 = 0 (1 = )" d
n! i—1 J==1 ()
= TG @ @) F ) F )~ F ) L F )
= ! f (i) f () F ()7 [F (a7) = F ()77 L= F ()" (1.4)

B(i,j—in—j+1)

Ou :
F@T®)I(e) _ (a—DIb-1(c—1)
['(a+b+c) (a+b+c—1)

B(a,b,c) =

Remarque 1.2.1 Pour ¢ = 1 et 7 = n la densité conjointe de la plus petite et la plus grande

observation s’écrit facilement comme :
frmn (@1, 20) =n(n = 1) f (21) f (22) [F (2n) = F (z0)]" .

De plus, pour j =i + 1 la distribution conjointe de deux statistiques d’ordre contigues est :

fusern (@ 7in) = Gy (Z!— T/ @) @) @) (L= F ()

De maniére analogue, la distribution conjointe de k statistique d’ordre (X, ., Xipin, - Xipm)s

10
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Pour 21 < a9 < ... < a;, est :

Fontoeivn) (01,2, n) = 1 [ | {[F (xiall— iix—)]1)+.__ } {Hf(xj)}. .

j=1

avec Tg = —00, Tpy1 = 00,29 = 0,441 =n + 1.
L’expression [1.5 peut étre utilisée pour obtenir une distribution jointe de n’importe quel nombre

d’observations ordonnées.

Exemple 1.2.1 Un échantillon aléatoire de tail n d’un distribution unifome sur l'intervalle [0, 1]

tq :

La densité conjointe de Xj., et X}, est donnée par :

1
B(i,j—i,n—j+1)

fivj:n (I,y) = i—1 [y _ l.]j*ifl [1 _ y]nfj ‘

La densité conjointe de X, et X, ,, est :

o () = 00 = )y =",

1.3 Propriétés des statistiques d’ordre

Définition 1.3.1 (Fonction de répartition empirique) La fonction de répartition empirique

de Uéchantillon (X1, X, ..., X,,) est évaluée a l'aide des statistique d’ordre comme suit :

0 5% < Xip
1 , :
Fn(l’)zﬁzl{xig}: % St X<r<X;, 2<i<n
i=1
1 st x> Xpn

11
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et
F(x) (1= F (2))

n

E[F, (2)] = F(z),Var[F, ()] =

Définition 1.3.2 (Fonctions quantile et quantile de queue ) La fonction quantile de la fonc-

tion de répartition F' est la fonction inverse généralisée de F définie par :
Q(s)=F  (s)=inf{zeR: F (z) > s},0< s < 1.

Dans la théorie des extrémes [4], une fonction notée U et appelée fonction quantile de queue, est

U@p:@(1—%):<i>F@% | <t<oo.

Définition 1.3.3 (Fonctions empiriques de quantile et de quantile de queue) La fonction

définie par :

quantile empirique de ’échantillon (X1, Xs, .., X,,) est définie par :
Qn(s):=F; (s) =inf{zeR : F, () > s}, 0<s < 1.
La fonction empirique de quantile de queue correspondante est :
1
U, (t) ::Qn<1—¥), 1<t<oo.

On Peut étre exprimée comme une fonction simple des statistiques d’ordre relatives a ’échantillon

(X1, X5, .., X,,) et nous avons :

Xin siBUcs<i
Qn (s) = 0<s<l1
: i it1
Xng)+1,n Sl s <s< E=

Notons que pour 0 < s < 1, X[p441,, est le quantile d’échantillon de 'ordre s

12



CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES STATISTIQUES D’ORDRE

Propriété 1.3.1 (Transformation quantile) Soit (X1, Xs, .., X,,) des v.a indépendantes et de

fonction de répartition F.soit Uy, ....U, des variable aléatoies indépendants de loi uniforme standard

alors :

1. Pour tout fonction de distribution F ona :

Xin £ F-(Up,) Li=1,...n.

2. Losque F' est continué on a :

Définition 1.3.4 (Moment des statistique d’ordre) Le moment d’ordre m [2] de la k*™ sta-

tistique d’ordre Xg., tq 1 < k <n et m > 1 est définit par :

B(XE) = i = [ 21 (0) da

T k- 1)?(!71 - k:)!/ " @ P @) L= F (@) de (1.6)
1 m k—1 n—k
—B<k’n_k+1)/x f(2) F*1 (@) [1 = F ()" do

13



CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES STATISTIQUES D’ORDRE

En utilisant la propriété[1.3.1], on trouve :

1

BOXG) =1t = G 1)7!1(!71 - k:)!/ U e (1= )™
T k- 1)?<!n - k)!/ Q)" (1 - )" du (1.7)
1 1

(e 1)/Q (W)™ (1 = w)" " du.

Exemple 1.3.1 Soit X, ..., X,, n- échantillon et Xi,,.., X, les statistiques d’ordres associées.
Soit X est de loi uniforme sur [0,1]. Alors le moment d’ordre m de la statistique d’ordre Xj.,

est :

1
E(Xp2,) = pit, = Mgk 1 — 2] da,
R

14



Chapitre 2

L-moment

es L-moments est une méthode statistique introduite par Hosking (1990) pour estimer les
parametres des distributions de probabilité. ils ont été proposés comme une alternative
aux moments classiques, en raison de leur moindre sensibilité aux valeurs extrémes et de
leur meilleure précision, notamment pour les petits échantillons. Principalement utilisés en hay-
drologie et enclimatologie. Les L-moments linéaires permettent une modélisation plus robuste des
phénomeénes extrémes. Dans ce chapitre, nous explorons les L-moments a travers : leurs définitions,
leurs principales propriétés, ses représentation graphiques ainsi que les méthodes d’estimation as-

sociées.

2.1 Définitions et propriétés de base

Définition 2.1.1 Soit X une v.a avec une fonction de distribution F (z) et de fonction quantile

Q(u) = Fy'(z),et soient X1, < Xou < ... < Xy les statistiques d’ordre d’un échantillon

15



CHAPITRE 2. L-MOMENT

aléatoire de taillne n ,le r'®™¢ L — moments de X [6] est défini par :

r—1

S (7“ - 1>E (X o), 7 =1,2... (2.1)

k:O

tq F (X,_.) présente 'espérance de la statistique dordre (voire |1.6[).

Alors, les premiers L-moments sont donnés par :

)\1 E(Xl:l)

1
)\2 == éE (X2:2 - Xl:2)

1
A3 = gE (X33 — Xos + X13)

1
A = Z_lE (X4 —3X3.4 +3Xoy — X1.4)

Avec A\, Mg, A3, Ay Sont les mesures de position, d’échelle, de Skewness et de Kurtosis analogue aux

moments classiques.

En utilisant alors nous pouvons réecrire le 7**"¢ L-moments ), en terme de fonction de quantile

comme suit :

r—1

-1 <T_1) T _1|k'/Q )1 (1 — w)* du. (2.2)

k:O

Exemple 2.1.1 Soit X une v.a uniforme sur [0, 1] tq :

Fz) = z 0<z<1

fx) = L

16



CHAPITRE 2. L-MOMENT

pour calculer les premiers L-moments, on calcule d’abord E (Xy..) voir|1.6, ona :

donc

Aprés avoir calculé E (Xy..), en déduire les premiers L-moments :

At

Az

E(Xy,) = jx.fk;r () dx

0
/ |
_ r k=11 _ \r—k
- /x(k’—l)!(r—l)!x (1—a) " de
0

r!

1

T D)l k)!/mk (1= a) ™ da

0

— (k_l)zn!(r_k)!B(k:—l—l,r—kﬁLl)
B r! k! (r —k)!
k= D(r =k (r+1)!
k
E(Xk:r):H_—l

E(X) = /:L‘.dx = -,
(E (Xas) — E (X1)) = % (g _ é) _
(B (Xa3) = 2B (Xa3) + B (X19)) = %

>~ Wl N~

(E(X44) —3E (X34) +3E (Xo4) — E

17



CHAPITRE 2. L-MOMENT

Alors pour la loi uniforme sur [0, 1], les premiers L-moments sont :

ol
=1
A3 =0
A =0

2.1.1 Ratios des L-moments

Définition 2.1.2 Les ratios des L-moments [8] sont des mesures statistiques utilisées pour décrire
la forme d’une distribution, ils sont définis comme le rapport entre un L-moment d’ordre v (\,) et

le L-moment d’ordre 2 (\2) de la fagon suivante :

Ar

— On peut aussi définir le L-CV (coefficient de L-variation) comme suit :

_N
-2

T

cette quantité est analogue au coefficient de variation ordinaire <C’U = %) .
— Pour r = 3, on définit le L-Skewness :

T3=——.
A2

qui mesure le degré d’asymétrie d’une distrribution.

— pour r = 4, on définit le L-Kurtosis :
=%

Ty
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qui indique le degré d’aplatissement d’une distribution par rapport & une distribution normale.

Propriété 2.1.1 Pour une distribution symétrique, on a :
7 =0, sir impair.

Théoréme 2.1.1 Soit X unewv.a d’éspérance finie (E(X) < o0), Alors les rapports des L-moments
de X vérifient :

| 7 |< 1 pourr > 3.

de plus si X > 0 presque surement, alors le L C'V de X satisfait :
-l<7<1

Remarque 2.1.1 Les ratios des L-moments [3] sont bornés contrairement aux moments classiques

comme le Skewness G et le Kutosis K si n — 00, certaines limites importantes sont :

1
(53— 1) <7s<1, TaZz = e — 1 <7 <1lpourr=3.

AN

ces bornes sont utiles car elles offrent une meilleure quantification de la ’asymétrie et du kurtosis

dans ’analyse des échantillons et des distributions, des contraintes supplémentaires incluent :

1 1
Te > —6, et 2—5<42Ti—147'4—3) < Tg.
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2.1.2 Propriétés des L-moments
Propriété 2.1.2 (Transformation linéaire)

Soient X et Y des v.a avec des L-momemts )\, et A" respectivement, supposons que X = aY + b.

Alors :

Al = a/\*{—l—b,
A = [aA;,
T, = (signa) T, r>3.

Proprieté 2.1.3 Pour r > 2; les L-moments sont des contrastes linéaires entre les statistique

d’ordre espérées [6]. Par conséquent, ils sont invariants par translation :
A (0 +nX) =1\ (X), ou : 6eR, n > 0.

De plus

Proposition 2.1.1 (L’existence de L-moments)

1. Les L-moments A, pour » = 1,2, ... d'une v.a X existent si et selements si X a une moyenne
finie (£ (X) < 00) .

2. Une distribution dont I'espérance existe et finie se caractérise par ses L-moments A, r > 1.

2.2 Représentation des L-moments

Les L-moments admettent plusieurs représentations utiles, notamment en termes de polynomes de

legendre, de L-statistique, de covariance,et de moments de probabilité pondérés.
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2.2.1 Représentation en termes de polynéme de legendre décalés

La simplification de la relation conduit & une autre expression des L-moments basée sur les

polynomes de legendre décalés, donnée par :

A = /Q (W) Py (u)du , r=1,2,... (2.3)
0

Pr(u) =Y Pt et Pry= (—1)" (;) (7" Z k)
k=0

P (u) est le polynome de legendre décalé d’ordre r, lié au polynéme de legendre habituel P, (u),

tq: P (u) = P, (2u — 1), les P* sont orthogonaux sur l'intervalle [0, 1] [9].

— Pour r = 1,2, 3,4, nous avons :

Py(u) =1,
Pr(u) = (2u—1),
Ps (u) = (6u? —6u+1),

| P (u) = 20u® — 30u? + 12u — 1.
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Alors on trouve les premiers L-moments :

A= /lQ (u) du,

/ (2u — 1) Q (u) du,

0

- /(6u2 —6u+1)Q (u)du,
0
1

— / (20u® — 30u? + 12u — 1) Q (u) du.

\ 0

2.2.2 Représentation en termes de covariance

En appliquant le changment de varaible u = F' (z) dans la formule ({2.3]), on obtient :

1

h= [£.PL(F @) dF (0) = EIXP (F(X)].

0

Et utilisant Pj (u) = 1 et Porthonalité des P* conduit a une représentation en termes de covariance :

E (X) r=1,
g =
cov (X, P, (F(X)) r>2.
—pourr=2,0ona:

Ay = 2cov (X, F (X)) = cov (X,2F (X) — 1),

ou A\ réprésente la covariance entre X et son rang centré, une représentation bien connue pour
la différence moyenne de gini (G = 4cov(X, F (X) = 2),), par I'inégalité de cauchy-schwartz, on

obtient une comparaison du deuxiéme L-moment avec ’écart-type habituel : Ay < \%
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— Pour k=3
A3 = —6cov (X, F(X) (1 - F(X))),

ou cette covariance implique X et une fonction symétrique par rapport a la médiane de F, il en

résulte que A3 est nul lorsque F' est symétrique [6].

2.2.3 Représentation en termes de L-statistique

Définition 2.2.1 Soit X1, Xs, .., X,, des variable aléatoire iid , et soit
Xy < Xy < ... < X, les statistiques d’ordre associées & cet échantillon. On definit la L-statistique

comme une combinaison linéaire de ces statistique d’ordre comme suit :

L= zn: CLiXi,
i=1

ou a; sont des poids fixes.

La representation de L-moment par la L-statistique [6] est définie par :
n — rn . ?

ou :

min{r—1,k—1} . 1
i f(k—=1\(k—1—=73\(n—-1 r—1
w"‘.%;/)]l B _1 k l ] < . ) ( . ) < . > < . >'
‘ ; =) J J j j
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2.2.4 Représentation en termes de moments de probabilité pondérés

Définition 2.2.2 les moments de probabilité pondérés (PW M) d’une variable aléatoire X avec
une fonction de distribution F (X) = P (X <x) on été définis par Greenwood et al.(1979) [8]

comme suit :
1

M,,. = E[XPF(X) (1— F (X)) = / Q () u (1 - u) du,

ol :@ (u) représente la fonction quantile de X (Q (u) = Fy? (u)) et p, 7, s sont des nombres réels.

— pour r = 5 = (0 et peR, ona :
1
Mypo = E [X'] = / Qx (u)' du.
0

qui sont les moments classique d’ordre 7 .

— On définit les deux moments de probabilité pondérés «,. et 3, comme suit :

0 = Migu = EX (1= F(O)) = Q) (1~ ) du

B, = Mo = E[X (F (X))] = / Q () du

les o, et (3, sont essentiels pour le calcul des L-moments, ces moments pondérés permetent
d’estimer les paramétres des distributions de probabilité avec plus de précision et de fiabilité que
les méthode des moments classique. Cette approche a été développée par landwehr et al(1979) ,

et hoshing et al (1985).

On écrit une autre représentation des L-moments en termes de (PW M) :

r—1 r—1
r—1 * *
)\7" = (_1) Zprfl,kak = Zprfl,ij' (24)
k=0 7=0
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En particulier, les premiers L-moments sont données par :

A1 = g = By,
Ao = g — 201 = 23, — B,
A3 = o — 6y + 6 = 65, — 63, + 5,
\ A = ap — 1201 + 30y — 203 = 2085 — 308, + 128, — B,.

Exemple 2.2.1 Soit X une v.a suit la loi de gembel des paramétre p et o, de fonction de répar-

tition F' et de quantile () tq :

F(xz) = exp [— exp (—x—;H)} ,

Q(u) =p—oln(=Inu).

Pour calculer les premiers L-moments par la repésentation en terme de (PW M), on caluler le 3, :

1

67’ = Q (’LL) ’LLTdU
/
1

= /u—aln(—lnu)urdu

0

1

_ e . r

= a/ln( Inp) u"du
0

On utilise le chengement de variable :t = —1In (u) , Alors :

1

- L _g/m(t)eXp(—(rH)t)dt,

0
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par changement de variable : v = (r + 1), on obtient :

1
1 1)
= ’ul—a /lnv.exp(—v)dv— n(r+ /exp
0

r -+ r+1
0
, ] 1
U U
r+1 r+1

donc
p+o(y+In(r+1))

/87‘: T+1

Tq:T'(1) = —y et I'(1) = 1, ot 7 est la constante d’euler-mascheroni (y ~ 0.5772) .

D’aprés on trouve les premier L-moment :

)\1:,u+0-77
)\220'11'1(2),
A3:U(§1n3—ln2),

\ /\420(%ln4—gln3+ln2).
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Exemple 2.2.2 Les premiers L-moments de certaines distributions [9] sont donnés dans le tableau

sutvant :

Ditrubition F (z) ou Q (u) L-moment et
Uniforme Qu)=a+(B-a)u M=3(a+0),X=%(0-0a)
Exponentielle Q(u) =¢& —alog (1 —u) ={+ta, =%
Gumbel Q (u) =& — alog (—logu) A =&+ ay, A = alog?2
Logistique Q (u) =&+ alog (ﬁ) =& =«
P zt sz 1- 4 o {1_(1_u)k} )\ )\ o
aréto généralisée Qu) =&+ at—7F—+ 1= 1+k’ 2 = THEH
o{1-T'(k+1)}
N 1-(— logu)’c 5 + -k
Extréme valeur Qu) =&+ a% \ o(1-2-4) (1)
= z
_ {1-T(14+k)T(1—k)}
—((1—u)/u)k =§ta )
Logistique généralisée Q(u) =¢+ aw : F
X=aol'(1+k)I(1-k)
Normale (z) = @ (=£) AL =, do = F
_ p—« a—1 BT (a+1/2)
Gamma =0 /t M =af, A = AT
0

TAB. 2.1 — L-moments de quelques distributions

2.3 Estimation de L-moment

Définition 2.3.1 Soit x4, 2o, ...,

T, un échantillon de taille n,et soit Xy., < Xs., <

< X, les

statistiques d’order associeé a cet échantillon. L’estimation du "¢ L-moment est définie par :

A
A =

()

1<i1<i2<..... <ip <n =

222, Z
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En particulier, les estimateurs des premiers L-moments sont donnés par :

1<i<n

A 1

A = X n in

4 n(n— 1)§<;< J )

A 2

A = m T n n

3 n(n—1)(Mn-—2 ;;}C; (X 2Xjin + Xiwn)

A= S SOSTST S (X — 3Xpen 43X — Xi)
( 1) n_2 1<i<j<k<I<n

A
On définit L’estimateur de moments de probabilité pondéré j3,, noté 3, développé par

(Landwehr et al 1979) [§], est donné par :

ou :

A
D’apreés(2.4), Uestimateur)\, est aussi définit par :
A ! A
Ar = ZP:_L]ﬂr-
5=0
On déduit les estimateurs du premier L-moment comme suit :
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on a: . A N
Al:ﬁm
3\\2:2%1_%0,
33:6%2—6314’%07
| A =208, — 308, + 125, — A,
Alors :
3\\1 = %jlejnw
A 1 n )
/\2 = mj;(Qj—]_—n)X]n,
N 1 U . . .
N = ey SO0 DG D 6= (= )+ (= 1) (1= 2) X,
A 6 n
A= > 200G -0 -2 =3 -30(n=3)G -1 (-2

n(n—1)(n-2)(n-3) 3
12 =2 (n=3)(j—=1) = (n—1) (n —2) (n — 3)) X,

A
Les \,s’écrit égalment comme une combinaisson linéaire des valeurs ordonneés Xi.,,, Xo.p, ..., Xy,

comme suit :

et l'estimateur de L-cv est :
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2.4 Estimation par la méthode des L-moments

Soit X une v.a ayant une fonction de densité de probabilité f(x,6,,...,0), ou 0y,...0; sont k
paramétres inconnus, ces paramétres sont estimés en résolvant le systéme d’équations résultant de

I’égalité entre les k premiers L-moments théorique et leurs équivalents empiriques [12], ¢’est-a-dire :

Hosking(1990) et hosking et wallis(1997) ont fourni des estimations des parameétres pour certaines
distributions de probabilité univariées basées sur la méthode des L-moments, les estimations des

parameétres pour quelques distributions sont présenteé dans le tableau suivant :

Distribution Etimation des paramétres
A A AN A A
Uniforme a=M —3N\, =2\ —«
. A ATEA N A
Exponentielle a=2\,{=)\ —«
A A
Normale ,L/} = A1, o= VI
A A A A
Logistique E= A, a= X
paréto A A A A A AA A
k=130 5 =), (k+1) (k+2) =M —
généralisée 1+2s kot
A
~ _ 2 ey 2
Exstrém-valeur k ~ 7,859z = 2,9554z% avec :z "y log; 2,
T b e —2abT(k
généralisée - <2> (17272> ) 177

TAB. 2.2 — Estimation des paramétres pour quelques distributions

Exemple 2.4.1 (Estimation des paramétre de la loi de gumbel)

Puisque la loi de gumbel posseéde deux paramétres i et o, nous allons résoudre un systéme composé
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de deux équations, on a :

At = p+ 07,
)\2 :O'IHQ,
\
alors
(
p= A — 07,
_ X2
o= 22,
L In2
A\ N

2.5 Diagramme de rapports de L-moment

Hosking (1990) a développé le diagramme des rapports de L-moments en tracant les coefficients
théorique d’asymeétrie linéaire (L — Skweness) et d’aplatissement linéaire (L — Kurtosis) [13] pour
différentes distributions statistiques, comme dans la figure . [’avantage principal de ce dia-
gramme est de déterminer la distribution statistique optimale qui décrit ’échantillon de données
étudié, la distribution la plus adaptée aux données est déterminée en tracant les valeurs des co-
efficients d’asymétrie et d’aplatissement linéaires issus des données échantillonnées, puis en les
comparant aux courbes théoriques des différentes distributions. Cette méthode repose sur une
comparaison visuelle entre la position du point représentant les données échantillonnées et les po-
sitions théoriques des distributions sur le diagramme, la proximité du point avec la courbe d’une

distribution particuliere indiquant son degré d’adéquation avec les données.
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= _| I
T Theoretical limits
-—-— AEP4 lower bounds
— GEW
— GLO
g —] —-—=- GHNO -
- - - GOwW
— GPA
— PE3
- —- PDQ3
@ o | * EXP -
- = . = MOR
= & SUmMm
@ - Rany”
an
= 22| LIMI
= -
s °© 7 B
=
[}
=
el
o
o
£ 2 - -
2
=
= -
o
(=T -

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

L-skews (Taud), dimensionless

F1G. 2.1 — Diagramme des rapports de L-moments théoriques(7s et 74) pour certaines distributions

Remarque 2.5.1 Les distributions a deux parameétres, lorsqu’elles possédent des paramétres de
position et d’échelle, ont des valeurs constantes pour 73 et T4 quelles que soient les valeurs de
A1 et A, et ces distributions a deux paramétres se représentent par des points particuliers sur le
diagramme. Par exemple, la distribution normale, qui n’est pas tracée sur la figure en raison de

l’échelle d’axe horizontal sélectionnée a T3 =0 et 74 ~ 0.123.
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Exemple 2.5.1 On ajoute les rapports des L-moments empiriques calculés pour 100 échantillons

simulés selon la loi uniforme U(0,10) de taille n = 50 au diagramme des rapports de L-moment

comme suit :

L= =
- Theoretical limits
-—-— AEP4 lower bounds
— GEW
. GLO
= o ——- GNO |
L —— - GO
¥ - — GPA $
~ — PE2 B
- ——- PDQ3 -
w w | . b = S L
K =1 h.\ [ | MNOR -
= ., & GUM s
= e - RAY "
E B LIMI :
= e =
q\ )
=
el
=
i:]
£
o
E 2 I B
=2 —
i
[}
= =
[}
o =

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

L-skew (Tauld), dimensionless

Fia. 2.2 — Diagramme des rapports de L-moments théoriques pour certaines distributions avec les
rapports de L-moments empiriques d’échantillons simulés selon la loi uniforme.

On remarque que la moyenne des valeurs empiriques se rapproche du point représentant la distri-

bution uniforme, ce qui indique que les échantillons suivent exactement cette distribution.
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Chapitre 3

Simulation : estimation des paramétres

de quelques lois

Dans ce chapitre, nous rappellerons la méthode des moments, les notions de biais et d’erreur
quadratique moyenne (EQM ). puis nous estimerons les parametres de certaines distributions en
utilisant la méthode des L-moments. Enfin, nous effectuerons une comparaison entre la méthode

des L-moments et celle des moments classiques afin d’identifier la meilleure approche d’estimation.

3.1 Rappels

3.1.1 Estimation par la méthode des moments

La méthode des moments, introduite par Karl pearsos en 1894, [7] est I'une des plus anciennes
méthodes d’estimation. Les estimateurs par la méthode des moments sont obtenus en égalisant les
moments d’échantillon aux moments de population correspondants. Soient les k& premiers moments
empiriques :

M, = %anxj =X, ., My = %Zn:Xf.
i=1 =1
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et les k premiers moments théoriques Fy (X1), ..., Ep (X ’“). Si le paramétre 6 est un vecteur de

dimension k, ses k éléments peuvent étre estimés en résolvant un systéme d’équation suivant :
My = Ep (X'), ..., My = By (XF).

Exemple 3.1.1 Soit Xi,...., X,, une suite de v.a iid suivant une loi normale N (u,0?) avec une

moyenne [ et une variance o > 0.

Il est bien connu que E (X) = p et E (X?) = 02 + p, pour estimer p et o2, il suffit de résoudre :
p=X U2+M2:liX-2
, ne

Ce qui donne les estimateurs des moments :

2

n 2
A oA 1 -
=X =->(x-x) .
2 o n 4 ( )

3.1.2 Le biais et ’erreur quadratique moyenne

A
Définition 3.1.1 Le biais d’un estimateur 0 du paramétre 0 [14] est :

piais () = £ (0) .

A A
On dit que 0 est sans biais si : Biais (0) = 0.

A
Le biais est une mesure de I'erreur systématique faite en approximant 6 par 6.
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A
Définition 3.1.2 L’erreur quadratique moyenne (EQM) d’un estimateur 6 du paramétre 0 est :

-]

L’EQM est une mesure de la précision d’un estimateur.

EQM (9) - F

A
Théoréme 3.1.1 Si 0 est un estimateur du paramétre 0 alors :
A A N 2
EQM <¢9) =V (0) + Biais (9) .

3.2 Distrubition uniforme

Définition 3.2.1 Soit X une v.a.suit la loi uniforme sur l'intervale [a,b] ,de densté f définie par :

L si e a, b]

fl@)y=¢ "

0 sinon
Sa fonction de répartition F' et sa fonction quantile ) sont données par :

F(x) =12, xela,b],
Q(u)=a+ (b—a)u, wuel0,1].

36



CHAPITRE 3. SIMULATION : ESTIMATION DES PARAMETRES DE QUELQUES LOIS

3.2.1 L-moment de la loi uniforme

Pour calculer les premiers L-moments de la loi uniforme en utilisant la représentation en termes

de (PWM), on a :

1

B, = / Q (u) u"du

0

= /l(a+(b—a)u)u”du

1 1

= a/urdu +(b—a) /ur’leu

0 0
ce qui implique que :

a +b—a
r+1 r4+2
br+a-+b
(r+ D (r+2)

en mettant au méme dénominateur, B, est égal a :

B br4+a-+0b
"+ D) (r+2)

D’aprés [2.5] on trouve :

__a+b
AL =57,
=t
A3 =0,
\ A =
Alore Le L-cv :79 = 22 = =% T, L-skewness et le L-kurtosis 73 = 74 = 0.
1 3(a+b)
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3.2.2 Estimation par la méthode des L-moment

On a:

A o= 2, 2\ =a+b (1)
=
/\2:b77a' 6)\2:b—(l (2)

En additionnant (1) et (2) ,et on soustrayant (2) de (1), on trouve :

b= A1+ 3,
a = /\1 —3)\2

AN AN
D’aprés la méthode de L-moment on a : Ay = A\jet Ay = Ay,donc les éstimateurs des a et b sont :

N A
3:A1—3)\2,
A A N
b= A + 3\

3.2.3 Simulation dans R

Nous avons estimé le parameétre b de la distribution uniforme en utilisant la méthode des L-
moments, en considérant différentes valeurs des parameétres a et b, a savoir : U(—2,2),U(0, 1) et
U(0,10). La simulation a été répétée 1000 fois pour des échantillons de tailles différentes. Nous
avons ensuite calculé le biais et 'erreur quadratique moyenne (EQM) afin d’étudier la précision et

lefficacité de la méthode, Cette étude a permis d’obtenir les résultats suivants :
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n =10 n = 50 n = 100 n = 500 n = 1000
u[—2,2]

Estimateur | 1.991361 1.991232 2.002276 2.000649 2.000765
Biais 0.008639 | —0.008768 | 0.002276 0.000649 0.000765
EQM 0.239851 0.043720 0.020544 0.004675 0.002233
w0, 1]

Estimateur | 0.997429 1.001529 0.999778 0.999389 0.999238
Biais —0.002571 | 0.001529 | —0.000222 | —0.000610 | —0.000610
EQM 0.015833 0.002836 0.001386 0.000255 0.000124

u[1,10]

Estimateur | 9.980585 9.991681 9.991681 9.991681 9.991681
Biais —0.019415 | —0.008319 | 0.004647 | —0.000146 | 0.007160
EQM 1.178607 0.219904 0.117714 0.021896 0.011042

TAB. 3.1 — Estimateurs, biais et EQM du paramétre b de la loi uniforme par la méthode des

L-moments.

D’apres les résultats du tableau, nous observons que les estimations du parameétre b par la méthode
de L-moment étaient treés proches de la vraie valeur, avec un biais quasi nul et une erreur qua-
dratique moyenne (EQM) tres faible, et ce pour différentes tailles d’échantillon. Ce qui confirme

Iefficacité de cette méthode.
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3.3 Distribution logistique

Définition 3.3.1 Soit X une v.a suit la loi logistique de paramétre p (paramétre de position)et S

(paramétre d’échelle), de densité f est définie par :

exp (= (z — p) /5)

T = i exp (= (@ — ) /9

reR , S > 0.

Sa foction de répartition F' et Sa fonction de quantille () sont données par :

_ 1
F(2) = megream 2R,

Qu)=p+Sn(7%), wuel0,1].

1—u

3.3.1 L-moment de la loi logistique

Par la représentation en termes de PW M on a :

1 1

1
B, = /Q(u)urdu:u/quu—i—S/ln(lu )urdu,
—u
0 0 0

1 1

= ri1+S /ln(u)urdu—/ln(l—u)urdu

0 0

Pour la premiére intégrale, on a utilisé 'intégration par parties,et pour la deuxiéme intégrale,on a
appliqué le développement de Taylor de In (1 — u), tq : In (1 —u) = — “—kk
k=1
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CHAPITRE 3. SIMULATION : ESTIMATION DES PARAMETRES DE QUELQUES LOIS

On obtient :
1 ©
H k+r
B, = +S5< — + —/u du
r+1 { (r+1)° kz_;k
- 0
L 1 - 1
r+1 { (r+1) kz_;k(/@+r+1)}
1 1 1 [&1 &1
= +5< — Z
r+1 { (r +1)° r+1_Z;k 2;k+r+1
" 1 1 [&1 &
= +5< — - — — ,
S k- 1)
donc

[ 1 1 r+1 1
B, = - — 5.
r+1+S{ @+1f+r+1§:k}

k=1

Alors d’aprés on obtient les premier L-moment :

(
)‘1 = M,
AQ = S7
/\3 = 07
_ S
\ Ay =g
Avec le L-cv 75 = ’\—f = %, L-skewness 73 = % = 0, L-kurtosis 74 = ’\—é = % ~ (0, 1667

3.3.2 Estimation des paramétres

On a :
)\l:,ua
Ay =S,
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CHAPITRE 3. SIMULATION : ESTIMATION DES PARAMETRES DE QUELQUES LOIS

En remplacant \;,\y par leur estimateurs empiriques, on obtient les estimations de p et S :

wn> >
I
>> >>

3.3.3 Simulation dans R

Afin d’étudier la précision et l'efficacité de l'estimation des parameétres par la méthode des L-
moments, nous avons estimé le parameétre S et calculé le biais ainsi que ' EQM (Erreur Quadratique
Moyenne) pour la distribution logistique. Nous avons utilisé des échantillons de différentes tailles

et répété les simulations 1000 fois, et en fixant u = 1, Nous avons obtenu les résultats suivants :

n = 20 n = 50 n = 100 n = 500 n = 1000
S=2
Estimateur | 1.983422 1.999621 2.005042 2.002704 1.998282
Biais —0.016578 | —0.000379 | 0.005042 0.002704 | —0.001718
EQM 0.154126 | 0.060820 | 0.030873 0.005616 0.002652
S=35
Estimateur | 3.503038 | 3.483611 3.491279 3.496060 3.498224
Biais 0.003038 | —0.016389 | —0.008721 | —0.003939 | —0.001776
EQM 0.440290 | 0.168824 | 0.085787 | 0.0167841 | 0.008598

TAB. 3.2 — Estimateurs, biais et EQM du paramétre S de la distribution logistique par la méthode

des L-moments

D’apreés les résultats du tableau, nous remarquons que :
— Les estimations du paramétre S sont trés proches de sa vraie valeur pour les différentes tailles

d’échantillon.
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CHAPITRE 3. SIMULATION : ESTIMATION DES PARAMETRES DE QUELQUES LOIS

— Avec laugmentation de la taille de I’échantillon, la précision et 'efficacité de la méthode des
L-moments s’améliorent, ce qui rend 'estimation sans biais et 'erreur quadratique moyenne

proche de zéro.

3.3.4 Estimation des parameétres par la méthode des moments
Pour la loi logistique nous avons les moments de la population :

H2 2
E(X)=pet E(X?) = 35 +

Et on a les moments empiriques de léchantillon :
X = lzn:X et X2 = lzn:X?
" Z o .

En égalisant les deus premiers moments de léchantillon aux moments correspondants de lapopula-

tion, on trouve :

ji= X
292 - A o %
o=s= 2 _ x2 o VB(x2-Xx)
gt =X S =1

3.3.5 Comparaison entre la méthode des L-moments et la méthode des

moment classiques

Nous avons estimé le parametre S et calculé le biais ainsi que l'erreur quadratique moyenne de la
distribution logistique en utilisant les méthodes des L-moments et des moments classiques, dans le
but d’étudier la méthode la plus efficace pour I'estimation des parameétres. Pour cela, nous avons
utilisé des échantillons de tailles différentes et répété la simulation 1000 fois, en prenant les vraies

valeurs = 1 et S = 4. Les résultats obtenus sont présentés dans le tableau suivant :
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CHAPITRE 3. SIMULATION : ESTIMATION DES PARAMETRES DE QUELQUES LOIS

n =10 n = 20 n =50 n = 100 n = 500
mm
g 3.768391 3.901257 3.925721 3.943735 3.993661
Biais | —0.231609 | —0.098743 | —0.074279 | —0.056265 | —0.006339
EQM | 1.367414 0.786755 0.317758 0.173852 0.034333
Im
g’ 3.956158 3.997162 3.969681 3.970865 4.001631
Biais | —0.043841 | —0.002838 | —0.030319 | —0.029135 | 0.001631
EQM | 1.277375 0.671541 0.248237 | 0.129951 0.024840

TAB. 3.3 — Estimateurs, biais et EQM du paramétre S de la distribution logistique par les méhodes

des L-moments et des moments

D’apres les résultats du tableau(3.3), on remarque que :

La méthode des L-moments était plus précise et plus efficace dans ’estimation, car elle a produit
un biais et une erreur quadratique moyenne plus faibles, et elle était la plus proche de la vraie

valeur, notamment pour les petits échantillons.
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Conclusion

Les L-moments sont des mesures statistiques basées sur une combinaison linéaire de statistiques
d’ordre, développées comme alternative plus efficace aux moments traditionnels pour ’analyse des

distributions de probabilité.

Parmi leurs principaux avantages :

— Mesure robuste de 'asymétrie (via le L-skewness) et de aplatissement (via le L-kurtosis)

— Identification facilitée de la distribution la plus appropriée aux données, notamment & ’aide des
diagrammes de ratios de L-moments.

— Estimation précise des paramétres avec un biais plus faible, particuliérement pour les petits
échantillons comparés aux méthodes traditionnelles.

— Résistance accrue aux valeurs aberrantes.

Cependant, malgré ces avantages, elles présentent certaines limitations puisqu’elles ne peuvent pas

étre appliquées aux distributions avec moyenne non-définie comme la distribution de Cauchy .
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Annexe A

R est un langage de programmation et un environnement informatique open source dédié a I’analyse
statistique et au traitement des données. Il a été initialement développé par Ross Thaka et Robert
Gentleman a ’Université d’Auckland en Nouvelle-Zélande. R se distingue par sa puissance dans
la réalisation d’analyses complexes et de modélisations statistiques grace a une vaste bibliotheque
de packages et de fonctions qui permettent aux utilisateurs d’importer, de traiter, d’analyser et de

visualiser facilement les données.
Dans le troixieme chapitre les packages utilisés sont : lmomco,lmom avec la version R.4.3.2.

plotlmrdia : fonction du package lmom ou lmomeco, utilisée pour tracer le diagramme des

rapports des L-moments.

samlmu : fonction du package Imom permettant de calculer les estimateurs des L-moments L-

moments.

pellog : utilisée pour estimer les parameétres de la loi logistique par la méthode des L-moments.
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Annexe B

v.a Variable aleatoire

nd Indépendantes et identiquement distribuées
(Q, B) Espace de probabilité(ou B tribu sur )

ci L () Combinaisons de ¢ éléments parmi n

B (a,b) Loi beta de parametre a et b

B (a,b,c) Fonction béta généralisée

r Fonction gamma

F! Inverse de la fonction de distribution

= Inverse généralisé de la fonction de distribution
< méme loi de probabilité

L —cv L-variation.

PWM Moments de probabilité pondérés

Sign a Signe de a

X La moyenne arithmétique

EQM Erreur Quadratique Moyenne

Im méthode de L-moment

mm méthode de moment
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Résumé

Dans ce mémoire, nous avons présenté la méthode des L-moments, proposée par
Hosking en 1990 comme alternative aux moments classiques. Cette méthode se
distingue par sa capacité a estimer les parametres des distributions de probabilité et
a analyser leurs caractéristiques, telles que 1’asymétrie et I’aplatissement, avec
précision et efficacité, notamment en présence de données contenant des valeurs
extrémes. Elle repose également sur les statistiques d’ordre, ce qui la rend moins

sensible aux valeurs aberrantes.

Mots clés : Statistique d'ordre, L-moments, Estimation, Diagramme de
L-Moments.

Abstract

In this memory, we presented the L-moment method proposed by Hosking in 1990
as an alternative to classical moments. This method is distinguished by its ability to
estimate the parameters of probability distributions and to analyze their
characteristics, such as skewness and kurtosis, with accuracy and efficiency,
especially when dealing with data containing extreme values. It also relies on order
statistics, which makes it less sensitive to outliers.

Key words: Order statistic, L-moments, Estimation, Diagram of L-
Moments.
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