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Introduction

L’évolution de la science statistique au fil des siécles a conduit a ’émergence
de nombreux outils statistiques qui contribuent a 'interprétation et a I'analyse des
données de maniére précise et objective. Parmi ces outils, I’analyse de la variance

(ANOVA) occupe une place essentielle.

Cette derniére est considérée comme une méthode qui consiste & comparer plu-
sieurs moyennes. Bien qu’elle soit efficace dans nombreuses applications. Mais dans
certains cas les données peuvent étres complexes et multidimensionnels, ce qui limite
les capacités de PANOVA a les traiter. C’est dans ce contexte que I'analyse de la
variance multivariée (MANOVA) s’impose comme un outil avancé, permettant ainsi
aux chercheurs & comparer les moyennes a condition d’étre des moyennes vectorielles
de plusieurs échantillons, et offrant une vision plus compléte et précise des données

multidimensionnelles. ([1], [3], [I1])

Ce mémoire & pour objectif d’étudier a la fois 'analyse de la variance (ANOVA)
et analyse de la variance multivariée (MANOVA) dans les cas de présence d’un ou
deux facteurs, en expliquant tout d’abord les concepts théoriques puis en passant a
I’aspect pratique.

Pour atteindre cet objectif, le mémoire sera structuré en trois chapitres :

Le premier chapitre sera consacré a ’étude des bases théoriques de TANOVA a

un et deux facteurs, en mettant en évidence ses modeéles et ses étapes.

Le deuxiéme chapitre portera sur la méthode de ’analyse de la variance multiple



Introduction

(MANOVA) a un et a deux facteurs, avec une présentations de ses modeles, ses
hypotheéses et ses tests statistiques les plus courant (Lambda Wilk’s, Trace de Pillai,
etc.).

Le troisiéme chapitre est consacré a la présentation des applications pratiques a
I’aide du logiciel R afin d’analyser des données réelles pour comprendre plus les deux

chapitres précédents.



Chapitre 1

Analyse de la variance univariée

Dans ce chapitre, nous aborderons la méthode d’analyse de la variance univariée
(ANOVA) a un et a deux facteurs. Cette méthode est une technique qui sert a
tester l'influence d’un (ou de plusieurs) facteur (s) qualitative (s) sur une variable

quantitative.

1.1 ANOVA i un facteur (ANOVA 1)

Définition 1.1.1 L’analyse de la variance a un facteur teste l'effet d’un facteur
controlé A ayant I modalités (groupes) sur les moyennes d’une variable quantitative

Y.[3

1.1.1 Les données et le modéle

Les données

Nous voulons étudier I'effet d’un facteur A, que nous supposerons a I niveaux, sur
une variable quantitative Y. L’hypothése est que le facteur A influe uniquement sur
les moyennes des distributions de chacun des I groupes et non sur leur variance.

Pour chaque niveau i du facteur A (avec 1 <14 < I), nous disposons de n; mesures

3



Chapitre 1. Analyse de la variance univariée

de Y, notées Y;; avec j = 1,....,n;. Dans la suite, nous noterons par n le nombre
I

total d’observations, ie. n = E n;. Les données sont généralement présentées sous

i=1
la forme du tableau [I.1]
Niveau du FacteurA Aq Ay - A; . Ar
Y Yo Yi Yn
Yio Yoo Yio Y1
Y1n1 S/énz vaz S/Inl
Effectifs ny o . T o ny

TAB. 1.1 — Les données de ’ANOVA a 1 facteur.

Le modéle de PANOVA 1

Le modele est donné par

Yij = i +eij, aveci = 1,1, j =T,n; et &5 ~ N(0,07), (1.1)

ou
Y;; : est la j™¢ réalisation de la variable quantitative Y dans le i*™¢ échantillon

gi; : sont les erreurs de mesure.

Remarque 1.1.1 Nous décomposons parfois ji; en :

I
Wi =+ a; avec Zni&" =0,

=1

tels que
1 représente un effet global inconnu du facteur ;
«a; : représente l'effet principal (spécifique) inconnu du niveau ¢ du facteur A.

Donc, le modéle dans ce cas s’écrit :

YZ] = IUJ + O{Z‘ —I— €U avec 51] ~ N(07U2)

Hi



Chapitre 1. Analyse de la variance univariée

Si on retient le modele (1.1]) alors le test a réaliser est défini par

Hy:p=pe=....=pu;r=p contre Hy : 3i,j € {1,2..., I} telle que p; # p;.
(1.2)

Pour réaliser le test défini par ([1.2)), il faut suivre les étapes suivantes.

1.1.2 Les étapes de ’TANOVA 1

Etape 1 : (Vérification des conditions)

— Pour effectuer le test décrit dans (|1.2), trois conditions doivent étre préalablement
remplies
1. Les I échantillons comparés sont indépendants.

2. La variable quantitative étudiée suit une loi normale dans chacune des I po-

pulations comparées.
3. Les I populations comparées ont la méme variance, ce qui signifie qu’il y a
homogénéité des variances ou homoscédasticité.
Etape 2 : (Calcul des moyennes et variances)

Si ces conditions sont respectées, nous peuvons appliquer la méthode d’ANOVA 1
pour réaliser le test défini par (1.2). Pour cela, nous aurons besoin des quantités

statistiques suivantes

— La moyenne de toutes les observations

I n; I
Y = %ZZY;J- avec n = ;n“

i=1 j=1

— La moyenne de chaque échantillon

_ 1 & -
Yi=—YY; =1,1;
o j pour 2

et



Chapitre 1. Analyse de la variance univariée

— La variance de chaque échantillon

— La variance de toutes les observations

JUN P
t==> > [

i=1 j=1

Y, —Y)

Etape 3 : (Décomposition de la variance)

En remarquant que

or

donc

Y VIR ) (8

i=1 j=1 11]1

en multipliant ([1.3]), par n on obtient :

I n; I n;

ivd 1\2
> D -Y ZZ 2D (Vi-YP
i=1 j=1 i=1j=1 i=1 j=1

SCTot SCRes SCFac



Chapitre 1. Analyse de la variance univariée

ol

— SCry : est la variation totale qui représente la dispersion des données autour de
la moyenne générale.

— SCFrq. : est la variation due au facteur (variation inter-groupes) qui représente la
dispersion des moyennes autour de la moyenne générale.

— SCres : est la variation résiduelle (variation intra-groupes) qui représente la dis-

persion des données a l'intérieur de chaque échantillon autour de sa moyenne.
Etape 4 : (Décision)

Si le facteur A n’a pas d’influence sur la variable Y, I’hypothése nulle a tester est

Hozulz,ug:...:,ul < ap=ay=..=«a;=0.

Sous ’hypothése de normalité des erreurs ¢;, nous avons la statistique F,s définie

par le rapport des carrés moyens associés au facteur (C'Mpg,.) et les carrés moyens

résiduels (C'Mpge,)
CMFac
OMRés

Fobs =

suit une loi de Fisher de degrés de liberté (I — 1) et (n — I) notée par F(;_1,—1),

tels que

o SCFac . SCRés
CMFac - ﬁa CMRes - n—J .

Remarque 1.1.2 Les statistiques CMp,. et CMpgss suivent une loi de Khi-deux de

degrés de liberté (1—1) et (n—1 ) respectivement (CMpqe ~ X7 | et CMpges ~ X2 ;).

Pour un seuil de risque donné «, les tables de Fisher nous fournissent une valeur
critique f, telle que

P(Fobs < fa) :1—Oé,



Chapitre 1. Analyse de la variance univariée

alors :

si fos < fa = mnous ne pouvons pas rejeter Hy (le facteur n’a aucune influence sur
le caractere étudié),

si fops = fo = nous rejetons Hy (le facteur influe sur le caracteére étudié), avec fups
est la réalisation de la variable (statistique) F,ps.

Les résultats d'une ANOVA 1 sont souvent présentés dans un tableau sous la forme

suivante

Variation | ddl SC CM Fos
Facteur | I —1 | SCprue | CMpae | Fops = g%%
Résiduelle | n — I | SCres | C' Mpes
Total n—11| SCry

TAB. 1.2 — Tableau d’analyse de la variance a un facteur.

1.2 ANOVA a deux facteurs (ANOVA 2) (Plan
équilibré)

Définition 1.2.1 L’analyse de la variance o deux facteurs teste l’effet de deux fac-
teurs controlés A et B (variables qualitatives) ayant respectivement I et J modalités

sur les moyennes d’une variable quantitative Y .[3]

1.2.1 Les données et le modéle

Les données

Nous cherchons donc a étudier I'effet de deux facteurs qualitatifs A et B sur une
variable quantitative Y. Nous supposons que le facteur A a I niveaux (modalités) et
que le facteur B a J niveaux. Pour chaque couple de niveaux (7, j) nous disposons

de K mesures de Y notées Yj; avec i = 1,I,j=1,Jetk=1K.

8



Chapitre 1. Analyse de la variance univariée

Nous présentons généralement les données a I'aide du tableau suivant :

NV B B, e B
Yin Y121 Yin
A, Y110 Y1.22 Yige
Yink | Yok Yisk
You1 Yoo Yon
Ay Yo1o Y2.22 Yoo
Yo Yoor Yok
Y Y121 Yin
AI Yro YI'22 Y12
Yk Yok YIJK

TAB. 1.3 — Les données d’ANOVA 2 avec répétitions.

Le modéle de PANOVA 2

Le modele s’écrit sous la forme

Y;jk:,uij—i—&‘ijk avec izl,l,j:L_Jetkzl,K, (14)

ot Y;j est la k°™¢ réalisation de la variable quantitative Y, lorsque on fixe le premier

-eme

facteur a la ¥ modalité et le deuxiéme facteur a la jo™e

modalité et €;;, sont les

erreurs de mesure (inconnues) de plus E(g;j;) = 0.

Le modele (1.4]) peut étre réécrit sous sa forme détaillée comme suit

Yijp = 1+ o + B + cij + €ijis aveci=1,1,j=1Jetk=1K; (1.5)

ce qui s’explique que la réalisation de la variable Y est un cumule d’une constante
i (indépendante des deux facteurs), de leffet du premier facteur «, de l'effet du

deuxiéme facteur [ et de 'effet d’interaction des deux facteurs c et de 'erreur de

9



Chapitre 1. Analyse de la variance univariée

mesure €.

Les contraintes naturelles sont

I J

Z%—O Z@—O,ZCU ZCZJ—O pouri=1,...1 et j=1,...,J.

Les hypothéses a tester associées au modele ([1.4)) sont

. ie{l,2,...,1} "
HO SV y Mig = [
je{1,2,..,J}
contre
. ie{l,2,.., 1} "
H,:" 3 , telle que pu;; # 1 .
je{1,2,...J}

En revanche, si le modele de référence choisi est le modele (1.5]), alors 'analyse de
variance a deux facteurs avec répétitions implique la réalisation simultanée de trois

tests de Fisher, dont la formulation est :
Effet du premier facteur

Hy : ”les parametres «; sont tous nuls” contre H; : ”les parameétres «; ne sont pas

tous nuls”.
Effet du second facteur

Hy : "les parametres [3; sont tous nuls ” contre H; : "les parameétres 3; ne sont pas

tous nuls”.
Effet de P’'interaction des deux facteurs

Hy : ”les parameétres ¢;; sont tous nuls” contre H; : "les parametres ¢;; ne sont pas

tous nuls.”

10



Chapitre 1. Analyse de la variance univariée

1.2.2 Les étapes de ’TANOVA 2

L’application d’'une ANOVA a deux facteurs se déroule généralement en quatre étapes

principales.

Etape 1 :(Conditions)

1. Les IJ échantillons comparés sont multuellement indépendants.

2. La variable quantitative étudiée suit une loi normale dans chacune des I.J

populations comparées.

3. Les I.J populations comparées ont la méme variance, ce qui implique une ho-

mogénéité des variances (ou homoscédasticité).

Etape 2 :(Calcul de moyennes et variances)

— La moyenne globale de toutes les observations
(| LK
Y == | =I1JK;
LYY Wi aveen

i=1 j=1 k=1

— La moyenne de chaque échantillon

— 1
Y

K
ijo = EZYW“ pouri=11Tetj=1,.J;
k=1

— La moyenne de chaque modalité du premier facteur
| LK
?z = J_KZZY;]k pour 1= ﬁ,
j=1k=1
— La moyenne de chaque modalité du deuxiéme facteur
| LK
Y, = m;;?ﬁgk pour j =1,.J;

11



Chapitre 1. Analyse de la variance univariée

— La somme des carrés des erreurs totale
I J K
—
SCTot = E E E (}/ij _Y) )
i=1 j=1 k=1
— La somme des carrés des erreurs résiduelles
I J K
= 2.
SCRés - E E E (K;k _Ylj) )

i=1 j=1 k=1

— La somme des carrés des erreurs du premier facteur

— La somme des carrés des erreurs du deuxiéme facteur
I J K
_ —_
SCs = g g g (Y.j.—Y) ;
i=1 j=1 k=1
— La somme des carrées des erreurs des deux facteurs

I J K

i=1 j=1k=1

L’équation d’analyse de la variance dans ce cas s’écrit
SCrot = SCres + SCy + SCz + SC.. (1.6)

Etape 3 :(Calcul des Carrés moyens)

A partir de la décomposition 1) I'idée la plus naturelle est que le facteur ou
I'interaction des facteurs n’ a pas d’impact sur le caractére étudié si la variation

intergroupes (engendrée par les deux facteurs ou/et leur interaction) associée au

12



Chapitre 1. Analyse de la variance univariée

caractére est négligeable par rapport aux fluctuations individuelles. Pour effectuer

une comparaison entre ces quantités, nous considérons les carrés moyens suivants

Carré moyen due aux fluctuations individuelles : C'Mpgss = %ﬂ”_l)

Carré moyen de mesure de 'effet du premier facteur : C M, = (‘?ff{).

Carré moyen de mesure de I'effet du second facteur : C'Mp = (i—(_}i’).

Carré moyen de mesure de l'effet de l'interaction entre les deux facteurs : C'M, =

SC.
(I-1)(J-1)"

I1 convient de noter que, si les trois conditions mentionnées précédemment (Indépen-

dance, Normalité et Homogénéité) sont satisfaites, alors sous ’hypothese nulle,

CM, 7
M ((I-1),1J(K~1))5
CMjg
M (J=1),1J(K—1))>
C M.

~ Fur_nyo- —1))-
C Mg, (I-1)(J=1),1J(K~1))

Etape 4 : (Décision)

Pour un seuil de risque donné «, nous déterminons les valeurs critiques f,, f3, f¢

par la lecture sur la table de Fisher, telles que

CM,

P(CMRés < fa)=1-—aq,
CM;
P(CMRéS <f5)—1—oz,

13



Chapitre 1. Analyse de la variance univariée

CM.
CMRés

P( <fo)=1-a.

Les décisions se font comme suit

Décision sur le premier facteur

— si CCM—]‘i < fa, alors le premier facteur n’a pas une influence significative sur le
€S

caractére étudié.

— si C%E: -2 fa, alors le premier facteur a une influence significative sur le caractére

étudié.

Décision sur le deuxiéme facteur

CM;
CMRés

— si < f3, alors le deuxieme facteur n’a pas une influence significative sur le

caractére étudié.

C M
CMRes

— si > [3, alors le deuxiéme facteur a une influence significative sur le caractere

étudié.

Décision sur ’interaction des deux facteurs

CM.
CMRés

— si < fe., alors I'interaction des deux facteurs n’a pas une influence significa-

tive sur le caractére étudié.

CM,
CMRes

— si > f., alors I'interaction des deux facteurs a une influence significative sur
le caractere étudié.

Les résultats d’ANOVA 2 avec répétition sont résumés dans le tableau suivant

Variation SC ddl CM Fops Fisher
Facteur A SC, (I-1) CM, | CM,/CMpges fa
Facteur B SCp (J—1) CMgs | CMg/C Mpes I

Facteur AxB | SC., |(I—-1)(J—=1)| CM, | CM./CMpggs fe
Résiduelle SChres I1J(K —1) C Mpes
Totale SCrol n—1

TAB. 1.4 — Tableau de ’ANOVA 2 avec répétition.

14



Chapitre 1. Analyse de la variance univariée

Remarque 1.2.1 Dans la littérature nous distinguons trois types d’ANOVA (1, 11

et I11) et cela selon la nature du/des facteur(s) étudié :

Type 1 : Le type 1 est le modeéle a effets fixés, ou les niveaux de chaque facteur sont
déterminés délibérément (c’est-a-dire, fixés) par ’expérimentateur. Cela s’applique
a la plupart des protocoles expérimentaux.

Type 2 : Le type 2 correspond a un modeéle a effets aléatoires, dans lequel les niveaux
du facteur étudié sont choisis de maniére aléatoire. L’intérét principal porte alors sur
la variabilité entre les échantillons par rapport & celle observée au sein d’un méme

échantillon.

Type 3 : Le type 3 ou le modeéle mixte intégre a la fois des effets fixes et aléatoires,

apparait uniquement dans les ANOVA comportant plusieurs facteurs classification.

15



Chapitre 2

Analyse de la variance multivariée

Dans ce chapitre, nous étudions la méthode de 1’analyse de la variance multiple
(MANOVA), ou analyse de variance multidimensionnelle, qui est une extension de
I’ANOVA. Elle permet d’étudier 'effet de facteurs et/ou leurs interactions sur plu-
sieurs variables quantitatives. La MANOVA permet alors de tester I’égalité de plu-

sieurs vecteurs de moyennes.

2.1 MANOVA i un seul facteur (MANOVA 1)

2.1.1 Présentation des données et de modéle

Les données

Comme dans le cas d’ANOVA 1, nous considérons ici un unique facteur A possédant

I niveaux (i = 1,...,I). Pour chaque niveau i de A, nous réalisons n; observations
I

du vecteur Y de R”, nous posons n = E n;. Nous notons Y;; le vecteur associé a la
i=1

j€"¢ observation réalisée au niveau i de A, telle que

Y;'j = (Y;'ij;'j% "-7Y;Ljp)t7vj = 1,77,1' ,VZ = 17_[7

16



Chapitre 2. Analyse de la variance multivariée

les données sont présentées dans le tableau [2.1]

échantillon 1 | échantillon 2 échantillon 1
Yi Yor Yn
Yio Yoo Yoo
}/177,1 Y27’7,2 Y]n[

TAB. 2.1 — Tableau des données d’une MANOVA 1.

Notation 2.1.1 Dans ce qui suit, nous allons utiliser les notations suivantes

|
I

1 I n;
222 Vi

i=1 j=1

Le modéle

Le modeéle mathématique associé & chaque observation est donné par :

}/ij:,Uz—FOéi—i‘éfij

=p;+ey; aveci=1,2..0I; j=1,2,..n;¢e;~N(Op,X),

qui peut étre reformulé en sa forme matricielle comme suit :

Y;jl 251 (€751 €ij1 i1 €ij1
Yz‘ﬂ 2 Q9 €ij2 142 €ij1
= + + = +
Yijp Ip Qip Eijp Lhip Eijp

17



Chapitre 2. Analyse de la variance multivariée

Ainsi, le modéle pour la 7¢™¢ variable (r = 1,2, ...,p) dans chaque vecteur Yi; est :
Yijr = pr + i + €4jr = pir + Eijr-

Notre objectif est de réaliser un test de comparaison de I vecteurs moyens, qui peut

étre formuler comme suit

Ho:7py = po =...=pu;” contre Hy:"Fiy, iy € {1,2,...1} tel que p;;, # pi,”

ou sous sa forme matricielle suivante

H11 H21 Hr1

12 H22 Hr2
Hy : = =..=

Hip Hap Hip
contre

Jiy,10 € {1,2,...1} tel que

Miy1 His1

Hig1 izl
H1 : 1 7& 2

Hiyp Hizp

2.1.2 Les étapes de MANOVA 1

Pour effectuer MANOVA & un facteur, nous suivons les mémes étapes citées dans le

chapitre précédent.

Etape 1 : (Vérification des conditions)

1. Les échantillons aléatoires de différentes populations sont indépendants.

2. Toutes les populations ont une matrice de variance-covariance commune .
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Chapitre 2. Analyse de la variance multivariée

3. Chaque population suit une loi normale multivariée.

Etape 2 : (Décomposition de la variation)

Le principe de I'analyse de la variance & un facteur est de diviser la somme des carrés
des écarts totale en deux parties qui sont la somme des carrés des écarts factorielle
(variation inter-groupe) et la somme des carrés des écarts résiduelle (variation intra-

groupe). Ce principe peut étre étendu au cas de p variables comme suit

A partir de la décomposition du vecteur d’observation nous avons

Yy=Y+(Yi-Y)+ (Y, -Ys)
nous observons que le produit
(Y =Y)(Yi; = Y)'

peut étre écrit comme suit

par I’addition sur j, les termes au milieu (2™ et 3°"¢) donnent la matrice nulle, car

g

> (¥ —Yi)=0.

j=1

Par conséquent, nous obtenons 1’équation fondamentale de ’analyse de la variance

19



Chapitre 2. Analyse de la variance multivariée

multiple & un facteur

ZZ:(YEJ- - Y)(Yi; - Z”z (Vi =Y)(Y +ZZ Y =Y,

\7,:1]:1 P =1 j=1

=9
Sl
&4

L1 L1
— Zn—Yi - _Y vt ZZYjYig - ;n—inyg (2.1)

e
&1 4

T, H et E étant les matrices de somme de carrés d’écarts et de somme de produit

d’écarts.

T est la matrice totale, H est la matrice factorielle et E est la matrice résiduelle. Ces
matrices sont des matrices carrées symétriques, de dimensions (p * p). Les éléments
diagonaux de ces matrices correspondent bien aux sommes des carrés des écarts

factorielles et résiduelles de ’ANOVA 1.

Remarque 2.1.1 Les résultats de l’analyse de variance multiple & un facteur sont

aussi résumés dans un tableau de la forme

.. Matrice des sommes des carrés
source de variation . ddl
et des produits
Factorielle H I—1
Résiduelle FE n—1
Totale T=H+F n—1

TAB. 2.2 — Table de MANOVA a un facteur.

Apres le calcul des matrices H et F, nous passons directement aux tests statistiques.

Etape 3 : (Tests statistiques)

Lorsque les derniéres conditions d’applicabilités sont vérifiées, différents tests ont

été proposés pour tester I'hypothése (Hy). Ces tests sont définis & partir des deux
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Chapitre 2. Analyse de la variance multivariée

matrices H et E.
Test de Wilks
11 s’agit du test le plus courant dans le contexte de la MANOVA.

La statistique de ce test est
A= —|E| .
|E+ H|

Sous I'hypothese Hy, la statistique A suit une loi de Wilks de paramétres p, ¥y et

Y tels que

p = nombre des variables,
¥y = degré de liberté associé au H,

Ug = degré de liberté associé au erreur E.

Pour un seuil de risque donné «, nous rejetons Hy si Apps < Mg p oy avec Agps est
la réalisation de la statistique A et A, 9, 0, est la valeur critique de la loi de Wilks

de parameétres p, ¥y et V.

Remarque 2.1.2 - La statistique A peut aussi s’écrire

1
A =11
=N

ot les ); sont les valeurs propres de la matrice HE™! (ou E~'H) et s = min(p, )

est le nombre de valeurs propres non nulles de cette matrice.

— Dans certaines conditions particuliéres, lorsque ¥y (pour 95 = 1 ou 2) ou lorsque
(p = 1 ou 2) la statistique de Wilks peut étre transformée de maniére exacte en

une statistique F' de Fisher. Les formules de transformation vers F' pour ces cas
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spécifiques sont présentées dans le tableau suivant

Les parameétres p et ¥y | La statistique F' correspondante | Degrés de liberté
Iu=1p=>1 %% pip—p+1
Iy =2,p>1 1}A“19E*pp“ 20,205 —p+1)
p=179 21 T V.05
p=19y>1 L=/A 21 2057, 2(Vp — 1)

En dehors de ces quatre cas particuliers, une statistique F' approximative, qui suit

une loi de Fisher, est donnée par la formule suivante

F = —1 — AV @
AVt ddl

avec ddl; et ddl, degrés de liberté, ot

1
ddll = p’L9H, ddlg = wt — 5(]?’[9]{ — 2),

1 | p*9%, —4
w E+vUh 2(p+ g+ )7 p2+19%{_57

(pour plus détail voir [I).

2.1.3 Autres tests statistiques

Il existe trois autres tests statistiques qui peuvent étre utilisés pour répondre au
test d’analyse de la variance multiple (MANOVA). Ce sont : test de Pillai, Trace de

Hottelling et test de Roy.
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Test de ROY

Appelé aussi test de la plus grande racine de Roy. Ce test est basé sur \; la plus

grande des valeurs propres de la matrice £~1H. Il est défini par la statistique

Les valeurs critiques pour ¢ sont tabulées. Nous rejetons Hy si 6 > 0, 5. n, avec

s = min(dg, p),
1

1

Il existe une statistique approximative de Fisher qui permette de mettre en oeuvre

ce test, elle est définie par

Vg —d— 1)\
F:( : d ) 1 NF(dvﬁE—d—l)

ot d = max(p, V).
Test de Pillai

Le test de Pillai ou test de Bartlett-Pillai est basé sur les valeurs propres de la matrice

E~'H. 1l est défini par

S

VO =tr(E+H) ' H] =)

i=1

Ai
L+

Nous rejetons Hy pour V() > Va(s), ou les valeurs critiques V) sont tabulées et
indexées par les parametres s, m and N qui sont les mémes parameétres que ceux du

test de Roy.
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Remarque 2.1.3 Pour les valeurs ne sont pas tabulées, nous peuvons utiliser une

approximation par une statistique de Fisher

Statistique approrimative de Fisher degrés de liberté
2N4s+1)V(®)
= (2751+311J)r(s)—v<s)) s@m t s+ 1) et s@N +st 1)
s(Op—0g+s)V ()
jo. % pOy et s(0p — 0y + 9)
RS
F3 = _(1913(511;()5‘)/) Sda S(ﬁE —p+ S) et d = max(p’ ﬁH)

Test de Lawley—Hotelling

Connu aussi sous le nom de test T? généralisée de Hotelling. La statistique de ce

dernier test est donnée par
S

UY =tr(E'H) =)\

i=1
ot les \; sont les valeurs propres de la matrice HE~*.

Nous rejetons Hy pour les grandes valeurs de la statistique.

Remarque 2.1.4 Pour des valeurs (p, 9y et 9g) ne sont pas tabulées, nous peuvons

utiliser une approrimation par une statistique de Fisher

Statistique approximative de Fisher degrés de liberté
a=ply
_ a+2
U b=4+ g5
! ¢ _ a(b-2)
€= WD)

B = Wetdn—p-1)(Ip-1)
(We—p—3)(YE—P)

s )
F2:% s2m+s+1) et 2(sN + 1)
Fy = [S(ﬁfﬁiﬁmw@ spn et s(p —Ju — 1)
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Chapitre 2. Analyse de la variance multivariée

2.1.4 Exemple sur MANOVA 1

Les données résumées dans le tableau [2.3] sont issues d’une expérience dans laquelle
la, concentration de calcium (mg/100 ml) dans le plasma et le taux d’eau perdu
(mg/min) ont été mesurés chez 12 oiseaux des deux sexes ayant subi ou non ’admi-
nistration d’un traitement hormonal ([12]). Dans cet exemple l'objectif est de tester
Iexistence d’un effet de traitement hormonal sur la concentration de calcium dans

le plasma et sur le taux d’eau perdu.

Pas de Traitement hormonal Traitement hormonal
Ca HO Ca HO Ca HO Ca H5O
16.5 76 14.5 80 39.1 71 32.0 65
184 71 11.0 72 26.2 70 23.8 69
12.7 64 10.80 77 21.3 63 28.8 67

TAB. 2.3 — Les valeurs de Ca et H20.

Nous utilisons les résultats suivants pour calculer les matrices H, E et T

83.9

}/L - 9
440
171.2

Yo = ’
405
255.1

Y. =
845
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En utilisant la formule de calcul de H donnée dans ([2.1]), nous obtenons

1 83.9 1 171.2
H= | x ( 83.9 440 > 6 x ( 171.2 405 )
440 405

1 255.1
— =% * < 255.1 845 >

12 845
6058.1083 17708.6667 5423.0008 17963.2917
17708.6667 59604.1667 17963.2917 59502.0833

635.1075 —254.625

—254.625 102.0834
Pour E nous avons, par (2.1))

16.5 76
184 71
16.5 184 127 145 11 108 12.7 64
Y,V = *
6 71 64 80 T2 77 14.5 80

11 72

10.8 77

1220.0 6156.8
6156.8 32426.
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39.1 71
26.2 70
39.1 26.2 21.3 32 23.8 28.8 21.3 63
Ya;Y3; = *
71 70 63 65 69 67 32.0 65
23.8 69
28.8 67
5088.8  11603.8
11603.8 27385
d’ou
1220.0 6156.8 5088.8  11603.8
DIACE :
6156.8 32426 11603.8 27385
6308.8  17760.6
17760.6 59811
donc
5 6308.8  17760.6 6058.1083 17708.6667
17760.6 59811 17708.6667 59604.1667

250.6917 51.9333

51.9333  206.8333

La matrice totale T" est obtenue en utilisant les deux matrices précédant H et E
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alors

T=H+E

635.1075 —254.625 250.6917 51.9333
= -

—254.625 102.0834 519333 206.8333

885.7992 202.6917

202.6917 308.9167

Pour tester l'effet du traitement hormonal, nous utilisons la statistique de Wilks,

alors
|E| 49154.3239

A= = = 0.211367 < A _ 0.514.
|E+ H|  232554.2405 0.05,2,1,10

Nous concluons que les moyennes des groupes sont significativement différentes.

2.2 MANOVA a deux facteurs (MANOVA 2)

2.2.1 Modéle de MANOVA 2 i effets fixe avec interaction

Les données

Les données d’une expérience concernée par la technique d’analyse de variance mul-
tiple a deux facteurs (A : & I niveaux) et (B : a J niveaux) se présentent sous la

forme du tableau 2.4]
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NV By By cee B;
Yin Yio1 Yin
Al Y112 Y1.22 }/IJQ
YilK }/12[( }/L]K
Y211 Y221 Y2J1
4, Y12 Y2.22 Yaro
Yoix Yook Yosk
}/]11 }/}21 }/IJI
A] Y]12 Y{QQ }/IJQ
Yk Yok Yisk

TAB. 2.4 — Tableau des données d’une MANOVA 2.

ou

Yiie = Yijra, Yijka, ooy Yijip), Vi = 1, ;¥ = 1, J;Vk = 1, K.

Le modeéle associé au probleme de MANOVA 2 sera donné par

Yije = o+ o5 + B + %ij + €ijk = fij + Eijks (2.2)

ol o, 3; et v;; représentent les effets principaux des facteurs A et B et leur interaction

sur les p variables en Y;;,. Nous utilisons les contraintes

doai=) 8= %= %=0
j i j

%

et nous supposons que &;;; sont distribués indépendamment selon N, (0, X).
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Avec les contraintes ci-dessus, les estimation des paramétres du modeéle sont

p=Y..
& =Y. —Y
B3, =Y,;-Y

’%j = ?Z] - 71 — ?] + ?,

comme dans le cas univarié, le vecteur moyen Y. est défini par Y. = E Yiie/KJ.
Jk

Les moyens ?.j., Yij. et Y... ont des définitions analogues : ?.j. = ZYijk/KI, Yij. =

ik
D Yip/K, V.. =) Yiyu/KILJ.

k ijk
Pour le modeéle & deux facteurs (plan équilibré), le tableau d’analyse de la variance

multiple prend la forme suivante

Source Matrice de somme des carrés
. . ddl
de variance et des produits
A Hy=KJY (Vi.-Y.)Yi. =Y. I—1
B Hp=KIY (Y, -Y.)Y,-Y.) J—1
J
Interaction Hap = KZ(Y” =Y =Y Y
AB u (=1 -1)
(Vi =Y =Y, +Y.)
Erreur E= (K]k - ?U)(?Uk - ?ij.)t [J(K - 1)
ijk
Totale T=Y Yijr—Y.)(Yi—Y.) IJK —1
ijk

TAB. 2.5 — Tableau d’analyse de la variance multiple & deux facteurs.

Donc, la matrice totale des sommes des carrés et des produits sera décomposée

comme suit

T=Hs+Hp+Hisp+FE (2.3)
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ou Hy, Hg et H p sont respectivement les matrices des sommes des carrées et des
produits associées aux hypothéses de nullité des effet principaux des facteurs A et B

et de leffet d’interaction de ces deux facteurs.
FE est la matrice résiduelle.

La structure de n’importe quelle matrice d’hypothése H (H = Ha, Hp ou Hap) est
simillaire. Par exemple, les éléments diagonaux de H4 sont les sommes des carrés
pour le facteur A pour chaque variable. Les éléments en dehors de la diagonale
sont les sommes des produits croisés correspondants pour chaque paires de variables.
Par conséquent, le "¢ ¢lément diagonal de H, correspondant a la 7¢™¢ variable

(r=1,2,...,p) est donné par :

I

L, V2, Y.,
i=1 =1

ou Y;., et Y., sont les composantes de Y. et Y .., tandis que Y;... et Y., sont les

totaux correspondants aux Y., et Y..,.. Le (r, s)éme élément de H4 est

Lo LY.V, Y Y
hars = KJY (Vieg = Voir)(Vies — § : T (2.5)
=1 i=1

A partir de () et du tableau nous obtenons

Vi, Y%
hagrr = Z = S = Doare = iy, (2.6)
iJ
Y...Y.. Y..Y
h e = Yyr-iys rtees h s — h s
AB K KIJ A B

ij

Pour la matrice F, les formules de calcul sont basées sur (2.3))

E=T—-Hjs— Hp— Hap.
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Ainsi, les éléments de E ont la forme

Y2
. 2 s
Err = Z,Ejk Y;j]mn - KIJ - hATT‘ - h/BTT - hABrra (27)
Y., Y.
rszg}/;’r}/;'s_#_hrs_hrs_hf rs.
(& g jkrLijk KIJ A B AB

2.2.2 Test d’hypothéses

De la méme maniére comme dans le cas univarié, trois hypothéses doivent étre testées
Effet du premier facteur

Hy : 7les paramétres «; sont tous nuls” contre H; : ”les parameétres «; ne sont pas
tous nuls”.

Effet du second facteur

7

Hy : "les parametres [3; sont tous nuls 7 contre H; : "les parameétres 3; ne sont pas

tous nuls”.
Effet de l’'interaction des deux facteurs

Hy : ”les parameétres ¢;; sont tous nuls” contre H; : "les parametres ¢;; ne sont pas

tous nuls.”

Si les conditions d’application de MANOVA 2 (conditions de MANOVA 1) sont
vérifiées, nous pouvons controler la validité de I'hypothése nulle pour chacun des
effets par le test de Wilks en comparant les matrices (H4, Hp et Hap) avec la

matrice F.

Alors, pour chaque cas, les statistiques Lambda de Wilks (A) utilisées pour tester
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I’effet de I'interaction, 'effet de A et 'effet de B sont définies comme suit

E
AA = ﬁ ~ ApJ—l,IJ(K—l)?
|E]
Ap = Bt ol ~ Ny 110k -1),5
|E]
Aap = 1B+ Hap| ™ Ap,(r-1)-1), 1305 -1)

Dans chaque cas, la distribution indiquée est valide lorsque H, est vraie.

Notons que Hj sera rejetée pour des petites valeurs de A.

Remarque 2.2.1 Pour tester l’effet d’interaction et ’effet des deux facteurs A et B
nous pouvons utiliser les autres tests statistiques cités dans MANOVA1 (Pillai, Roy
et Hotelling-Lowley) basés sur les valeurs propres des matrices E-'Hp, E7'Hy et

E~'Hpg respectivement.

2.2.3 Exemple sur MANOVA 2

Nous prenons le méme exemple précédent en supposant que les données sont aussi
réparties selon le sexe (facteur B) de telle sorte que les valeurs dans les deux premiéres
colonnes de chaque niveau du facteur traitement hormonal ( facteur A) du tableau
sont celles du sexe femalle (F') et les valeurs dans les deux autres colonnes sont

celles du sexe male (M).

Les tableaux suivants résument les calculs des totaux pour chaque variable (Ca et
H,0), pour chaque combinaison des deux facteurs (dans les cellules) et les toutaux

marginaux pour chaque niveau de A et B.
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Ca | Pas de Traitement hormonal | Traitement hormonal

F | 476 86.6 134.2

M | 36.3 84.6 120.9
83.9 171.2 255.1

TAB. 2.6 — Les totaux pour Ca.

211 204 415
229 201 430
440 405 845

H,;0 | Pas de Traitement hormonal | Traitement hormonal
F
M

TAB. 2.7 — Les totaux pour H20.

En utilisant les formules de calcul de hy,, dans (2.4), ’élément (1.1) de H4 est donné

par
_ (83.92+(171.2)*  (255.1)°
hann = 3)*(2) 2) = (2)* (3) 635.1075.
Pour I’élément (2,2) du H4 nous avons
_(440)% 4 (405)° B (845)2 B
haze = 3% 2 2+2) 03 102.0833.

Pour I’élément (1,2) du H4 nous utilisons (2.5 pour obtenir A4,

o, — (839) % (440) + (171.2) + (405) _ (255.1) * (845)

(3) *(2) (2) (2) * (3)

— —254.625,

donc

635.1075 —254.625
Hy =
—254.625 102.0833
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Nous obtenons Hpg de maniére similaire

(134.2)% + (120.9)>  (255.1)°

T @@
(4150 + (430)° (845
N G Y CI R I I R

(134.2)  (415) + (120.9) = (430)  (255.1) = (845)

iz = @)+ 2 @22+ ()
— 16.625,

d’ou

14.7408 —16.625
Hp =
—16.625 18.75

Pour H 45 nous avons, par (2.6))

(47.6)% + (36.3)* + (86.6)* + (84.6)? (255.1)2

i = 3 T @00
— 635.1075 — 14.7408
— 7.2075,
e (211)2 + (229)2 + (204)2 + (201)2 B (845)2 — 102.0833 — 18.75
3 @@+ 0)
= 36.75,
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(47.6) % (211) + (36.3) * (229) + (86.6) * (204) + (84.6) * (201)

3
(255.1)% % (845) o
2) = @) = 3) (—254.625) — (—16.625)

— —16.275,

hABl2 =

alors

7.2075 —16.275
Hpp =

—16.275 36.75

La matrice d’erreur F est obtenue en utilisant les formules de calcul données pour

eqr et e,s dans (2.7). Par exemple, €17 et €12 sont calculés comme suit

e = (16.50)? + (14.50)% + (18.40)% + (11)% + (12.70)? + (10.80)* + (39.10)* + (32.0)*
»  (255.1)

+(26.2)2 + (23.8)2 + (21.3)? + (28.8) — 635.1075 — 14.7408 — 7.2075

— 228.75,

eg2 = (76)% + (80)% + (71)* + (72)2 + (64)* + (77)* + (71)* + (65)?

) (845)

o 102.0833 — 18.75 — 36.75

+ (70)2 + (69)* + (63)* + (67)

= 151.33,

e12 = (16.50 * 76) + (14.50 * 80) + (18.40 * 71) + (11 % 72) + (12.70 * 64) + (10.80 * 77)

+(39.10 % 71) 4 (32 % 65) + (26.2 % 70) + (23.8 % 69) + (21.3  63) + (28.8 * 67)

955.1) * (845
| i; (845) | 954625 1+ 16.625 + 16,275

= 84.833.
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alors
228.75 84.833

84.833 151.33

Pour tester l'effet principal du facteur A ( traitement hormonal) par le test de Wilks,

nous calculons

228.75 84.833 635.1075 —254.625 863.86 —169.79
E+Hy = + —
84.833 151.33 —254.625 102.0833 —169.79  253.41
donc
E 27420
AA ’ ’ = =0.1443 < A0.05727178 = 0.245.

" |E+ Ha|  1.9008 % 10°

et nous concluons que 'effet de A est significatif.

Pour leffet principal de B, nous avons

228.75 84.833 14.7408 —16.625 243.49 68.208
E+ Hp = + — ’
84.833 151.33 —16.625 18.75 68.208 170.08
alors
E 27420
AB | | = = (0.7459 > A0‘05’271’8 = 0.245.

" |E+ Hp| 36760
nous concluons que 'effet de B n’est pas significatif.

Pour l'interaction entre A et B, nous obtenons

228.75 84.833 7.2075 68.558 235.96 68.558
E+ Hup = + = ;
84.833 151.33 68.558  36.75 68.558 188.08
E 27420
AAB | | = = 0.6910 > A0.05’2’1’8 = (0.245.

" |E+ Hap| 39679

Par conséquent nous concluons que 'effet d’interaction n’est pas significatif.
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Chapitre 3

Application Numérique sous

logiciel R

Dans ce chapitre, nous allons présenter sous le logiciel R la méthode d’analyse de
la variance multiple en utilisant deux exemples numériques réalisés sur des données

réelles.

3.1 Exemple 1

Dans cet exemple ([1]), des notes sont attribuées par des juges a des poissons préparés
selon trois méthodes. Douze poissons ont été cuits selon chaque méthode et plusieurs
juges ont gotité les échantillons de poissons et ils ont les notés selon quatre variables :
Y] : arbme, Y5 : saveur, Y3 : texture et Y, : humidité. Chaque donnée correspond a

la note moyenne attribuée par les juges a ce poisson.

Dans la présente application, nous voulons savoir s’il y’a un effet de la méthode de
cuisson sur les variables étudiées, alors la technique adéquate pour réaliser notre but

est MANOVA 1.

Alors, pour répondre & notre objectif nous réalisons cette technique sous le logiciel
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R en suivant les étapes suivantes :

e Pour entrer les données sous R, nous utilisons les instructions suivantes

Y1<-c(5.4,5.2,6.1,4.8,5.0,5.7,6.0,4.0,5.7,5.6,5.8,5.3,5.0,4.8,3.9,4.0,5.6,6.0,
5.2,5.3,5.9,6.1,6.2,5.1,4.8,5.4,4.9,5.7,4.2,6.0,5.1,4.8,5.3,4.6,4.5,4.4)
Y2<-¢(6.0,6.5,5.9,5.0,5.7,6.1,6.0,5.0,5.4,5.2,6.1,5.9,5.3,4.9,4.0,5.1,5.4,5.5,
4.8,5.1,6.1,6.0,5.7,4.9,5.0,5.0,5.1,5.2,4.6,5.3,5.2,4.6,5.4,4.4,4.0,4.2)
Y3<-c(6.3,6.0,6.0,4.9,5.0,6.0,5.8,4.0,4.9,5.4,5.2,5.8,5.3,4.2,4.4,4.8,5.1,5.7,
5.4,5.8,5.7,6.1,5.9,5.3,6.5,6.0,5.9,6.4,5.3,5.8,6.2,5.7,6.8,5.7,5.0,5.6)
Y4<-c(6.7,5.8,7.0,5.0,6.5,6.6,6.0,5.0,5.0,5.8,6.4,6.0,6.5,5.6,5.0,5.8,6.2,6.0,
6.0,6.4,6.0,6.2,6.0,4.8,7.0,6.4,6.5,6.4,6.3,6.4,6.5,5.7,6.6,5.6,5.9,5.5)

Dans l'instruction ci-dessous, la fonction gl() produit des facteurs en spécifiant leurs
nombre de niveaux (le premier entier), leurs nombre de répétitions (le second le

nombre) et leurs niveaux
méthode<-factor(gl(3,12,labels=c("M1","M2","M3")))

Nous mettons les quatre variables Y1, Y2, Y3 et Y4 dans un data.frame comme suit
Y=cbind(Y1,Y2,Y3,Y4)

e Aprés la saisie des données, nous effectuons une bréve analyse statistique descrip-
tives (calcul des moyennes) en tappant les instructions suivantes

moyennesY 1<-tapply(Y1,méthode,mean)

moyennesY 2<-tapply(Y2,méthode,mean)

moyennesY 3<-tapply(Y3,méthode,mean)
moyennesY4<-tapply(Y4,méthode,mean)

Les moyennes de chacune des variables étudiées et pour chaque méthode sont pré-

sentées dans le tableau B.1]
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TAB. 3.1 — Résultats du calcul des moyennes (Exemplel).

Méthode Moyenne

M1 5.3833

M2 5.2583

Y1 s 4.9750
Total 5.2056

M1 5.7333

M2 5.2333

Y2 M3 4.8333
Total 5.2667

M1 5.4417

M2 5.3083

Y3 M3 5.9083
Total 5.5528

M1 5.9833

M2 5.8750

Y4 M3 6.2333
Total 6.0305

A partir de ces résultats préliminaires, il est possible de remarquer qu’il existe au

moins une différence entre les méthodes de cuissons au niveau de chacune des va-

riables étudiées.

e La fonction manova nous permet de tester I’effet global de la méthode de cuisson sur

I’ensemble des variables sensorielles, alors par ’exécution de la commande suivante,

nous obtenons le tableau ci dessous

summary(manova(Y ~“méthode))

Df | Pillai | approx F | num Df | den Df | Pr(>F)
méthode | 2 | 0.85987 5.845 62 1.465e — 0.5
Residuals | 33

Signif. codes : 0 “***’ 0.001 “**’ 0.01 “** 0.05 ‘" 0.1 ‘1

kkxk

Remarque 3.1.1 Le logiciel R utilise la statistique de Pillai par défaut et les autres

statistiques du test MANOVA sont disponibles, elles sont obtenues a l'aide des ins-

tructions suivantes
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summary(manova(Y “méthode),test="W")

summary(manova(Y “méthode),test="H")

summary(manova(Y “méthode),test="R")

L’exécution de ces instructions donne les résultats présentés dans le tableau suivant

Df Valeur | approx F | num Df | den Df Pr(>F)
Wilks 0.22449 | 8.3294 8 60 1.609e — 0.7
méthode | 2 | Hotelling-Lawley | 3.0788 11.161 8 58 2.161e — 0.9
Roy 2.9515 22.874 4 31 7.077e — 0.9
Résiduals | 33

D’apres les résultats obtenus et au seuil de signification @ = 5%, nous constatons
que les différents tests MANOVA (Pillai, Wilks, Hotelling-Lawley et Roy) indiquent
un effet significatif de la méthode de cuisson sur I’ensemble des variables sensorielles
(ar6me, saveur, texture et humidité) car les p valeurs associées sont toutes inférieures
a 0.05. Cela signifie que les différentes méthodes n’ont pas les mémes effets sur les
caractéristiques évaluées du poisson. Autrement dit, le choix de la méthode de cuisson

influe de maniére significative sur la qualité sensorielle du poisson.

3.2 Exemple 2

L’expérimentation est menée sur des grains de deux variétés d’orge (Saida et Fouara).
Les essais ont été conduits au laboratoire de biologie d’université Mohamed Khider
de Biskra El-Hadjeb.

Selon le protocole expérimental suivi, 10 grains sont placés dans une boite de Pétri
et ils sont tapissés par deux couches de papier filtre humidifié par des différentes
concentrations de NaCl (0g/l,50g/1,100g/1,150¢g/1). Chaque traitement est répété

trois fois.

La germination est observée quotidiennement pendant une semaine. Une graine est
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Chapitre 3. Application Numérique sous logiciel R

considérée comme germée lorsque la radicule atteint une longueur d’au moins 2mm.

A la fin de 'expérience, la longueur de la radicule et de tigelle est mesurée.

}/;'j = (l17 Z2)7

ou

[ : la longueur de tigelle;

[ : la longueur de radicule.

Dans cet exemple, nous voulons étudier I'effet de variété d’orge et de la concentration

de NaCl sur la longueur de radicule et la longueur de tigelle.

La technique la plus adéquate pour traiter ce probléme est la MANOVA 2 (les
deux facteurs simultanément). Notons que nous pouvons aussi faire une MANOVA1

(chaque facteur indépendamment).

Dans cette section, nous allons résoudre ce probléme par ANOVA 2, MANOVA 2 et

par MANOVA 1.

3.2.1 Application de L’ANOVA 2

Avant d’appliquer PANOVA 2, un calcul des moyennes pour chaque variable, pour
chaque combinaison des facteurs et pour chaque niveau des deux facteurs nous fournis

les résultats présentés dans le tableau
L’analyse préliminaire des moyennes, montre que

- Les deux types de variétés ont des longueurs moyennes des radicules trés proches

et la méme conclusion pour les longueurs moyennes des tigelles des deux variétés.

- Lorsque la concentration de NaCl augmente, la longueur des radicules et des tigelles
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Concentration | Variété | Moyenne | Concentration | Variété | Moyenne
Tigelle 0g/I Fouara | 126.4933 | Radicule 0g/I Fouara | 118.8633
Saida 122.8400 Saida 121.2267
Total 124.6667 Total 120.0450
50g/1 Fouara | 104.8400 50g/1 Fouara | 104.8400
Saida 91.3433 Saida 91.3433
Total 98.0917 Total 98.0917
100g/1 Fouara | 73.5500 100g/1 Fouara | 70.1433
Saida 85.0500 Saida 70.8833
Total 79.3000 Total 70.5133
150¢/1 Fouara | 58.1400 150¢/1 Fouara | 53.4667
Saida 44.8300 Saida 46.1467
Total 51.4850 Total 49.8067
Total Fouara | 90.7558 Total Fouara | 90.7558
Saida 86.0158 Saida 86.0158
Total | 88.3858 | Total | 88.3858

TAB. 3.2 — Résultats du calcul des moyennes (Exemple 2).

diminue progressivement pour les deux variétés.

Les résultats de ’ANOVA 2, fournis par le logiciel R pour les deux variables longueur

de radicule et longueur de tigelle, sont présentés dans le tableau [3.3

D’apres ces résultats et au seuil de risque de 0.05, nous concluons que :

- D’une part, il n’existe pas d’effet significatif du facteur variété sur la longueur

des radicules (p valeur = 0.8106 > 0.05), ni sur la longueur des tigelles (p valeur=

0.3296 > 0.05).

- D’autre part, les effets de la concentration de NaC'l sont trés hautement significatifs

sur les deux variables (p valeur= 1.196e — 07 pour la radicule, p valeur= 7.173e — 08

pour la tigelle).

- L’interaction (variété : concentration) n’a pas d’effet significatif (car p valeur > 0.05)

dans les deux cas.
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Response Radicule : Df | Sum Sq | Mean Sq | F value | Pr(>F)
VARIETE 1 7.9 7.9 0.0593 0.8106
CONCENTRATION 3 | 15930.8 | 5310.3 | 39.8227 | 1.196e — 07
VARIETE : CONCENTRATION | 3 81.9 27.3 0.2070 0.8917
Residuals 16 | 2133.6 133.6
Response Tigelle : Df | Sum Sq | Mean Sq | F value Pr(>F)
VARIETE 1 134.8 134.8 1.0111 0.3296
CONCENTRATION 3 | 17128.4 | 5709.5 | 42.8240 | 7.173e — 08
VARIETE : CONCENTRATION | 3 622.6 207.5 1.5565 0.2387
Residuals 16 | 2133.2 133.3

Signif. codes : 0 “*** 0.001 “**’ 0.01 “**> 0.05 ‘. 0.1 ‘1

TAB. 3.3 — Résultats obtenus par TANOVA 2.

3.2.2 Application de MANOVA 2

L’application de la technique MANOVA 2 nous a fournis les résultats présentés dans

le tableau [3.41

De la comparaison des p valeurs de chaque terme indiquées dans le tableau du test
MANOVA (tableau au seuil de signification (o = 0.05), nous concluons que :
Effet du facteur variété

D’une part, la p valeur associée a ce facteur est strictement supérieure a 0.05 pour
les quatre statistiques du test (Pillai, Wilks, Hotelling, Roy), donc il n’existe pas de
différence significative entre les longueurs moyennes des radicules et des tigelles selon
la variété.

Ce résultat est confirmé par le tableau oll nous avons observé que, pour un seuil
de risque o = 0.05, le facteur variété n’a pas d’effet significatif sur la longueur de la

radicule ni sur celle de la tigelle.
Effet du facteur concentration

Les différents tests statistiques indiquent un effet hautement significatif du facteur

concentration sur la longueur moyenne des radicules ainsi que sur celle des tigelles.
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Df | Pillai | approx F | num Df | den F | Pr(>F)
VARIETE 1 | 0.07963 | 0.6489 2 15 0.5367
CONCENTRATION 3 | 1.51215 | 16.5312 6 32 1.427¢ — 08 | ***
VARIETE :
CONCENTRATION 3 10.33930 | 1.0897 6 32 0.3896
Residuals 16
Df | Wilks | approx F | num Df | den F | Pr(>F)
VARIETE 1 |0.92037 | 0.6489 2 15 0.5367
CONCENTRATION | 3 | 0.03902 | 20.3108 6 30 | 2.459¢ — 09 | ***
VARIETE :
CONCENTRATION 3 | 0.67079 | 1.1049 6 30 0.3896
Residuals 16
Df | Hotelling-Lawely | approx F | num Df | den F Pr(>F)
VARIETE 1 0.0865 0.6489 2 15 0.5367
CONCENTRATION 3 10.5014 24.5032 6 28 6.249¢ — 10
VARIETE :
CONCENTRATION 3 0.4757 1.1101 6 28 0.3815
Residuals 16
Df | Roy | approx F | num Df | den F | Pr(>F)
VARIETE 1 |0.0865 | 0.649 2 15 0.5367
CONCENTRATION | 3 | 89171 | 47.560 3 16 | 3.403e — 08 | ***
VARIETE :
CONCENTRATION 3 | 0.4417 2.356 3 16 0.1104
Residuals 16

Signif. codes : 0 “*** 0.001 “**’ 0.01 “*’ 0.05 ‘> 0.1 ‘"’ 1

TAB. 3.4 — Résultats d’analyse de la variance multiple (MANOVA 2) avec les quatres
statistiques du test.

Ces résultats sont conformes a ceux obtenus précédemment dans ’analyse univariée.
Effet de l’interaction entre les deux facteurs

Les résultats de ’analyse de la variance multiple indiquent que l'interaction entre
les deux facteurs variété et concentration n’a pas d’effet significatif sur la longueur
moyenne des radicules et des tigelles.

Ce résultat est cohérent avec les p-valeurs rapportées dans le tableau [3.4] toutes

supérieures a 0.05, et confirme également les conclusions de ’ANOVA 2.
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3.2.3 Application de MANOVA 1

La MANOVA 1 permet d’analyser séparément l'effet de chaque facteur (variété ou

concentration) sur I’ensemble des variables dépendantes (longueur de radicule et de

tigelle).

L’application de la technique MANOVA 1 nous a fournis les résultats suivants

Df Valeur | approx F' | num Df | den Df |  Pr(>F)
Pillai 0.020656 | 0.22146 2 21 0.8032
Variété 1 Wilks 0.97934 | 0.22146 2 21 0.8032
Hotelling |, 591002 | 0.22146 2 21 0.8032
-Lawley
Roy 0.021092 | 0.22146 2 21 0.8032
Reésiduals 22
Df Valeur | approx F | num Df | den Df |  Pr(>F)
Pillai 1.4199 16.318 6 40 2.149¢e — 09
Concentration | 3 Wilks 0.0529 21.199 6 38 9.596e — 11
Hotelling | g 9698 | 26.888 6 36 | 6.515¢ — 12
-Lawley
Roy 7.8202 52.134 3 20 1.23e — 09
Résiduals 20

Signif. codes : 0 “***’ 0.001 “**’ 0.01 “*’ 0.05 ‘0.1 *’ 1

TAB. 3.5 — Résultats obtenus par MANOVA 1 (Exemple 2).

De la comparaison des p valeurs de chaque terme indiquées dans les tableaux du test

MANOVA [3.5) au seuil de signification a(a = 0.05), nous concluons que

Effet de la variété seule

La p-valeur obtenue (p valeur= 0.8032) est largement supérieure a 0.05, indiquant

I’absence d’un effet significatif de la variété d’orge sur la croissance.

Ce résultat est cohérent avec ceux obtenus précédemment par MANOVA 2.

Effet de la concentration seule

La p-valeur tres faible (p valeur= 2.15 x 107?) indique un effet hautement significatif

de la concentration de NaCl sur la croissance des plantules (radicule et tigelle).

Ce résultat confirme que le stress salin affecte fortement la germination, comme

46

Kokk
Koksk

kK

kxk



Chapitre 3. Application Numérique sous logiciel R

montré dans toutes les analyses précédentes.

Remarque 3.2.1 Les méthodes d’analyse appliquées ( ANOVA 2, MANOVA 2,
MANOVA 1) confirment que la salinité influence fortement la croissance des jeunes
plants d’orge, tandis que la variété n’a aucun effet significatif, et l'interaction entre

les deux facteurs est également non significative.
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Conclusion

En conclusion, nous pouvons confirmer que 'analyse de la variance multivariée
(MANOVA) constitue un outil statistique efficace permettant d’étudier les effets
de plusieurs variables indépendantes sur un ensemble de variables dépendantes si-
multanément. Elle se distingue particuliéerement de 1’analyse de variance univariée
(ANOVA) par sa capacité a traiter plusieurs variables dépendantes en méme temps,
offrant ainsi aux chercheurs une compréhension plus globale et approfondie des don-
nées. De plus, la MANOVA ne se limite pas & mesurer les effets également d’analyser
les effets d’interaction entre les variables, ce qui contribue & clarifier I’ensemble des
relations statistiques au sein du modele étudier. Gréace a cette approche, il devient
possible de mettre en évidence les relations complexes entre les variables dépen-
dantes, plutot que de les traiter séparément. Par ailleurs, la MANOVA se distingue
par sa capacité a réduire le nombre d’analyses nécessaires, en les intégrant dans un
seul test global. Cela rend les résultats plus cohérents et minimise les risques d’obte-
nir des conclusions contradictoires dues & la multiplication des tests séparés. Ainsi,
son utilisation permet non seulement un gain de temps et d’effort, mais renforce

également la précision de 'interprétation statistique.

Ce travail ouvre la voie & plusieurs perspectives futures, notamment ’analyse
des interactions entre facteurs, l'intégration de facteurs mixtes dans les modéles
MANOVA, ainsi que 'amélioration des méthodes pour traiter des données réelles

complexes.
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Annexe A : Rappel sur I’algébre
linéaire et quelques lois

statistiques

Dans cette Annexe on va présenter quelques notions sur I'algébre Linéaire ( matrice,

I'inverse d’une matrice,...) ainsi que les lois statistiques.

3.3 Rappel sur ’algébre linéaire
Définition 3.3.1 (Matrice)

Soient n, p deux entiers naturels non nuls.Nous appelons matrice & n ligne et p
colonnes de dimensionn n X p (ou matrice de type (n,p)) & coefficients dans k,
un tableau de nombres a;; de k avec i (i € {1,...,n}) désignant les lignes, et j

(7 € {1,...,p}) désignant les colonnes. La matrice est notée (a;j)i<i<n C’est une
1<5<p
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application de {1,...,n} x {1,...,p} dans k"™?  alors

aip Gz - Q1 v QAyp
Q21 Q22 -+ Q25 -+ A2
)
Qi1 Qg2 ccr Gyt Qip
ap1 Gp2 - Apj - dpp

Les nombres (a;;j)1<i<n sont appelés coefficients ou termes de la matrice. M., (k)
1<j<p

désigne ’ensemble des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients dans k.
Définition 3.3.2 (Matrice identitée)

La matrice identitée est une matrice carrée dont tous les coefficients de la diagonale
sont égaux & 1, et dont tous les autres sont nuls. Autrement dit A est une matrice
identité si

CLZ']‘:]_Si’L.:jetCLZ‘jZOSiZ'?éj,
On note I,, matrice identitée d’ordre n.
Définition 3.3.3 (Matrice nulle)

Nous appelons matrice nulle toute matrice carrée dont les coefficients sont tous nuls.

Dans ce cas a;; = 0,Vi,j € {1,....,n}.
Définition 3.3.4 (Matrice inversible)

Une matrice A de M,,(k) est dite inversible (ou réguliére), s’il existe une matrice B
dans M, (k) veérifiant AB = I,, = BA. Cette matrice B est alors unique, est appelée
I'inverse de A et notée A1, L’ensemble des matrices de M,, (k) inversibles est noté

GLn(K).
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Définition 3.3.5 (Matrice de transposition)

Une matrice A € M, (k) avec A = (a;;), la tranposée de A est la matrice de M,, (k)

défine par A" = (a;;) (les lignes de A sont les colonnes de A’ et inversement).
Définition 3.3.6 (Matrice Symétrique)

Nous disons qu’une matrice est symétrique si A = A.

Définition 3.3.7 (La trace)

La trace de la matrice A € M,, (k) est définie par la somme de ses éléments diagonaux
tT(A) =Qai1 + a2 + ... + Qpp = Zakk.
k=1

Définition 3.3.8 (Le déterminant)

Déterminants d’ordre 2

Soit A € My(k). Nous appelons déterminant de A le déterminant des vecteurs lignes

(ou colonnes) de A.

a1; A2
Le déterminant de la matrice carrée d’ordre 2 : A = est le nombre

Q21 A22

det A = |A| = 110922 — A120421.

Déterminant d’ordre 3
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Soit A une matrice carrée d’ordre 3, son déterminant est défini comme suit

Q22 Qa23 Q21 Q23 Q21 Q22
det A = |A| = a1 — a192 + a3

az2 as3 a3; Aass az1 as2

= a11(a22a33 - 6123@32) - &12((121@33 - a23a31) + G13(a21a32 - a22a31)-

Déterminant d’ordre n

@11 Q2 - Aip

a21 Q22 -+ Q2n
A= ,

Ap1 Ap2 - Ann

Considérons un élément a,; de A. Si on raye dans A la ligne et la colonne contenant
a;j, nous obtenons une matrice a n — 1 lignes et n — 1 colonnes notée A;;. Son

déterminant A;; s’appelle le mineur de a;; dans A.

Nous appelons cofacteur du terme a;; le produit (—1)"*7 4;;

det A = |A‘ = Z(—l)”jaij det Azg

3.4 Rappel sur quelques lois statistiques

Définition 3.4.1 ( La lot de Wishart )

Une matrice M(p,p) a une distribution de Wishart W,(n,X) si M peut s’écrire
M = X'X ou X est une matrice (n,p) aléatoire définie de la fagon suivante : les n

lignes de X sont des vecteurs aléatoires gaussiens de méme loi N (0, ¥) indépendants.
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La densité de probabilité de Wishart donnée par

|M|(n7p71)/2 exp(—%trzflM)

2np/2p(p=1/4 |22 T T (L (n 4 — 1))
=1

Définition 3.4.2 (La loi du T°de Hotelling)

Soit X un vecteur aléatoire multinormal N,(0,1) et M une matrice de Wishart

W,(n,I), indépendante de X, alors la variable aléatoire
T? =nX'M7'X;

suit une loi du 72 de Hotelling de paramétres p et n.

Définition 3.4.3 (La loi du lambda (A) de Willk’s)

Soit A et B deux matrices de Wishart W,(m,X) et W,(m,X) indépendantes ou
m > p, alors le quotient
Al
A= :
|A+ B|

a une distribution de Wilks de paramétres p, m et n, notée Ay, ) (cette distribution

ne dépend pas de X).
Définition 3.4.4 (La loi du khi-deux)

Soient Zi, ..., Z, une suite de variables aléatoires gaussiennes centrées réduites (E[Zi] =

Oet V(Zi)=1,i =1,p), nous appelons loi du khi-deux a p degrés de liberté (Xp2) la

p
loi de variable aléatoire ZZE

=1
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Sa densité de probabilité notée Xp2 est donnée par

f(I) - 2p/21F(1§9)€§2(x2>217

avec ['(x) :/ t" e tdt.
0
Définition 3.4.5 (La loi du Fisher Snedecor)

X1 et Xy étant des variables suivant indépendamment des lois X,f et Xp2, alors

. Xl/n

F—
Xo/p

est une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a n et p degrés de liberté, avec
la densité de probabilité correspondante est donnée par

(2)n/2ge I'(p)I(q)

1 P _ 1))
0= G e g 200 =1,y
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Annexe B : Abréviations et

notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont

expliquées ci-dessous :

ANOVA : Analyse de la variance.

MANOVA : Analyse de la variance multivarée.

Hy :  Hypothése nulle.

H, :  Hypotheése alternative.

SCrae : La variation due au facteur.

SChres :  La variation résiduelle.

SCrol : La variation totale.

CMpae : Carrés moyens associés au facteur.

CMpes :  Carrés moyens résiduels.

SCy :  La somme des carrés des erreurs du premier facteur.
SCp : La somme des carrés des erreurs du deuxiéme facteur.
SC. :  La somme des carrés des erreurs des deux facteurs.
ddl . Degrée de liberté.

N (p, 0%) . Loi normale despérence 1 et de variance o2.

Q; . L’effet de premiére facteur.

B . L’effet de deuxiéme facteur.
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Annexe B : Abréviations et notations

NO

L’effet d’interaction des deux facteurs.

Sont les erreurs de mesure.

Représente un effet global inconnu du facteur.
Espérence mathématique de la variable ¢;.

Une loi de Fisher de degrés de liberté (I — 1) et (n — I).
Statistique de test de Khi-deux.

La matrice factorielle.

La matrice résiduelle.

La matrice total (H + F).

Lambda de Wilks (statistique utilisée dans MANOVA).

Niveaux du facteurs.
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Résumeé

Dans ce travail, nous avons présenté deux méthodes statistiques: 1’analyse de la variance
univarée (ANOVA) et I’analyse de la variance multivariée (MANOVA). L’ANOVA permet
d’étudier I’effet d’une ou de plusieurs variables qualitatives sur une variable quantitative, en
suivant méthodologie précise allant de la vérification des hypothéses jusqu’a I’interprétation
des résultats a ’aide du test F. La MANOVA étend cette approche a un ensemble de variables
dépendantes, en s’appuyant sur des matrices de sommes de carrés et des produits, et en
utilisant des tests statistiques tels que Wilks, Pillai et d’autres. Deux exemples de données
réelles ont été traités a 1’aide du logiciel R.

Mots clés : ANOVA, MANOVA , moyennes, echantillon, variable quantitative, variable
qualitative.

Abstract

In this work, we presented two statistical methods: univariate analysis of variance (ANOVA)
and multivariate analysis of variance (MANOVA),where ANOVA allows studying the effect
of one or several qualitative variables on a quantitative variable, by following a precise
methodology starting from verifying the hypotheses to interpreting the results using the F-test.
MANOVA extends this approach to include a set of dependent variables based on matrice of
sums of squares and product, and uses statistical tests such as Wilks” Lambda, Pillai’s Trace
and others. Two examples of reel data are processed using the R program.

Keywords : ANOVA, MANOVA , mean , sample, quantitative Variable, qualitative
Variable.
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