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Notations et symbols

IA (x) : désigner la fonction indicatrice de l�ensemble A:

Fn : Fonction de répartition empirique.

fh : Estimateur par l�histogramme de la densité.

fn : Estimateur à noyau de la densité.

E [�] : Espérance mathématique.

Var [�] : Variance mathématique:

B [�] : Biais mathématique.

MSE [�] : Erreur quadratique moyenne.

MISE [�] : Erreur quadratique emoyenne intégré.

AMSE [�] : Erreur quadratique moyenne asymptotique.

AMISE [�] : Erreur quadratiqu emoyenne intégré asymptotique

h�opt : Paramètre de lissage optimale globale.

hopt : Paramètre de lissage optimale locale:

Q et Qn : Fonctions des quantiles et quantiles empiriques.
Dw : Convergence en loi.

(g � f) (x) : Produit de convolution entre f et g:
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Introduction

L�ajustement des modèles de probabilités vise à trouver le modèle statistique op-

timal re�étant �dèlement la structure réelle des données. Cela inclut le choix du

modèle approprié, l�estimation précise de ses paramètres, ainsi que la comparaison

de ses résultats avec les données réelles pour évaluer sa qualité et son e¢ cacité.

Plus le modèle est bien ajusté, plus il est capable d�expliquer et de prévoir les

phénomènes, ce qui en fait un outil d�analyse et de prise de décision plus per-

formant. Comme les modèles statistiques varient en fonction de la nature des

données et des phénomènes étudiés, plusieurs méthodes d�ajustement des modèles

ont vu le jour. Elles sont généralement classées en deux grandes catégories : les

méthodes paramétriques et les méthodes non paramétriques. Les méthodes para-

métriques sont des techniques statistiques qui supposent que les données suivent

des distributions connues avec des paramètres �xes. Elles sont utilisées pour leur

e¢ cacité et leur précision, notamment avec de grands échantillons. Leur objectif

est d�estimer la fonction de densité de probabilité ainsi que ses paramètres en uti-

lisant des téchniques comme le maximum de vraisemblance ou les moments. Elles

servent également à tester des hypothèses. Malgré leurs avantages, ces méthodes

présentent des limites telles que la dépendance à des hypothèses qui peuvent être

erronées concernant la forme de la distribution, une faible performance avec des

échantillons de petite taille ou hétérogènes, une sensibilité aux valeurs aberrantes,
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Introduction

et un éventuel écart entre les données réelles et les modèles théoriques.C�est pour-

quoi, on a parfois recours aux méthodes non paramétriques, qui constituent une

alternative e¢ cace aux méthodes paramétriques. Elles ne supposent pas une forme

spéci�que de distribution et ne dépendent pas de paramètres �xes, mais se basent

directement sur les données disponibles. Elles s�appuient souvent sur l�ordre ou la

fréquence des valeurs plutôt que sur leurs valeurs numériques.

Dans ce travail, nous aborderons deux méthodes paramétriques, dans le but d�étu-

dier comment ajuster des modèles de probabilité et analyser la qualité de l�adé-

quation entre les modèles théoriques et les données empiriques. Ce mémoire est

composé deux chapitres :

Dans le premier chapitre, nous aborderons l�estimation de la densité de pro-

babilité, selon deux méthodes : l�histogramme et la méthode du noyau. Nous

étudierons également l�estimation des quantiles et quelques-unes de ses proprié-

tés.

Dans le deuxième chapitre, nous étudions les tests non paramétriques et leur

importance dans la validation et l�ajustement des modèles probabilistes, et ce à

travers l�analyse des données par des comparaisons et des déductions basées sur

des échantillons. Le but est de véri�er ou de rejeter les hypothèses et de choisir

le test optimal en termes d�e¢ cacité et de précision, et ce en se basant sur des

travaux antérieurs.

En�n, nous consacrons dans chaque chapitre une partie de l�étude à l�aspect ap-

pliqué, où nous appuyons sur la simulation de données dans le but de comparer

les valeurs empiriques extraites des échantillons avec les valeurs théoriques, et

d�évaluer la performance des méthodes d�estimation et des tests abordés.
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Chapitre 1

Estimation non paramétrique

Soit (X1; :::; Xn) un échantillon d�une variable aléatoire (v.a) X suivant une loi de

probabilité inconnue F (x) := P (X � x) : L�estimation de la fonction de distribu-

tion F pose un majeur problème en statistique mathématique. L�une des méthodes

utilisées est l�estimation paramétrique qui consiste à choisir un modèle de proba-

bilité paramétré F� adéquat à la distribution F: Les méthodes d�adéquation (ou

d�ajustement) sont basées sur des tests statistiques tels que le test de kolmogorov,

le test de Cramer von-mises, le test de test d�Anderson-Darling.... Cependant le

choix d�un modèle approprié de F n�est pas assez facile en général. En e¤et, les p-

valeurs correspondantes aux tests statistiques indiqués sont rarement supérieures

à 0:05: Ainsi, la statistique non paramétrique est une approche alternative de la

méthode paramétrique. Cette deuxième méthode est basée que sur l�échantillon

(X1; :::; Xn) et qu�elle n�exige aucun modèle probabiliste à priori. L�estimateur non

paramétrique usuel de la distribution F est la fonction de répartition empirique :

Fn (x) :=
1

n

nX
i=1

IfXi�xg; (1.1)

3



Chapitre 1. Estimation non paramétrique

où IA désigne la fonction indicatrice de l�ensemble A: D�après le théorème de

Glivenko-Cantelli Fn converge uniformément vers F presque surement. L�estima-

tion de la densité de probabilité f (x) := dF (x) =dx; à son tour pose aussi un

problème en statistique inférentielle. Bien que l�estimateur Fn converge vers F

mais ceci ne peut pas servir l�estimation de f et vu son handicap de discontinuité.

Dans les prochains paragraphes, nous exposons la célèbre méthode d�estimation

non-paramétrique de la densité connue par "l�estimation à noyau".

1.1 Estimation de la densité par l�histogramme

Supposons que le support d�une densité de probabilité f est [0; 1] et soit ck :=

[k�1
m
; k
m
[; k = 1; :::;m une partition de [0; 1]. Soit :

pk := F

�
k

m

�
� F

�
k � 1
m

�
=

Z
ck

f(x)dx =

Z
Ick (x) f(x)dx = E [Ick (X)] :

Observons qu�on a approché f par une fonction en escaliers, constante par mor-

ceaux sur l�intervale ck; dé�nie par :

fh (x) :=

mX
k=1

pk
h
Ick (x) ;

où h := 1=m, étant la longueur de ck: Ainsi, un estimateur de f peut etre donné

en estimant fh, en d�autres termes :

bfh (x) := mX
k=1

bpk
h
Ick (x) ;

où

bpk := bE [Ick (X)] = n�1 nX
i=1

Ick (Xi) :
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Chapitre 1. Estimation non paramétrique

Nous avons les propriétés suivantes :

1. E
h bfhi = pk=h; par conséquent le biais de bfh est B( bfh) = pk=h� fh:

2. Var
h bfhi = pk(1� pk)= (nh2) :

3. MSE
h bfhi = B2( bfh) +Var h bfhi ; ce qui implique que :

MSE( bfh) = �pk
h
� f(x)

�2
+
pk(1� pk)
nh2

:

4. MSIE( bfh) = R MSE( bfh (x))dx; ainsi :
MSIE( bfh) = Z f 2(x)dx+

1

nh
� 1

h

�
1 +

1

n

� mX
k=1

p2k:

5. h�opt := argminhMISE( bfh), ce qui donne :
h�opt =

�
6=

Z
f 2(x)dx

� 1
3

n�1=3:

6. La vitesse de convergence de bfh vers f est d�ordre n�2=3:
Remarque 1.1.1 Les preuves de ces propriétés se trouvent en détail dans [3],

[6], [9], [18], [21].

Remarque 1.1.2 Plus généralement, si le support de la densité f est [a; b]; on

peut prendre ck = [a+ (k � 1)h; a+ kh[ où h = (b� a) =m; k = 1; :::;m� 1:
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Chapitre 1. Estimation non paramétrique

1.2 Estimation de la densité par la méthode du

noyau

Rappelons que la densité de probabilité f est la dérivée de la fonction de réparti-

tion F; en d�autres termes :

f (x) =
dF (x)

dx
= lim

h!0

F (x+ h)� F (x� h)
2h

:

Pour obtenir un estimateur fn de f , il su¢ t de remplacer F par la fonction de

répartition empirique Fn dé�nie dans.(1.1), c�est- à -dire :

fn(x) =
Fn (x+ h)� Fn (x� h)

2h
=

1
n

Pn
i=1 IfXi � x+hg � 1

n

Pn
i=1 IfXi � x�hg

2h
;

laquelle peut être réécrite en :

fn (x) =
1

2nh

 
nX
i=1

IfXi�xh
� 1g �

nX
i=1

IfXi�xh
� �1g

!
=

1

2nh

X
If�1 �Xi�x

h
� 1g;

ainsi :

fn (x) =
1

nh

nX
i=1

1

2
IfjXi�xh

j� 1g:

Cette dernière expression peut être réécrite sous la forme suivante :

fn;K (x) =
1

nh

nX
i=1

K(
Xi � x
h

);

où K (t) := 1
2
Ifjtj<1g comme étant une fonction poids (ou noyau, kernel en an-

glais). Cette formule est connue par l�estimateur à noyau uniforme proposé pour

la première fois par Rosenblatt en 1956 [21] . L�estimateur fn étant discontinu sur

6



Chapitre 1. Estimation non paramétrique

son support, donc pour le rendre lisse, Parzen (1962) [18], propose de choisir une

fonction noyau continue K de telle sorte que :

fn;K (x) =
1

nh

nX
i=1

K

�
Xi � x
h

�
: (1.2)

Proposition 1.2.1 Si K est une densité (K > 0;
R1
�1K(t) = 1) alors fn;K l�est

aussi et a les mêmes propriétés de K; c�est-à- dire : fn;K (x) dx = 1; la continuité

et la dérivabilité.

Preuve 1.2.1 Puis que K � 0 alors fn;K � 0 et que les propriétés de dérivabilité

de K se projettent sur l�estimateur fn;K : Montrons que
R1
�1 fn;K (x) dx = 1: En

e¤et, nous avons :

Z 1
�1
fn;K (x) dx =

1

nh

nX
i=1

Z 1
�1
K

�
Xi � x
h

�
dx:

En utilisant le changement de variable t = (Xi � x) =h on obtient :

Z 1
�1
fn;K (x) dx =

1

nh

nX
i=1

Z 1
�1
K (t)hdt

=
1

n

nX
i=1

Z 1
�1
K (t) dt =

Z 1
�1
K (t) dt = 1:

Pour la suite, nous utiliserons les notions suivantes :

�2 (K) :=

Z
t2K (t) dt; R (K) :=

Z
K2 (t) dt; R(H) :=

Z
H2 (t) dt;

R (f) :=

Z
f 2 (x) dx et R (f 00) :=

Z
f 00

2

(x) dx :

Proposition 1.2.2 Soit fn;K l�estimateur de f; dé�ni en (1.2), et K un noyau,

borné, symétrique, de moment d�ordre 2 �ni, véri�ant les propriétés suivantes :
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Chapitre 1. Estimation non paramétrique

1. E [fn;K (x)] = fn;K (x) + (h2=2) f 00 (x)�2 (K) + o (h2) ; ce qui implique que :

B [fn;K (x)] =
�
h2=2

�
f 00 (x)�2 (K) + o

�
h2
�
:

2. Var [fn;K (x)] = (1=nh) f (x)R (K) + o (1= (nh)) :

3. AMSE [fn;K (x)] = (h4=4) f 00
2
(x)�22 (K)+(nh)

�1 f (x)R (K)+o (1= (nh))+

o (h2) :

4. MSE [fn;K (x)] = (h4=4) f 00
2
(x)�22 (K) + (1=nh) f (x)R (K) :

5. AMISE [fn;K (x)] = (h4=4)�22 (K)R (f
00) + (1=nh)R (K) :

6. h�opt := argminhMISE [fn;K (x)] ce qui signi�e que :

h�opt =
�
R (K) =�22 (K)R (f

00)
�1=5

n�1=5:

7. hopt := argminMISE [fn;K (x)] ce qui signi�e que :

hopt =
�
R (K) f (x) =�22 (K) f

00 (x)2
�1=5

n
�1=5
:

8. La vitesse de convergence de fn vers f est d�ordre n�4=5:

Remarque 1.2.1 Les preuves de ces propriétés aussi se trouvent en détail dans :

[3], [6], [16], [18], [21].

Ce qui conduit à dé�nir un estimateur de la fonction de répartition F par :

Fn;k(x) :=

Z x

�1
fn;k (t) dt =

1

nh

nX
i=1

Z x

�1
K

�
Xi � t
h

�
dt:

8



Chapitre 1. Estimation non paramétrique

En faisant le changement de variables s = (Xi � t) =h; on obtient :

Fn;k(x) =
1

n

nX
i=1

Z 1
(Xi�x)=h

K (s) ds:

On pose H (s) :=
R1
s
K (t) dt; ce qui implique que �dH (s) = K (s) ds; Par

conséquent :

Fn;K(x) = �
1

n

nX
i=1

Z 1
(Xi�x)=h

dH (s) = � 1
n

nX
i=1

�
H (1)�H

�
Xi � t
h

��
:

Comme H (1) = 0; alors :

Fn;K(x) = n
�1

nX
i=1

H

�
Xi � x
h

�
: (1.3)

Propriété 1.2.1 L�estimateur Fn;K dé�ni en (1.3) véri�e les propriétés suivantes :

1. E [Fn;K (x)] = F (x) + (h2=2) f
0
(x)�2 (K) + o (h

2), ce qui implique :

B [Fn;K (x)] =
�
h2=2

�
f
0
(x)�2 (K) + o

�
h2
�
:

2. Var [Fn;K (x)] = (h=n) f (x)R (H) + o (h=n) :

3. AMSE [Fn;K (x)] = (h4=4) f
02
(x)�22 (K) + (h=n) f (x)R (H) + o (h=n) +

o (h2) :

4. MSE [Fn;K (x)] = (h4=4) f
02
(x)�22 (K) + (h=n) f (x)R (H) :

5. AMISE [Fn;K (x)] =
R
AMSE [Fn;K (x)] dx; ce qui signi�e que :

AMISE [Fn (x)] =
�
h4=4

�
�22 (K)R (f

0) + (h=4)R (H) :

6. h�opt = argminhMISE [Fn;K (x)] = (R (H) =�
2
2 (K)R (f

0))
1=3
n�1=3:

9



Chapitre 1. Estimation non paramétrique

7. hopt = argminhMISE [Fn;K (x)] =
�
R (H) f (x) =�22 (K) f

0 (x)2
�1=3

n�1=3:

Propriété 1.2.2 L�estimateur Fn dé�ni en (1.1), véri�e :

�B [Fn(x)] = 0:

�Var [Fn(x)] = 1
n
F (x)(1� F (x)):

� Fn converge vers F en probabilité, en moyenne quadratique et en loi.

� supx2R jFn(x)� F (x)j ! 0 quand n!1; presque sûrement.

Exemple 1.2.1 Nous allons comparer l�estimation par noyau de quelques lois à

leurs densités théoriques :

­4 ­2 0 2 4

0.
0

0.
2

N(0, 1)

x

de
ns

iti
es

densité théorique
densité empirique

5 10 15

0.
00

0.
10

N(10 , 4)

x1

de
ns

iti
es

densité théorique
densité empirique

0 1 2 3 4

0.
0

0.
4

0.
8

1.
2

exp (λ = 2)

z

de
ns

iti
es

densité théorique
densité empirique

0.0 0.5 1.0

0.
0

0.
4

0.
8

Uniform sur [0,1]

u

de
ns

ite
s

densité théorique
densité empirique

Fig. 1.1 � Comparaison de l�estimation de densité par noyau avec la densité
théorique pour les lois normale, exponentielle et uniforme.

1.2.1 Quelques noyaux usuels

Les noyaux couramment utilisés sont :
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Chapitre 1. Estimation non paramétrique

� Les noyaux uniforme, triangulaire et quadratique respectivement :

1

2
Ifjtj<1g; (1� jtj)Ifjtj<1g et

15

16
(1� t2)2Ifjtj<1g:

� Les noyaux d�Epanechnikov, gaussien, cubique, et circulaire respectivement :

3

4
(1� t2)Ifjtj<1g;

1p
2�
e�

t2

2 ; t 2 R; 35
32
(1� t2)3Ifjtj<1g et

�

4
cos(

�

2
t)Ifjtj<1g:

Nous présentons ci-dessous un graphique illustrant la comparaison entre les noyaux

étudiés.

­2 0 2 4

0.
0

0.
1

0.
2

0.
3

0.
4

 pour (n = 300)

x

y

g aussienne
triangulaire
uniforme

épanechnikv
biweight (quadrat ique)
cosinus (circulaire)

Fig. 1.2 �Quelques noyaux usuels.
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Chapitre 1. Estimation non paramétrique

1.2.2 E¢ cacité relative

Lors de la dé�nition d�un estimateur à noyau, il faut non seulement choisir la taille

de la fenêtre h;mais aussi sélectionner le noyauK: Pour identi�er le noyau optimal,

il su¢ t d�insérer la valeur de la fenêtre optimale h�opt dans la AMISE [fn;K (x)]

qui nous donne :

AMISE [fn;K (x)] =
h�4opt
4
�22 (K) (f

00) +
R (K)

nh�opt
:

Plus précisément :

AMISE [fn;K (x)] =
1

4

�
R (K)

�22 (K)R (f
00)

�4=5

�22 (K)R (f
00)n�4=5

+

�
R (K)

�22 (K)R (f
00)

��1=5
n�4=5R (K) :

On peut montrer que cette dernière formule peut être mise sous la forme suivante :

AMISE [fn;K (x)] =
5

4

�
R (K)4 �22 (K)R (f

00)
	1=5

n�4=5: (1.4)

La minimisation de (1.4) par rapport à K donne comme solution le noyau dit

d�Epanechnikov. Ainsi on dé�nit l�e¢ cacité relative par :

eff(K) =
AMISE (Kopt)

AMISE (K)
=

 
R (Kopt)

4 �22 (Kopt)

R (K)4 �22 (K)

!1=5
� 1;

où Kopt le noyau d�Epanechnikov.
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Chapitre 1. Estimation non paramétrique

1.2.3 Choix du paramètre de lissage

Le paramètre h dépend des dérivées, quantité f 0 et f 00 qui sont elles-mêmes in-

connues. Pour résoudre ce problème, on propose une méthode :

La Règle de référence à la loi normale une méthode statistique qui repose

sur l�hypothèse que les données ou les variables étudiées suivent une distribution

normale ce qui permet d�utiliser la densité de loi normale :

f(x) =
1

�
p
2�
exp

(
�1
2

�
x� �
�

�2)
:

On calcule la dérivée première :

f 0(x) =
x� �
�3
p
2�
exp

(
�1
2

�
x� �
�

�2)
;

ainsi que la dérivée deuxième :

f 00(x) =
� � x+ �
�4
p
2�

exp

(
�1
2

�
x� �
�

�2)
:

Après avoir calculé les dérivées, nous calculons R(f 00) comme suit :

R(f 00) =

Z
f 00(x)2dx =

Z  
� � x+ �
�4
p
2�

exp

(
�1
2

�
x� �
�

�2)!2
dx

=
1

�82�

Z
(� � x+ �)2 exp

(
�1
2

�
x� �
�

�2)2
dx

=
1

�62�

Z �
1� x+ �

�

�2
exp

(
�
�
x� �
�

�2)
dx

=
1

�62�

Z  
1 +

�
x+ �

�

�2
� 2

�
x+ �

�

�!
exp

(
�
�
x� �
�

�2)
dx:
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Chapitre 1. Estimation non paramétrique

En e¤ectuant le changement de variable suivant : t=2 = x��=� =) x = �=
p
2t+

� =) dx = �=
p
2dt. Ce qui permet d�obtenir R(f 00) comme suit :

R(f 00) =
1

�62�

Z �
1� 2t=

p
2 + t2=2

�
e�t

2=2�=
p
2dt;

comme E [N (0; 1)] = 0 et Var [N (0; 1)] = 1; par conséquent :

R(f 00) =
1

�52
p
�
+

1

�54
p
�
=
1

�5
3

8
p
�
;

ainsi, pour un R(f 00) �xé, on trouve :

h�opt =

�
8
p
�R(K)

3�22(K)

� 1
5

n�
1
5b�:

Où b� est un estimateur avec biais de la variance dé�nie comme :
b� :=  n�1 nX

i=1

�
Xi �X

�!�1=2
:

1.2.4 Estimation à noyau de la fonction des quantiles

Soit X une variable aléatoire ayant une loi de probabilité F (x) := P (X � x) : La

fonction des quantiles, ou l�inverse généralisée, associée à F est dé�nie par :

Q (s) := F � (s) = inf fx : F (x) � sg ; pour 0 < s < 1:

On dit que :

* Q(0:5) est la médiane .

* Q(0:25) le premier quartile .

14



Chapitre 1. Estimation non paramétrique

* Q(0:75) le troisième quartile.

* Q(0:1) le premier décile .

* Q(0:8) le huitième décile.

Dé�nition 1.2.1 Soient X1:n � ::: � Xn:n les statistiques d�ordre associées à un

échantillon (X1; :::; Xn) d�une variable aléatoire X ayant une loi de probabilité F:

La fonction empirique des quantiles est dé�nie par :

Qn(s) = F
�1
n (s) = inf fx 2 R : Fn(x) � sg ; pour 0 < s < 1:

étant Fn la fonction de répartition emprique usuelle. On montre que :

Qn(s) = Xi:n; pour
i� 1
n

< s � i

n
; i = 1; 2; :::; n:

Observons que pour tout 0 < p < 1 on a :

[np]

n
< p � [np] + 1

n
:

Donc si on prend i = [np] + 1; on en déduit que Qn(p) = X[np]+1:n, ce qui fournit

un estimateur non paramétrique du quantile d�ordre p:

Observons maintenant que :

X[np]+1:n = n

Z [np]+1
n

[np]
n

Qn(t)dt = n

Z 1

0

Qn(t)I( [np]n < t � [np]+1
n )dt

= n

Z 1

0

Qn(t)I( [np]n �p < t�p � [np]+1
n
�p)dt:
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Chapitre 1. Estimation non paramétrique

Rappelons que [x] � x � [x] + 1; par conséquent :

X[np]+1;n = n

Z 1

0

Qn(t)I(np�1n
�p < t�p �np+1

n
�p)dt

= n

Z 1

0

Qn(t)I(� 1
n
< t�p � 1

n)
dt

= n�1
Z 1

0

Qn(t)I(j p�t
n�1 j� 1)dt:

En d�autres termes :

X[np]+1:n =
1

h0

Z 1

0

Qn(t)k
�
�
p� t
h0

�
dt;

où k� (x) = Ijxj�1 et h0 := 1=n: Notons que
R +1
�1 k

� (x) dx = 1: Ansi on a dé�nit un

estimateur à noyau des quantiles d�ordre p comme étant le produit de convolution

entre Qn et Kh :

Qn;k (p) = (Qn � kh) (p) =
Z 1

0

Qn(t)kh (p� t) dt;

où kh (x) := 1
h
k
�
x
h

�
: D�après la représentation on peut écrire :

Qn;k(p) =
nX
i=1

Xi:n

Z i=n

(i�1)=n
h�1k

�
p� t
h

�
dt

=
nX
i=1

Xi:nh
�1
�
K

�
p� i=n
h

�
�K

�
p� (i� 1) =n

h

��
;

où K (t) :=
R t
�1 k(s)ds:

Propriété 1.2.3 Sous certaines conditions sur le noyau K et le paramètre de

lissage h on a :
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Chapitre 1. Estimation non paramétrique

1. Le biais de Qn;k(p) est :

B [Qn;k (x)] =
1

2
h2
�Z 1

0

y2k(y)dy

�
Q

00
(p) + o(h2) +O

�
n�1
�
:

2. Par des arguments similaires, on obtient :

Var [Qn;k (x)] =
p(1� p)
n

(Q0n (p))
2�(h=n) (Q0n (p))

2

Z
yk(y)K(y)dy+o(h=n):

Les formules asymptotiques de B [Qn;k (x)] et de Var [Qn (x)] sont obtenues

par Sheather et Marron (1990). [23].

3. Erreur quadratique moyenne de Qn;k (x) :

Supposant que Q00 est continue au voisinage de p et que k est symétrique

autour de 0: Pour tout p 2 (0; 1) et pour F est symétrique et p 6= 0 on a :

MSE [Qn:k (p)] =
p(1� p)
n

(Q0 (p))
2
+
h4

4
(Q00 (p))

2
�22(k)

� h
n
(Q0 (p))

2
'(k) + o

�
h=n+ h4

�
:

Pour plus de détails voir Falk (1984),[11].

Preuve 1.2.2 1:Le biais de Qn;k(p) est :

B [Qn;k(p)] = E [Qn;k(p)�Q (p)] = E [Qn;k(p)]�Q (p) :

Nous avons

E [Qn;k(p)] = E

�Z 1

0

Qn (x)h
�1k

�
p� x
h

�
dx

�
=

nX
i=1

E [Xi:n]

Z i=n

(i�1)=n
h�1k

�
p� x
h

�
dx:
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Chapitre 1. Estimation non paramétrique

D�après la formule (4:6:3) dans David and Nagaraja (2003) [10], on a :

E [Xi:n] = Q

�
i

n+ 1

�
+O

�
n�1
�
; quand n!1;

ce qui implique que :

E [Qn;k(p)] =
nX
i=1

Q

�
i

n+ 1

�Z i=n

(i�1)=n
h�1k

�
p� x
h

�
dx

+O

�
1

n

�Z 1

0

h�1k

�
p� x
h

�
dx:

Comme 0 <
R 1
0
h�1k

�
p�x
h

�
dx < 1; donc :

E [Qn;k(p)] =
nX
i=1

Q

�
i

n+ 1

�Z i=n

(i�1)=n
h�1k

�
p� x
h

�
dx+O

�
n�1
�
:

En utilisant le théorème des accroissements �nis, on peut écrire :

Q (x)�Q
�

i

n+ 1

�
=

�
t� i

n+ 1

�
Q0 (pi) ;

où i
n+1

< pi < x <
i
n
: On note que Q0 (pi) est �nie et que pour i�1

n
< x < i

n
on a :

����x� i

n+ 1

���� < 1

n
:

Par conséquent :

Q (x) = Q

�
i

n+ 1

�
= O

�
n�1
�
;

uniformément sur t: Ainsi :

E [Qn;k(p)] =

nX
i=1

Z i=n

(i�1)=n
Q (x)h�1k

�
p� x
h

�
dx+O

�
n�1
�
:
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Observons maintenant que :

B [Qn;k(p)] =
nX
i=1

Z i=n

(i�1)=n
(Q (x)�Q (p))h�1k

�
p� x
h

�
dx+O

�
n�1
�

=

Z 1

0

(Q (x)�Q (p))h�1k
�
p� x
h

�
dx+O

�
n�1
�
:

En utilisant le changement de variables on a y = (p� x) =h on obtient x = p�yh

et dx = �hdy: Donc si x = 0 =) y = p=h et si x = 1 =) y = p � 1=h; par

conséquent, le biais de Qn;k devient :

B [Qn;k (x)] = �
Z p�1=h

p=h

k(y) (Q (yh+ p)�Q (p)) dy +O
�
n�1
�
:

En appliquant la formule de Taylor d�ordre 2, on obtient :

Q (yh+ p) = Q (p)� (yh)Q0
(p) +

�
(yh)2 =2

�
Q

00
(p) + o(h2);

quand n!1; ainsi :

B [Qn;k (x)] =
1

2
h2
�Z 1

0

y2k(y)dy

�
Q

00
(p) + o(h2) +O

�
n�1
�
:

Exemple 1.2.2 Nous allons comparer l�estimation par noyau de quelques lois à

leurs quantiles théoriques :
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Fig. 1.3 �Comparaison de l�estimation des quantiles par noyau avec les quantiles
théoriques pour les lois normale, exponentielle et uniforme.
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Chapitre 2

Tests non paramétrique

Les tests statistiques sont des outils utilisés pour prendre une décision entre deux

hypothèses (H0 et H1), en se basant sur des données extraites d�un échantillon

donné. Lors de l�analyse des données de l�échantillon, on ne se repose pas sur

une distribution spéci�que ou conditionnelle, ce qui rend les tests plus �exibles.

C�est ce qu�on appelle les tests non paramétriques qui sont considérés comme

plus robustes. Ils sont adaptés aux petits échantillons et sont moins sensibles

aux valeurs aberrantes. Ils sont également utilisés avec des données ordinales ou

qualitatives.

On distingue deux types de tests : les tests basés sur les rangs et ceux basés sur

les distributions. Dans la section qui suit, nous présenterons chaque type à l�aide

d�exemples."

2.1 Tests basés sur les rangs

Étant donné deux variables aléatoires indépendantes X et Y qui suivent les lois

de probabilités FX (x) := P (X � x) et FY (x) := P (Y � x) respectivement. On
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Chapitre 2.Tests non paramétrique

s�intéresse au test d�homogénéité suivant :

H0 : FX = FY contre H1 : FX 6= FY :

Soient (X1; :::; Xn1) et (Y1; :::; Yn1) deux échantillons de X et Y de tailles n1 et n2

respectivement. On considère l�échantillon (X1; :::; Xn1 ;Y1; :::; Yn2) qu�on note par

(Z1; :::; Zn) ; où n := n1+n2: Ce dernier peut être considéré comme étant un échan-

tillon issu d�une variable aléatoire Z de loi de probabilité H (z) := P (Z � z) : On

dé�nit le rang de l�observation Xj dans l�echantillon (Z1; :::; Zn) par :

Rn (Xj) :=
nX
i=1

I(Zi�Xj) = nHn (Xj) ;

oùHn (z) := n�1
Pn

i=1 IfZi�zg désigne la fonction de répartition empirique associée

à (Z1; :::; Zn) : En d�autres termes, le rang de Xj n�est autre que la position de

celle-ci dans l�échantillon ordonné Z1:n � ::: � Zn:n: Il est important de souligner

qu�on cas d�ex aequo on prend la moyenne des rangs des deux observations.

Exemple 2.1.1 Soient f�1; 11; 5g et f0; 7g deux échantillons indépendants is-

suent de deux variables aléatoires X et Y respectivement. Ici n1 = 3; n2 = 2;

n = 3 + 2 = 5 et

(Z1; Z2; Z3; Z4; Z5) = (�1; 11; 5; 0; 7) :

Par exemple le rang de X3 � Z3 = 5 est :

nX
i=1

I(Zi�5) =

8><>: 1 si Zi � 5

0 si Zi > 5
= 3:
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Nous allons annoncer quelques tests statistiques qui répondent au problème ci-

dessus. Il s�agit de tests statistiques non paramétriques utilisés pour comparer

deux échantillons ou plus, a�n de déterminer s�il existe des di¤érences statisti-

quement signi�catives entre eux. Ces tests se basent sur les statistiques des rangs

plutôt que sur l�échantillon lui même. Ceci les rendent particulièrement adaptés

lorsque les conditions d�application des tests paramétriques (comme la normalité

des distributions) ne sont pas remplies.

2.1.1 Test de Wilcoxon

La statistique du test de Wilcoxon est dé�nie par :

W (X; Y ) :=

8><>:
Pn1

i=1R (Xi) si n1 � n2;Pn2
i=1R (Yi) si n1 � n2;

oùR (Xi) etR (Yi) sont les rangs des deux l�observationsXi et Yi dans l�echantillon

(X1; :::; Xn1 ;Y1; :::; Yn2) ; respectivement. On accepte H0 si W � W� où W� est le

quantile à la statistique de Wilcoxon d�ordre �:

Théoréme 2.1.1 Si min(n1; n2) � 10; nous utilisons l�approximation de la loi

normale :

Z := W � E (W )p
Var (W )

D' N(0; 1):

On accepte H0 si jZ (0; 1)j � z1��=2 où z1��=2 est le quantile d�ordre 1 � �=2 de

loi normal centrée-réduite. Il est important de souligner que si n1 � n2 :

E (W ) = (n1 (n+ 1)) =2 et Var (W ) = (n1n2 (n+ 1)) =12;
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et si n1 � n2 :

E (W ) = (n2 (n+ 1)) =2 et Var (W ) = (n1n2 (n+ 1)) =12:

Exemple 2.1.2 Les données sur le taux hebdomadaire de production d�articles

de deux lignes de production di¤érentes pour 11 semaines sont les suivantes :

Ligne 1 36 36 38 40 40 41 41 41 42 42 43

Ligne 2 28 29 29 34 37 37 39 40 41 43 44

Pour calculer la statistique de Wilcxon on classe les valeurs des observations par

ordre croissant :

28; 29; 29; 34; 36; 36; 37; 37; 38; 39; 40; 40; 40; 41; 41; 41; 41; 42; 42; 43; 43; 44:

Les deux lignes de production ont le même nombre de tailles, ainsi nous choisirons

les rangs des observations par ordre croissant uniquement celles de la ligne 1 :

fR (Xi)gi=1;11 = f5:5; 5:5; 9; 12; 12; 15:5; 15:5; 15:5; 18:5; 18:5; 20:5g :

Donc la statistique de Wilcoxon est :

W =
11X
i=1

R (Xi) = 148;

et on a :

E (W ) =
11(22 + 1)

2
= 126:5 et Var (W ) =

11� 11 (22 + 1)
12

= 231:
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Ce qui implique que :

Z = 148� 126; 5p
231

= 1; 41:

Pour � = 5% ona Z = 1; 41 � z1��
2
= 1; 96 donc, on accepte H0 : FX = FY :

En d�autres termes les deux variables aléatoires Ligne 1 et Ligne 2 sont égales en

distribution.

Code R :

wilcoxon_w_pvaleur = function(x, y) {

combined = c(x,y)

ranks =rank(combined)

n1=length(x)

n2=length(y)

ranks_x = ranks[1 :n1]

ranks_y = ranks[n1+1 :n1+n2]

if (n1 <= n2) {

W = sum(ranks_x)

} else {

W = sum(ranks_y) }

p-value =1-pnorm(W, mean = (n1 * (n1 + n2 + 1)) / 2, sd = sqrt(n1 * n2 * (n1

+ n2 + 1) / 12))

return(list(W = W, p-value = p-value))

}

x = c(36,36,38,40,40,41,41,41,42,42,43)

y = c(28,29,29,34,37,37,39,40,41,43,44)
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wilcoxon_stat(x,y)

wilcoxon_w_pvaleur(x, y)

Après l�excusions,voici les résultas obtenus :

w = 148 , p-value = 0.07900476.

On a la p-valeur est supérieure à 0:05, donc on accepte H0:

2.1.2 Test de Mann-Whitney

La statistique du test de Mann-Whitney est dé�nie par :

U := min (UX ; UY ) ;

où

UX := WX �
n1 (n1 + 1)

2
et UY := WY �

n2 (n2 + 1)

2
;

et WX := W; si n1 < n2 et WY := W si n1 < n2: On accepte H0 si U � U� où U�

est le quantile de Mann-Whitney d�ordre �:

Théoréme 2.1.2 Si min (n1; n2) � 10 nous utilisons l�approximation :

Z = WX � E (U)p
Var (U)

D' N(0; 1):

On accepte H0 si jZj � z1��
2
où z1��

2
est le quantile d�ordre 1��=2 de loi normal

centrée réduite, telles que

E (U) = (n1n2) =2; et Var (U) = (n1n2 (n1 + 1)) =12:
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Exemple 2.1.3 Pour comparer des résultats de deux groupes suivants :

Group 1 7 18 9 9 18 12 16 13 10 19 19

Group 2 10 14 7 8 9 17 15 13 15 18

On calcule la statistique de Wilcoxon pour le groupe 1 et le groupe 2 :

R (Xi) = f1:5; 5; 5; 7:5; 9; 10:5; 15; 18; 18; 20:5; 20:5g =) WX = 130:5

et

R (Yi) = f1:5; 3; 5; 7:5; 10:5; 12; 13:5; 13:5; 16; 18g =) WY = 100:5

D�autre part, on a

UX = 130:5� (11(11 + 1)) =2 =) UX = 64:5

et

UY = 100:5� (10(10 + 1)) =2 =) UY = 45:5

Donc la valeur observée de la statistique du test de Mann-Whitney est U =

min (UX ; UY ) = UY = 45:5: En outre, nous avons :

E (U) = (11� 10) =2 = 55; et Var (U) = (11� 10 (11 + 1)) =12 = 110;

ainsi Z = (45:5� 55) =
p
110 = �0:90. Donc jZj = 0:90 � z1��:2 = 1:96 alors les

deux groupes ont la même distribution.

Code R :

lin1=c(10; 14; 7; 8; 9; 17; 15; 13; 15; 18)
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lin2=c(7; 18; 9; 9; 18; 12; 16; 13; 10; 19; 19)

wilcox.test(lin1, lin2)

Aprés l�excusions,voici les résultas obtenus :

W = 45.5, p-value = 0.5245.

On a la p-valeur est supérieure à 0:05, donc on accepte H0 : FX = FY :

2.1.3 Test de Mood de la médiane

Soient (X1; :::; Xn1) et (Y1; :::; Yn2) deux échantillons indépendants issus de deux

variables aléatoires continues indépendantesX et Y de lois F etG respectivement.

On s�interèsse à tester si X et Y ont la même distribution. La statistique de la

médiane est dé�nie comme la somme des rangs des observations de la variable X

qui sont strictement supérieures à la médiane du couple (X; Y ) : Plus précisement,

la médiane est dé�nie par :

M :=

8>>>><>>>>:
Z[ k+12 ]:k

si k est impaire,

Z
[ k2 ]:k

+Z
[ k2 +1]:k

2
si k est paire,

où Z1:k � ::: � Zk:n les statistiques d�ordres assoicées au mélange des deux échan-

tillons (X1; :::; Xn1) et (Y1; :::; Yn2) noté par (Z1; :::; Zk) := (X1; :::; Xn1 ; Y1; :::; Yn2) ;

où k := n1 + n2: Condidérons le tableau de contingence (2� 2) suivant :

Échantillon 1 Échantillon 2

Nbr. observations �M a b

Nbr. observations < M c d

Total n1 n2
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Nous distinguons deux situations :

� Si max (n1; n2) < 10 : sous l�hypothèse nulle H0 : F = G; la loi jointe de

(m1;m2) est la distribution hypergéométrique dans la masse de probabilité est :

p =

�
n1
a

��
n2
b

��
k
a+b

� ;

où
�
n
m

�
:= n!

m!(n�m)! : Si p < � = 0:05; on rejette H0:

� Si max (n1; n2) > 10 et max (a; b; c; d) > 5 : on utilise de la statistique de

khi-deux :

T :=
k (ad� bc)2

(a+ b) (c+ d) (a+ c) b+ d
:

Si max (n1; n2) > 10 et max (a; b; c; d) � 5 : on applique la correction de continuité

de Yate :

T :=
k (jad� bcj � k=2)2

(a+ b) (c+ d) (a+ c) (b+ d)
:

On rejette H0 si T > �2d (�) ; où �
2
d (�) est le quantile d�ordre � = 0:05 de la loi de

khi-deux à d := (2� 1) (2� 1) = 1 degré de liberté. On note que �21 (0:05) = 3:84:

Exemple 2.1.4 Il s�agit de comparer les deux population suivantes :

X 30 140 228 60 79 52

Y 99 450 103 120 100 620 703 150

Nous avons ici n1 = 6; n2 = 8; k = n1 + n2 = 14: Pour calculer la statistique de

la médiane on classe les valeurs des observations par ordre croissant :

30; 52; 60; 79; 99; 100; 103; 120; 140; 150; 228; 450; 620; 703
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Comme k = 14 est paire, la médiane de cet échantillon égale

M =
Z[ 142 ]:14

+ Z[ 14+12 ]:14

2
=
Z7:14 + Z8:14

2
=
103 + 120

2
= 111: 5:

La table de contingence (TC) associée :

Échantillon 1 Échantillon 2

Nbr. observations �M 2 5

Nbr. observations < M 4 3

Total 6 8

Comme max (6; 8) < 10; donc on calcule la statistique

p =

�
n1
a

��
n2
b

��
k
a+b

� =

�
6
2

��
8
5

��
14
7

� = 0:244 76 > � = 0:05;

donc X et Y proviennent de la même population.

Code R

X = c(30,140,228,60,79,52) ; n1 = length(X)

Y = c(99,450,103,120,100,620,703,150) ; n2= length(Y)

Z = c(X,Y) ; k = length(Z)

M = median(Z)

a = length(X[X>=M]) ; c = n1-a

b = length(Y[Y>=M]) ; d = n2-b

comb = function(n, x) {

factorial(n) / factorial(n-x) / factorial(x)}

p = comb(n1,a)*comb(n2,b)/comb(k,a+b)

p-value = 0 ; t = a + b ; min-a = max(0, t - n2)
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max-a = min(n1, t) ; for (i in min-a :max-a) {

j = t - i ; p-ij = comb(n1, i) * comb(n2, j) / comb(k, t)

if (p-ij =p) {p-value = p-value + p-ij }

}

Donc,les résultat sont :

p = 0.24475, p-value =0.592074.

On a la p-valeur est supérieure à 0:05, donc on accepte H0 : FX = FY :

Exemple 2.1.5 Il s�agit de comparer les deux population suivantes :

X 15 17 11 13 32 27 14 6 22 33 18

Y 11 42 62 13 5 24 10 33 18 19 22 16

Nous avons ici n1 = 11; n2 = 12; k = n1 + n2 = 23: Pour calculer la statistique

de la médiane on classe les valeurs des observations par ordre croissant. Pour

calculer la statistique de la médiane on classe les valeurs des observations par

ordre croissant :

5, 6, 10, 11, 11, 13, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 18, 19, 22, 22, 24, 27, 32, 33, 33, 42, 62.

Comme k = 23 est impair, la médiane de cet échantillon est égale à :

M = Z[ 23+12 ]:23
= Z12:23 = 18:
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La table de contingence (TC) associée :

Échantillon 1 Échantillon 2

Nbr. observations �M 5 7

Nbr. observations < M 6 5

Total 11 12

Comme max (11; 12) > 10 et max (a; b; c; d) � 5; on applique la correction de

continuité de Yate :

�2obs :=
k (jad� bcj � k=2)2

(a+ b) (c+ d) (a+ c) (b+ d)
=
23 (j5� 5� 7� 6j � 23=2)2

(5 + 7) (6 + 5) (5 + 5) (7 + 5)
= 4:392 4�10�2:

Comme �2obs = 4: 392 4� 10�2 < �21 (0:05) = 3:84; donc X et Y proviennent de la

même population.

Code R :

X = c(15,17,11,13,32,27,14,6,22,33,18) ; n1 = length(X)

Y = c(11,42,62,13,5,24,10,33,18,19,22,16) ; n2 = length(Y)

k = n1+n2

Z = c(X,Y)

M =median(Z)

a = length(X[X>=M]) ; c = n1-a

b = length(Y[Y>=M]) ; d = n2-b

TC = matrix(c(a,b,c,d),ncol=2,byrow=TRUE)

Khi2 = chisq.test(TC)

Les résultats obtenus sont

X-squared = 0.039931.
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2.1.4 Test de rangs signés de Wilcoxon

Ce test permet d�étudier la comparaison d�échantillons appariés, et il est dé�ni

par :

W+ :=

n1X
i=1

RiIfjDij>0g;

où Di désigne la di¤érence entre deux observations appariées correspondant à la

même unité statistique (individu, objet,...), mesurées dans deux conditions di¤é-

rentes et Ri = rang(jDij): On accepte H0 si W+ � W� tell que W� est le quantile

de Wilcoxon d�ordre �.

Théoréme 2.1.3 Si min (n1; n2) � 10; nous utilisons l�approximation de la loi

normale :

Z := W+ � E(W+)p
Var(W+)

' N (0:1) :

Il est important de souligner que

E(W+) = (n1 (n2 + 1)) =2 et Var(W+) = (n1 (n2 + 1) (2n1 + 1)) =24:

On accepte H0 si jZj � z1��=2 où z1��=2 est le quantile d�ordre 1 � �=2 de loi

normal centrée-réduite.

Remarque 2.1.1 :

1) W+ �W� = (n1 (n2 + 1)) =2:

2) 0 � W+ � (n1 (n2 + 1)) =2:

3) W+ =

8><>: (n1 (n2 + 1)) =2 si Di > 0:

0 si Di < 0:
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Exemple 2.1.6 Un chercheur veut tester si un nouveau médicament diminue la

pression artérielle, alors il mesure la pression artérielle de 10 patients avant et

après le traitement :

avant 150 160 166 157 170 146 175 158 180 174 190

après 140 155 150 144 182 150 165 151 175 160 186

D�abord, on calcule la di¤érence entre les valeurs avant et après, c�est-à-dire Di =

Xi � Yi; puis on attribue les rangs ri aux valeurs de Di :

patients 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Di 10 5 16 13 �12 �4 10 7 5 14 4

jDij 10 5 16 13 12 4 10 7 5 14 4

ri 6:5 3:5 11 9 8 1:5 6:5 5 3:5 10 1:5

Donc, la valure de statistique est la somme des rangs des Di positifs :

W+ = 6:5 + 3:5 + 11 + 9 + 6:5 + 5 + 3:5 + 10 + 1:5 = 56:5:

Au niveau de signi�cation de 5%, d�après le tableau de Wilcoxon, on a W� = 11:

Alors W+ � W� ce qui signi�e que le nouveau médicament ne diminue pas la

pression artérielle.

Code R :

avant=c(150; 160; 166; 157; 170; 146; 175; 158; 180; 174; 190)

apres=c(140; 155; 150; 144; 182; 150; 165; 151; 175; 160; 186)

wilcox.test(avant,apres,paired =TRUE)

Suite à l�exclusion, voici les résultats obtenus :
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W = 56.5, p-value = 0.04056.

On a la p-valeur est inférieure à 0:05, donc on rejette H0 : FX = FY :

2.1.5 Test de Kruskal-Wallis

Ce test permet de déterminer s�il existe une di¤érence signi�cative entre plusieurs

groupes indépendants. L�hypothèse nulle est formulée comme suit H0 : F1 = ::: =

Fm: Donc, on dé�nit la statistique comme suit :

H :=
12

n(n+ 1)

mX
i=1

R2i
ni
� 3(n+ 1):

Telle que :

� n : Le nombre total d�observations dans tous les groupes.

� m : Le nombre de groupes.

� ni : Le nombre d�observations du i-ème groupe.

� Ri : La somme des rangs .

On accepte l�hypothèseH0 siH � �2(m�1) où �2(m�1) est le quantile de la statistique

du khi-deux à (m� 1) degrès de liberté.

Exemple 2.1.7 Nous avons mesuré le temps de réaction de trois groupes et nous

souhaitons savoir s�il existe une di¤érence entre ces groupes :

Group A 34 36 41 43

Group B 44 37 45 33

Group C 35 39 42 46
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Premièrement, on range les observations comme suit :

33 34 35 36 37 39 41 42 43 44 45 46

Après on calcule la somme des rangs Ri; i = 1; 2; 3 :

Rang A 2 4 7 9

Rang B 10 5 11 1

Rang C 3 6 8 12

=)

8>>>><>>>>:
R1 = 22

R2 = 27

R3 = 29

Nous n = 12 ; ni = 4; pour i = 1; 2; 3; et m = 3; ainsi :

H =
12

12 (13)

�
222

4
+
272

4
+
292

4

�
� 3 (13) = 0:5:

Au niveau de signi�cation � = 5%; on a H = 0:5 � �2(m�1) = �22 = 5:91; donc on

accepte H0 : F1 (x) = F2 (x) = F3 (x) :

Code R :

valeurs=c(34; 36; 41; 43; 44; 37; 45; 33; 35; 39; 42; 46)

groupes=factor(c("g1","g1","g1","g1","g2","g2","g2","g2","g3","g3","g3","g3"))

kruskal.test(valeurs ~ groupes)

Les résultats obtenus sont :

Kruskal-Wallis chi-squared = 0.5, df = 2, p-value = 0.7788.

On a la p-valeur est supérieure à 0:05, donc on accepte H0:
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2.2 Tests basés sur les distributions

Dans cette partie nous considérons trois types de tests statistique qui consiste à

véri�er si l�échantillon observé suit une loi de probabilité théorique donnée. Ceci

est formulé comme suit :

H0 : F = F0 contre H1 : F 6= F0:

2.2.1 Test de Pearson d�ajustement (khi-deux)

Soit un échantillon de loi P à valeurs dans un ensemble O 2 R tell que :

O = [mk=1Ok; Ok \Oj = ? k = 1; :::;m:

On dé�nit le nombre Xi appartenant à Ok comme suit :

Nk =
nX
i=1

I(Xi2Ok);

Et les probabilités pour lesquelles pk on a pk = P (Xi 2 Ok): La statistique du

khi-2 d�ajustement est dé�nie par :

Q :=
mX
k=1

(Nk � np0k)2

np0k
;

où p0k = P (Ok) sous H0; on accepte H0 : (PX = P0) si Q � �2(m�1); où �2(m�1) le

quantile de la statistique de khi-deux à (m� 1) degrés de liberté.

Remarque 2.2.1 Si la loi donnée P0 avec un paramètre r à estimer, alors le test

du khi-deux à (m� r � 1) degrés de liberté.
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Exemple 2.2.1 Un pronostiqueur a observé les résultats de 144 couraes de che-

vaux .Le tableau suivant donne le nombre de vainqueurs selon les 8 positions de

départ :

Position de départ 1 2 3 4 5 6 7 8

Nombre de vainqueurs 29 19 18 25 17 10 15 11

Pour simpli�er l�écriture, on note Pi = P (x = i) ; pour i = 1; :::; 8;donc :

P1 + P2 + P3 + P4 + P5 + P6 + P7 + P8 = 1

Car les concurrents ont les mêmes chances de gagner, donc P1 = P2 = ::: = 1=8:

Pour m = 8, n = 144 ,Pk = 1=8 et nPk = 18 pour tous k = 1; 2; :::;m: On

récapitule les calculs dans le tableau suivant :

k 1 2 3 4 5 6 7 8

Nk 29 19 18 25 17 10 15 11

Nk � nPk 11 1 0 7 �1 �8 �3 �7

(Nk � nPk)2 121 1 0 49 1 64 9 49

(Nk � nPk)2 =nPk 6:72 0:06 0 2:72 0:06 3:56 0:5 2:72

Alors, le test statistique du khi-deux est égal à :

Q = 6:72 + 0:06 + 2:72 + 0:06 + 3:56 + 0:5 + 2:72 = 16:34

Pour � = 5%; on a Q = 16:34 � �2(m�1) = �27 = 14:06; donc la position de départ

a un e¤et sur les résultats de victoire.

Code R :
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obs=c(29; 19; 18; 25; 17; 10; 15; 11)

R=chisq.test(obs)

Les résultats sont :

X-squared = 16.333, df = 7, p-value = 0.02224.

Comme la p-valeur est inférieure à 0:05, donc on rejette H0 : FX = F0:

2.2.2 Test de Kolmogorov-Smirnov

La statistique de test de Kolmogorov-Smirnov est dé�nie par :

Dn := sup
x2R

jFn(x)� F (x)j ;

où Fn est la fonction de répartition empirique associée à un echatillon X1; :::; Xn:

La distribution limite de la statistique Dn est dé�nie par :

lim
n!1

P (
p
nDn � x) = 1� 2

1X
k=1

(�1)k e�2k2x2 =: K(x); pour x � 0;

et zero sinon, où K(x) est appelée la fonction de répartition de Kolmogorov. Si

note par (X1:n; :::; Xn:n) la statistique d�ordre associée à l�échantillon X1; :::; Xn

alors la statistique de Kolmogorov peut être rééctrite comme suit :

Dn := max
1 � i � n

max

�����F0(Xi:n)�
i

n

���� ; ����F0(Xi:n)�
i� 1
n

����� :
On accepte H0 : FX = F0 si Dn � K�1(1 � �) où K�1(1 � �) est le quantile

d�ordre (1� �) de la statistique de Kolmogorov.

Exemple 2.2.2 Dans une étude de vibration, un échantillon aléatoire de 13 co-

posants d�avion a été soumis à de fortes vibration jusqu�à ce qu�ils présentent des
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défaillances structrurelles. Les données fournies sont des temps de défaillance :

17 11:4 4:6 19:5 8:8 22 11:6 9:5 5:7 13 17:3 15:7 6:3 (2.1)

On teste l�hypothèse nulle selon laquelle la fonction de distribution est :

F (x) =
x� 4
21

; pour x 2 [4; 25]:

Pour n = 13, on calcule la statistique de Kolmogorov-Smirnov comme suit :

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Xi 4:6 5:7 6:3 8:8 9:5 11:4 11:6 13 15:7 17 17:3 19:5 22

F (Xi) 0:02 0:08 0:1 0:22 0:21 0:35 0:37 0:42 0:56 0:61 0:63 0:7 0:8

i=n 0:07 0:15 0:23 0:30 0:38 0:46 0:53 0:61 0:69 0:76 0:84 0:92 1

i� 1=n 0 0:07 0:15 0:23 0:30 0:38 0:46 0:53 0:61 0:69 0:76 0:84 0:92

A 0:05 0:1 0:13 0:08 0:17 0:11 0:16 0:21 0:13 0:15 0:21 0:22 0:2

B 0:02 0:01 0:05 0:01 0:09 0:03 0:09 0:11 0:05 0:08 0:13 0:14 0:12

où A = jF (Xi)� i=nj et B = jF (Xi)� (i� 1) =nj : Ainsi Dn = 0:21, D�après le

tableau associé a la statisitque de Kolmogorov, le quantile, d�ordre (1� �) = 0:95;

noté K�1 (0:95) = 0:325: Pour n = 13; on a : Dn = 0:22 � 0:325; donc les données

suivent une loi uniforme sur [4; 25]:

Code R :

F=function (x){

ifelse(x<4,0,ifelse(x>25,1,(x - 4) / 21))

}

X=c(17,11.4,4.6,19.5,8.8,22,11.6,9.5,5.7,13,17.3,15.7,6.3)
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ks.test(X,punif,max=25,min=4)

Donc les résultats donné par :

D = 0.21, p-value = 0.5294.

Comme la p-valeur est supérieure à 0:05, donc on accepte H0 : FX = FY :

2.2.3 Test de Lilliefors

Ce test étudie l�ajustement de normalité c�est à dire :

H0 : F (x) = ��;�2 (x) ;

où ��;�2 (�) est la fonction de répartition de la loi normale. On a dé�nit la statis-

tique du test de Lilliefors comme suit :

Ln := max
1�i�n

max

�����F0(Xi:n �X
S

)� i

n

���� ; ����F0(Xi:n �X
S

)� i� 1
n

����� :
Avec :

B X : Est la moyenne empirique de Xi:n:

B S : Est l�écart-type empirique de Xi:n.

On accepte l�hypothèse H0 si Ln � l� ,où l� est le quantile d�ordre � de Lilliefors.

Exemple 2.2.3 On choisit l�exemple dans (2.1) mais ici, F (x) est une loi nor-

male centrée réduite, avec une taille n = 11. Nous avos resumé les résultats dans
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le tableau suivant :

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

A �1:49 �1:28 �1:17 �0:69 �0:56 �0:2 �0:16 0:09 0:6 0:85 0:9

B 0:06 0:10 0:12 0:24 0:29 0:42 0:43 0:53 0:72 0:8 0:81

C 0:01 0:05 0:11 0:06 0:09 0:04 0:1 0:08 0:03 0:03 0:03

D 0:06 0:03 0:03 0:01 0:01 0:04 0:03 0 0:11 0:01 0:05

où

A =
Xi:n �X

S
; D =

����F �Xi:n �X
S

�
� i� 1

n

���� ;
B = F

�
Xi:n �X

S

�
et C =

����F �Xi:n �X
S

�
� i

n

���� ;
avec X = 12:49 et S =

p
28:07 = 5:29: Nous avons calculé cette valeur de la

manière suivante : pour i = 1 on a

F

�
X1 �X
S

�
= F (�1:49) = 0:06;

d�après la table de la loi normale centrée réduite (côté négatif). De la même ma-

nière, nous procédons pour i = 1; :::; 11; en répétant cette méthode pour les autres

valeurs. Ainsi Ln = 0:11:

Pour � = 5%; ona Ln = 0:12 � l� = 0:24; les données suivent une loi normale

centrée réduite.

Code R :

library(nortest)

x=c(4:6; 5:7; 6:3; 8:8; 9:5; 11:4; 11:6; 13; 15:7; 17; 17:3)
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lillie.test(x)

Nous obtenons ce qui suit :

D = 0.126, p-value = 0.894

Donc, la p-valeur est supérieure à 0:05, donc on accepte H0 : FX = �0;1 (x)

2.2.4 Test de Cramer-von Mises d�ajustement

On dé�nit cette statistique sous H0 : FX = F0 comme suit :

Wn := n

Z
R
(Fn(x)� F (x))2dF (x) =

nX
i=1

F0(Xi:n �
2i� 1
2n

)2 +
1

12n
:

On accepte l�hypothèse H0 si Wn � w�; où w� est le quantile du test de Cramer-

von Mises d�ordre �:

Exemple 2.2.4 Supposons que ce sont les temps d�attente (en minutes) pour un

certain nombre de clients dans la �le d�attente du supermarché.

3:2; 4:5; 2:8; 5:1; 3:9; 4:0; 2:5; 3:6; 4:2; 5:0; 3:7; 2:9; 4:3; 3:1; 5:3

Tester si un petit échantillon suit une loi exponentielle de paramètre � = 2:

Code R :

library(goftest)

x=c(3:2; 4:5; 2:8; 5:1; 3:9; 4:0; 2:5; 3:6; 4:2; 5:0; 3:7; 2:9; 4:3; 3:1; 5:3)

cvm.test(x, null = "pexp", rate = 2)

Les résultats obtenus sont :

omega2 = 4.407, p-value < 2.2e-16.
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Comme la p-valeur est inférieure à 0:05.Donc, les données ne suivent donc pas une

loi exponentielle.

2.2.5 Test de Shapiro-Wilk

Ce test permet d�étudier si FX suit une distribution normale de paramètres (�; �2) :

La statistique correspondante est dé�nie comme suit :

W :=

Pn
i=1 aiXi:nPn

i=1(Xi �X)2
:

Où :

- ai = (a1; a2; :::; an) =
�
mTV �1

� �
mTV

�1
V

�1
m
��1=2

:

- mi = (m1;m2; :::;mn) est l�espérance de la statistique d�ordre (X1:n; X2:n; :::; Xn:n)

et V est la matrice de covariance de cette statistique d�ordre.

Exemple 2.2.5 Dans le logiciel R, on a :

n=20

y=rnorm(n,mean=20,sd=2)

shapiro.test(y)

Aprés l�excusions,voici les résultas obtenus :

W = 0.96042, p-value = 0.5523.

Donc, la p-valeur est supérieure à 0:05; donc les données suivent une distribution

normale N (� = 20; �2 = 4) :
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2.2.6 Test d�Anderson-Darling d�ajustement

Le fondement du test Anderson-Darling porte sur l�hypothèse H0 : F = F0: La

statistique correspondante est dé�nie comme suit :

A := �n� 1

n

nX
i=1

[(2i� 1) lnF0 (Xi:n) + (2n+ 1� 2i) ln (1� F0 (Xi:n))] :

On accepteH0 si A � a�; où a� est le quantile d�ordre � de test Anderson-Darling.

Exemple 2.2.6 Soit l�échantillon suivant de taille n = 8 :

7:8 9 9:7 8:3 5:7 6:4 7:2 11

Il s�agit de tester si F = �0;1 (gaussienne centrée-réduite). Pour n = 8; nous avons

X = 8:15 et S =
p
3:07 = 1:75: On note par Yi:n :=

�
Xi:n �X

�
=S; N1 = 2i� 1;

N2 = 2n+ 1� 2i; a = ln (�0;1 (Yi:n)) ; b = ln (1� �0;1 (Yi:n)) et

Ti := (2i� 1) ln�0;1 (Yi:n) + (2n+ 1� 2i) ln (1� �0;1 (Yi:n)) :
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Le tableau suivant récapitule les valeurs de Yi:n et Ti :

i Xi:n Yi:n N1 N2 �0;1 (Yi:n) a 1� �0;1 (Yi:n) b Ti

1 5:7 �1:4 1 15 0:08 �2:51 0:91 �0:08 �3:71

2 6:4 �1 3 13 0:15 �1:84 0:84 �0:17 �7:77

3 7:2 �0:54 5 11 0:29 �1:22 0:7 �0:34 �9:96

4 7:8 �0:2 7 9 0:42 �0:86 0:57 �0:54 �10:90

5 8:3 0:08 9 7 0:53 �0:62 0:46 �0:76 �10:95

6 9 0:48 11 5 0:68 �0:37 0:31 �1:16 �9:95

7 9:7 0:88 13 3 0:81 �0:2 0:18 �1:67 �7:8

8 11 1:62 15 1 0:94 �0:05 0:05 �2:95 �3:77

Ainsi la valeur de la statisitique d�Aderson-Darling égale à :

A = �8� 1
8
(�3:71� 7:77� 9:96� 10:90� 10:95� 9:95� 7:8� 3:77) = 0:10:

Alors pour � = 5%; on a A = 0:10 < a� = 0:787; donc les données suivent une

loi gaussienne centrée-réduite.

Code R :

library(nortest)

x=c(5:7; 6:4; 7:2; 7:8; 8:3; 9; 9:7; 11)

ad.test(x)

Les résultats donnés par :

A = 0.10, p-value = 0.9873.

Pour la p-valeur supérieure à 0; 05, on accepte H0 : FX = F0:
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2.2.7 Test de Pearson (khi-deux) d�homoegéneité

Le test de Test de Pearson est utilisé pour comparer si deux échantillons (indépen-

dants) X := (X1; :::; Xn1) et Y := (Y1; :::; Yn2) suivent la même distribution. Sup-

posons que l�échantillon (X;Y ) prend ces valeurs dans l�ensemble fa1; a2; :::; amg ;

où 1 � m � n avec n := n1 + n2: On dé�nit le test du Khi-deux d�homogeneité

comme suit :

Qhom :=

mX
k=1

264n1
�
NkMk

n
� Nk

n1

�2
NkMk

n

+
n2

�
NkMk

n
� Mk

n2

�2
NkMk

n

375 ;
où :

� Nk : est le nombre d�observations de (X1; :::; Xn1) prennenant la valeur ak:

� Mk : est le nombre d�observations de (Y1; :::; Yn2) qui prennent la valeur ak:

On accepte l�hypothèse H0 si Qhom � �2(m�1); où �
2
(m�1) est le quantile de la loi

du khi-deux à (m� 1) degrés de liberté .

Exemple 2.2.7 Il s�agit de tester si la préférence de Boisson (Café,Thé, Jus) est

la même chez les hommes et les femmes :

Boisson Café Thé Jus

Hommes 30 10 10

Femmes 20 25 15

Dans cet example, nous avons :

m = 3; n1 = 50; n2 = 60; n = n1 + n2 = 110;
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N1 = 30; N2 = 10; N3 = 10; M1 = 20; M2 = 25 et M3 = 15:

Donc, on calcule la statistique du khi-deux comme suit

Qhom =
50 ((30� 20) =110� 30=50)2

(30� 20) =110 +
60 ((30� 20) =110� 20=60)2

(30� 20) =110

+
50 ((10� 25) =110� 10=50)2

(10� 25) =110 +
60 ((10� 25) =110� 25=60)2

(10� 25) =110

+
50 ((10� 15) =110� 10=50)2

(10� 15) =110 +
60 ((10� 15) =110� 15=60)2

(10� 15) =110

= 794:20:

Pour � = 5%;on a Qhom = 794:20 � �22 = 0:10; alors on rejette H0: En d�autres

termes, il y a une di¤érence signi�cative dans la répartition des préférences de

boisson entre hommes et femmes.

CodeR :

tabl=matrix(c(30; 10; 10; 20; 25; 15),nrow=2,byrow=TRUE)

rownames(tabl)= c("homme","femme")

colnames(tabl)= c("Café","Thé","Jus")

chisq.test(tabl)

Les résultat sont :

X-squared = 8.5905, df = 2, p-value = 0.01363.

Comme la p-valeur est inférieure à 0:05, donc on rejette H0 : FX = FY :
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2.2.8 Test de Cramer-von Mises d�homogéneité

Le test de Cramér�von Mises est aussi utilisé pour comparer si deux échantillons

(indépendants) X := (X1; :::; Xn) et Y := (Y1; :::; Ym) suivent la même distribu-

tion. Sa statistique est dé�nie comme suit :

T :=
nm

(n+m)2

n+mX
i=1

(Fn(Zi)�Gm(Zi))2;

où Z := fX1; :::; Xn;Y1; :::; Ymg =: fZ1; :::; Zkg ; où k := n + m; et Fn et Gm

sont les fonctions de répartition empirique associées aux deux échantillons X et

Y respectivement. En termes de rangs statistiques cette formule peut être réécrite

comme suit :

T =
U

nm (n+m)
� 4nm� 1
6 (n+m)

;

où

U := n
nX
i=1

(ri � i)2 +m
mX
j=1

(sj � j)2 ;

avec ri et sj designent, respectivement, les rangs des statistiques d�ordre Xi:n et

Yj:m dans l�échantillon ordonné Z1:k � ::: � Zk:k: On accepte H0 si T � w�; où

w� est le quantile du test de Cramer�von Mises d�ordre �:

Exemple 2.2.8 On s�interesse à tester si les deux échantillons suivants pro-

viennent de la même distribution :

X �0:26 0:42 �0:52 0:56 �1:11 �0:40

Y �1:38 1:22 0:64 0:28 �0:75 =
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Pour cet exemple n = 6; m = 5. Les valeurs de Zi; Fn(Zi); Gm(Zi) et d2i :=

(Fn(Zi)�Gm(Zi))2 sont récapitulées au tableau suivant :

Zi �0:26 0:42 �0:52 0:56 �1:11 �0:40 �1:38 1:22 0:64 0:28 �0:75

6Fn(Zi) 4 5 2 6 1 3 0 6 6 4 1

5Gm(Zi) 2 3 2 3 1 2 1 5 4 3 2

di
4
15

7
30

� 1
15

2
5

� 1
30

1
10

�1
5

0 1
5

1
15

� 7
30

Un calcul élémentaire donne
P11

i=1 d
2
i = 0:44; et par censéquent :

T =
5� 6
(5 + 6)2

0:44 ' 0:1091:

Pour � = 5%; on a Wn = 0:1091 < w� ' 0:468; alors, les deux échantillons

suivants proviennent de la même distribution.

En termes de rangs :

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Xi:n �1:11 �0:52 �0:40 �0:26 0:42 0:56 � � � � �

Yi:m �1:38 �0:75 0:28 0:64 1:22 � � � � � �

Zi:k �1:38 �1:11 �0:75 �0:52 �0:40 �0:26 0:28 0:42 0:56 0:64 1:22

ri 2 4 5 6 8 9 � � � � �

sj 1 3 7 10 11 � � � � � �

ri � i 1 2 2 2 3 3 � � � � �

sj � j 0 1 4 6 6 � � � � � �

(ri � i)2 1 4 4 4 9 9 � � � � �

(sj � j)2 0 1 16 36 36 � � � � � �
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Ceci donne :
6X
i=

(ri � i)2 = 31 et
5X
j=1

(sj � j)2 = 89:

Par conséquent U = 6� 31 + 5� 89 = 513 = 631 et �nalement

T =
631

6� 5� (6 + 5) �
4� 6� 5� 1
6 (6 + 5)

' 0:1091:

Code R :

library(cramer)

x = c(-0.26, 0.42, -0.52, 0.56, -1.11, -0.4)

y = c(-1.38, 1.22, 0.64, 0.28, -0.75)

cramer.test(x, y)

Les résultats sont :

Cramer-von Mises Test

data : x and y

W = 0.107, p-value = 0.562.

Pour p-valeur est supérieure à 0:05, donc on accepte H0 : FX = FY :

2.2.9 Test d�indépendance du khi-deux

SoientX et Y deux variables aléatoires et suppose qu�on dispose de n observations

de (X; Y ) : Divisons l�espace des valeurs de X (la droite réelle) en r intervalles

disjoints A1; :::; Ar: De même on divise l�espace des valeurs de Y (la droite réelle)

en c intervalles disjoints B1; :::; Bc: En règle générale, on choisit la longueur de

chaque intervalle de telle sorte que la probabilité que (X; Y ) se situe dans un

intervalle soit approximativement (1=r) (1=c) : En outre il est important que n=r
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et n=c soient au moins égaux à 5: SoitXij le nombre de paires (Xk; Yk) ; k = 1; :::; n;

qui tombent dans Ai �Bj et soit

pij := P ((X; Y ) 2 Ai �Bj) = P (X 2 Ai et Y 2 Bj) ;

où i = 1; :::; r et j = 1; :::; c: Si chaque pij est déterminé, la quantité

rX
i=1

cX
j=1

(Xij � npij)2

npij

suit approximativement la loi du khi-deux rc � 1 degrès de liberté, à condition

que n soit grand. Si X et Y sont indépendantes alors P ((X; Y ) 2 Ai �Bj) =

P (X 2 Ai)P (Y 2 Bj) : On pose pi� := P (X 2 Ai) et p�j := P (Y 2 Bj) : Sous

l�hypothèse nulle H0 : pij = pi�p�j; i = 1; :::; r et j = 1; :::; c: En pratique pij n�est

pas connue alors on remplace cette dernière par son estimateur approprié. Sous

H0 on estime pi� par bpi� := Pr
i=1Xij

n
; i = 1; :::; r

et p�j par bp�j := Pc
j=1Xij

n
; j = 1; :::; c:

Puisque
Pr

i=1 bpi� = 1 =Pc
j=1 bp�j; nous avons estimer que r� 1+ c� 1 = r+ c� 2

paramètres. Par conséquent, sous l�hypothèse nulle H0; la variable aléaroire :

Qind =
rX
i=1

cX
j=1

(Xij � npij)2

nbpi�bp�j
suit, asymptotiquement, la loi du khi-deux à rc� 1� (r + c� 2) = (r � 1) (c� 1)

degrés de liberté. L�hypothèse nullH0 est rejetée si la valeur deQind > �2(r�1)(c�1);�;

où �2(r�1)(c�1);� est la quantile d�ordre � de loi du khi-deux à (r � 1) (c� 1) degrés
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de liberté.

Exemple 2.2.9 Nous voulons connaître l�e¤et du sport sur le nombre de per-

sonnes en bonne ou en mauvaise santé, et nous prenons l�exemple suivant :

En bonne santé Au mauvaise santé

Pratique le sport 40 15 nbp1� = 55
Ne pratique pas le sport 20 25 nbp2� = 45

nbp�1 = 60 nbp�2 = 40
Nous avons r = 2; c = 2; et n = 100; ainsi :

Qind =

�
55�60
100

� 40
�2

(55� 60) =100 +
�
55�40
100

� 15
�2

(55� 40) =100 +
�
45�60
100

� 20
�2

(45� 60) =100 +
�
45�40
100

� 25
�2

(45� 40) =100 = 7:12:

Au niveau de signi�cation � = 5%; on a Qind = 7:12 � �21 = 3:84; donc il existe

une relation entre la pratique du sport et l�état de santé:

Code R :

tabl=matrix(c(40,15,20,25),nrow=2,byrow=TRUE)

dimnames = list(c("Pratique le sport","Ne pratique pas le sport"),c("En bonne

santé","Au mauvaise santé"))

chisq.test(tabl)

Donc, on a :

X-squared = 7.118, df = 1, p-value = 0.007654.

Pour la p-valeur est inférieure à 0:05, donc on rejette H0 : X est indépendant de

Y:
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2.3 Comparaison entre les tests non paramétriques

Après avoir présenté une série de tests non paramétriques à travers des exemples

pratiques précédents, il est désormais possible d�e¤ectuer une comparaison gra-

phique illustrant les di¤érences de performance entre ces tests. La �gure suivante

montre une comparaison de leur puissance statistique, réalisée au niveau de signi-

�cation � = 0:05:

Fig. 2.1 � Comparaison graphique entre les tests non paramétriques présentés
précédemment en termes de puissance statistique pour � = 0:05

Cette comparaison met en évidence la capacité de chaque test à détecter des di¤é-

rences réelles entre les groupes étudiés, ce qui permet de choisir l�outil statistique

le plus approprié selon la nature des données et le contexte de l�analyse .
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Conclusion

L�ajustement d�un modèle sur un échantillon consiste à déterminer si le modèle

statistique choisi s�adapte bien aux données observées dans l�échantillon. Pour ef-

fectuer ceci nous avons deux méthodes : l�ajustement graphique et l�ajustement

par les tests non-paramétriques. La première méthode est basée sur les estimateurs

non-paramétriques de la densité de probabilité et quantiles a�n de comparer ceux-

ci avec la densité ou la fonction des quantiles à ajuster. La deuxième méthode uti-

lise les tests non-paramétriques classiques à savoir le test de Kolmogorov-Smirnov,

test de Cramer-Von Mises, test de Khi-deux,....
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ڲڪٌۘ
ඔ൹لگٺٷ ޗݠ আॻ༟ ؇َ஼ணور ༠؇ص ႟ၽ૰૖ اఈዳዧ݁أగఒ٭۰ اܳޚݠق ࢻࣖراݿ۰ ᆇᅪٷ؇ ۋ٭ت ا৖৑ۋٺ݄؇ل ஓ஁؇ذج ݪٴޔ ݁ިݪިع ؜݆ اৎ৊ڍாணة ۱ڍه ሒᇭ గၵၽّٷ؇
ا৖৑ۊٺٴ؇رات ሒሃو ۰ਃ಻؇اܳټ لگ۰ اܳޚݠ ሌᇿا ّޚݠڢٷ؇ პაႰ اܳـܝިཹྥ٭ఈఃت دراݿ۰ ೞ಻؇༥ ሌᇿاܳٷިاة,ا لگ۰ وޗݠ اܳٺଲ୍اري ً؇ৎ৊ڎرج اൠശܳ؇ڣ۰ ّگڎߌߵ ሌᇿو৖৑ا
ً؇ܳٺگڎߌߵات ل۰ اܳٷޙݠ ༇຀؇اܳٷٺ ৎ৊گ؇ر۰َ اܳٴ٭؇َ؇ت Ⴄ၍؇ො੼ة اݿٺ༱ڎ݁ٷ؇ ڣگڎ اܳٺޚٴ٭گ٭۰ اܳٷ؇ۋ٭۰ ݆݁ .ا݁؇ لأ؇ت واܳٺިز ೞಾීෂا আॻ༟ اৎ৊ٴྡྷ٭۰ اఈዳዧ݁أగఒ٭۰

اܳٺ۠ݠ཯ྟ٭۰.

Résumé
Nous avons abordé dans cemémoire le thème de l'ajustement desmodèles de probabilité, en nous concen-

trant particulièrement sur les méthodes non paramétriques. Nous avons mis l'accent sur deux approches

principales : l'estimation de la densité à l'aide de l'histogramme et du noyau, ainsi que l'étude des quan-

tiles. Nous avons également traité une deuxième méthode, à savoir les tests non paramétriques basés sur

les rangs et les distributions. Sur le plan pratique, nous avons utilisé la simulation de données afin de

comparer les résultats théoriques aux estimations empiriques.

Abstract
In this thesis, we addressed the topic of probability model fitting, with a particular focus on non-

parametric methods. We emphasized two main approaches: density estimation using histograms and

kernel methods, as well as the study of quantiles. We also discussed a second approach involving non-

parametric tests based on ranks and distributions. From a practical standpoint, we used data simulation

to compare theoretical results with empirical estimates.


	Dédicace
	Remerciements
	Notations et symbols
	Table des matières
	Table des figures
	Introduction
	blueEstimation non paramétrique
	Estimation de la densité par l'histogramme
	Estimation de la densité par la méthode du noyau
	Quelques noyaux usuels
	Efficacité relative
	Choix du paramètre de lissage
	Estimation à noyau de la fonction des quantiles


	blueTests non paramétrique
	Tests basés sur les rangs
	Test de Wilcoxon
	Test de Mann-Whitney
	Test de Mood de la médiane
	Test de rangs signés de Wilcoxon
	Test de Kruskal-Wallis

	Tests basés sur les distributions
	Test de Pearson d'ajustement (khi-deux)
	Test de Kolmogorov-Smirnov
	Test de Lilliefors
	Test de Cramer-von Mises d'ajustement
	Test de Shapiro-Wilk
	Test d'Anderson-Darling d'ajustement
	Test de Pearson (khi-deux) d'homoegéneité
	Test de Cramer-von Mises d'homogéneité
	Test d'indépendance du khi-deux

	Comparaison entre les tests non paramétriques

	Conclusion
	Bibliographie

