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Notations et symbols

(Q,F,{F;,t >0},P) Espace de probabilité fltre.

MB Mouvement Brownien.
i.€ C ’est-a-dire.
B(R%) Tribu borélienne sur R%,
L? Espace des processus de carré intégrables.
S2(RF) Espace des processus continus & valeurs dans R* & carré intégrable.
P p.s Presque stirement pour la mesure de probabilité P .
EDS Equations diférentielle stochastique.
5 Espace des fonctions indéfiniment dérivables a dérivées bornées.
Cc12 espace des fonctions avec dérivée continue en temps(17¢)et en espace(2°).

>

indique une définition



Introduction

e domaine des équations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR)

La connu un développement remarquable au fil du temps. Les débuts de
cette branche de I'analyse stochastique remontent aux travaux de J.-M. Bismut
en 1973 [1], qui a introduit les équations différentielles stochastiques progressives-

rétrogrades dans le cadre des problémes de controle optimal.

Cependant, le véritable essor de ’étude des EDSR en tant que domaine autonome
s’est produit avec la publication de E. Pardoux et S. Peng en 1990 [5]. Dans ce
travail fondateur, ils ont fourni la premiére démonstration compléte de I’existence
et de I'unicité des solutions des équations différentielles stochastiques rétrogrades
dans le cas non linéaire, marquant ainsi un tournant majeur dans la compréhension

et I'application de ces équations.

Depuis lors, les EDSR sont devenues un outil fondamental dans 1’étude des mo-
deles dynamiques aléatoires, offrant un cadre mathématique puissant pour traiter
des problémes avec conditions terminales. Leur étude s’est progressivement éten-

due a des liens profonds avec les équations différentielles partielles (EDP).

En 1992, S. Peng [6] a apporté une avancée significative en démontrant que les so-
lutions des EDSR peuvent étre utilisées pour représenter de maniére probabiliste
les solutions d’équations différentielles partielles quasi-linéaires de type parabo-

lique. Cette découverte a ouvert la voie & de nouvelles approches reliant analyse



Introduction

stochastique et mathématiques analytiques.

Dans ce contexte, ce mémoire vise a étudier la relation théorique et appliquée
entre les équations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR) et les équa-
tions différentielles partielles (EDP), en explorant les fondements de chacune et
en analysant les correspondances entre solutions stochastiques et solutions analy-

tiques dans le cadre des modeéles mathématiques contemporains.
Pour atteindre cet objectif, le mémoire est structuré en trois chapitres principaux :

e Le premier chapitre introduit les notions de base du calcul stochastique, telles
que le mouvement brownien, I'intégrale d’Ito, les martingales, les équations diffé-
rentielles stochastiques classiques, ainsi que certains outils mathématiques essen-

tiels pour I’étude des EDSR.

e Le deuxiéme chapitre est consacré aux équations différentielles stochastiques
rétrogrades, en présentant leur définition formelle, les conditions d’existence et

d’unicité des solution dans le cas non linéaire.

e Le troisiéme chapitre explore le lien entre les solutions des EDSR et les équations
différentielles partielles quasi-linéaires, en présentant des représentations probabi-
listes des solutions via les EDSR cela généralise la formule de Feynman—Kac des

EDP linéaire.



Chapitre 1

Rappel de calcul stochastique

I e premier chapitre présente un rappel des notions essentielles du calcul
stochastique, comme l'intégrale d’Ito, les martingales, les processus de
diffusion et les EDS. Cela permet de poser les bases nécessaires a la suite du

travail.

1.1 Processus stochastique

Définition 1.1.1 : Un processus stochastique est une famille de variable aléa-
toire X = (X)ier, définie sur un espace de probabilité (2, P) a valeur dans (E, ¢)

appelée espaces d’états généralement (B, ¢) = (R4, B(R?).

Remarque 1.1.1 Dans la pratique [’indice t représente le temps

o Pourt e R, fixé, w — X;(w) est une variable aléatoire sur l’espace de probabi-

lité (Q,P).

e Pourw € Q fixé, t € R, — X(w) est une fonction & valeur réelles, appelée

trajectoire du processus.



Chapitre 1. Rappel de calcul stochastique

Définition 1.1.2 : Soient X = (Xi)i>0 et Y = (Yi)i>0 deux processus stochas-

tique :

a) On dit que Y est une modification de X si, pour tout t > 0, les variables

aléatoires X, et 'Y, sont égales P.p.s c’est a dire :

Vt>0,P(X,=Y,) =1.

b) X etY sont indistinguables si, P.p.s, les trajectoires de X et de Y sont les
mémes c’est a dire :

P(X, = Y;,Vt > 0) = 1.

c) On dit que X etY sont équivalents s’ils ont les mémes lois de dimension finies.

d) X etY sont identique si :

Vi > 0,Vw € Q, Xi(w) = Yi(w)

Définition 1.1.3 : Un processus (Xi),cp, est dit adapté a la filtration (Fi),cp,

st X; est F;-mesurable.

Remarque 1.1.2 : Une filtration est une famille croissante de sous tribus de F,

c’est-a-dire telle que Fy C Fs pour tout t < s.

Proposition 1.1.1 :

1. Indistinguable =—> modificatoin =—> équivalents.

2. Soient (Xi)ier, et (Yi)ier, deux processus stochastique continus alors : X et'Y

sont indistinguables <= X est une modification de Y.



Chapitre 1. Rappel de calcul stochastique

Définition 1.1.4 : Un processus X est dit continue si pour presque toutes les

trajectoires sont continues, c’est a dire :

P(t € Ry — X, est continu ) = 1.

Définition 1.1.5 : Un processus X est progressivement mesurable par rapport a
F et on note X € Lo(F) si, pour tout t € R, Uapplication (s,w) — Xs(w) de

[0,] x Q dans RY est mesurable par rapport ¢ B([0,t]) @F; et B(RY).

Remarque 1.1.3 : Un processus progressivement mesurable est mesurable et adapté.
On peut également noter que si X est un processus mesurable et adapté alors il

posséde une modification progressivement mesurable.

Proposition 1.1.2 : 57 X est un processus stochastique dont les trajectoires sont
continués a droite (ou continues & gauche) alors X est mesurable et X est pro-

gressivement mesurable s’il est de plus adapté.

Définition 1.1.6 (Mouvement Brownien) : Le processus (By,to) est un mou-

vement Brownien (standard) si :

a) P(By =0) =1 ( le mouvement Brownien est issue de l’origine).

b) s < t, By — By est une variable réelle de loi gaussienne, centré de variance
(t —s) i.e By — Bs ~ N(0,t — s).

c) Vn,V0 <ty < t; < ..<t,, les variables (B, — Bi, ,,..., By, — Bi,, By,) sont

19

indépendantes.

Le nom martingale est synonyme de jeu équitable.



Chapitre 1. Rappel de calcul stochastique

Définition 1.1.7 : Un processus (X),, adapté par rapport une filtration (F%) -

et tel que pour toutt > 0, X, € L' est appelé :

a) Une martingale si pour s <t : E[X; | Fs] = X§;
b) Une sur-martingale si pour s < t:E[X; | Fs] < X;

c) Une sous-martingale si pour s <t :E[X; | Fs| > X;.

Proposition 1.1.3 (Décomposition de Doob) : Soit (X;); un processus aléatoire
intégrable. Alors il existe une martingale (M), et un processus F-prévisible (V;);,
tels que :

M(]:%:()a

et

Xy =Xo+ M;+V,, pourtout t>0.
De plus, cette décomposition est unique.

Définition 1.1.8 : Un processus M adapté, nul en 0 est une martingale locale
sl existe une suite croissante (T,,) de temps d’arréts telle que 1151_1 T, = +oo et

que pour tout n, le processus arrété M™™ = (Mg, »;) est une martingale.

Définition 1.1.9 : Un processus adapté et continu X est une semi-martingale
continue s’il existe une martingale locale M et un processus adapté A, continu, a
variations finies et nul en 0, tels que X = Xo+ M + A. Une telle décomposition

est unique.

Remarque 1.1.4 : L’unicité de la composition d’une semi-martingale résulte du

fait que toute martingale locale, continue, & variation finie est constante. Si :

X =Xo+ MY+ AW = Xy + MP 4 A®,

6



Chapitre 1. Rappel de calcul stochastique

ona: MY - M = A0 — A@dope MM — M@ est une martingale locale,

continue, a variation finie et nulle en 0 donc nulle.

Proposition 1.1.4 : Soit (X;):>0 une martingale (respectivement une sous-martingale)
et soit f : R — Ry une fonction convexe (resp. Une fonction convexe croissante).
Supposons aussi que B [f(X;)] < oo pour tout t > 0. Alors, (f(Xi)),5, est une

sous-martingale.

Preuve. D’aprés l'intégalité de Jensen. On a pour s < ¢ :

la derniére inégalité utilisant le caractére croissant de f lorsque (X;) est une sous-

martingale. m

Soit (Bi)o<t<r un mouvement Brownien standrad construit sur un espace
probabilisé¢ (Q, F,P) et soit (F;)o<t<r sa filtration naturelle. Rappelons que si
(Hi)o<t<r est un processus adapté tel que E( fOT HZ2dt) < oo le processus est

fg H,dB; une martingale.de carré intégrable, nulle en 0.

Le théoreme suivant montre que toutes les martingales browniennes peuvent se

représenter & I’aide d’une intégrale stochastique.

Théoréme 1.1.1 : Soit (M;)o<i<r une martingale de carré intégrable, par rap-
port & la filtration (Fy)o<i<r. Il existe un processus adapté (Hi)o<i<r tel que

E(f, Hdt) < +oo et

vt €[0,T] M,= M, + [, HdB, p.s - (1.1)
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Définition 1.1.10 : (1.1)) Note que cette représentation n’est possible que pour
les martingales de la filtration naturelle du mouvement brownien.
1l résulte du théoréme que si U est une variable aléatoire F;- mesurable de carré

intégrable, on peut l’écrire sous la forme
U =E(U)+ [, HidB, p.s - (1.2)

ou (H;) est une processus adapté tel que E(fOT H2dt) < +oo. Il suffit pour cela
de considérer la martingale M, = E(U/F;). On démontre aussi que si (My)o<i<r
est une martingale (non nécessairement de carré intégrable) il existe une repré-

sentation du type (1.2) mais avec un processus vérifant seulement fOT H2ds{oo

P.S.

1.2 Calcul d’Ito

Intégrale d’Ito

Définition 1.2.1 : L’intégrale stochastique ou l’intégrale d’Ito est une intégrale

t
/ 0.dB,.
0

ot (By)s>gest une mouvement brownien et (0:)+~q un processus stochastique répon-
>0 >0

de la forme :

dant a certains critéres d’intégrabilité.
Processus d’Ito

Définition 1.2.2 : Un processus d’Ito est un processus de la forme :

t t
Xt:X0+/ <p5ds+/ 0,dB,.
0 0

8



Chapitre 1. Rappel de calcul stochastique

avec Xg est Fo-mesurable; 0 et o deux processus F adapté vérifant les conditions

dintégrabilité :
T T
/ \93]2d5<oop.set/ | s |? ds < oop.s.
0 0

On note de maniére infnitésimale :

dXt = gOtdt + etdBt.

L’étude que nous avons menée jusqu’a maintenant nécessitait des conditions d’in-
tégrabilité plus fortes sur les processus 6 et . Afin de pouvoir présenter ici la
démonstration de certains résultats de cette partie, nous aurons besoin d’imposer

les conditions d’intégrabilités suivantes :

T T
E[/ |95|2ds]<ooet]E[/ | oy |2 ds] < oo.
0 0

Formule d’Ito

Théoréme 1.2.1 (Premiére formule d’Ité) : Toute fonction f € C*(R) a

dérivée seconde bornée vérife p.s :
t 1 t
0 0
La notion différentielle de cette relation est :
1
df (B,) = f'(B,)dBs + éf”(Bs)ds

Théoréme 1.2.2 (Deuxiéme formule d’Ité) : Soit f une fonction défnie sur
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R, x R de classe C* par rapport at; de classe C? par rapport ¢ x. On a :

P00 = 1O X0+ [ L Xt [ s X)Xt 5 [ 2,5 X)d(X X

1.3 Equations diférentielles stochastiques

Définition 1.3.1 : Soient b: [0;T] x R" — R" et 0 : [0; T] x R" — R™*¢ deux
fonction mesurable, ot T un réel strictement positif, U est une variable aléatoire,

de carré intégrable, et indépendante du M B. Une solution de I’EDS :

dX; = b(t, Xy)dt + o(t, X;)dB
Ey (b, 0) = e =0(t, Xy) (t, X4 )dB,
X():U

est consistée par :

a) Un espace de probabilité flitré (0, F,{F,t > 0}, P).
b) Un (F;) mouvement brownien B = (B, ..., B,) a valeurs dans R".

c) Un processus X = {X;,t > 0} continu (F;) adapte tel que les intégrales :
[5b(r, X, )dr et [y o(r, X,)dB,
aient un sens et tel que [’égalité
¢ t
X, =U +/ b(r, X,)dr +/ o(r,X,)dB, 0<t<T. (1.3)
0 0

soit satisfaite pour tout t P p.s.

10



Chapitre 1. Rappel de calcul stochastique

1.3.1 Théorém de I’Existence

Théoréme 1.3.1 Supposons que les fonctions b et o satisfont pour tout t &€

[0,T],z,y € R; le condition suivante :

i) Condition de Lipschitz : Pour tout compact L C R, il existe une constante

K =K(L), telle que :

|0t 2) = b(t,y) | + [ o(t,2) —o(t,y) [ K |z —yl.

ii) Croissance linéaire :

[o(t, ) | + [ o(t,2) < KL+ [z).

iii) B[ U 2] < oo
Alors ’EDS[1.3 posséde une unique solution.

11



Chapitre 2

Equations diférentielles

stochastiques rétrogrades

e chapitre a pour objectif de présenter le cadre théorique des équations
Cdiﬂ'érentielles stochastiques rétrogrades (EDSR), en définissant les no-
tions fondamentales et la terminologie utilisée dans ce contexte. Nous y exposons
le résultat classique d’existence et d’unicité des solutions sous des hypothéses ap-
propriées, et nous complétons le chapitre par des exemples illustrant la structure

générale de ces équations ainsi que le comportement de leurs solutions.

2.1 Vocabulaire et notations

2.1.1 Présentation du probléme

Soit (€2, (Ft)i>0,P) un espace probabilisé filtré, et & une variable aléatoire

mesurable par rapport a la filtration F. L’objectif est de résoudre 1’équation dif-

12



Chapitre 2. Equations diférentielles stochastiques rétrogrades

férentielle suivante

—r :f(}g);te [O,T] , avec Y1€:€7 .

dt

en imposant que le processus (Y})icpo,r) soit adapté a la filtration (F;)>o , c’est-a-
dire que Y; ne dépende pas t de 'information future au-dela de I'instant Commen-
gons par le cas particulier ot f = 0. Une solution naturelle semble étre Y; = &,
mais cette solution n’est pas adaptée si £ n’est pas déterministe. On considére

alors le meilleur approximant adapté dans L?, & savoir la martingale suivante :
Y, = E(f’}— t)-

Dans le cadre de la filtration naturelle d’'un mouvement Brownien, le théoréme
de représentation des martingales assure l’existence d’un processus Z, adapté et

a carré intégrable, tel que :
t
Y, = E[¢] +/ ZdWs.
0
En réécrivant cette expression, on obtient :
T
Vi—¢- [ zaw,
t

ce qui équivaut a :

—dY; = —Z,dW, avec Y;=¢E.

Cet exemple simple met en évidence ’apparition d’une seconde inconnue, le pro-

cessus Z, qui joue un role fondamental pour assurer I'adaptabilité de Y. Des lors,

13



Chapitre 2. Equations diférentielles stochastiques rétrogrades

afin de généraliser le cadre, il est naturel de permettre a la fonction f de dépendre

également de t, Y, et Z; L’équation devient alors :

—dY, = f(t,Y,, Z,)dt — Z,dW, avec Yy =¢.

2.1.2 Notations

Considérons un espace de probabilité comple (€2, F, P), et un mouvement Brow-
nien W de dimension d défini sur cet espace. On note (F;);>¢ la filtration naturelle
associée a W.

Nous utiliserons deux espaces de processus stochastiques :
L’espace S%(R¥) regroupe les processus Y a valeurs dans R¥, mesurables progres-

sivement, satisfaisant :
|V 2= B[ sup | ¥; ] < oc,
0<t<T

Le sous-espace S?(IR*) est formé des processus continus appartenant & S2. Par
convention, deux processus indiscernables (égaux presque sirement pour tout t)
sont considérés comme équivalents, et les notations resteront les mémes dans les
espaces quotient.

L’espace M?(R**4) contient les processus Z, eux aussi progressivement mesu-

rables, a valeurs dans R**?, tels que :

T
| Z |yei= B / | Z 2] < oo.

o1, pour toute matrice z € R¥*? on définit || 2 ||?= trace(zz*). L’espace M?(R**4)

désigne donc ’ensemble des classes d’équivalence associées.

14



Chapitre 2. Equations diférentielles stochastiques rétrogrades

Pour alléger les notations, on omettra les indices R**? et R¥ lorsque le contexte
est clair. Les espaces S?, S? et M? sont des espaces de Banach, chacun muni de

sa norme. On définit I’espace produit suivant :
B? .= S2(RF) x M?(RF*%),
nous considérons une fonction aléatoire :
f:00,T] x Q x R¥ x R*>4 — RF,

telle que, pour chaque couple (y, z), le processus {f(t,w,Y, Z)}o<t<r soit mesu-
rable progressivement.

On suppose également donnée une variable aléatoire £ :  — R* F -mesurable.
L’objectif est alors de résoudre 1’équation différentielle stochastique rétrograde
suivante :

Yt:& OStSTa _dYt:f<t7}/t7Zt)dt_thWt7

ou, de maniére équivalente, sous forme intégrale :
T T
Yt:§+/ f(r,YT,ZT)dr—/ Zp,dW,., 0 <t <T. (2.1)
t t

La fonction f est appelée le générateur de 'EDSR, et £ constitue la condition
terminale. Nous allons maintenant préciser ce que 1’on entend par une solution de

I’équation [2.1

Définition 2.1.1 On dit qu’un couple de processus{(Y;, Z) est une solution

}ogth

de l’équation différentielle stochastique rétrograde (EDSR) donnée par (1) s’il vé-

rifie les conditions suivantes :

15



Chapitre 2. Equations diférentielles stochastiques rétrogrades

1. Y, Z sont des processus progressivement mesurables, a valeurs respectivement
dans RF et R¥*d,

2. Presque stirement, on a :

T
/0 (l f(T,Y;,Zr) ‘ - H Zy ”2)d7" < 00.

3. Presque sirement, ’équation intégrale suivante est satisfaite :
T T
Y, =¢ +/ f(r,Y,, Z)dr — / Z.dW,., pour tout t € [0,T).
t t

Remarque 2.1.1 Deux points importants doivent étre soulignés :

Tout d’abord, les intégrales de I’équation [2.1] étant bien définies, Y est nécessaire-
ment une semi-martingale continue.

Ensuite, comme Y est progressivement mesurable, il est en particulier adapté, ce

qui tmplique que Yy est une valeur déterministe.

Proposition 2.1.1 Supposons qu’il existe un processus { ft}0<t<T, positif et ap-

partenant a M*(R), ainsi qu’une constante X\ > 0, tels que :
V(t,y,2) € [0, T] x RF x R™ | f(t,y,2) [< fi+ M|y |+ [ 2 [])-

Alors, si (Y, Z) est une solution de ’EDSR avec Z € M? et Y € S2.

Preuve. Le résultat se déduit principalement du lemme de Gronwall et du fait

que Yj est déterministe. En effet, on a pour tout ¢ € [0, 7],

¢ T
Yi=Y, — / f(r,Y,, Z.)dr + / Z.dWr,
0 0

16



Chapitre 2. Equations diférentielles stochastiques rétrogrades

et par suite, utilisant '’hypothese sur f,

T T ¢
1Y:| < Yol —I—/ (fr + X\ Z. ||)dr + sup | / Z.dW, | —1—)\/ Y, |dr.
0 o<t Jo 0

Posons
T

T
C=1al+ [ (4 M| 2o drt sup | [ Zawr].
0 o<t<T  Jo

Par hypothése, Z appartient & M? et donc, via I'inégalité de Doob, le troisiéme
terme est de carré intégrable; il en est de méme pour { ft}o<i<r, et Yo est déter-
ministe donc de carré intégrable; il s’en suit que ¢ est une variable aléatoire de
carré intégrable. comme Y est un processus continu — cf. remarque précédente,
le lemme de Gronwall fournit I'inégalité supy<,<r |Vi| < (e* qui montre que Y’
appartient a S2.

Remarque. le résultat est encore valable lorsque | f; | est une variable aléatoire

de carré intégrable.

Finissons par un résultat d’intégrabilité qui nous servira a plusieurs reprise. m

Lemme 2.1.1 Soient Y € S*(R*)etZ € M*(RF*?). Alors fOTYSstWS,t € 10,7

est une martingale uniformément intégrable.
Preuve. Les inégalités BDG donnent

Elsupgerer | [1 Y ZodWr [] < BV || Z, |7 dr)'/?)

T
< CE[SUPogth ‘Y;P(fo | Z, ”2 dr)l/Q]v

et par suite, comme ab < a?/2 + b?/2,

T T
B[ sup | Yr-ZrdWTHSC(E[OiggTIK\QHE[/O | 2, |17 dr).

0<t<T 0
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Or cette derniére quantité est finie par hypothése; d’ou le résultat. m

2.2 Cas Lipschitz

2.2.1 résultat de Pardoux—Peng

Dans ce paragraphe, nous allons montrer un premier résultat d’existence et
d’unicité qui sera généralisé. Ce résultat est dit & E.Pardoux et S. Peng [PP90];
c’est le premier résultat d’existence et d’unicité pour les EDSR dans le cas ou le

générateur est non-linéaire.

Rappelons pour la derniére fois que f est définie sur [0, 7] x R¥ x R¥*4 4 valeurs
dans R*, telle que, pour tout (y, z) € R* x R**4 le processus{ f(t,y, z) }o<i<r SOit
progressivement mesurable. On considére également ¢ une variable aléatoire, F;

~mesurable, & valeurs dans RF.
Voici les hypothéses sous les quelles nous allons travailler.
(L) 1 existe une constante A telle que P — p.s,

1.Condition de Lipschitz en (y, z) : pour tout t,y,v', z, 2/,
|f(ty,2) = f&y, 20 < My =1+ 1 2 = 2 )
2.condition d’intégrabilité :
T
Ellg + [ 17r0.0)Pdr] < o
0

Nous commengons par un cas trés simple, celui ot f ne dépend ni de y ni de 2

i.e. on se donne ¢ de carré intégrable et un processus {F; jo<i<7 dans M?(R¥) et

18
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on veut trouver une solution de ’EDSR,
T T
Yt=¢ +/ F.dr — / ZdWr,0<t<T. (2.2)
t t

Lemme 2.2.1 Soient £ € L?(Fr) et {F;}o<i<r € M*(R¥). L’EDSR posséde
une unique solution

(Y, Z) telle que Z € M>.

Preuve. Supposons dans un premier temps que (Y, Z) soit une solution vérifiant
Z € M2

Si on prend ’espérance conditionnelle sachant F;, on a nécessairement,
T
v :]E(§+/ Fodr | ).
t

On définit donc Y a l'aide de la formule précédente et il reste a trouver Z.
Remarquons que,d’aprés le théoréeme de Fubini, comme F' est progressivement
mesurable, fot F,dr est un processus adapté a la filtration {F;}; € [0,77]; en fait

dans S? puisque F est de carré intégrable. On a alors, pour tout ¢ € [0, 77,

T ¢ ¢
Y =E(¢§ +/ F.dr | F,) — / F.dr := M, — / F.dr.
0

0 0

M est une martingale brownienne ; via le théoréme de représentation des martin-

gales browniennes on construit un processus Z appartenant & M?2tel que

t t t
Y, = M; — / E.dr = My + / Zp dWr — / F.dr.
0 0 0

On vérifie facilement que (Y, Z) ainsi construit est une solution de 'EDSR étudiée
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puisque comme Y = &,

Y, —€ =M+ [i ZdWr — [} Bdr — My + [} Z,dWr — [ Eodr
T T

L’unicité est évidente pour les solutions vérifiant Z € M?2.

Nous montrons a présent le théoréme de Pardoux et Peng :

Théoréme 2.2.1 . Pardouz—Peng 90 [5]. Sous l’hypothése (L), '’EDSR POSs-

séde une unique solution (Y, Z) telle que Z € M?>.

Preuve. . Nous utilisons un argument de point fixe dans ’espace de Banach B2 en
construisant une application ¥ de B? dans lui-méme de sorte que (Y, Z) € B? est
solution de 'EDSR . si et seulement si c’est un point fixe de W. Pour (U, V)
élément de B2, on définit (Y, Z) = U(U, V) comme étant la solution de 'EDSR :

T T
Yt:f—l—/ f(r,UT,V,,)dr—/ ZydWr, 0 <t <T.
¢ ¢

Remarquons que cette derniere EDSR posséde une unique solution qui est dans
B2.
En effet, posons F, = f(r,U,,V;). Ce processus appartient & M? puisque, f étant
Lipschitz,

E[<[f(r0,0)[ + AU+ A V2] -

et ces trois derniers processus sont de carré intégrable. Par suite, nous pouvons
appliquer le lemme pour obtenir une unique solution (Y, Z) telle que Z €
M?.(Y,Z) appartient a B :

l'intégralité de Z est obtenue par construction et, d’apres la Proposition 2.1.0] YV
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appartient a S?. L’application ¥ de B? dans lui-méme est donc bien définie.

Soient (U, V) et (U, Vo) deux éléments de B? et
(Y, Z) = (U, V), (Y, Z') = O(U", V).
Notonsy =Y —Y'et 2 =2 — Z'.0na, yr =0 et
dyy = —{f(t, U, Vi) — f(t, U, V) }dt + z,dW,.
On applique la formule de It6 a e®|y;|* pour obtenir :
de® lye* = ce™ |y Pdt—2e y{ f (¢, Uy, Vi) — f (¢, U}, V/) bdt+2e* yp- 2 dWy+e || 2 ||? dt.

Par conséquent, intégrant entre ¢ et I', on obtient :

T T T
eat‘yt|2+/ ear | Zr |2 d’f’ = / ear_a|y1"|2+2yr{f(ra Ur> V;)—f(?“, Ur/a ‘/r/)}dr_/ 2€aryrzrdWr7
t t t
(2.3)
et, comme f est Lipschitz, il vient, notant v et v pour U — U/ e tV — VI respec-

tivement,

T T T
6O‘tlyt|2+/ e || 2 |I* dr < / e (—aly, *+2Aly, |Jur [ +2Aly, | || v, ||)d7‘—/ 2e* Yy 2pdW..
t t t

Pour tout € > 0, on a 2ab < a?/e + b?, et donc, I'inégalité précédente donne
T T
ey, |? —I—/ e || 2 ||? dr < / e — (a4 227 /o) |y, [2dr — /Qeo‘ryrzrdWr
t t

T
—I—e/ e P+ || vr ||? dr,
t
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et prenant o = 2)\?/e, on a, notant R. = ¢ [ e*"|u,[*+ || v, ||? dr,

T T
vt € [0,T], e[y |? —{—/ e |z | 2dr < R. — 2/ e yp 2 dW,. (2.4)
t t

D’apres le Lemme [2.1.1] la martingale locale { fOT ey, 2,dW, }iepo.1) est en réalité

une martingale nulle en 0 puisque Y, Y’ appartiennent a S? et Z, Z’appartiennent
aM?.
En particulier, prenant I’espérance — ce qui fait partir 'intégrale stochastique via

la remarque précédente—, on obtient facilement, pour ¢ = 0,
T
E[/ e || 2 |2 dr] < B[R] (2.5)
0

Revenant a l'inégalité 2.4] les inégalités BDG fournissent — avec C' universelle,

o T ar
Elsupg<i<p ¢*[ye* < B[R]+ CE[( [y |y, || 2 |* dr)'/?]

[0 T or
< B[R:] + CE[(supo;<r *Plyel fo € |yel* || 2 ||* dr)'?],

puis, comme ab < a?/2 + b*/2,

1 2 T
E[ sup e“t|yt\2 < E[R.] + EE[ sup eo‘t]yt|2 + C—E[/ e || 2 H2 dr.
0

0<t<T 0<t<T 2

Prenant en considération l'inégalité [2.5], on obtient finalement

T
E[ sup e|y|? +/ e | 2 ||? dr] < (3 + AE[R.]
0

0<t<T

et par suite, revenant & la définition de R.,

T T
E[ sup eat|yt|2+/ e || 2, ||? dr] < e(3+c*)(1VT)E[ sup eat|ut|2+/ e || v, || dr).
0 0

0<t<T 0<t<T

22



Chapitre 2. Equations diférentielles stochastiques rétrogrades

Prenons ¢ tel que £(3 + ¢?)(1V T) = 1/2, de sorte que l'application ¥ est alors
une contraction stricte de B2 dans lui-méme si on le munit de la norme

T
| (U V) lla=E[ sup e|UJ> + / ||V |12 dr]?
0

0<t<T

qui en fait un espace de Banach — cette derniére norme étant équivalente a la
norme usuelle correspondant au cas o = 0.

¥ posséde donc un unique point fixe, ce qui assure ’existence et 'unicité d’une
solution de 'EDSR dans B2.

On obtient ensuite une unique solution vérifiant Z € M? puisque la Proposition

m implique qu’un telle solution appartient & B%. m

Remarque 2.2.1 A partir de maintenant et sans plus insister, lexpression « la

solution de 'EDSR » signifiera la solution de I’EDSR vérifiant Z € M?>.

2.2.2 role de Z.

Nous allons voir que le réle de Z, plus précisément celui du terme ftT Z.dW,
est de rendre le processus Y adapté et que lorsque ceci n’est pas nécessaire Z est

nul.

Proposition 2.2.1 Soit (Y, Z) la solution de '’EDSR et soit T un temps
d’arrét magjoré par T'. On suppose, outre I’hypothése (L), que & est F,—mesurable

et que f(t,y,z) =0 dés quet > 1. Alors Yy =Y, N1 et Z, =0 sit > 7.
Preuve. On a, P — p.s,
T T
Yt:§+/ f(r,K,Zr)dr—/ Z,.dW,,0 <t <T,
t t
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et donc, pour t = 7, comme f(t,y,z) =0 dés que t > T,

T T T
YT = 5 + / f(’l", Y;«, Zr>dr - / ZrdWT' = f — / ZrdWT.

Il vient alors Y, = E(£|F;) = £ et par suite fTT Z,dWr =0 d’ou l'on tire que

Bl([ 24w =B{ [ 12, P awr) =0,

T

et finalement que Z,I,>, = 0. Il s’en suit immédiatement que, sit > 7,.Y; =Y, ,

puisque par hypothése,
T
Y:r:Y;—FZth(T’,Y;,ZT)dT—/ ZrdWT:Y;_FO_O?

ce qui termine la preuve. m

Notons que dans le cas ou £ et f sont déterministes alors Z est nul et Y est la

solution de I’équation différentielle

dY;

E:f(tvytvo)ay;fzg'

Une estimation a priori. Nous finissons ce paragraphe en donnant une premiére
estimation sur les EDSR : il s’agit en fait d’étudier la dépendance de la solution
de 'EDSR par rapport aux données qui sont & et le processus {f(t,0,0)}bo<t<r.

Cette étude sera reprise au chapitre suivant.

Proposition 2.2.2 Supposons que (&, f) vérifie (L). Soit (Y, Z) la solution de
I’EDSR telle que Z € M?. Alors, il existe une constante C,, universelle telle
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que, pour tout 3 > 1+ 2\ + 2)2,

T T
E[ sup eﬁt!Yt|2+/ N Ze |P dt] < o E[eﬁt\ﬂH/ e’ | £(¢,0,0) [* dt].

0<i<T 0 0

Preuve. On applique la formule de It6 & ¢’!|Y;|> pour obtenir :

T T T
S [ 2P dr = TP [ BV 2~ [ 267, 2,
t t

t

Comme f est A-Lipschitz, on a, pour tout (¢,y, z),
2y.f(t,y. 2) < 2[yllf(,0,0)] + 2A[y|* + 2Aly| || = ||
et donc utilisant le fait que 2ab < ca® + b*/e pour € = 1 puis 2,
2y.f(t,y,2) < (1420 + 2X°)y* + [ (£,0,0)°+ || = ||* /2.
Pour 3 > 1+ 2\ + 2A? on obtient, pour tout ¢ € [0, 77,

1 (T T T

Sy [ 2 dr < TP [ 0.0 Pdr-2 [ Y Zaw,
t 0 t

(2.6)

La martingale locale { fg e’Y, Z,dW,,t € [0,T]} est une martingale — cf. Lemme

2.1.1) En particulier, prenant ’espérance, on obtient facilement, pour ¢ = 0,

T T
B[ e 2 P dr) < 2B+ [ o000l

Revenant a l'inégalité [2.6] les inégalités BDG fournissent — avec C' universelle —,

T T
E[ sup |V < E[eT|el*+ / ¢\ £(r, 0, 0)Pdr]+ CE( / 1Y, Pl Z, | dr)).
0 0

0<t<T
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D’autre part,

T T T T
CE[(fy e | Y, Pl Z, |I? dr)'?] < CElsupocycr e®IYil([fy € | Z, |* dr)'72,

2T _pr
< sBlsupocicr Vi) + Sy 7 I Zo | dr)).

Il vient alors,

1 T T
JELsup HIViP) < 2P + [ eI 0.0)Pdr 4B & | 2, | i)

0<t<T 0 0

et finalement on obtient

T T
E[ sup e”|Y|* +/ " || Z, |* dr] < 2(2+ C*)E[™ ¢ +/ e’ f(r,0,0)|*dr]
0

0<t<T 0

ce qui termine la preuve de la proposition prenant C, = 2(2 + C?). =

2.3 Théoréme de comparaison

2.3.1 EDSR linéaires

Dans ce paragraphe nous étudions le cas particulier des EDSR linéaires pour
lesquelles nous allons donner une formule plus ou moins explicite.

On se place dans le cas kK = 1; Y est donc réel et Z est une matrice de taille 1 x d

c’est & dire un vecteur ligne de dimension d.

Proposition 2.3.1 . Soit {(at,b) }epor] un processus @ valeurs dans R x R?,
progressivement mesurable et borné. soient {c,}ieo ) un élément de M*(R) et &

une variable aléatoire, Fy—mesurable, de carré intégrable, a valeurs réelles.L’EDSR
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linéaire :

T T
Y, =&+ / {a,Y, + Z.b, + ¢, }dr — / Z.dW,.,
¢ ¢

posséde une unique solution qui vérifie :
T
vt € [0,7),Y; = I 'B(€Ty + / ¢ Todr | ).
t

avec, pour tout t € 0,7,

t 1 t t
I, = exp{/ b, dW, — —/ |b,|2dr +/ a,dr}.
0 2 /o 0

Preuve. Commencons par remarquer que le processus I' vérifie :
dFt == Ft(atdt + bthVt>, FO =1.

D’autre part, comme b est borné, 'inégalité de Doob montre que I' appartient a
S2.

De plus, les hypotheéses de cette proposition assure I'existence d’une unique solu-
tion (Y, Z) a PEDSR linéaire; il suffit de poser f(t,y,z2) = ay + zb; + ¢, et de
vérifier que (L) est satisfaite. Y appartient a S? par la Proposition m

La formule d’intégration par parties donne
dFth — Ftd}/t ‘I— Y;gd].—‘t ‘I— d(].—‘, Y>t — —Ftctdt + FtthWt + Ft}/tbt'dVVta

ce qui montre que le processus I'}Y; + fot ¢, I'.dr est une martingale locale qui est
en fait une martingale car ¢ € M? et I', Y sont dans S2.
Par suite,

¢ T
Pth + / CTFTdT‘ = E(FTYT + / CTFTdT | E)?
0 0
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ce qui donne la formule annoncée. m

Remarque 2.3.1 Notons que si £ > 0 et si ¢; > 0 alors la solution de I’EDSR
linéaire vérifie Y, > 0. Cette remarque va nous permettre d’obtenir le théoréme de
comparaison au paragraphe suivant. pour illustrer ce résultat prenons le cas ol a

et ¢ sont nuls. On a alors

T 1 T
Yi=B(eesp{ [ b o= 3 [ b Pdr | F) = €17,

t

ot P* est la mesure de densité par rapport a P

T 1 T
Ly = exp{/ by dW, — 5/ |br|2dr}
t 0

Une autre fagon de voir cela, plus dans ’esprit « probabilité risque neutre », est
de regarder ’EDSR sous P*. En effet, sous P*, B, = W, — f(f b.dr est un MB —
c’est le théoreme de Girsanov.

Or l’équation peut s’écrire
—d}/t - thtdt - thWt = _thBt; YT - 5

Donc, sous P*)Y est une martingale, ce qui montre aussi la formule.On retrouve
ainsi les changements de mesures de probabilité du type «transformation de Gir-

sSanov».

2.3.2 Théoréme de comparaison

Ce paragraphe est consacré au «théoréme de comparaison»

qui permet de comparer les solutions de deux EDSR (dans R) dés que l'on sait
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comparer les conditions terminales et les générateurs. Ce théoréme est da a 'ori-

gine a S. Peng [Pen92].

Théoréme 2.3.1 Supposons que k =1 et que (&, f), (&, f') vérifient ’hypothése
(L). On note (Y, Z) et (Y', Z") les solutions des EDSR correspondantes. On sup-
pose également que P —p.s.§ <& et que f(t,Y;, Zy) < f'(t,Yy, Zy)m@ P —p.p. (m

mesure de Lebesgue). Alors,
P—ps., Vte[0,T], V; <Y/

Si de plus, Yo =Yy, alors P-p.s..Y; =Y/, 0 <t <T et f(t,Yt, Zt) = f'(t, Y, Zt)m®
P — p.p. En particulier, dés que P(§ < &) > 0 ou f(t,Y:, Zy) < f1(t,Yy, Zy) sur

un ensemble de m ® P—mesure strictement positive alors Yy < Y.

Preuve. La preuve s’effectue par linéarisation ce qui permet de se ramener aux
EDSR linéaires. on cherche une équation satisfaite par U = Y’ — Y'; on a notant

V=2'—Zet (=¢-¢,
T T
Ut = C + / (f/(ra Y;«I? Zqi) - f(?",Y;n, ZT))dT - / ‘/;”dWT‘
t t
On découpe l'accroissement des f en trois morceaux en écrivant
f/(ra Y;"a Z;) - f(ra Yvra ZT) = f/(r YI Z/) - f/(r7 Y;“a Zylﬂ) +f/(7", Y;"a qun) - fl(ra Yvr‘; Zr)

) T T

+f'(r,Y,, Z,) — f(r,Y,, Z.)(qui est positif ici).
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On introduit deux processus a et b : a est & valeurs réelles et b est un vecteur

(colonne) de dimension d. on pose :

[ (Y, Z)) = f'(r,Y,, Z))
U,

a, = , si U, #0, et a, = 0 sinon.

)

Pour définir b, on doit introduire une autre notation : pour 0 < i < d, 7t est 1a

ligne dont les d — i derniéres composantes sont celles de Z/. et les i premiéres celles
de Z,. Pour 1 <17 < d, on pose
Y, 207 = fr, Y5, 2)

b = i ,si V£ 0,et b’ = 0 sinon

T

Remarquons que, puisque f” est Lipschitz, ces deux processus sont progressivement

mesurables et bornés. Avec ces notations, on a,
T T
U = C+/ (a,Ur + Viby + ¢ )dr — / V,.dW,,
t t

ouc, = f'(r,Y,, Z,) — f(r,Y,, Z.). Par hypothése, on a ( > 0 et ¢, > 0. Utilisant
la formule« explicite » pour les EDSR linéaires -la Proposition [2.3.1}, on a, pour
t€0,7],
T
U =T, 'E(Tr +/ c.Lpdr | ),
t

avec, pour 0 < r < T,

T 1 T T
I, = exp{/ b, dW,, — —/ |bu|*du +/ aydu}.
0 2 Jo 0

Comme déja mentionné lors de la remarque suivant la Proposition [2.3.1] cette

formule montre que U; > 0,désque ¢ > 0 et ¢, > 0.Pour la seconde partie du
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résultat, si de plus Uy =0 on a :

T
0=E(Tr+ / e, Iydr),
0

et la variable aléatoire intégrée est positive. Par conséquent, elle est nulle P — p.s.
ce qui termine la preuve de ce théoréme en remarquant que dans ce cas ( = 0 et

¢ =0. m

Remarque 2.3.2 On peut supposer que f(t,Y/, Z]) < f'(t,Y/,Z]) au lieu de
ft, Y, Zy) < f(t,Y,, Zy). pour obtenir le résultat précédent. Il suffit de faire une

linéarisation en partant de l’écriture

P Y20 — (1Y, Z,) = f/(r,Y], Z0) — [(r,Y]. Z}) (supposé positif ici)
—i—f(?“, YZ? Z;n) - f<7"7Y;"7 Z;) + f(?“, Y;"’ Z:”) - f(?”, Y;“a Zr)'
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Chapitre 3

EDSR et application sur EDP

e chapitre traite de la relation entre les équations différentielles sto-
Cchastiques rétrogrades (EDSR) et les équations aux dérivées partielles
(EDP). Nous commengons par présenter quelques notions de base sur les EDP,
puis nous montrons comment les EDSR permettent de représenter les solutions
de certaines équations quasi-linéaires, en mettant I’accent sur le cas linéaire et la

formule de Feynman-Kac.

3.1 Equations différentielles partielles (EDP)

Définition 3.1.1 (E.D.P) Soient d,m,n,s des entiers naturels non nuls, 0 un
ouvert de R,
On appelle systéme d’E.D.P & coefficients réels dans R? de taille n, d’ordre m une

relation de la forme :

¢(5U>U(l’),ai(u(ﬂﬂ))z‘e{L...d},3i2,j(u(95))i,je{1 ..... d}%“'aair?,iz ..... im(u($))(i1,z‘2 ..... im)€e{l,..., d}m):()
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ol
u: QCRY— R"™ est solution de l'E.D.P

¢p: QCRIXR" x ... x R" — R®,

On dit que I’E.D.P est linéaire si et seulement si ¢(x,.) lest pour tout x € €.
On dit que I’E.D.P est scalaire si s =n =1 (une seule équation et u : Q C R —
R).

On considere la dynamique stochastique :

AXE = H(XE)ds + o (X)W, t < 5 < T

t?':v_
X = x

ou b et o sont des fonctions régulieres a valeurs bornées, et {X5%;0 <t < s <

T,z € R} représente la solution unique de cette équation pour un point initial

(t, ).

3.2 EDP linéaire et formule de Feynman-Kac

Afin d’introduire le lien entre les équations aux dérivées partielles d’une part,
les équations différentielles stochastiques rétrogrades d’autre part, Nous commen-
cerons par 1’étude d’'un exemple élémentaire d’équations aux dérivées partielles
linéaires.

On fixe un entier d > 1, un espace de probabilité (£2, F, P), ainsi qu'un mouvement
Brownien défini sur  a valeurs dans R? muni de la filtration usuelle associée a ce

mouvement brownien.

Pour tous entiers naturels strictement positifs m et p, on note | . | la norme

euclidienne sur R™ et || . || la norme euclidienne sur R™*?, que 'on peut également
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interpréter comme une norme matricielle.

3.2.1 EDP de chaleur et formule de Feynman- Kac

Intéressons nous tout d’abord pour p € N* fixé & I’équation de la chaleur dans
RP .

ou  10%u

ot 20z
L’interprétation probabiliste de la solution de cette équation peut se résumer a la

proposition suivante :

Proposition 3.2.1 Soient & : R? — R et u solution bornée et continue sur

[0, +00[xXRP de l’équation :

Qu — %%. sur [0, +-00[ xIRP
u(0,z) = o(x).

Alors pour tout (t,x) € [0, +00[xRP
u(t,z) = E.[P(By)]

Ou E, signifie qu’en prenant l’espérance, on suppose que le Brownien part de x

au temps t = 0.

Preuve. La formule d’It6 appliquée a M, = u(t — s, By) nous permet d’écrire

que :

S 1 2 s
M, = My + / [(—a—u + —%)(t —r, B,)]dr + / vu(t —r, B,)dB,
0 0
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et donc M = u(t — s, By) est une martingale bornée. en particulier,

ult,x) = E,[My] = E,[M;] = E,[®(B,)].

De plus, réciproquement, on a

Proposition 3.2.2 Si ® est continue et vérifie la condition

alors v définie sur [0, +00[XRP par v(t,x) = E,[P(B;)] est solution de ’équation

de la chaleur.

Proposition 3.2.3 Donnons nous des fonctions

f:[0,7] x R — RP

o:[0,T] x R? — RP*4

vérifiant

It x) = fty) |+ 1ot 2) —o(ty) S K[z -yl

IfE2) 1P+ 1 ot 2) P< K*(1+ < M(1+ [ 2 )

pour tous 0 <t <T.x € RP y € RP et ou K est une constante positive.

On peut alors considérer (X;,x) le processus stochastique solution de I’équation
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différentielle stochastique suivante :

X, = x+/ f(r, Xr)dr—i-/ o(r, X,)dB,.
t t
On se donne

d: RPF >R,
g: [0,T] xR - R,
K: [0,T] x R? — [0, +o0]

continues et telles que pour tout v € RP,

| () |< LA+ [ 2 [1%)

| g(t.x) |< L1+ | 2 )

ou L est une constante strictement positive.

Alors siu € C?([0,T] x RP), vérifiant
Vo € R, max | u(t,z) |< M(1+ || = ||?)
0<t<T
o M est une constante strictement positive, est solution du probléeme de Cauchy

%7: = %Zz‘j@a*)ij—agﬁ;j +Z,~fig—;—kU+g:0 sur [0;T] x RP
uw(T,z) = O(x)

alors on a pour tout (t,z) € [0,T] x R?,

u(t,z) = BE[®(X5") exp(—/t k(r, X5 )dr)

T T
N / g(r, X1) exp(— / e (, X57)du)dr]
t t
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3.3 EDSR et systémes des EDPs paraboliques
quasi-linéaires

Pardoux et Peng [5] montrent que les EDP quasilinéaires paraboliques peuvent
étre caractérisées de maniére probabiliste via une EDSR, c’est une extension du
lien de Feynman-Kac qui ne s’applique qu’aux EDP linéaires & des EDP non
linéaire.

On considére une EDP de la forme :

%(t,x) + Lu(t,x) + f(t,x,u(t,x), (Vu.o)(t,z)) =0

u(T,x) = g(x)

(3.1)

ouu: Ry x R — R¥ et

Lu,
L, =
L,,
- %;é(aa*)i,jﬂ(t,x) aaf;xj 4 i bi(t, ) aii‘

Cette EDP est quasilinéaire car le terme f dépend non seulement de u, mais aussi
de Vu.o.

Rappelons d’abord un résultat de [§] :
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Etape 01 : Construction de ’'EDSR a partir de PEDP

Théoréme 3.3.1 Siu € C2([0,T)) x R?) résout I’équation [3.1, alors
u(t,r) = V"'t > 0,0 € Rlou {(Y*, Zb%);t < s < Thiguere est lunique

solution de ’EDSR suivante :
T T
Y = g(X5") +/ F(XE VP Z8%Ydr — / ZH AW, t < s <T. (3.2)

Preuve. Soit : Y; = u(s, X1*) et Z = V(s, X1").0(s, XL*)

On applique la formule d’Tt6 & u(s, X;) :

du(s, X,) = (dyu + Vb + %TT[UUTGEU])(S, X,)ds

+ vu(s, Xs).o(s, Xs)dWs.
Mais comme u satisfait ’'EDP, on :
1 T A2
Osu + Vu.b + éTT’[UCT N = —f(s, Xs,u, Vu.o).
Ce que donne l'intégration rétrograde
T
Y, :YT+f(T7XT7Y;aZT)d3_/ ZTdWra

avec Yy = ®(Xr). c’est exactement une EDSR.
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Etape 02 : Réciproque-Construction de solution de ’EDP & partir de
PEDSR

nous sommes maintenant en mesure de prouver 'inverse du résultat ci-dessus :

Théoréme 3.3.2 Sous les hypothéses énoncées dans le chapitre 1 ie le théoreme

(Z31) et le chapitre 2 dans le cas lipschitz

u(t,z) £ Yt > 0,2 € RY

est de classe CV2([0,T] x RY) et résoult I’équation

Pour prouver ce théoréme, nous avons besoin le théoréme et le lemme suivants :

Théoréme 3.3.3 {Y % (s,t) € [0,T],z € R?},a une version dont les trajectores

appartiennent a C*%2([0, T)? x R?).

Lemme 3.3.1 Pour tout 0 <t <s<T,z € R?

Zy" = VYV o (X))

en particulier

Ztt’x = vYo(x).
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Preuve de théoréme D’apres le théoreme € C%2([0,T] x RY),

hXD
soit h > 0 tel que t + h < T. clairement ,Y jl = Y:jh

o .ainsi

u(t + h,x) — u(t,x) = u(t + h,x) —ut +h, X;25) +ut + b, X75) — ult,x)

t+h t+h
= — / Lu(t + h, X'*)dr — / (Vuo)(t + h, X% )dW,
t t

t+h t+h
[ pxte vte gty 4 / Ztqw,
t

t

ou nous avons utilisé la formule d’Tto (et le fait que u(t,.) € C?(R%)) et d’aprés

que u est une solution de 'EDSR [3.2] m

Soit maintenant t =ty < t; < ... < t, = T. nous avons

o(z) — ult, z) Z/ Wi, XET) 4 F(XH7, Yo Z7)

n—1 .41
£Y [ 12 (a0, X,
=0 i

Il résulte maintenant du Théoréme et du Lemme que, si 'on prend
une suite ¢ = to <t < .. <t, =T telle que lim, ..osup,_ (&7, — ) =0, on

obtient & la limite :

u(t,z) = g(x )—i—/t [Lu(s,x) + f(s,z,u(s, x), (Vu)(s, x))|ds,

ot u € CY2([0,T] x R?) et satisfait 'équation
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D ans ce mémoire, nous avons présenté les équations différentielles stochas-
tiques rétrogrades (EDSR) a travers une approche progressive, débutant
par les fondements du calcul stochastique, poursuivant par I’étude des propriétés
de ces équations, et aboutissant aux applications liées aux équations aux dérivées

partielles (EDP).

Nous avons tout d’abord rappelé les outils de base tels que le calcul d’Ito, le
mouvement brownien, les martingales, qui constituent une base essentielle pour

comprendre la nature des modéles aléatoires et leur role en analyse mathématique.

Nous avons ensuite introduit la formulation générale des EDSR, avec une étude
approfondie du cas lipschitzien garantissant I’existence et 1'unicité de la solution
sous des conditions appropriées, en nous appuyant sur les résultats de Pardoux
et Peng. Nous avons également mis en évidence 'importance structurelle de la
variable Z, qui joue un role crucial dans 'expression du terme aléatoire de la

solution.

Dans la derniére partie, nous avons montré comment les EDSR permettent de
représenter certaines équations aux dérivées partielles, en particulier dans le cadre
quasi-linéaire.

En somme, nous avons constaté que les EDSR ne constituent pas simplement une
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généralisation stochastique des équations différentielles classiques, mais bien un
cadre mathématique riche permettant de modéliser et d’analyser des phénomeénes
complexes difficilement accessibles par les méthodes traditionnelles. Ces équations
ouvrent ainsi de nouvelles perspectives de recherche et d’application, aussi bien
en mathématiques théoriques que dans des domaines variés tels que la finance

quantitative ou le controle optimal.
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Résumé du mémoire
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Résumé :

Ce mémoire €tudie la relation entre les équations différentielles stochastiques
rétrogrades (EDSR) et les équations différenticlles partielles (EDP). Aprés avoir
présenté les bases du calcul des probabilités stochastiques, nous introduisons les
EDSR et démontrons |'existence et 'unicité de leur solution sous une condition
de Lipschitz, en nous appuyant sur les résultats de Pardoux et Peng. Enfin, nous
montrons qu’il existe une solution pour les équations différentielles partielles
quasi-linéaires en utilisant les EDSR, ce qui représente le cas général de la
formule de Feynman—Kac.

Abstract :

This thesis explores the relationship between backward stochastic differential
equations (BSDEs) and partial differential equations (PDEs). After presenting
the basics of stochastic probability calculus, we introduce BSDEs and prove the
existence and uniqueness of their solution under a Lipschitz condition, based
on the results of Pardoux and Peng. Finally, we show the existence of a solution
for quasi-linear partial differential equations using BSDEs, which represents the
general case of the Feynman—Kac formula.
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