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INTRODUCTION

Les équations aux dérivées partielles (EDP) jouent un role fondamental dans la modélisation de
nombreux phénomenes physiques, chimiques, biologiques et économiques. Parmi elles, les équations
paraboliques occupent une place de choix, notamment dans I'étude des processus de diffusion, de

conduction thermique et d’évolution temporelle.

L’¢étude des équations aux dérivées partielles remonte aux premiers si¢cles de 1’analyse mathéma-
tique, mais c’est au XVIlle siécle qu’elle a pris un véritable essor, notamment grace aux travaux de
grands scientifiques comme Fourier, qui a introduit les équations paraboliques dans 1’analyse de la

conduction thermique, ou encore Laplace, a travers ses études sur la gravitation et 1’électricité.

Au fil du temps, les méthodes analytiques et numériques ont connu un développement remarquable,
surtout avec I’avenement de I’informatique, permettant de traiter des problémes complexes autrefois
inaccessibles. Cette évolution a consolidé I’importance des approches numériques dans la résolution

des EDP, en particulier les problémes paraboliques.

Cependant, dans la plupart des cas réels, il est difficile, voire impossible, d'obtenir des solutions ana-

lytiques exactes a ces équations. D'ou I'intérét croissant pour les méthodes numériques, qui permettent
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d'obtenir des approximations satisfaisantes de la solution, tout en garantissant une bonne précision et

une stabilité du schéma utilisé.

Ce travail s'inscrit dans cette perspective. Il a pour objectif d'étudier numériquement certains pro-
blémes paraboliques a travers différentes méthodes d'approximation, telles que les différences finies

ou les éléments finis, en mettant I'accent sur leur mise en ceuvre, leur précision et leur efficacité.

Ainsi, notre mémoire ce compose de trois chapitres :

Chapitre 01: Dans ce chapitre, nous commencons par des généralités sur quelques définitions sur
équations aux dérivées partielles (EDP) et Formulation Variationnelle, Ensuite, nous présentons

les deux méthodes numériques (c'est-a-dire : Méthode de D.F et Méthode des ¢léments finis).

Chapitre 02: Dans ce chapitre, nous présenterons une étude plus approfondie de la méthode des diffé-
rences finies appliquée aux équations paraboliques. L'accent sera mis sur I’analyse théorique de
chaque schéma (explicite, implicite et Crank-Nicolson), en mettant en évidence leurs avantages,

leurs inconvénients et leurs conditions de stabilité, sans entrer dans les applications numériques.

Chapitre 03: Ce chapitre est consacré aux applications. Dans la premiére partie, nous présenterons
une application numérique de la méthode des différences finies pour la résolution numérique
de I’équation de la chaleur. Dans la seconde partie, nous utiliserons le logiciel MATLAB pour

simuler et analyser les résultats obtenus.




CHAPITRE 1

GENERALITES ET METHODES

NUMERIQUES

1.1 Les équations différentielles

Soit u = f(x1, z9, x3, ..., x,) une fonction de n variables réelles.

On dit que u est une variable dépendante et que z1, x5, x3, ..., ,, sont des variables indépendantes.

Definition 1.1 une équation dans laquelle apparait (uniquement) une variable dépendante et ses dé-

rivées par rapport a une ou plusieurs variables indépendantes est appelée équation différentielle.[6]

Exemple 1.1

ou_ g0y
—_— = O u
ox

est une équation différentielle a une variable x du premier ordre tq : u = f(x)
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Exemple 1.2

@%—Qx (0%) % =z
0x? y@x@y dy

est une équation différentielle a deux variables x,y tq : u = f(x,y)

1.2 Les types des équations différentielles

1.2.1 Equations différentielles ordinaires

L'exemple le plus simple est lorsque la fonction u dépend uniquement d'une seule variable.

Alors cette relation est décrite simplement par ce qu'on appelle une EDO.[5]

Définition 1.2 Une EDO est une relation du type

0 0? o
F(e,u(2), 52(2), 55(2), v 5 () = 0 (L.1)

Entre la variable x € R (parfois x € I C R) et les dérivées de la fonction inconnue au point x tel

que :

Fi(z,y) — F(z,y)

Rn-ﬁ-? 3R

avec u = (Ug, Uy, ..., U, ) € R, n est le nombre de variables.

1.2.2 Equations aux dérivées partielles

La généralisation de la definition pécédente en considérant des fonctions de plusieurs variables

permet de construire le concept d'une EDP. Nous commengons par donner la définition d'une EDP du

10
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1¢" ordre.

Definition 1.3 Une équation aux dérivées partielles du 1°" ordre d'inconnue u de n variables indé-

pendantes x1, xs, ..., T, est un équation de la forme :

Ju Ou ou
F ey Ty U, , s =0 1.2
('xtha y Ly U 8331 ax2 8.@”) ( )
Ou (x1, 9, ...,x,) € Q ouvert de R™.
Pour une fonction de deux variables, la définition est donnée par :
Définition 1.4 La forme général d'une EDP d'ordre 2 est :
ou du 0> 0?u  *u O
Fla,y,u, ooy oo, o S0 S8 S0 — g (13)

"0x’ Oy’ 00y’ Oydx’ Oz’ Dy
Pour (x,y) € Q ouvert de R

Exemple 1.3 L'équation suivante :

Pu  Ou Ou Ou 9 9
—— =" +y

— — 2_
0x? +(8y) Ox Oy

est un exemple d'EDP pour le domaine Q) = R?, cette derniére équation peut s'écrire sous la forme

(1.3) ci-dessus, il suffit de noter qu'elle est équivalente a l'équation :

®u N (@>2 du du )
0x? dy Ox Oy

1.2.3 Dimension et ordre d'une EDP

La dimension : D'une équation aux dérivées partielles est le nombre de variable indépendantes dont

dépend la fonction inconnue .

11
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L'ordre : D'une équation aux dérivées partielles est le plus haut degré de dérivation présent dans

1'équation.

Exemple 1.4 L'EDP de l'exemple (1.3) est de dimension 2 et l'ordre 2.

u

Exemple 1.5 L'EDP suivante :
p suirvanite fl]axzay

+ x(gi;;)Q = e 1Y est de dimension 2 et ordre 3.

1.2.4 Linéarité

une équation aux dérivées partielles est dite linéaire si la fonction F' est lin€aire par rapport a u et

ses dérivées partielles.[10]

ou  0*u
Exemple 1.6 % a2 "équation de Chaleur" est une équation aux dérivées partielles linéaire.
x
, Pu  Pu
Exemple 1.7 92 + m 0 "équation de la Place" est une équation aux dérivées partielles linéaire.

2

0~u Ju
Exemple 1.8 ua— + ya— +u? = 0 — c'est une EDP non linéaire.

1.2.5 Classement des EDP linéaires du 2¢"¢ ordre :

La forme générale d'une équation différentielle partielle du 2°*¢ ordre est donnée par :

o%*u 9%u 0%u ou ou
A B C p g% L p_q
02 Poray T2 T Vor TPy T

ou A, B,C, D, E, F,G sont des constantes réelles.Ce type d'équations se classé en trois catégories :

1. Equation elliptique : On dit qu'un équation différentielle partielles est elliptique si :

—4AC < 0.
2 2
Exemple 1.9 % + gy =0

EDP elliptique car B?> — 4AC =0 — 4(1)(1) = -4 < 0

12
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2. Equation hyperbolique : On dit que I'EDP est hyperbolique si : B2 — 4AC > 0.

0%u 0%*u
E le1.10 — =2—
xemple e oy

EDP hyperbolique car B> — 4AC =0 — 4(—1)(2) =8 > 0
3. Equation parabolique : On dit que I'EDP est parabolique si : B?> — 4AC = 0.
Pu O*u 5 0?u

0x? + oy? - 0x 0y
EDP parabolique car B?> — 4AC = 4 — 4(1)(1) =0

Exemple 1.11

1.2.6 conditions initiales et aux limites :
Définition 1.5 Les conditions initiales sont des conditions imposées aux équations différentielles.

Elles doivent étre satisfaites dans la solution et définies au meme point.

Exemple 1.12 Les deux conditions suivantes sont des conditions initiales :

Definition 1.6 Les conditions aux limites sont des conditions imposées aux équations différentielles.

Elles doivent étre satisfaites dans la solution et définies aux bornes du domaine considéré.

Exemple 1.13 Les deux conditions suivantes sont des conditions aux limites, ou x, et x| sont les

bornes du domaine :

u(zg) = a

u(ry) =0

13
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1.2.7 Les problémes aux limites

Définition 1.7 Les problemes aux limites sont un type de problémes d'équation différentielles ou

l'équation différentielle doit satisfaire a la fois des conditions initiales et des conditions aux limites a

une valeur donnée de la variable indépendante. L'application de ces conditions restreint l'ensemb ;e

des solutions admissibles, qui doit alors vérifier ces contraintes tout en restant une fonction de la

solution de l'équation différentielle.

Exemple 1.14 Probléme :

0*u

Z o —dlu—2) ;0<z<
97 dfu—2z) ;0<z<1
u(0) =0 ; u(l) =2

c'est une probléme aux limites.

Conditions aux limites et problémes bien posés

Trouver la solution qui satisfait un systéme d’EDP et les conditions aux limites (conditions ini-

tiales + conditions aux frontieres) forme un probléme bien posé si les trois conditions suivantes sont

satisfaites :

¢ la solution existe.

* la solution est unique.

* la solution dépend continliment des données.

Noter que ce sont des questions difficiles de mathématiques. Ces questions restent valables lorsque

’on a discrétisé le probléme : méme si le probléme continu est bien posé (ce qui est un pré-requis pour

faire du numérique), le probléme discret peut étre mal posé : il faut que la procédure de discrétisation

soit stable et fournisse une solution proche de la solution exacte (ce qui est un probléme d’analyse

numérique).

14
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Exemple 1.15 L'exemple (1.14) est un probléme aux limites bien posé.

Les types de conditions aux limites

1. Condition de Dirichlet :

u(zg) = a

2. Condition de Neumann :

au(xg) + 5%(%) =a
ou
du(xy) + J%(xl) =b

1.2.8 Quelques problémes aux valeurs limites en une et deux dimensions :

1. Probléme de Cauchy-Dirichlet :

u(0,t) =u(l,t) =0 ;u(z,0)=sin(rz).

15



1.3. EQUATION PARABOLIQUE

2. Probléme de Poisson :

11 fait partie des problémes elliptiques et s'écrit sous la forme :

( 9%u 9%u

@(rﬂ,y)ﬂLa—zﬁ(rﬂ,y):f(x,y) a<r<b j;c<y<d

< U(x[byj) = g(l’g,yj),’l,b(l’n’yj) = g(xn’y]) ] _ O,m

U(I‘i, ?JO) - g(xhyO); u(%a?Jm) - g(xn; yTYL) L= O?” —1

\

3. Probléme de Chaleur :

Il représente un exemple d'équations paraboliques et s'écrit en une dimension sous la forme :

(ou_ o
ot~ Yor?

uw(0,t) =7, wu(l,t)=p3, tel0,T]

u(z,0) = ug(x) ,x € [0,1].

\

1.3 Equation parabolique

L'équation parabolique (de la Chaleur) est donnée par :

ou , 0%u .

qui satisfait les conditions suivantes :

u(0,t) =u(l,t)=0 ,t>0

16



1.4. FORMULATION VARIATIONNELLE 1

1.4 Formulation variationnelle

On reformule le probléme d'équations aux dérivées partielles sous la forme suivante, dite varia-

tionnelle :

G(U,U):<f,U>H ;VUEH-
u € H.

ou H est un espace de Hilbert bien choisi (par exemple parcequ'il y a existence et unicité de la solution
dans cet espace), (.,.)y le produit scalaire sur H et a une forme bilinéaire sur H. Dans un tel cadre
fonctionnel, la discrétisation consiste a remplacer H par un sous espace de dimension finie H}, construit
par exemple a I'aide de fonction de base. [2]

¢léments finis que I'on introduira plus loin :

a(ur, ve) = (f, ve)m ;Yo € Hy,.

ur € Hy.

1.4.1 Théoréme de Lax-Miligram

Soit V' un espace de Hilbert (réel) de produit scalaire notée (., .)y et de norme associée ||.||y. on
se propose de résoudre le probléme suivant :

Trouver u € V tel que pour tout v € V on ait :

a(u,v) = L(v) (1.4)

on impose les conditions suivantes :

1. L est une application définie sur V', a valeurs dans R qui est linéaire et continue (i.e- il existe une

17



1.5. METHODES NUMERIQUES 1

constante ¢ > 0 telle que : pour tout v € V : |L(v)| < ¢||v||v).

2. aestune application définie sur V x V, a valeur dans R vérifiant : a(u, v) soit bilinéaire et continue
(i.e : il existe une constante M > 0 telle que : pour tout (u,v) € V2, |a(u,v)] < M|ully||v|lv)

et coercive (i.e : il existe une constante o > 0 telle que : pour tout v € V, |a(u,v)| > a|v||?)[3]

Théoréme 1.1 Théoréme de Lax-Miligram
Soit V' un espace de Hilbert réel, a une forme bilinéaire continue et coercive sur V et L une forme

linéaire continue sur V. Alors, il existe un unique élément u de V' solution de probleme variationnel

(1.4).

1.4.2 Dévelopement de Taylor

Soit une fonction f(x) est dite définie et continue sur [a, b], ainsi que ses n premiéres dérivées,
si elle admet dans l'intervalle |a, b une dérivée d'ordre n + 1, alors il existe une valeur ¢ €]a, b pour
laquelle :

(b—a)®
2l

f0) = fla)+ (b—a)f'(a) + fla) + ..+ ——f"(a) +

cette égalité peut encore s'écrire avec h = b — a[7]

1.5 Méthodes numériques

Il existe plusieurs méthodes numériques de résolution des problémes rencontrés par l'ingénieur,
parmi ces méthodes, on a la méthode des différences finies, la méthode des éléments finis et la méthode
des volumes finis.

Dans ce chapitre nous étudierons la méthode des différences finies et la méthode des éléments finis.

18
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1.5.1 Meéthode des différences finies

1)-Principe de la méthode des différences finies

Le principe de la méthode des différences finies consiste a remplacer les dérivées par des diffé-
rences appropriées. Pour ce faire, On approche les dérivées par une expression de différence sur un
certain intervalle. Ainsi, la solution évolue d'un schéma a un autre. puis, la solution est reconstruite a
partir d'un réseau de points qui contribuent a la formation d'un ensemble d'équations discrétes, résolues

ensuite par différentes méthodes.

2)-Approximation de dérivées par des différences finies

Lorsqu'une fonction u et ses dérivées sont des fonctions bornées et régulieres de z, alors selon le

théoréme de Taylor nous avons les dévelopements, en amont (forward)

ou h? 0%u h? 93u

et en aval (backward)

ou h? 0%u h? 93u

u(x —h) = u(z) — h%(az) + E%@) — E%(;ﬂ) + ...

leur somme est :

2

(x4 h) + ulz — h) = 2u(z) + h?%@) 4+ o(h™)

Nous pouvons donc approcher

—(z) ~ %[u(m + h) = 2u(z) + u(z — h)]

19



1.5. METHODES NUMERIQUES 1

avec une erreur d'ordre h? prenant la différence, nous obtenons :

ou N

1
() 2= sefuo+ h) = u(e — h)]

avec une erreur d'ordre h? aussi, ce sont des approximations par des différences centrées, Nous pou-

vons également approcher par des différences avant

ou 1
"2 (w) = plule + h) - u(z)]

approximée par une différence arriére

ou
%(x)

~

1
~lu(z) —ulz — h)]

h

avec une erreur d'ordre h.

En suivant les mémes étapes, nous pouvons déterminer les différences finies pour les deux variables
x et y. Ainsi, les différences finies en deux dimensions pour la variable z sont données par :

Premiéres différences :

e Différence vers l'arriére :

du u(r,y) —u(x —h,y)
a<,w .
e Différence vers 'avant :
8“'(1: ) ~ U(:L‘ + h,y) - U(.’L‘,y)
or 7 h
e Différence centrée :
8u( ) u(x + h,y) —u(x — h,y)
o Y= 20

20



1.5. METHODES NUMERIQUES 1

Deuxiémes différences :

0*u w(@ + hy) = 2u(z, y) +u(z = h,y)
@(ZE, y) = B2

La méme méthode est utilisée pour calculer les différences finies par rapport a la variable y.[4]

1.5.2 Meéthode des éléments finies

1)-Principe de 1a méthode des éléments finis

Le principe de la méthode des éléments finis consiste en :

1. Subdivision : Diviser la zone étudiée en un certain nombre de sous-domaines géométrique simples.
Ce sous-domaines simples sont appelés ¢léments et les sommets des éléments, qui relient les
¢léments entre eux, sont appellé noeuds. On obtient ainsi un maillage d'¢léments simples. IL est
essential d'eéviter 1'utilisation d'¢léments trop petits ou trop grands lors de la subdivision, méme
s'ils ont la meme forme. IL faut également s'assurer que la subdivision ne génere pas d'éléments

trés finis ou disproportionngs.

2. Formulation Variationnelle : Transformer 1'¢quation différentielle donnée en un probléme varia-

tionnel. Comme explique précédement.

3. Etablisement du systéme matriciel : Reformuler le probléme variationnel sous forme d'un sys-
téme matriciel A—U = B ou A est une matrice connu, U est 1'ensemble des solutions inconnues

et B est un vecteur connue.Cette étape obtenit a un systéme d'équation lincaire.

4. Résolution : Reésoudre le systéme d'équations précedent pour obtenir la solution approchee recher-

cheée.

21
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Exemple simple de dimension un

Soit ©2 =|0, 1[. Consédérons le probléme aux limites suivants :

Trouver u solution de (f € L*(2)).

0%u
—@:f(x) Vo €]0, 1]
u(0)=u(l)=0

1) Le probléme variationnel est la forme :

.

V={ve H(Q),v(0) =v(1) =0}

A(u,v) = fol o ()0 (x)dx (1.5)

| L(v) = [y F@)o(a)de

2)On se donne un ensemble de points et z;,2 = 0, 1,... N de ]0,1] tels que :
O=zg <1 <..<zy=1

on cosidére un pas constant

1

i=ih Yi=0,.,N h=—
X (3 1 avec N

les points x; sont aussi appelés les sommets (ou noeuds)du maillage.

3) on introduit I'espace variationnel discret 1}, défini par :

Vi = {un € C°([0,1]), [z, 2j11] € R;0 < j < N — 1;04(0) = vy (1) = 0}

22



1.5. METHODES NUMERIQUES

Nous avons la proposition suivante :

Proposition 1.1 L'espace V), est un sous-espace de V' de dimension N — 1, et une base est formée des

fonctions oV;i € {1,2,..., N — 1} suivantes :

90(2) € Vh7

P (w)) = &y

les fonctions sont appelées fonctions chapeaux, et on a :

pour tout v, € Vj,
N-1

vh =Y vn(z;)e ()

1

<

Introduisons la fonction ©U) suivante :

SO(j)(g[;)

\

r—Tj—

1 S?
0 stnon
Vo € [0, 1]

€ (11,24

Tj —Tj—
Tiy1 — T
Jj+1
T € ['Tﬁxj—s-l]
Lj+1 — Ty
0 , stnon

4) le probléme variationnel discret admet une solution unique et cette solution est de la forme :

N
up = up(z)pW(z)  Vre[0,1]
j=1

Ou le vecteur de RY de composantes u; est la solution du systéme linéaire AU = B ou

U =(un(z;))1<jcn-1

B :(/o F(@)e(2)dx)1<icn—
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1.5. METHODES NUMERIQUES 1

et

1
A= ( / &9 (@)D (@)de) 1< yent
0

La plus part des coefficients de A sont nuls. Les coefficients non nuls se calculent facilement :

ro 4 T (=1)1 1
A :/ @' ()Y (2)dx :/ <——dx =——
= [ @ = [ B

i

Finalement : _ )
2 -1 0 0 O 0
-1 2 -1 0 0 0
110 -1 2 -1 0 0
A=—
h
0 O 0o -1 2 -1
0 O 0o -1 2

Pour obtenir le vecteur b, il faut calculer I'intégrale

Tip1 ‘
B = / f(@2)eD(z)dz pour tout 1<i< N—1

Ti—1

En pratique, on a recours a des formules d'intégration numérique (formule du point milieu, formule
des Trapézes, formule de Simpson).
formule des trapézes :
it Tit1 — &
hz)de = ————(h(i1) + h(zi))

2

i
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1.5. METHODES NUMERIQUES

Par la formule du Trapéze, on trouve :

/x f (@)t (x)dz :%( F@)eD () + Fzi) oD (@)
= pa)
De la méme maniére on trouve :
/;+ F(2)0D (@) da ZW( F@e) oD (@) + Fl)0 (1))
=2 fa)

D'ou b = h(f(x;))1<i<n

1.5.3 Avantages et inconvénients des deux méthodes

Dans le tableau suivant nous comparons les avantages et les inconvénients entre la méthode des

différences finies et méthode des éléments finis :[7]

Avantages Inconvénients

M¢éthode de D.F | 1) Méthode simple. 1) Forte régularité des solutions néces-
2) Rapidité et performance des algo- | saires.
rithmes. 2) souplesse de maillage.
3) Facilité¢ de monter en ordre. 3) Condition de type Neumann difficiles a
4) Grand nombre d'EDP approchable. gérer.

Méthode de E.F 1) Existence d'une solution faible. 1) Cont de calcul trés important.

2) Maillage robuste et souple.

2) EDP non-linéaire mal gérés.

Tab. 1.1: Comparaison entre les méthodes : D.F et E.F
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CHAPITRE 2

METHODE DES DIFFERENCES FINIES SUR

LES PROBLEMES PARABOLIQUES

La méthode des différences finies est trés utilisée pour résoudre des problémes paraboliques no-

tamment 1'équation de la chaleur.

2.1 Probléemes paraboliques

Nous considérons le probléme parabolique de 1'équation de la chaleur en un dimension d'éspace

avec conditions aux limites de type Dirichlet homogene.

fa 82

a—?zaa—; o e[0,1] tel0,T].

u(0,t) =0 ,u(l,t)y=p8 ,tel0,T). (2.1)
u(z,0) = uo(z) ,x € [0,1].

\
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2.1. PROBLEMES PARABOLIQUES 2

soit a > 0, 5 et § des constantes données.
Ou u(x,t) représente la température au point x au temps ¢ et ug une fonction réguliére donnée. Si
ug € C1(]0, 1[, R) alors il existe une fonction qui vérifiee (2.1)

Pour calculer une solution approchée de (2.1), on se donne une discrétisation en temps et en espace.
En prenant M et N comme deux nombres naturels non nuls, on divise les intervalles [0, 1] et [0, 7] en

sous- intervalles de longueur égale.

On définit :
o . 1
e h comme le pas de discrétisation de I'espace, donné par : h = M1
T
e k. comme le pas de discrétisation du temps, donné par : k = N1
A
t, = nk —
F\‘ (1 E frr )

4+ X
- oy
xrj=jh

Fig. 2.1: Schéma explicatif de la discrétisation.

On obtient :

z;=ih ,i=0,1,..,M+1.

ti=jk ,j=01,.. N+1.




2.2. DISCRETISATION PAR EULER EXPLICITE EN TEMPS

Nous noterons la fonction v au point (z;,¢;) par u; ;.

La solution du probléme discret peut généralement étre obtenue de trois schémas :

2.2 Discrétisation par Euler explicite en temps

On prend les approximations suivantes :

Ou g1 — Ui

ot k
Pu w1 — 2w+ Uiy
or? h?

On obtient le schéma suivant :

Uigel = Ui Uip1y = 2y + Uiy,

k h?

D'ou:
gy (Uiry = i+ Uimrg) = Uigar = Uiy
Ce qui donne :

Qr vty = 20050+ OggUio1; = Uijer = Ui

k . .
En posant : A = args I'équation devient :

Uij+1 = Au’i-}—l,j + (]- - 2A)ul,j + )\Ui—l,j

1<i<M e 0<j<N
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2.2. DISCRETISATION PAR EULER EXPLICITE EN TEMPS

Ui jr1 = (1= 20w 5 + Mgy + v )

=
1<i<M e 0<j<N
i+17 -
j-11 e . e
. = S
i-1 i i+1

Fig. 2.2: Schéma illustrant le maillage de la discrétisation.

Nous pouvons étendre

;

\

en cette équation en un systéme d'équations :

U17j+1 = (1 — 2)\)U17]’ + )\(UQJ + UQJ')

U27j+1 = (1 — 2)\)U2’j + )\(Ug’j + uLj)

UM,j—H = (1 — 2)\)UMJ' + >\(uM+1,j + UM—I,j)
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2.3. DISCRETISATION PAR SCHEMA IMPLICITE A 3 POINTS 2

donc, la forme matricielle de ce schéma est donnée comme suit :

(1 — 2)\) A 0 0 0 0 Uy, j Ui,j+1 — )\UO,]'
A (1 — 2)\) A 0 0 0 Uz, j U2 j+1
0 A (]_ - 2)\) A 0 0 Uus,; U3,j+1
0 0 0 A (1—-2\) A
0 0 0 A (1 — 2)\) Upg,j Up,j+1 — )\UM+1J'

2.3 Discrétisation par schéma implicite a 3 points

Ona:
(9u . U5 — Ui j—1
02u . ui+l,j — 2161'7]' + ui—l,j
ox2 h?

En remplacant les dérivées par leurs expressions discretes dans le probléme (2.1), on obtient :

k h?

Uig — Wig-1 _  Uirly — 2Uig + Uio1y

D'ou :

Qo5 Uit1j = 20555 + Qs Ui j = Uij — U1
h? / / h?

h2
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2.3. DISCRETISATION PAR SCHEMA IMPLICITE A 3 POINTS

En posant A = Q3,00 obtient I'équation sous la forme :

U j—1 = _)\ui—l,j -+ (1 + 2/\)Ui7j — >‘U’i+1,j s (Z = 1, ceey M) VAN (]

ij-1 = (1+20)uij — Auisry + vio1y)

=
1<i<M e 0<j<N
] I .“-.‘ ? »
- S
A
1 —1 i t+ 1
Fig. 2.3: Représentation du schéma implicite a 3 points

En peut étendre cette équation en un systeme d'équations comme suit :

;

\

Uy j—1 = (1 + 2)\)’&17]‘ — )\(U()J + U,QJ)

u27]'71 = (1 + 2)\)’&2,]' — )\(ul,j + U3’j>

quj,l = (1 + 2)\)’UMJ — A(“Mfl,j + uM+17j)
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2.4. CONSISTANCE-CONVERGENCE DES SCHEMA

La forme matricielle du schéma :

(14+2)) =\ 0 0 0
~A (1420 -x 0 0
0 “A (142)) =X 0

XA (1+42))

0 0 0 —-A

2.4 Consistance-Convergence des schéma

Onpose: a =1

-A

(1+2))

uy,j

u2’-7

Uus,j

Un,j

ul,j—l + /\UUJ‘

U3, j—1

Uprj—1 + AUniq1j

1. Soit u] = u(z;,1;) la valeur exacte de la solution en x; et en t;, I'erreur de consistance R’ en

(x;,t;) est la somme des erreurs de consistance en temps et en espace

R =R+ R

avee
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2.4. CONSISTANCE-CONVERGENCE DES SCHEMA 2

(Erreur de consistance en temps) :

— J J J 2
[ Uiy — Uiy —2u; 0 u(x L)
e h? Ox2 "

Supposons que la solution u de probléme (2.1) est de C? par rapport a la variable ¢ de C* par
rapport a la variable x. Les schémas explicites et implicites sont consistants d'ordre 1 en temps

et d'ordre 2 en espace, c'est-a-dire, il existe ¢ € R, indépendant que de u tel que

|R!| < C(k +1?)

2. Sous les conditions A\ = 7 < 5 le schéma explicite converge en .||, donc il est nécessaire

de choisir h petit, ce qui impose un choix de k plus petit.

3. Soit ¢/ I'erreur de convergence définie par
ef = u(x;, tj) — ui pour tout i=1,.., N.

Si ||€°||o — 0, quand h, k — 0, le schéma implicite est convergent.
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2.5. SCHEMA DE CRANK-NICHOLSON (SCHEMA SEMI IMPLICITE) 2

2.5 Schéma de Crank-Nicholson (Schéma semi implicite)

Onpose:a =1

Le schéma de Crank-Nicholson est une combinaison des schémas explicite et implicite, par sommation

en faisant la moyenne des 2 égalités pouri =1,..., N et j =0, ..., M, in obtient :

J+ j

i1 i1 i1
It +ugf1 —2ug+

i wi ulyy + Uiy — 2] _ UYin ~0
k 2h2 2h2
Soit encore
.
11 +1 1 1
u =l = S5l =l ) — (2l — - i) =0,
Vi=1,..N e j=0,...M

Vi=0,.. M+1

Vi=0,.,N+1

e Le schéma numérique de Cranck-Nicholson est consistant d'ordre 2 en temps et espace.

e Le schéma de Cranck-Nicholson est inconditionnellement stable et il est trés largement utilisé.
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CHAPITRE 3

APPLICATION

3.1 Exemples

Exemple 3.1 Dans cette exemple, nous allons trouver une solution approche du probléeme (3.1) pour

1
h=k= 1 en utilisant les deux schemas.

(u_ o

ot~ ‘oz

u(0,t) =u(l,t) =0 ,t€]0,1]. (3.1)
u(z,0) = sin(7z) .z € [0,1].

\

1
Sachant que h = k = 1 et o = 1, on obtient :
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3.1. EXEMPLES

Nous trouvons les conditions suivantes uf) =u}=0,j=0,4

3.1.1 Le schéma explicite :
D'aprés la formule :
Wi i1 = Mg, + (1 — 2 ) w5 + Auiq
Pour déterminer u; 1, uz1,us1 onfixe j =0 :

;

dugg — Tuyo + dugp = U1

dus g — Tugp + 4ur o = ug

4U470 - 7U370 + 4’LL270 =Uus
\

D'ou :
Ui —0.94974
U2 1 - —1.3431
Uus,1 —0.94974

Pour déterminer us 2, us 2,12, on fixe j = 1:

¢

dugy — Tuyy +4ugy = urp

dusq — Tugy +4ui 1 = Uz

Adugq — Tugy + 4dugy = uss
\
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3.1. EXEMPLES

D'ou :
U1 2 1.2755
U2 2 - 1.8041
U372 1.2755

Pour déterminer u; 3,us 3, u33, on fixe j =2 :

;

4UQ72 — 7U172 + 4UO72 =U13

duz o — Tug o + 4ur 0 = us 3

dugo — Tus o + 4ug s = us 3
\

D'ou :
U1.3 —1.714
U2,3 - 2.4242
U3 3 —1.714

Pour déterminer uy 4, U 4,u3 4, On fixe j = 3 :

(

dugz — Tur g + 4ups = urg

4U3’3 - 7U273 + 4U173 = U4

duys — Tug s + 4ug s = us 4
\
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3.1. EXEMPLES

D'ou :
U4 —1.714
usa | | 2.4242
U3,4 —1.714

3.1.2 Le schéma implicite :

D'aprés la formule :

Wij—1 = _)‘ui—l,j + (1 + 2/\)U17] — Au’H—l,j

En fixant j = 1, nous avons les valeurs de u; 1,us1,u3, -

/

—4UO,1 + 9U171 — 4u271 = U1,
—4uy 1+ 9ug g —4us g = ugp

—4UQ,1 + 9U3,1 — 4U471 = U3,0

\

C'est a dire :
(

—4U071 + 9U1’1 — 4’LL271 = Sln(%)

—4U171 + 9ugq — 4U3,1 = Sin(g)

3
—4’&271 + QU3,1 — 4U471 = Sln(zﬂ—)

\
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3.1. EXEMPLES

Ainsi, résoudre ce systéeme d'équations revient a résoudre le systéme matriciel suivant :

9 —4 0 Uy,1 sm(z)
1
—4 9 —4 Uz,1 - SlH(g)
3
0 —4 9 | |us sin(-)
1
D'ou :
Ui 0.21151
usy | | 0.20912
U 0.21151

Pour déterminer u; 2, us 2, U3 2, on fixe j = 1

;

—4U0,2 + 9U1,2 - 4u272 = U1
—4uy 9 + ug o — 4us s = ug

—4ug o + uz o — duso = ugz

\

C'est a dire :
(

—4dugo 4+ Yui o — dus s = sin(%)

s
—4U172 + 9U2,2 — 4U3,2 = SID(E)

3
—4’&272 + 9U3,2 — 4U472 = sin(zﬂ)
\
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3.1. EXEMPLES

Ainsi, résoudre ce systéeme d'équations revient a résoudre le systéme matriciel suivant :

9 —4 0 U2 sin(z)
4
—4 9 —4 Uz,2 B SlH(g)
3
0 —4 9 || uss sin(-)
4
D'ou :
s 0.063267
uso | | 0.089473
s 0.063267
e on fixe j a 2:
U3 0.018924
uss | | 0.26763
Uus,3 0.018924
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3.2. EXEMPLES MATLAB 3

e on fixe j a 3:

Ui 0.0056606
usa |~ | 0.0080053
Usa 0.0056606

3.2 Exemples Matlab

3.2.1 Exemple1

Considérons le probléme undimensionnel suivant :

ou 0%u
E(I’t)_ﬁ($’t) =0, ZEE]O,l[, t >0,
u(0,t) =u(l,t) =0, t>0 (3.2)

u(z,0) = ug(x), = €]0,1]

\

. . T
En prenant un pas de discrétisation constant h = en espace et At = — en temps. Donnons le
m

schéma de discrétisation du probléme (3.2)

D’ou le schéma s’écrit :

ul Tt =+ (D=2 ul 4+ Ml avee 1<i<N et 0<n<m-1
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3.2. EXEMPLES MATLAB 3

Calculons cette solution pour n = 9; 7 = 20; m = 100 et up(x) = 2z [1]

Script 1:

function [u]=chaleurl (N,m,u0,T)
N=9; m=100; T=20;
dt=T/m;
h=1/(N+1);
mu=dt/h”2;
ah=(1-2%mu)*eye (N)+muxdiag (ones (N—1,1),—1)+mukdiag(ones(N—-1,1),1);
for i=1:N

x(1)=1xh

u0=initial (x);

u(i)=ul(i);
end
u=u';
for j=1:m

u=ahx*u;

plot(x,u','—=");

mov(j)=getframe ;
end
hold on
legend ('solution approchée ') ;

title ('Solution approchée par le schéma explicite ') ;

end

Script 2:
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3.2. EXEMPLES MATLAB

function y=initial (x)

0 |y=2.%X;

return

D’ou la solution w est :

+10185olution approchée par le schéma explicite

1] . T . -
I,'Il, — — — solution approchée
J !
| f
1 ! \ Pl J
fy ;o
;! o
II II ]
D.E‘ L ||' .'I || |I I.l -
I'-. lll II 'II Il |I 'Ill
\ f | { | | \ f
f | | [ {
I::I "'n .|I ! |I || ‘ =}
\ ; [ : . J 1
\ i ! : | { \
\ | ! \
! \ !
05 | 1 | I v \ :
v 1 .'ll v v
\ I 1,
! v ) IIJI
1 - 1 -
Pl
-
|/ \/
! v
-1.5 1 I 1 1 1 I
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.8 0.9

Fig. 3.1: Solution approchée par le schéma explicite

43



3.2. EXEMPLES MATLAB

3.2.2 Exemple 2

Considérons I'équation de Chaleur suivant :

ou 0*u
(m,t)—@(x,t) :0, JJE]O,].[, t>0,
(3.3)

u(0,t) =u(l,t) =0, t>0

u(z,0) = ug(x), =z €]0,1]

Ecrivons une fonction Matlab diff-imp qui prend pour arguments d'entrées n, m, T', uy qui retourne
la solution approchée du probléme (3.3) ainsi que son graphique

On écrit le schéma numérique

up ™t — (U?H —2ui + U?—l) —0
At h?
D’ou le schéma s’écrit :
uf = =M+ (L 20)ul T = A, avee 1<i<N et 0<n<m-—1

Calculer la solution approchée uh ainsi que ’erreur pour n = 10; m = 37;
T = 1;up(x) = sin(x) [1]

Script 1:

function [u]=diff imp (N,m,u0,T)

dt=T/m;
h=1/N;

o |mu=dt/(h"2);
A=(1+2%mu)xeye (N—1)—muxdiag (ones(N—2,1),—1) —mukdiag (ones(N—-2,1),1);
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3.2. EXEMPLES MATLAB

x = (1:N-1) % h;
u0 = initial3 (x);
u=u0(:);

for j=1:m
u=A)\ u;
plot(x,u,'——");

drawnow ;

end

hold on

legend ('solution approchée ') ;

title ('solution approchée par le schéma implicite ') ;

return

Script 2:

function [y] = initial3 (x)
y = sin(pi.*Xx);

end

D’ou la solution w est :
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3.2. EXEMPLES MATLAB 3
- 10"  solution approchée par le schéma implicite
& | = — — solution approchee|
- S
16} i -3 ke , =
s b
F N
P b
14} s “ 1
! jY
! \
£
1.2} / Rx 1
! kY
! \
1t ! \ 1
! \
/ L
! \
08F 4 TR
f \
/ \
06 ¢/ 1
y 1
D-‘i 't i L 'l B 'l B
0.1 0.2 0.3 0.4 1.2 06 0.7 0.8 0.9
Fig. 3.2: Solution approchée par le schéma implicite
3.2.3 Exemple3
Considérons 1'équation de Chaleur suivant :
(Ou 0%u
E(w,t)—@(x,t) :O, fEE]O,l[, t>0,
u(0,t) =u(l,¢) =0, ¢t>0 (3-4)

u(z,0) = ug(x),

\

x €]0,1]
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3.2. EXEMPLES MATLAB

En prenant un pas de discrétisation constant A =

T
en espace et At = — en temps. Donner le
m

schéma de discrétisation du probleme (3.4) en utilisant le schéma de Crank-Nicolson

u;H—l _ u;z 1 n+l 2

n n n n+1
Uity — 2w+ ug i U;pq u; - tu

n+1

At 2 ( h? h?

_5)‘uij_11 + (14 Ny - _/\“z:ll = 5)‘%‘—1 + (1= Nui + 5)‘Ui+1

2

Ecrire une fonction Matlab cranni d’arguments n; m;7T"; ug qui retourne la solution approchée

de (3.4) ainsi que son graphe.[1]

Script 1:

function [u] = cran _nicol(n, m, u0, T)
n=9; m=9; T=0.2;
dt=T/m;
h = 1/n;
mu = dt/(h"2);
e=ones(n—1,1);
aa=(1-mu)xeye(n—1)+(mu/2)x diag(ones(n—2,1),—1)
+(mu/2)% diag(ones(n—2,1),1);
bb=(1+mu)*xeye(n—1)—(mu/2)* diag (ones(n—2,1),—1)

—(mu/2)x diag(ones(n—2,1),1);

for 1=1:n—1
x(1)=1i%xh;
u0=initial2 (x)

u(i)=ul(i);
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3.2. EXEMPLES MATLAB

end

u=u

for j=1:m
b=aaxu;

u=bb\b;

u= [0, u', 0];

x = [0, x, 1];

plot(x,u,'b");

hold on;

legend ('sol Crank—Nicol ') ;

title ('Solution approchée par le schéma de Crank—Nicolson ') ;

end

Script 2:

function y = initial2 (x)
if x>=0 & x<=1/2
y=2.%X;
else x>=1/2 & x<=1
y=2—-2.%X;
end

return

D’ou la solution w est :
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3.2. EXEMPLES MATLAB

Solution approchée par le schéma de Crank-Nicolson

sol Crank-Nical |

0.1

0.08

0.06

0.04

0.02

D 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fig. 3.3: Solution approchée par le schéma de Crank-Nicolson
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CONCLUSION

Ce mémoire a porté sur 1’étude numérique des équations aux dérivées partielles de type parabo-
lique, avec une attention particuliére accordée a 1’équation de la chaleur, en tant que mode¢le mathé-
matique couramment utilisé en modélisation physique. A cette fin, nous avons adopté la méthode des
différences finies, reconnue pour son efficacité et sa simplicité¢ dans le traitement de ce type de pro-
bleémes.

Trois approches numériques ont été analysées : le schéma explicite, le schéma implicite, et le schéma
de Crank-Nicolson, qui combine les avantages des deux premiers. L’analyse théorique, étayée par des
simulations numériques réalisées sous MATLAB, a permis de démontrer que le schéma explicite est
simple a mettre en ceuvre mais soumis a une condition de stabilité stricte. Le schéma implicite, quant
a lui, offre une stabilité inconditionnelle au prix d’un colt computationnel plus élevé. Le schéma de
Crank-Nicolson s’est révélé étre un compromis optimal entre précision et stabilité, ce qui en fait un
choix privilégié dans de nombreuses applications pratiques.

La réalisation de ce travail n’a pas été sans obstacles. Le temps limité en raison de mes engagements
professionnels en tant qu’enseignante au cycle moyen, ainsi que ma maitrise initiale limitée de 1’en-

vironnement MATLAB, ont constitué de véritables défis. Ces contraintes ont toutefois été un moteur
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pour approfondir mes recherches, renforcer mes compétences et atteindre les objectifs fixés.

Ce travail ouvre la voie a plusieurs perspectives de recherche prometteuses, parmi lesquelles :
L’extension des mode¢les étudiés aux milieux multidimensionnels.

L’application des schémas a des équations non linéaires.

La comparaison avec d’autres méthodes numériques telles que les éléments finis ou les méthodes
spectrales.

L’intégration d’une analyse d’erreur numérique plus détaillée pour évaluer la performance des sché-
mas.

L’exploration de langages de programmation alternatifs comme Python, pour améliorer I’efficacité et
la rapidité des simulations.

En définitive, si ce travail a pu aboutir, c’est par la grace de Dieu. Et si des lacunes subsistent, elles
relévent de notre nature humaine. Louange a Dieu pour 1’accomplissement de cette ceuvre, et que Ses

bénédictions accompagnent nos futures démarches scientifiques.
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Résumé

Dans ce mémoire, nous avons étudié¢ des méthodes numériques pour résoudre les équations aux
dérivées partielles paraboliques, a travers 1’application de la méthode des différences finies a
I’équation de la chaleur, un modele fondamental en physique et en ingénierie.

La partie théorique a couvert trois schémas numériques : explicite, implicite et Crank-
Nicholson.

La partie pratique a consisté en I’implémentation des algorithmes a 1’aide du logiciel MATLAB.

Abstract

In this thesis, we studied numerical methods for solving parabolic partial differential equations
by applying the finite difference method to the heat equation, a fundamental model in physics
and engineering.

The theoretical part covered three numerical schemes : explicit, implicit, and Crank-Nicholson.

The practical part involved implementing the algorithms using MATLAB software

Mots-cles / Keywords :
Diftférences finies, équation parabolique, équation de la chaleur, schéma explicite, schéma implicite,

schéma de Crank-Nicholson, MATLAB.
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