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Introduction

L’étude des jeux différentiels stochastiques & somme nulle a deux joueurs s’est rapide-
ment développée depuis les travaux pionniers de Fleming et Souganidis [2]. Dans cet
article, les auteurs ont démontré que les fonctions de valeur inférieure et supérieure
satisfont le principe de la programmation dynamique et sont respectivement les so-
lutions de viscosité uniques des équations aux dérivées partielles de Bellman—Isaacs
associées. Dans le cas ou la condition d’Isaacs est satisfaite, les fonctions de valeur

inférieure et supérieure coincident, ce qui implique que le jeu admet une valeur.

A la suite de ce travail, les jeux différentiels stochastiques & somme nulle & deux
joueurs ont été étudiés dans divers contextes. Par exemple, les équations différen-
tielles stochastiques rétrogrades ont été introduites dans 1’étude de ces jeux par
Hamadeéne et Lepeltier [3], et les jeux avec sauts ont été traités par Biswas [I]. Ces
derniéres années, les jeux différentiels stochastiques & changement de régime ont sus-
cité un intérét croissant, comme en témoignent les travaux de Song et al. [I0], Lv

[6], Li et Tang [5], Menoukeu-Pamen et Momeya [§], et Savku [9].

Ce type de systéme comprend deux composantes : une composante de diffusion conti-
nue, qui décrit I’évolution dynamique d’un processus d’état, et une composante dis-
créte, qui modélise les changements aléatoires de I’environnement. La dynamique du
processus d’état est représentée par une équation différentielle stochastique, tandis
que le changement de régime est modélisé par une chaine de Markov prenant ses

valeurs dans un espace d’états fini. Dans la littérature existante sur les jeux différen-



Introduction

tiels stochastiques & changement de régime, les chaines de Markov sont généralement

supposées indépendantes des processus de diffusion.

Dans ce mémoire, nous considérons un jeu différentiel stochastique & somme nulle
a deux joueurs, avec changement de régime controlé. Contrairement aux modeéles
classiques & changement de régime, la chaine de Markov que nous considérons ici

dépend également du processus d’état. Autrement dit, la chaine de Markov et le

processus d’état sont deux processus stochastiques entiérement couplés.

Ces deux types de controles représentent deux mécanismes distincts. Un des contro-
leurs, joueur relativement faible, peut influencer le processus d’état en agissant sur
sa moyenne et sa volatilité, dans le but de maximiser la fonction de gain. L’autre
controleur, au contraire, peut influencer le choix du régime du processus d’état pour

minimiser cette fonction de gain.
Notre mémoire est organisé comme suit :

Dans le premier chapitre, nous donnons un rappel sur le calcul stochastique. Ensuite,
nous formulons notre probléme de jeu différentiel stochastique a changement de ré-
gime et fournissons quelques estimations utiles qui nous permettent de démontrer la
continuité des fonctions de valeur inférieure et supérieure. Nous présentons ensuite
les équations de programmation dynamique associées. Dans la derniére section, nous
montrons que les fonctions de valeur inférieure et supérieure sont les solutions de vis-

cosité uniques des équations de Hamilton—Jacobi-Bellman—-Isaacs correspondantes.



Chapitre 1

Rappel sur processus stochastique

Le but de ce chapitre est de donner des définitions importantes et fondamentales,

le contenu de ce chapitre est principalement basé sur la référence [4].

1.1 Processus stochastique et filtration

Définition 1.1.1 (processus stochastique) Un processus stochastique X =
(X1)ter est une famille de variables aléatoires X, indexée par un ensemble T. En gé-
néral T'= R, ouR et on considére que le processus est indexé par le tempst € T.5iT
est un ensemble fini, le processus est un vecteur aléatoire.Si T = N alors le processus
est une suite de variables aléatoires. Plus généralement quand T' C 7Z, le processus
est dit discret. Pour T C R%, on parle de champ aléatoire (drap quand d = 2).Un
processus dépend de deuz paramétres: X, (w) dépendde t (en général le temps) et de

laléatoire w € €1 :

1. Pourt € T fixé, w € Q — Xi(w) est une variable aléatoire sur l’espace de

probabilité (Q, F P);

2. Pour w € Q fixzé, t € T — Xy(w) est une fonction & valeurs réelles, appelée

trajectoire du processus.



Chapitre 1. Rappel sur processus stochastique

Définition 1.1.2 (Egalités de processus) Deux processus X etY ont méme

lois s’ils ont méme lois fini-dimensionnelles : pour tout p € N* et t,...,t, €T,

£

(Xty, -y X)) (Y, Y,)

On écrira X £ Y. On dira que Y est une version (ou une modification) du processus X
si pour tout t € T, on a P(X; =Y;) = 1. Deux processus X etY sont dits indistin-
guables s’il existe N € F négligeable tels que, pour tout w ¢ N, on a Xi(w) = Y;(w)

pour tout , on écrit: P(X; =Y, :VteT )= 1.
Proposition 1.1.1 indistinguable = modification = méme lois fini-dimensionnelles.

Définition 1.1.3 (Filtration) Une filtration est une famille croissante de sous-
tribus de F, c’est-a-dire telle que F; C Fs pour tout t < s . On demande souvent
que les ensembles négligeables soient contenus dans Fy, on parle d’hypothéses habi-

tuelles si :

1. Les ensembles négligeables sont contenus dans Fy |,

2. La filtration est continue & droite au sens ot F; = My Fs.

Définition 1.1.4 (processus adapté) Un processus stochastique X = (X, t >

0) est dit adapté (par rapport a une filtration F;) si X; est Fi-mesurable pour tout t.

Définition 1.1.5 (processus continu) On dit que le processus est a trajec-
toires continues (ou est continu) si les applications t — X (w) sont continues pour

presque tout w.

Définition 1.1.6 (processus cadlag( resp. caglad)) Un processus est dit
cadlag (continu a droite, pourvu de limites a gauche) si ses trajectoires sont continues

a droite, pourvues de limites a gauche. Méme défnition pour caglad.
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1.2 Martingale

1.2.1 Cas discret

On se donne une filtration, c’est-a-dire une famille de sous-tribus F,, croissante (F,, C

Fns1) et la tribu Fy contient les négligeables.

Définition 1.2.1 (Martingale) Une suite de v.a.r. (X,,n € N) est une F,-martingale
8t :

1. X, est intégrable,¥n € N.

2. X,, est F,-mesurable,Vn € N.

3. E(Xpy1/Fn) = Xp,¥n € N.

1.2.2 Cas continu

On se donne une filtration, c’est-a-dire une famille de sous-tribus F; croissante (Fy C

Fi, Vs < t), et la tribu Fy contient les négligeables.

Définition 1.2.2 Une famille de variables aléatoires (X;,t € [0,00[) est une mar-

tingale par rapport a la filtration (F;) si:

1. X, est F;-mesurable et intégrable pour tout t.

2. BE(X,/F.) = X, Vs <t.

1.3 Temps d’arrét
On travaille sur un espace muni d’une filtration (F;). On note Fo, = §(UFy).

Définition 1.3.1 (Temps d’arrét) Un temps d’arrét est une variable aléa-

toire 7 & valeur dans R U {+oo} telle que {7 <t} € F;, Vt € R.

5



Chapitre 1. Rappel sur processus stochastique

Définition 1.3.2 (Processus de Markov) Soit X un processus et (F;) sa
filtration canonique. On dit que le processus est de Markov si, pour tout t, pour toute

variable bornée Y € F, U'égalité :

E(Yob,/) F)= E(Y00,/X,),

ol 6 est l'opérateur de translation définit sur les applications coordonnées par :

Xu o 95 - Xu+3.

Essayons une autre définition. Pour tout n, pour toute fonction bornée F' définie sur

R™, pour tous t1 < ty <---<°t,

E(F(X8+t17Xs+t2> "'7Xs+tn)/fs) = E(F(Xs+t1>Xs+t27 "'aXS-i-tn)/ XS)

Ceci implique en particulier que pour toute fonction f borélienne bornée

B(f (X)/F) = B(f (X)/X,).Vt > s.

Le processus est dit de Markov fort si la propriété précédente est vraie pour tout

couple de temps d’arrét finis T, S avec T > S.

1.4 Mouvement Brownien
On se donne un espace (2, F, P) et un processus (By,t > 0) sur cet espace.

Définition 1.4.1 Le processus (By,t > 0) est un mouvement Brownien (standard)
st :
1. P(By=0)=1 (le mouvement Brownien est issu de l’origine).

6
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2. Vs < t,B; — By est une variable réelle de loi gaussienne, centrée de variance
(t —s).
3. Vn, Vt;,0 < tg < ty...... < tn, les variables (B;, — By, ;... , By, — Byy, By,)

sont indépendantes.

1.5 Intégrale stochastique

1.5.1 Cas de processus étagés

On dit qu'un processus 6 est étagé (ou élémentaire) s’il existe une suite de réels
tj,0 <ty < ty... < t, et une suite de variables aléatoires 6; telles que §; soit F,-

mesurable, appartienne a L?(2) et que 6; = 0; pour tout ¢ €]t;, t;,1],50it

n—1
0s(w) = Z 0;(w) H]tj,tjﬂ](s)'
j=0
On définit alors
oo n—1
[0 = 3 0,(Bts) - Bty)
0 j=0
On a
E(fooo 0sdBs) =0
Var(f,° 0,dB;) = E[ [, 6d,]
On obtient

Jo 0sdBs = S0 0;(B(tya At) = B(t; At).

1.5.2 Cas général

On peut prolonger la définition de l'intégrale de Wiener & une classe plus grande
de processus. On perd le caractére gaussien de l'intégrale, ce qui est déja le cas

pour le cas de processus étagé. On définit les processus caglad de carré intégrable

7
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(appartenant & L2(£2x RT)) comme I’ensemble I" des processus § adaptés continus

a gauche limités a droite, (F;)-adaptés tels que :

déf 00
0> =" B [f;" 67dt] < oc.

1.6 Processus d’It6

Définition 1.6.1 Un processus X est un processus d’Ito si :

X,= x+ [y bd,+ [} 0.dB,

ot b est un processus adapté tel que fot |bs|ds existe (au sens Lebesgue) p.s. pour tout

t, et o un processus appartenant a A.On utilise la notation plus concise suivante :

dXt = btdt + O'dBt,
X[) =X.

1.7 Lemme d’It6

1.7.1 Premiére forme

Soit f une fonction de R dans R, de classe C? & dérivées bornées. Alors :

t

F(X) = f(Xo)+ [ f(X)dX,+ L[] f"(X,)od,.

0



Chapitre 1. Rappel sur processus stochastique

1.7.2 Fonction dépendant du temps

Théorlme 1.7.1 Soit f une fonction définie sur R, x R de classe C par rapport

at, de classe C? par rapport & x, & dérivées bornées, on a
f(t,Xt):f(0X0+f0ftsXd+f0f’sX)dXs—|— fo " (s, Xs)ods.

1.7.3 Cas multidimensionnel

ThéorBme 1.7.2 Soit (X;, i = 1,2) deux processus d’Ito tels que
dX;(t) = bi(t)dt + o;(t)dB;
Soit f une fonction de R*dans R de classe C?.0n a

A (X (8), Xa(t)) = F(X(), Xa())AXa (8) + F5(X0 (1), Xo(8))dXa(0)
FL(Fho3(E) + 2001 (D02 (8) + Fpo3(0) (X1 (1), Xalt) .

ot fi désigne la dérivée par rapport a x;,i = 1,2 et f;’ la dérivée seconde par rapport

a Ly L.

1.8 Chaines de markov a temps continu

Définition 1.8.1 Soit E = {ag,a1,as, .....,a,}, ou plus généralement E = {a,,n €
N} un espace d’état discret. On considére un processus stochastique (X;),.p défini sur
un espace de probabilité (2, F P) tel que (Xi),cp : Q2 — E. Le processus (X;),cp+

est une chaine de Markov si, pour tous s,t € RT,la propriété suivante est satisfaite

P (Xiys € AJFY) = P(Xis € A/X,) NVACE,
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ou FX =0 (X,,r < s) estla filtration naturelle associée au processus jusqu’au temps

S.

Cela équivaut a la propriété suivante dite de Markov <V z € N, V xg,...,2, € F

Hypotheése : dans la suite, nous supposerons que la chaine est homogene, c’est-a-

dire que la loi de transition ne dépend pas du temps. Autrement dit,

P(Xips =y/Xs =) = P(Xy = y/Xo =) = Ppy (1)

ou P, (t) est la probabilité de transition de I’état = vers I’état y en un temps ¢. Dans
le cas d’une chaine de Markov homogeéne, la probabilité jointe d’un trajet donné peut

s’écrire comme :

P(XQ = fL‘Q,th = T, ...,th = l‘n) =

P(XQ = (L’(])P(th = (L’l/XO = .To)P(th = IQ/th = ZL’l) ....... X P(th = xn/th,1 = Tp-1

1.8.1 Semi-groupe

Définition 1.8.2 Semi-groupe de transition d’une chaine de Markov a temps continu :
soit £ = {ag, a1,as, .....,a, } un espace d’états fini (ou dénombrable), et soit (X),cp+
une chaine de Markov homogéne a temps continu prenant ses valeurs dans E. On dé-
finit la matrice des probabilités de transition a linstant t, notée P(t) = (P;j(t))aa;cE,
par :

P;(t) =P (X; = a;/Xo = a;) ,Va;a; € E,t € RY.

10



Chapitre 1. Rappel sur processus stochastique

L’application t — P forme un semi-groupe de matrices stochastiques, appelé semi-

groupe de transition, si les deux propriétés suivantes sont satisfaites :

1) Condition initiale (identité o l'origine) :

Ou 6,5 désigne le symbole de Kronecker.

2) Propriété de semi-groupe (composition temporelle) :

P(s+t)=P(s).P(t),Vt,s € R".

Autrement dit, le passage de la loi de X a celle de X; pourt > s est régi par :

w(t)=7(s)P(t—s)

ou m (t) désigne la loi de Xy, représentée comme un vecteur ligne :

1.8.2 Générateur infinitésimal

Définition 1.8.3 Générateur infinitésimal d’une chaine de Markov a temps continu :
Soit (P(t)), le semi-groupe de transition d’une chaine de Markov homogéne & temps
continu & valeurs dans un espace d’états discret E = {ag, a1, as, .....,a,}. Le généra-

teur infinitésimal (ou matrice de tauz de transition) associé o (P(t)), est la matrice

11



Chapitre 1. Rappel sur processus stochastique

Q= (qij)ij définie par la limite :

P (t) — &,
%,Vi,j S {0, ,TL}

= lim

si cette limite existe.

En d’autres termes, le générateur () est la dérivée en zéro du semi-groupe P(t) :

Les coefficients de Q satisfont les propriétés suivantes :
1) gi; > 0 pour tout ¢ # j (taux de saut de 1'état a; vers a;).

2) qi = — Z gij les lignes de () ont une somme nulle.
J#
3) @ est appelée matrice génératrice ou matrice de transition infinitésimale. Ce gé-

nérateur gouverne I’évolution du semi-groupe via I’équation de Kolmogorov directe

(ou avant) :

d
ZP()=P(HQ. P(0)=1

et, de maniére équivalente, I’équation de Kolmogorov rétrograde (ou arriére) :

d
SP()=QP ()

on core
a;qiit +o(t) sia; # a;
Py(t) =
1 —ait+o(t) si a; =a,

12



Chapitre 2

Probléme de controle a deux

joueurs

2.1 Formulation du probléme

Soit (€2, F, P) un espace de probabilité complet sur lequel une équation différentielle
stochastique (EDS) de dimension d est considérée, définie comme suit :

dXt = b(t, Xt, 9t, Ut>dt + O'(t,Xt, 9t7ut)dBt, 0 S S S t S T, (2 1)

X,=2€R40,=i€S,

ol B est un mouvement Brownien & valeurs dans R? et § une chaine de Markov
en temps continu prenant des valeurs dans un espace d’états fini S. On note { F;
, s <t < T} lafiltration naturelle générée par B. et 0. et augmentée de tous les
ensembles P-nuls de f . Le processus u est [ j-adapté et prenant ses valeurs dans un
sous-ensemble compact U de R* | est appelé un processus admissible. On note U,

I’ensemble de toutes les processus admissibles. Les coefficients

b:[0,T]xRI*x SxU —RYo:[0,T] xR x § x U — R

13



Chapitre 2. Probléme de controle & deux joueurs

sont supposés satisfaire les conditions suivantes :

Hypotheése 1
(1) Pour tout (z,7) € R? x S, les fonctions b(-, z,i,-) et o(-, z,4,-) sont continues.

2) 11 existe une constante C' > 0 telle que pour tout 0 < s < T, z, y € R? . i € S
( que p LT, Y ,

et uelU
|b(8,{L‘,i,U) - b(87y7i7u)| + ||O’(8,l‘,i,u) - O-(S’y7i’u)|| < O|fL’ - y| .

A partie de ’hypothese (1), nous pouvons obtenir les conditions de croissance linéaire
de b et o par rapport a x, c’est-a-dire qu’il existe une constante C' > 0 telle que pour

tout 0 < s <T,z€R? i€ Setucl.
b(s,z,i,u)| + o(s,z,i,u) < C(1+ |z]).
On suppose que la chaine de Markov - satisfait la condition de régularité, c’est-a-dire
liglp(@s = j/@t = Z) = 5z‘j,

ot 0;; = 1 si j = 7 ou 0 sinon. On note V; I'ensemble de toutes les controles admis-
sibles v, prenant des valeurs dans un autre sous-ensemble compact V' de R et étant
adaptées a {F? }tZS, de la chaine de Markov 6-. Pour tout v € V; , les probabilités de
transition infinitésimales de 6- sont données par :

ii(x,v)0 +0(d), if 7 #1,
POy = /0, =i X = w0y =0y = 4 00T T T F (2.2)

1+ gij(z,v)0 + o (), sinon,

ot les taux de transition ¢;; dépendant du controle et de I’état satisfons les conditions

suivantes :

14



Chapitre 2. Probléme de controle & deux joueurs

Hypothése 2

(1) Pour tout z € R et v € V, g;;(w,v) > 0, si j # i.

(2) Pour tout i, j € S, les taux de transition ¢;;(-,-) sont bornés et continues.
(3) Pour tout i € S,z € R'et v € V,

Z Gij(z,0)=0

jes

Dans la suite, nous désignons X; et ; par X; 55 et quffj, respectivement, lorsque
nous voulons faire apparaitre explicitement les conditions initiales et les controles.

Considérons un ouvert borné non vide D C R? de bord 0 D et de fermeture D. Nous
définissons 75% comme le premier instant de sortie de X"’ du domaine borné D

u,v t,u,v

(ou le premier instant d’atteinte du bord 9 D), c’est-a-dire

= inf {t > s, X;50 ¢ DY AT =inf {t > s, X, € 0D} A T. (2.3)

u,v t,u,v t,u,v

Pour alléger la notation, on notera simplement 7, , lorsque la dépendance est claire.

Nous considérons la fonction de gain suivante, pour (s,z,i) € [0,7] x D x S

TU/,'U . . . .
J(s,z,0,u,v) = E [/ F X0 Oy wes ve)dt + g(Tu, X200, 00770 )| s
S
(2.4)

ou les applications
0T xR*xSxUxV —=R, g:[0,T| xR x S — R,

satisfont les conditions suivantes :
Hypotheése 3
(1) Pour tout (z,i) € R? x S, les applications (¢,u,v) — f (t,2,i,u,v) et t —

g(t,z,4) sont continues.

15



Chapitre 2. Probléme de controle & deux joueurs

(2) 11 existe une constante C' > 0 telle que pour tout s € [0,T], 2z, y € R ;i € S, u

ceUetvelV,

\f(s,x,i,u,v) - f(s,y,i,u,v)\ + |g(8,x,i) _g<3>y7i)| < C(|‘(E_y|

L’hypothese (3) implique également des conditions de croissance linéaire de f et g
par rapport a x. En effet, les fonctions b, o, f et g sont toutes bornées sur [0, 7] X

DxSxUXxXYV.

Sous les hypotheses (1), (2) et (3), pour tout u € Ug et v € Vi, 'EDS ({2.1)) possede

une unique solution forte, et donc la fonction de gain (2.4)) est bien définie.

De plus, on a les estimations suivantes :

s,@,i|2
E sup,<<r |Xt,7u,7v| <C(1+ ’37|2)>

. , (2.5)
E SupsStST |‘XV$7$’Z - X&ZJ&‘Q S L |:L‘ - y|2 )

t,u,v t,au,v

ou C' et L sont des constantes positives. En utilisant ces estimations et les conditions
de croissance linéaire de f et g, on montre que la fonction de gain a une croissance
au plus linéaire en x

S (s, 2,4, u,0)| < O(1 + [x),

ou la constante C' > 0 peut varier d’une ligne a 'autre.

Définition 2.1.1 Une stratégie admissible pour le joueur I est une application «
: Vs — Us satisfaisant que, pour tout temps d’arrét T de F§ et tout vy, vo € vs avec
vy = vy sur (s, 7], on a a(vl) = a(v2) sur [s,7]. Une stratégie admissible B pour le

joueur II est définie de maniére similaire. L’ensemble des stratégies admissibles o et

[ est noté respectivement A, et B,.

Associée a la fonction de gain (2.4)), la fonction de valeur inférieure est définie
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Chapitre 2. Probléme de controle & deux joueurs

comme

W= (s,z,i) = inf sup J(s,x,,u,v, B(u)), (2.6)

BEB UEUS

et la fonction de valeur supérieure est définie comme

W (s,z,i) = sup inf J(s,z,i,u,v,a(v),v). (2.7)

aCAg u€eVsy
On note que W+ (s, z,i) < W (s, x, i) pour tout (s, z,i) € [0,T]xD xS et W~ (s, x,1)
et W (s, z,i) sont dominés par C(1 + |z|). Dans le cas ou W~ = W, on dit que le

jeu admet une valeur.

2.2 Continuité des fonctions de valeurs

L’une des approches les plus couramment utilisées pour résoudre les problémes de
jeux différentiels stochastiques consiste a établir le principe de programmation dy-
namique (PDP), cependant, la continuité des fonctions de valeur par rapport aux
variables de temps et d’état essentielle & I’établissement du PDP n’est généralement
pas assurée lorsque 1'on considére une fonction de gain du type "temps de sortie
d’un domaine borné D". Des conditions supplémentaires sont donc nécessaires pour

garantir la continuité des fonctions de valeur.

Par ailleurs, 'interaction entre la chaine de Markov et le processus d’état peut en-
gendrer de nombreuses difficultés. La chaine de Markov, couplée a I’évolution du
processus d’état, peut passer d’un état & un autre, ce qui entraine un changement
de régime pour ce dernier. De plus, une chaine de Markov dépendant de 1’état de
controle peut avoir des distributions totalement différentes lorsque les processus de

diffusion d’état correspondants ont des conditions initiales différentes.

Lemme 2.2.1 Pour toute fonction continue f, lipschitzienne par rapport a la va-
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riable d’état, et pour tout T' > 0, il existe une constante K > 0 telle que

T
i i i i 2
E/ |f<t? Xt,u,'v? et,u,v) - f(t, Xty,u,v? eg,u,v)} dt S K |$ - y|2 )
0

et

T, T, i i 2
E ‘f(T7 XT:u,v’ eTv,u,v) - f(T’ XTy’:u,v’ e%m,v)’ dt S K ’fl? - y’ )
Preuve. Pour tout n > 0

E fss-‘r?? ’f(t’ Xg;j’v’ 92’;71}) - f(ta Xg{;iva 9%’,711,11) |2 dt

N o o,
< KE [Tt XY One) — (6 XY, 00| dt

' . (2.8)
FRE [T (4 X2, 000) — 6 X200 dt
FRE [ (6 X280 00,) — F(6 XY, 00 dt
Par la continuité lipschitzienne, on obtient
s+ . . , o
B[N0 — 5 X0 (29)
S S+n . |
<KE [ Xt - o di
s+
SK/ (t —s)dt < Kn?.
De méme, nous avons également
s+ o o
B[l 0t - Fe X e < K 20
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Notons que

ERTRI3] S,U,V)

E / £ X0, 0% ) — F(t, X% ot )Pt (2.11)
° s+n ] ) ) ) 9
SKE/’ £t X000 ) — (e X o

541 , , , A
FKE [ 70X 00 — (0200

S,U,v? s,u,v? U tu,v

)| dt.
Le deuxiéme terme de (2.11]) peut étre estimé comme

B[ X002, — £ X O 212
s s+n ] . ) ) 9
= E / ‘f(t7 Xg,ﬁ,m eg:z,v) - f(t7 sty,i,v? ety,,zi,v)} I{e%’; U;ﬁeg’z v}dt

s+n ) .
=> > E/ | f(t, XY5 0 m) — f(tXi’,’i,mj)}Qf{gg;g,vzm}f{ggim}dt

meS j#Em
s+
<Yy E/ Tl x| Ty oo B [Tggps oy |X0 0, = m) dt
meS j#Em s o b
s+
<k Z E/ ! [1 + }Xg;vﬂ I{ag’; ) lz Gmj(XY% , vs)(t — ) + ot — s)] dt
meS s " j#£m

s+n
SK/ (t — s)dt < Kn?

Pour traiter le premier terme de (2.11)), une méthode de couplage est utilisée. Pour
x,Teti,j € S, considérons la distance I'((x, j), (7,1)) = |z — Z|+d(j, i), oud(j,i) =0
sij=ietd(ji)=1sij=i Soit (6% ") un processus aléatoire discret d’espace

s 17s

d’états fini S x S tel que
P [Qtyfmeffh = (m,n) W%’iv‘gf’i) = (k) (X, X7 = (5, ), 0 = v]

Q(k,l)(m,n) (g7 §7 U)h‘ + O—(h)a Zf(ma n) 7& (ka Z)a
1+ q(k,1) (k) (gja E7 U)h + O(h)7 Zf(ma n) = (k7 l)’
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ol les taux de transition satisfont, pour toute fonction fdéﬁnie sur S x S

D Gnonm T F0) () = F(k,1)

(jxi)eSxS

= Z(q'fj(m’”)_%(g’ U)) + (f(]? Z) - f(ka l))

D @a-an(,0)) + (Fk,5) = Tk, 1)

J

Y @sen) A @iy (@ 0)(F(,4) = F(R, D).

J

En raison du couplage défini ci-dessus, pour ¢ € [s,s + 1)

i o 4o a 4 __ 7 _
E | Igpei_n |00 =i1,09" =i, X2 =T, XV =g,v, =
t J
— ) ) xi _ Yt __ Th YUY T _
= Sies B [ Tggpo gy 105" = i1, 007 = i, X2 = 3, X0 = v, = v

Zles a(il,iQ)(j,l) (T,9,0)(t —5) + ot —s)

Nous avons donc

E [ f( X8 000,) — T X2 00| dt
s+ i . i . 2
E Ziles Zj;éz‘l j; ! |f(t7 Xg:u,m]) - f(ta ngu,v? Zl)} I{ef’ngj}I{eg;;v:il}dt
S+ i 2
SEY es 2jrin Jo [1 + XY } Loy, mir 07 =i} (2.13)
¥ E [J{Qf,i oy 105 =0 = i, X2 X vs} dt

< Kn?

Nous avons donc maintenant prouvé a partir de (2.9)), (2.10), (2.12), (2.13)) que (2.8)

s’avére étre

s+n . X X .
E/‘\ﬂmwaﬂﬁa—ﬂuw@ﬁmnfwsxﬁ
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Ensuite, nous avons

s i i i i 2
E [Tt X 00 ,) — F(t X, 000 )| dt
T 1 k i z,i i FERNT
o [ (e XY 07 — T XE 00| d (2.14)

< kn

De la méme maniére

T+n . ) ) )
E / | f(t X0, O0000) — f(6, X, 07, )|2dt§K772

tu,vr Ytu,v t,u,v) Vtu,v
T

Ici, nous avons noté que les deux processus X, et 0, sont définis au-dela de T'. Pour

tout & > 0
T |, XPE 00 ) — (e, XY v [
lE/ |f<7 t,u,v t,u,v) f(v t,u,v) t,u,v)l dtSk’
n o Jr n+o
Est sin— 0,0n a
LT F XY 00) — X 0]
lim—E/ e —— o dt < k
—0n  Jr n+0
ce qui implique que
i gy i RERNE
i /T+77 E ‘f(ta XZ{Q,W Htju,v) - f(tv ng/,u,vv qu,uﬂ <k
dn Jp n+0 -
n=0
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c’est a dire

. /TJrn E ‘f(tv thf;x,m et,u,v) - f(tu Xiy,u,v’ ety,u,v>| dt
T (n+0)?
n=0
+ E |f<T7 X%:u,v7 QT,U,U) - f<T7 X%7u,v7 6%@,7})} < k
n+9 -
n=0

1l est ici souhaitable de considérer l'intervalle[T, T + 7] plutot que [T'— n, T| car la
chaine de Markov f,, s > 0 est uniquement continue & droite. Par conséquent, nous

avons

E|f(T, X050 055 ) — F(T, X0 0% )| < ks (2.15)

Etant donné que le n dans ([2.14)) et le § dans (2.15)) sont arbitraires, soit tous deux
n dans (2.14) et § dans (2.15) |z — y|"® avec v, > 2 , alors & partir des estimations
dans (2.5)), nous avons

E [y ft X0 070, — fe X200 )| dt

< E [ f X5 000 — X2 07| dt

VE [} X0 000 — F( X 00 )| dt (2.16)
<kE[1|x5 = x¥E Pt +o(lz — y[?)

<kl|r—yl?

De méme, nous avons

E|f(T, X5

T u,v?

Q%L,v) - f(T7 Xy’i

T u,v?

o )| < ke —yl (2.17)

Dans cette section, nous donnons principalement la preuve de la continuité de la
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fonction de valeur inférieure W~ (s, x, i) par rapport aux variables de temps et d’état,

la preuve pour la fonction de valeur supérieure W+ (s, z,4) est analogue. m

Soit 1 : RY x S — R une fonction telle que pour tout z,y € R% et i € S,
|¢+($;Z’)—¢7(y,i)‘ §C|x_y|7 (218)
ott " = max {1, 0}. Pour tout ¢ > 0, définissons
. 1 [t , .
e = e {2 [tz ezar e,
e /s T
On remarque que : 0 < I'*®%(¢) < 1. Considérons une fonction de gain auxiliaire

T
Jo(s, 2,0 u,0) = E V L2™(8) f(t X300, O, ue, ve)dt + T2 (T) (T, X737, 0740,)

tyu,vr Ytu,v Tuw? Y Tu,v
(2.19)

et la fonction de valeur correspondante
We(s,z,i) = inf sup J°(s,z,i,u,v). (2.20)

UGVVS ’LLEU.S

On démontre que pour tout i € S fixé, la fonction de valeur W¢(., ., 7) est continue.
Ensuite, par approximation, nous en déduisons que la fonction de valeur inférieure

W=(.,.,i) est également continue.

Théorlme 2.2.1 Pour chaque € > 0 fixé et i € S, la fonction valeur W¢(s,x, i) est

continue par rapport a s et x

Preuve. Nous allons diviser la preuve en deux étapes.

Etape 1. Dans cette partie, nous allons démontrer que We(s,x,7) est continue par
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rapport a x. D’apres la définition (2.20) de W¢(s, z,4), nous avons

(W=(s, ;i) — We(s,y,1)]

= |infvevs SUPyey, J°(8, 2,0, u,v) — inf ey, sup,cp, J°(5, 9,1, u, v){

<sup,, [J5(s, z,4,u,v) — J*(s, 5,1, u,v)|

<sup,, B[] [Tem(0) f(8, X, O s e, v0) = D20 (8) f (8, Xoy, 05, e, v) | di

sup,,,, B [} [T2o(T)g(T. X5, 055s,) — DvA(T)g(T, X, 070,

T, 7T u,v Tuwr VT uv

Par I'inégalité de Cauchy-Schwartz et le fait que 0 < I'$®%(¢) < 1

B |Do#4(T)g(T, Xyt 035) — T3 (T)g(t, Xy, 05|

Tou,wr VT uv Tu,vr VT wuv

<FKE [|ngz(T) - ngy,i(T)| X |g(T7 X%ZZ,, s )H

T,
+E [|[Te%H(T)| % |g(T, X 07,) — 9(T, X300, 0757,) ] (2.21)

S,x,1 ERTR) 2 8,1 8,1 2
< (B|De™(T) = Tevi(T)[)V2 x (B |g(t, X3, 07,) | )

Tu,v? VT wu,v

+F |g(t7Xs,m,i es,z,i ) N g(t, X&y,i Hs,y,i >‘ .

Tu,vr ¥ Tu,v Tuwr YT uv

De plus, en notant que ‘e‘“ — e_b| < |a — b| pour tout a,b > 0 et en utilisant les

estimations ([2.5)) et (2.16)), nous pouvons obtenir que

E [T2=(T) = T2%4(T)[*
<EB [T 0t (X, o) — 0t (X, 0500 dr

S 5% |'I - y|27
et par (2.17)

E|g(T, X350 055 ) — g(T, X7¥ 9;;};;;)\ <kl|z -yl

Tu,v? VT uv T u,v?

Ainsi, nous avons

E |F§,x,z(T)g(T7 Xs,x,i Hs,x,i ) . Fj’y’i(T)g(T, Xs,y,i es,y,i )‘ S Cé |l‘ . y|

Tu,w? VT u,v Tuwr VT uv
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ot la constante C! ne dépend pas de s,y et u,v. De méme, nous avons également par

[£18) que

T
E / ‘F?I7i (T)f(t> X;iia 9?;5,711)7 Ut, Ut) - F?%i (T)f(ta XS,L%Z 987%1 Ug, Ut)| dt

tau,vr Ytu,vo

<z —yl.
Par conséquent, nous obtenons qu’il existe une constante L. > 0 telle que
|We(s,x,i) — We(s,y,i)| < L. |z —y]. (2.22)

Autrement dit, la fonction valeur W¢(s, z,4) est continue par rapport a .

Etape 2. Dans cette étape, nous allons prouver que We(s,z,i) est continue par rap-
port & s.

Avec la continuité de W¢(s, z, ) par rapport a x, nous avons 1’équation de program-

mation dynamique suivante, pour tout petit o > 0

)
vEV; U, s+o,uv

s+ ) ) 4 )
We(s,,i) = inf sup E {/ D27 () f(r, Xpnwos O ey Uy )dr + T2 (s + 8)W (s + 6, X175, . 0
Ensuite, nous avons

|We(s+d,x,1) — W(s,x,i)|

s+d ) )
~ inf sup E [ / D55 ) £ (r, X250 0550y v,)dr
S

veVs e,

FLE (1) (5 + 8)W (s + 6, X350 O0050) = WEs + 8,2,1)] |

5446
S,T,0 )8, Xy0
S sup E / ‘f(ra Xt,u;m Ht,u,’va Ur, UT)‘ dT
s

u,v

+sup B T2 (s + 0)W(s + 6, X375, 0 0505 ,,) — Wels +6,,)]
< OS+sup E|We(s+ 0, X250 055 ) —We(s+6,2,07% )|

s+o,u,v0 Y s+0,u,v » Y s+,u,v
u,v

25
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sup B [We(s + 6, X35, . 0555, ) = We(s +6,2,6005 )|
u,v

sup I [(T2% (s +0) — D)W(s + 0, X255 0 005 00|

Par (2:22),

E|We(s+ 6, X025, 000 0,) = We(s +6,,007 )|

ZE [I{es,w,i X |W€<S + 0, széfuvmj) —We(s+ 5,x,j)‘]

s+d,u, v
jes

< KL.E|XX,, — .

De plus, il est facile de voir que

E Xjféfu’v — x| SO0 +5"?).

et
E|We(s+6,z 057 )= We(s + 8, x,1)|

» YV s4+0,u,v
i PO Ly =3} X IWE(s+ 6,2, 5) — WE(s + 6,,1)|
< CP{0Y,, #i} <K+ a(5).

La derniére inégalité découle de (2.2)).et

E |3 (s +0) = DW=(s + 6, X205, 0505 )|

s+0,u,v 7 s+0,u,v
< (B|We(s 46, X250 055 NDVE|Te™ (s + 8)—|*)V/2
2

K s+0 ) )
?(E / w-l—(Xs,:p,z 5%t )dT )1/2
d

IR TR R TR

€
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Ainsi, nous obtenons que
\We(s,x,i) — W(s+0,z,i)| — 0, as § — 0.

La continuité de W#(s, x,1) par rapport a s est démontrée m

Pour observer la continuité de la fonction de valeur inférieure W~ (s, z,4) , on suppose
que :

Hypothése 4. 1l existe une fonction ¢ : R? xS — R satisfaisant (2.18) et que

U () < 0, ¥(z,i) € D x S,

et pour tout x € 9D, il existe un v € V; tel que

t
inf / P X G0 Vi > 0, as 1 € (5,T]. (2.23)

r,u,v’ 7 rau,0
uelUs Uy sy

On dit que ¢ a un inverse borné si

o], < oo

Nous supposons que le domaine D est convexe avec une frontiére continue, o et son
inverse sont bornés.

Considérons 'EDS suivante :

d%za(t,f,et,ut)dBt, OSS StST

Z,=2€R? O,=i€S.

soit ﬁ(dw) = P(dw)M,, ou

27



Chapitre 2. Probléme de controle & deux joueurs

M, = exp{—%/st a(r) dr — /st |a(r)|dBt},

et a(r) = —a(r, )?r, 0., u,)b(r, )~(,,, 0,,u,). Le théoréeme de Girsanov implique que

. t
B; = B; +/ a(r)dr

est un mouvement brownien sous la mesure de probabilité P. Alors )N(T =z +
fsta(r)dBT est la solution de I'EDS 1) sous l'espace de probabilité (Q | F ,ﬁ)
Il existe un mouvement brownien (V;, ¢t > s) de valeur initiale V; = x tel que pour

tout t > s

Par (2.23)), on pose (z,i) = —dist(x,0D) si x € D ou dist(x,0D) si x ¢ D. Consi-

dérons maintenant un temps fixe t > s. Nous avons pour i € S
/ YT (V(r),i)dr > 0 presque stirement

Puisque V. est un mouvement brownien indépendant des processus de controle et il
existe des constantes positives A\; < Ay indépendantes de u,v et x telles que ﬁ [X], €

r

[A1,A2] pour tout r > s, nous avons donc

ing / YT (V(r),i)dr > 0 presque stirement
ucUs
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c’est-a-dire

t
inf / YT(XE50dr > 0 presque stirement

,u,v
ueUs T

Ainsi, dans ce cas, 'hypothése (4) est vraie.

ThéorlBme 2.2.2 FEn plus des hypothéses 1, 2, 3 et 4, nous supposons également que

la fonction terminale g(-,-,i) € CY? pour chaque i € S firé, et que
0s9(s,2,4) + H(s,2,4,u,v,g, Dg, D*q) > 0, (2.24)

ot la fonction hamiltonienne H est définie comme

H(s,z,i,u,v,9,Dg, D*q) = f(s,z,i,u,v) + Dg(s,z,1) - b(s,z,i,u)
+3tr[oo’(s, z,i,u)D?g(s, x,1)]

+Zj;£z‘ qij(:E?U)(g(&x’i) - g(s,x,j)).

Alors W (; ; i) est continue.

Preuve. Nous divisons la preuve en deux étapes.

Etape 1. Supposons que f > 0 et g = 0. Alors par (2.23)), pour tout = € 9D, u € U,

et un certain v € V,

, 1 [t . ,
Hm 5% (t) = 11%1 exp {——/ P (X5 Gs’m’z)dr} =0, a.s. pour tout ¢t € (s, 7]
€ € Js

&€ r,u,v’ 7 Tr,u,0
510 sUy sy

Ainsi, par le théoréme de convergence dominée, on obtient pour tout x € 9D et s €
[0, 7]
lim W¢ (s, z,i) = 0. (2.25)

€l0
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soit

h(e) :=sup{W=(s,z,i) : (s,z,i) € [0,T] x 0D x S},

Par le théoréme de Dini nous avons que lim._,o h(¢) = 0 . Pour tout (s,x,i) € [0,7]

x D x S, et par I'équation de la programmation dynamique pour W€, nous avons

Wi(s,x,i)
= infyey, sup,ep, B [f Flr, X 5wt 05 g, vp)dr + W (T, X550, eiff,uw)]
inf,cy, sup,cp, fST“’” flr, X5 0550y, v,)dr + h(e)

(R TROR X TR TR

=W=(s,z,i) + h(e)
(2.26)

Notons que, pour tout r € [s,7,.,], X, € D . Ainsi, nous avons ['**(¢) = 1. Par les

définitions de J° et 7, et en supposant que g = 0, nous avons

JE(s,x,0,u,0)
EfsT %) f(r, X580 0550 . v,)dr

R TR X TR TR

E [fST“’“ f(ra Xs,m,i 987$7i Uy, ,UT)dr

U,V Y T,

T , ~ ;
+1ir, <1} fm,v L@t (r) f(r, X O Uy vr)dr]

JE(s,x i, u,0) + E [I{TU,U<T} ff: . D@ (p) f(r, X300 0550 0, )dr

[T R TR T3]

> J(s,z,0,u,v)

des que

We(s,z,i) > W™ (s,x,1)

En combinant (2.26)) et (??), nous avons
W~ (s,2,0) < W(s,2,8) < W (s,7,) + h(c)

Cela implique que W¢ — W~ uniformément sur [0,7] x D x S. Comme W¢ est
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continue par rapport a s et x, W~ 'est aussi.

Etape 2. Pour le cas général pour f et g satisfaisant ([2.24)), soit

f(s,x i, u,v) = 0sg(s,x,1) + H(s,x,i,u,v, g, Dg, D2g)

et g = 0. Alors la condition 1} implique que fz 0, et I’étape 1 implique que

W(s,x,i) = inf,ey, sup,cy, J(s, 2,0, u,v)

- infUEVS supueUs E |:f57u7v f(ra Xs,x,i 9873“' U, 'Ur)dr

TR X TR T3]

est continue par rapport & s et . En appliquant maintenant la formule d’'It6 et la

formule de Dynkin & g de s & 7,,,, nous avons

E [g(Tu,v7 Xﬁfjﬂ,v? eiiiu,v) - 9(87 fE, Z):|
=E [T 05g9(r, X380, 0200wy, v,) + Dg(r, X555 0000 - b(r, X551 0507 )

R TR X TR T3] TR R X TR ) Y rau,ny U

+%t7“ [0_0_/ (n Xs,a:,i Qs,x,i uv)ng(T, Xs,x,i Hs,x,i )]

[RTRIRE R TROM] U070 7T UU

+ Zj;ﬁ@svz»i qtgs’m -(Xf,ﬁ,’i, UT) (g(?", Xﬁ,ﬁ,ﬁa j) - g(?”, Xﬁ,ﬁ,ﬁ? 978«,’5,’;))657"

U,V rau,v]

Il s’ensuit alors que

J(s,x,i,u,v) = Ef;“‘“ f(r, Xm0 050! ., v,)dr

(R TRIE R R TR ]

= Ef;“’” flr, X220 0550, v, )dr

R TR X TR T3]

+E [g(m,v,Xs’“ 05" o) — g(s,2,9)

Tu,w, U,V 7 Ty, u,U,V

=J(s,z,1,u,v) — g(s,z,1)

—~

Par conséquent, nous concluons que W~ (s, z,i) = W (s, z,i) + g(s,z,i) est continue.
[

Avec la continuité de W~ et W™ en main, nous pouvons établir le DPP satisfait res-

pectivement par W~ et WT. nous donnons le théoréme suivant sans démonstration.
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Théorlme 2.2.3 (Principe de programmation dynamique) Pour tout F §,,temps d’ar-

rét © > s nous avons l’équation de programmation dynamique inférieure suivante

W s,,0) = infaep, supuc, B [ 10, X0, 0rv 00, 500, )dr

(2.27)
W (Tus) A O Xupune, bupwne)]
et l’équation de programmation dynamique supérieure
W+(S, Z, Z) = SupOlGAS infvevs E [fsTit’ﬁ(u)/\e f(T7 XT‘; 07”; Oé(U)m UT‘)dT ( )
2.28

+W= (Ta(v),v A @7 XTQ(U)T/\@a eTa(v)T/\@)] .

Preuve. voir [0]. =

2.3 Solution de Viscosité

Dans cette section , nous considérons les équations de Hamilton—Jacobi—Bellman—

Isaacs (HJBI) a changement de régime : le cas inférieur

OW = (s,2,1) + inf,ey sup,epy H(s, z,i,u,v, W=, DW=, D*W~) =0,
(s,x,i) €[0,T) x D x S (2.29)
W=(s,x,i) = g(s,z,i), (s,x,i) € Dy x S,

et le cas superieur

85W+ (87 z, Z) + inf’UGV SUpP,cu H(S7 z, i? u,v, W+7 D1W+7 D2W+) = 07
(s,x,i) €[0,T) x D x S (2.30)
Wt(s,z,1) = g(s,x,i), (s,z,i) € Dy x S.

ou DT :={T} x DU[0,T] x OD et H la fonction hamiltonienne définie précédem-

ment.
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Si les fonctions de valeur inférieure et supérieure W= (-,-,i) et W*(-, - i) sont de
classe C+2([0,T] x D), alors elles sont des solutions classiques uniques des équations
HJBI inférieure et supérieure et , respectivement. Grace aux continuités
et au théoréme de sélection mesurable (voir Barmish 1978 et les références qui y
sont citées), nous pouvons également prouver 1’existence de controles et de stratégies
optimaux pour ce jeu. Cependant, les fonctions de valeur ne sont pas généralement
suffisamment réguliéres; pour traiter le cas de non-régulier, la solution de viscosité,
comme solution faible, a été initialement introduite par Crandall et al. (1992) (un
autre type de solution faible : la solution faible de Sobolev, de telles équations aux
dérivées partielles (EDP) non linéaires est considérée dans Wei et al. 2014). Dans
cette section, nous démontrerons que les fonctions de valeur inférieure et supérieure
W (s,x,1) et W (s,xz,i) définies comme dans et (2.7) sont des solutions de
viscosité uniques des équations HJBI inférieure et supérieure et (2.30)), respec-
tivement. De plus, les fonctions de valeur inférieure et supérieure coincident sous la

condition d’Isaacs, ce qui implique que le jeu admet une valeur, c’est-a-dire

W~ (s,2,i) = WT(s,,i) pour tout (s,z,i) € [0,T] x D x S.

Dans cette partie, nous nous concentrons principalement sur la preuve que la fonc-
tion de valeur inférieure W~ (s, z,4) est I'unique solution de viscosité de ’équation
HJBI inférieure . La preuve que la fonction de valeur supérieure W~ (s, x, 1) est
I’unique solution de viscosité de I’équation HJBI supérieure peut étre effectuée

de la méme maniére.

Définition 2.3.1 Une fonction continue w(s,x,1) est appelée sous-solution de vis-

cosité de l'équation HJBI inférieure siw(s,x, 1) < g(s,x,i) pour tout (s,x,1)
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€ Dpr x S, et pour touti € S

050 (50, xo) + inf sup H (s, xg, 1, u, v, w, Do, ngzﬁ) >0,

veV welU

chaque fois que ¢ € CH2([0,T] x D) et w(s,z,i) — ¢(s,x) atteint un maximum local
a (so, o) €10,7) x D.

Une fonction continue w(s,x,i) est appelée sursolution de viscosité de l’équation
HJBI inférieure (7?) si w(s,z,i) > g(s,x,1) pour tout (s,x,i) € Dy x S, et pour
toutvr € S

050(80, o) + inf sup H(sg, xo, i, u, v, w, Do, D2¢) <0

VeV uelr
chaque fois que ¢ € CY2([0,T] x D) et w(s,x,i)—¢(s, ) atteint un minimum local &
(s0,x0) € [0,7") x D.Une fonction continue w(s,x,i) est appelée solution de viscosité
de 'équation HJBI inférieure (77), si elle est a la fois une sous-solution de viscosité

et une sursolution de viscosité.

Théorlme 2.3.1 La fonction de valeur inférieure W~ (s, x,1) définit dans (@ est

une solution de wviscosité de l’équation HJBI inférieure .

Preuve. Propriété de sous-solution de viscosité. Pour un i € S et ¢ € C2([0,T] x
D) donnés, supposons que W~ (s, z,i) — ¢(s, r) atteigne son maximum & (sg,z¢) €
[0,7) x D dans un voisinage N(sg,zg) = [(so — ) V 0,50 + ) X B(xg), ot Be(xg)
= {y e R Jy — x| < 5} et 6, > 0 sont suffisamment petits pour que N(sq, o) C
[0,7") x D.Soit 74 le premier temps de saut de §- aprés so et 75070+ = inf {¢ > s, Xporol ¢ B.(20)}.
Rappelons 1’équation de programmation dynamique inférieure satisfaite par

W= (s,x,1). Nous savons que pour tout 5 € By, , il existe u € Uy, tel que

W (s0,20,8) < B | [ J(r X05700 0008 6, B(@), ) dr

_ S0,0,0 S0,T0,% 2
W (r, X5 5@ O siay) | T

(2.31)
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ol 7 = 7o A 720" A (59 + 6). Définissons U : [0,7] x RY x § — R comme suit

¢($>33) - ¢<30,370) + W_(so,:co,i), J#1,
Wo(s,ag), g

\I]<S7'r7j) -

En appliquant la formule de Dynkin entre 0 et 7, nous avons

E [‘I’( Xj?fﬁf](u)’eiovfg(’ ))] — W(s0, o, 1)

= B [7, |0u6(r, X255 + Dolr, X550 b(r, X505 i, )

(2.32)
it (00! (r, X35 4T D26 (r, X5
Y s (X5 B X (B, X570 ) — W, X057 )|
De plus, pour tout r € (sg, 7],
W= (r, Xf,%f?(’%),i) < W™ (50,20, %) + &(r, jz? ))
Ainsi, (2.32)) s’avére étre
B W (r, X550, 05| = W (50, 30,0)
< B[] 0.0 X3550) + Dolr, X550 blr, X}070 i) o)
it |00 (r, X200 0, W) D20 (r, X250 )
22520 4 (X5 5y B@)) < (W, X050, 0) — W (r, X055, 0)dr
En combinant ( - ) et ([2.33]), nous avons
—5 <E [f Flr, X0 020y, B(),)
+as¢< qu()u’?(’ ) =+ D(b( X:(Lﬂ;go(: )) : b( X:(;;:Eg()(’ )7i7ar)
+3tr [00 (r, Xf‘zxﬁo(’ ),i,ﬁr)D o(r, X:‘zfg)(’a))
2541 0 ( :%?(76)75( u)y) x (W= (r, Xj?;xﬁo( o) =W (r X}S(Zxﬁo(’ i))dr
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En divisant les deux cotés de I’égalité ci-dessus par ¢ et en laissant § — 0, nous avons

050 (50, o) + mfsupH(So,xo,z,qu D¢, D*¢) >0

Vower

Ainsi, nous avons prouvé que la fonction de valeur inférieure W~ est une sous-solution

de viscosité de ’équation HJBI inférieure (2.29)

Propriété de sursolution de la viscosité. Pour tout i € S et ¢ € CH2([0,T] x D) fixés,
supposons que W~ (s, x,1) —¢(s, ) admette un minimum en (sg, o) € [0,7) x D.
dans un voisinage N(sq,xo) = [(so —0) V 0,80+ 0) X B-(zo) C [0,T) x D.Soit ¢
le premier temps de saut de 6- et 7507 = inf {t > S0, X000 ¢ B.(x0)}. Alors,

d’apres 1' pour tout u € Uy, il existe B € B;, tel que

W (s0,00,8) > B | [l Fr, X300 025550y, (), )dr

50,20, 80,20,% 2
W (X5 iy i) — 0

50, 0,8

ouT =TgATe A (sp + §). Avec un argument similaire a celui de la premiére

partie, nous pouvons prouver que

as¢(807x0) lIlf SupH(So,l'(),Z,u v, W= D¢7 D2¢) 0

€V e

Ainsi, nous avons prouvé que la fonction de valeur inférieure W~ (s, x,i) est une
sursolution de viscosité de I’équation HJBI inférieure (?7). En combinant ces deux
parties, nous obtenons que la fonction de valeur inférieure W~ (s, x, 7) est une solution

de viscosité de ’équation HJBI inférieure (2.29). =

Il existe des définitions équivalentes des solutions de viscosité et -, res-
pectivement, ce qui est utile pour démontrer 'unicité des résultats (voir Crandall et

al., 1992). Définissons le surdifférentiel du second ordre de ¢ a (t,x) € [0,T) x D
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comme

DY2¢(t,x) = {(q,p, P)e R xR? x §4:
¢(5ay)_¢(taz)_fI(5—t)—p'(y—x)—%tr((y—z)(y—x)lp < 0}

thHt,sE[O,T) sSup

2
el Js—tl+y—]

Ou S? désigne ’ensemble des matrices symétriques d x d. La sous-différentielle du
second ordre de ¢ en (t,2) est définie par D?é(t,x) = —DL*(—¢)(t,z). On note
également par Ei’%(t, x) and ﬁi%(t, x) les fermetures de —Di’2¢(t, x) et Dl_’zqﬁ(t, x),

respectivement.

Définition 2.3.2 Une fonction continue W (s, x,1) est dite sous-solution de viscosité
de ’équation HJIBI inférieure st W(s,x,1) < g(s,x,1) pour tout (s,x,i1) € Dr

x S, et pour tout (s,z,i) € [0,T) x D x S et tout (¢,p, P) € D}fw(s,x,i),

q -+ inf SupH(S,-T,i,u,'anvpa P) > 0?
veV yeu

et une fonction continue W(s,x,i) est dite sursolution de viscosité de (2.29) si
W(s,z,i) > g(s,x,i) pour tout (s,x,i) € Dr x S, et pour tout (s,z,i) € [0,T) X

D x S et tout (q,p, P) € D™w(s, x,1),

q + inf sup H (s, z,i,u,v,w,p, P) <O0.
’UevueU

Une fonction continue W (s, x,1) est appelée solution de viscosité de ,s1 elle est
a la fois une sous et sursolution de viscosité de
Pour illustrer les propriétés d’unicité des solutions de viscosité des équations HJBI,

nous commencerons par donner quelques lemmes.

Lemme 2.3.1 Soient W (s,z,i) une sous-solution de viscosité et W5 (s, x,1) une

sur-solution de viscosité de l’équation HJBI inférieure . Alors la fonction w(s, z)
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= max;es(Wy (s,2,7) — Wy (s,2,1)) est une sous-solution de viscosité de I’EDP non-

linéaire suivante :

dsw(s,x) + sup,,; {5tr [00 (s, 2,4, u)D?*w(s, )] + Dw(s,x) - b(s,x,i,u)} =0
(s,z) € [0,T) x D,

w(s,x) =0, (s,z) € Dr
(2.34)

Preuve. Soit ¢ € C12([0,T] x D) et supposons que W~ (s, x,i) —¢(s, x) atteint un
maximum local en (s, zo) € [0,7) x D , soit O C [0,T] x D un voisinage fermé
tel que (s, xo) soit le maximum global en O, et i tel que w(sg, xo) = Wy (s,x,1) —

W5 (s, z,1). Définissons la fonction

¢(817x17 827'%272.) - W7<81,.ZU17Z.) - Wﬁ(SQVIQ?i)

e |515_252‘ — ¢(s1 — 1)

ou g, € (0,1). Par la continuité, il existe un point maximum global (s1,x1, 2, x9,1)

de ¢ dans O x O x S . En particulier
0,0 0 .0 : 0,0 0 .0 : 0.0 0 0 :
P(sy,ry, 87, 27,1) +¢(32a372»327$2al) < 2i(sy, 77, 8,77, 1)

ce qui implique

gl el (s — )
S Wli(s(lh I?u 7’) - Wf(Sg, .Tg, Z) + WIJF(S% m[l)v Z)

_WZ_(Sga xga 7’) - ¢(597 x?) + ¢(Sga xg) S C
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0_..0l2
Il s’ensuit donc que (s9,29,4), (83, 29,1) — (so,0,10) et 24 x2| ,|x1532| — 0 quand

g,0 — 0. De plus, selon Crandall et al. (1992), il existe X, Y satisfaisant

(2(51 52) + 0,0(sY, 29), 2(701_962) + Do(s1,11), X) € ﬁ—7—172W1_(8(1)7x?7i)7

(2(53553)7 (3315;152)73/) eD" Wz‘(s‘f,x?,i),

et

De la définition du solution de viscosité de I’équation HJBI inférieure (2.29)), nous

avons :

2

85¢<8(1)7$(1)) + % + invaV SUPyev H(S?,fﬂ?,’i, u,v Wl ) 2(361 x2 + D¢($1, xl) X) 2 0

2(83)5;82) + iIlf'UGV SupuEU H(ng $g7 ia u, v, W2 ’ 2(x1_r2 + D¢(81’ :L‘l) Y) S 0

Ils s’ensuit que

8S¢(S?7 x(l)) < SUDPy, v {f(S?, I?? i, u, U) - f(5[1)7 x(l): iU, U)

+ Zj;éi Qij(x(l)vv)(Wf(S(l%m(l)aj) o W17<3(1]>37(1)7i>)
_Zj;éi Qij($27 )(W2 (82,1'(2], ) WI (82,1'(2),@))
+(D(s3, 29) + 2 - b(s8, a8, i, w)

+itr [oo' (89,29, i, u) X] + tr [o0 (3,23, i, u)Y])}
De plus, (pour £ = f,b,0)

|€(S?,5L‘(1],Z‘,U,U) - S(ngxgaivuvv)‘ <C ‘xl - ‘TQ} + ’ZD - Sg)
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ot w(s) — 0 lorsque s — 0. Dans la limite de § — 0 puis ¢ — 0, on a

—0s¢(s0,0) < sup,, {Z#io ioj (0, V) (W71 (S0, %0, 7) — W1 (80, 20, %0))
- Z];ﬁm Q’L'Qj('IOa U)(WQ_(SOﬂ Zo, ]) - Wl_ (30, Zo, 10))
+Do(s0, o) - b(s0, To, i0, u) + 3t (00 (s0, To, f0, u) D>P(s0, 7o) | }
(2.35)

De la définition de w(s, =), nous avons pour tout j € S

Wi (80, %0,7) — Wy (S0, %0, j) < Wi (80, %0, %0) — Wy (50, 20, @0)-

Par conséquent, (2.35]) s’avére étre

1 ,
0sP(s0, To)+sup {D¢(307 %0).b(0, %o, %0, u) + 5757” [UU (S0, To, 10, u) D*¢(s0, 960)} } >0

c’est-a-dire

1 /
dsp(s0, o) + sup {D¢(307$0)-b(3073§0,i7u) +5tr [00 (0, $07i,U)D2¢(30,$0)} } >0
Par conséquent, w(s, x) est une sous-solution de viscosité de 'EDP (2.34]). m

Lemme 2.3.2 Soit
flo) = [log((|«)* + )V?) + 1], 2 e R™
Pour tout A > 0, il existe C; > 0 tel que la fonction

X(s,x) = exp {(C1(T — s) + A) f(x)}

40



Chapitre 2. Probléme de controle & deux joueurs

satisfait

Osx(s,x) + x(s,z) + sup {Dx(s, x).b(s,x,i,u) + %tr [00/(5, x,i,u)D*x (s, x)} } <0

u,b

dans [t;, T] x R4, outy =T —Cil.

ThéorBme 2.3.2 L’équation de HJBI inférieure a au plus une solution de

viscosité dans [0,T] xD x S.

Preuve. Soient W, (s,z,i) et Wy (s,z,1) deux solutions de viscosité de I’équation
HJBI inférieure avec la méme condition limite. En fait, W (s,z,1) est éga-
lement une sous-solution de viscosité et Wy (s,z,4) est également une sursolution
de viscosité de (2.29). Nous allons démontrer que Wy (s, z,i) < Wy (s,z,i) pour
tout (s,z,4) € [0,7] xD x S. Inversement, nous pouvons également démontrer que
W= (s,2,i) > W~(s,2,4) pour tout (s,z,i) € [0,T] xD x S par la symétrie. Soit
w(s,x) = max;es (Wi (s,2,1)— Wy (s,x,7)). Il est clair que pour t; = T —Cil et K
>0,

M:= max (w(s,z)— kx(s,x))exp(s,T),
(s,t)€[t1,T]xD

peut étre atteint en un certain point (sg, o), ot x(s,x) > 0 est défini dans le lemme
3. Sans perte de généralité, nous supposons que w(sg, xg) > 0. Ailleurs, M < 0 et
w(s,r) < kx(s,x) dans [t;,T] x D sont trivialement vrais pour tout x > 0. Par

conséquent, en laissant x — 0, nous obtenons pour tout (s, x,4) € [t;,T] x D x S
Wi (s,x,1) < Wy (s, 2,1).

Remarquons que, W (sg, 2¢) > 0 implique que (sg,2¢) € [0,T] x D. D’aprés la défi-

nition de (sg, 7o), nous savons que pour tout (s,z) € [t;,T] x D

w(s,z) — kx(s,x) < (w(sg,xo) — KX (S0, o)) €xp(so, $).

41



Chapitre 2. Probléme de controle & deux joueurs

Alors (sg, ) peut étre vu comme un point maximum global pour w(s,z) — h(s,x)

dans [t;,T] x D , ou
h(s,z) = kx(s,x) 4+ (w(so, xo) — KX(S0, To)) €XP(So, S)-
Puisque w(s, =) est une sous-solution de viscosité de PDE ({2.29)), alors nous avons

1 /
Osh(s0, o) + sup {Dh(so, x0).b(s0, X0, 1, u) + itr |:0'(7 (S0, To, 1, u)Dzh(so, xo)} } >0

U,

Par la définition de h, on en déduit que

w(s0,20) < Ksup,; {9sx (50, To) + Dx(s0, Zo) - b(80, To, , 1)

Ltr [o0' (s0, o, 1, u) D*X (S0, 70)] + X(50,20) }

D’aprés le lemme 3 et pour tout x > 0, on a

’LU(SQ’QC()) <K Supu,i {aSX(Soa 213'0) =+ DX(507 Q}o) : b(507 Zo, i, ’U,)

%tr [UUI(SO,onvu)DQX(So,xo)] + X<50>$0)} <0

ce qui est une contradiction puisque w(sg xg) > 0. Finalement, en appliquant succes-
sivement le méme argument sur 'intervalle [t1, t5], avec t; = (t; — Cil), puis, si ty > 0,
sur [t3, ta], etc., on obtient Wy (s, x,4) < Wy (s, z,1), pour tout (s,z,i) € [0,T] x D
x S. D’une maniére analoque, nous pouvons prouver que Wy (s, z,i) > Wy (s, x,1),
pour tout (s,z,7) € [0,T] x D x S. Ainsi, la preuve est complétée m

Dans les théorémes 4 et 5, nous avons démontré que les fonctions de valeur inférieure
et supérieure et (2.7) sont des solutions de viscosité uniques des équations
HJBI inférieure et supérieure et , respectivement. De plus, si la condition
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d’Isaacs est respectée

inf sup H(s,z,i,u,v,w,p, P) = inf sup H(sg, xo, i, u, v, w, p, P)
veV ueU veV yeU

est vrai, alors les fonctions de valeur inférieure et supérieure coincident, ce qui signifie

que le jeu admet une valeur.
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Résumé

Dans ce mémoire, nous étudions un jeu différentiel stochastique a somme nulle a deux joueurs avec
changement de régime. Plus précisément, nous considérons un jeu entre une chaine de Markov et un
processus d’état, qui sont deux processus stochastiques entiérement couplés.

Nous commencons par étudier la continuité des fonctions de valeur inférieure et supérieure sous
certaines conditions, sur la base desquelles nous établissons le principe de programmation
dynamique. Ensuite, nous démontrons que les fonctions de valeur inférieure et supérieure sont des
solutions de viscosité uniques des équations de Hamilton—Jacobi—Bellman—Isaacs associées,
respectivement inférieure et supérieure, avec changement de régime.Ces deux fonctions de valeur
coincident sous la condition d'lIsaacs, ce qui implique que le jeu admet une valeur.

Abstract

In this memory, we study a two-player zero-sum stochastic differential game with regime switching.
More precisely, we consider a game involving a Markov chain and a state process, which are two
fully coupled stochastic processes.

We first examine the continuity of the lower and upper value functions under certain conditions,
which allows us to establish the dynamic programming principle. We then show that these value
functions are the unique viscosity solutions to the associated Hamilton—Jacobi—Bellman—Isaacs
equations for the lower and upper cases, respectively, in the context of regime switching. When
Isaacs' condition holds, the two value function scoincide, implying that the game has a well-defined
value.
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