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Introduction

L�étude des jeux di¤érentiels stochastiques à somme nulle à deux joueurs s�est rapide-

ment développée depuis les travaux pionniers de Fleming et Souganidis [2]. Dans cet

article, les auteurs ont démontré que les fonctions de valeur inférieure et supérieure

satisfont le principe de la programmation dynamique et sont respectivement les so-

lutions de viscosité uniques des équations aux dérivées partielles de Bellman�Isaacs

associées. Dans le cas où la condition d�Isaacs est satisfaite, les fonctions de valeur

inférieure et supérieure coïncident, ce qui implique que le jeu admet une valeur.

À la suite de ce travail, les jeux di¤érentiels stochastiques à somme nulle à deux

joueurs ont été étudiés dans divers contextes. Par exemple, les équations di¤éren-

tielles stochastiques rétrogrades ont été introduites dans l�étude de ces jeux par

Hamadène et Lepeltier [3], et les jeux avec sauts ont été traités par Biswas [1]. Ces

dernières années, les jeux di¤érentiels stochastiques à changement de régime ont sus-

cité un intérêt croissant, comme en témoignent les travaux de Song et al. [10], Lv

[6], Li et Tang [5], Menoukeu-Pamen et Momeya [8], et Savku [9].

Ce type de système comprend deux composantes : une composante de di¤usion conti-

nue, qui décrit l�évolution dynamique d�un processus d�état, et une composante dis-

crète, qui modélise les changements aléatoires de l�environnement. La dynamique du

processus d�état est représentée par une équation di¤érentielle stochastique, tandis

que le changement de régime est modélisé par une chaîne de Markov prenant ses

valeurs dans un espace d�états �ni. Dans la littérature existante sur les jeux di¤éren-
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Introduction

tiels stochastiques à changement de régime, les chaînes de Markov sont généralement

supposées indépendantes des processus de di¤usion.

Dans ce mémoire, nous considérons un jeu di¤érentiel stochastique à somme nulle

à deux joueurs, avec changement de régime contrôlé. Contrairement aux modèles

classiques à changement de régime, la chaîne de Markov que nous considérons ici

dépend également du processus d�état. Autrement dit, la chaîne de Markov et le

processus d�état sont deux processus stochastiques entièrement couplés.

Ces deux types de contrôles représentent deux mécanismes distincts. Un des contrô-

leurs, joueur relativement faible, peut in�uencer le processus d�état en agissant sur

sa moyenne et sa volatilité, dans le but de maximiser la fonction de gain. L�autre

contrôleur, au contraire, peut in�uencer le choix du régime du processus d�état pour

minimiser cette fonction de gain.

Notre mémoire est organisé comme suit :

Dans le premier chapitre, nous donnons un rappel sur le calcul stochastique. Ensuite,

nous formulons notre problème de jeu di¤érentiel stochastique à changement de ré-

gime et fournissons quelques estimations utiles qui nous permettent de démontrer la

continuité des fonctions de valeur inférieure et supérieure. Nous présentons ensuite

les équations de programmation dynamique associées. Dans la dernière section, nous

montrons que les fonctions de valeur inférieure et supérieure sont les solutions de vis-

cosité uniques des équations de Hamilton�Jacobi�Bellman�Isaacs correspondantes.
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Chapitre 1

Rappel sur processus stochastique

Le but de ce chapitre est de donner des dé�nitions importantes et fondamentales,
le contenu de ce chapitre est principalement basé sur la référence [4].

1.1 Processus stochastique et �ltration

Dé�nition 1.1.1 (processus stochastique) Un processus stochastique X =

(Xt)t2T est une famille de variables aléatoires Xt indexée par un ensemble T: En gé-

néral T = R+ ou R et on considère que le processus est indexé par le temps t 2 T:Si T

est un ensemble �ni, le processus est un vecteur aléatoire.Si T = N alors le processus

est une suite de variables aléatoires. Plus généralement quand T � Z, le processus

est dit discret. Pour T � Rd, on parle de champ aléatoire (drap quand d = 2):Un

processus dépend de deux paramétres: Xt(w) dépendde t (en général le temps) et de

l�aléatoire w 2 
 :

1. Pour t 2 T �xé, w 2 
 ! Xt(w) est une variable aléatoire sur l�espace de

probabilité (
;F ;P);

2. Pour w 2 
 �xé; t 2 T ! Xt(w) est une fonction à valeurs réelles, appelée

trajectoire du processus.
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Chapitre 1. Rappel sur processus stochastique

Dé�nition 1.1.2 (Égalités de processus) Deux processus X et Y ont même

lois s�ils ont même lois �ni-dimensionnelles : pour tout p 2 N� et t1; :::; tp 2 T ,

(Xt1 ; :::; Xtp)
L
= (Yt1 ; :::; Ytp)

On écriraX L
= Y . On dira que Y est une version (ou une modi�cation) du processusX

si pour tout t 2 T , on a P(Xt = Yt) = 1. Deux processus X et Y sont dits indistin-

guables s�il existe N 2 F négligeable tels que, pour tout w =2 N; on a Xt(w) = Yt(w)

pour tout , on écrit: P(Xt = Yt : 8t 2 T ) = 1:

Proposition 1.1.1 indistinguable) modi�cation) même lois �ni-dimensionnelles.

Dé�nition 1.1.3 (Filtration) Une �ltration est une famille croissante de sous-

tribus de F , c�est-à-dire telle que Ft � Fs pour tout t � s . On demande souvent

que les ensembles négligeables soient contenus dans F0, on parle d�hypothèses habi-

tuelles si :

1. Les ensembles négligeables sont contenus dans F0 ,

2. La �ltration est continue à droite au sens où Ft = \t<sFs.

Dé�nition 1.1.4 (processus adapté) Un processus stochastique X = (Xt ;t �

0) est dit adapté (par rapport à une �ltration Ft) si Xt est Ft-mesurable pour tout t:

Dé�nition 1.1.5 (processus continu) On dit que le processus est à trajec-

toires continues (ou est continu) si les applications t �! Xt(w) sont continues pour

presque tout w.

Dé�nition 1.1.6 (processus càdlàg( resp. càglàd)) Un processus est dit

càdlàg (continu à droite, pourvu de limites à gauche) si ses trajectoires sont continues

à droite, pourvues de limites à gauche. Même défnition pour càglad.
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Chapitre 1. Rappel sur processus stochastique

1.2 Martingale

1.2.1 Cas discret

On se donne une �ltration, c�est-à-dire une famille de sous-tribus Fn croissante (Fn �

Fn+1) et la tribu F0 contient les négligeables.

Dé�nition 1.2.1 (Martingale) Une suite de v.a.r. (Xn;n 2 N) est une Fn-martingale

si :

1. Xn est intégrable;8n 2 N:

2. Xn est Fn-mesurable;8n 2 N:

3. E(Xn+1=Fn) = Xn;8n 2 N:

1.2.2 Cas continu

On se donne une �ltration, c�est-à-dire une famille de sous-tribus Ft croissante (Fs �

Ft;8s � t), et la tribu F0 contient les négligeables.

Dé�nition 1.2.2 Une famille de variables aléatoires (Xt; t 2 [0;1[) est une mar-

tingale par rapport à la �ltration (Ft) si:

1. Xt est Ft-mesurable et intégrable pour tout t.

2. E(Xt=Fs) = Xs ;8s � t:

1.3 Temps d�arrêt

On travaille sur un espace muni d�une �ltration (Ft): On note F1 = �([tFt):

Dé�nition 1.3.1 (Temps d�arrêt) Un temps d�arrêt est une variable aléa-
toire � à valeur dans R [ f+1g telle que f� � tg 2 Ft; 8t 2 R:
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Chapitre 1. Rappel sur processus stochastique

Dé�nition 1.3.2 (Processus de Markov) Soit X un processus et (Ft) sa

�ltration canonique. On dit que le processus est de Markov si; pour tout t, pour toute

variable bornée Y 2 F1 l�égalité :

E(Y � �t= Ft) = E(Y � �t=Xt);

où � est l�opérateur de translation dé�ni sur les applications coordonnées par :

Xu � �s = Xu+s:

Essayons une autre dé�nition. Pour tout n, pour toute fonction bornée F dé�nie sur

Rn, pour tous t1 < t2 <���< tn

E(F (Xs+t1 ; Xs+t2 ; ���; Xs+tn)=Fs) = E(F (Xs+t1 ; Xs+t2 ; ���; Xs+tn)= Xs):

Ceci implique en particulier que pour toute fonction f borélienne bornée

E( f (Xt)=Fs) = E( f (Xt)=Xs);8t > s:

Le processus est dit de Markov fort si la propriété précédente est vraie pour tout

couple de temps d�arrêt �nis T; S avec T > S:

1.4 Mouvement Brownien

On se donne un espace (
;F ; P ) et un processus (Bt; t � 0) sur cet espace.

Dé�nition 1.4.1 Le processus (Bt;t � 0) est un mouvement Brownien (standard)

si :

1. P (B0 = 0) = 1 (le mouvement Brownien est issu de l�origine).
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Chapitre 1. Rappel sur processus stochastique

2. 8s � t;Bt � Bs est une variable réelle de loi gaussienne, centrée de variance

(t� s):

3. 8n; 8ti;0 � t0 � t1:::::: � tn; les variables (Btn � Btn�1 ; ::::::; Bt1 � Bt0 ; Bt0)

sont indépendantes.

1.5 Intégrale stochastique

1.5.1 Cas de processus étagés

On dit qu�un processus � est étagé (ou élémentaire) s�il existe une suite de réels

tj; 0 � t0 � t1::: � tn et une suite de variables aléatoires �j telles que �j soit Ftj -

mesurable, appartienne à L2(
) et que �t = �j pour tout t 2]tj; tj+1];soit

�s(w) =
n�1X
j=0

�j(w)
`
]tj ;tj+1]

(s):

On dé�nit alors
1Z
0

�sdBs =
n�1X
j=0

�j(B(tj+1)�B(tj)):

On a 8><>: E(
R1
0
�sdBs) = 0

V ar(
R1
0
�sdBs) = E[

R1
0
�2sds]

On obtient R t
0
�sdBs =

Pn�1
j=0 �j(B(tj+1 ^ t)�B(tj ^ t)):

1.5.2 Cas général

On peut prolonger la dé�nition de l�intégrale de Wiener à une classe plus grande

de processus. On perd le caractère gaussien de l�intégrale, ce qui est déja le cas

pour le cas de processus étagé. On dé�nit les processus càglàd de carré intégrable
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Chapitre 1. Rappel sur processus stochastique

(appartenant à L2(
� R+)) comme l�ensemble � des processus � adaptés continus

à gauche limités à droite; (Ft)-adaptés tels que :

k�k2 d�ef= E [
R1
0
�2tdt] <1:

1.6 Processus d�Itô

Dé�nition 1.6.1 Un processus X est un processus d�Itô si :

Xt = x+
R t
0
bsds +

R t
0
�sdBs

où b est un processus adapté tel que
R t
0
jbsjds existe (au sens Lebesgue) p:s: pour tout

t; et � un processus appartenant à �:On utilise la notation plus concise suivante :

8><>: dXt = btdt+ �dBt;

X0 = x:

1.7 Lemme d�Itô

1.7.1 Première forme

Soit f une fonction de R dans R; de classe C2 à dérivées bornées: Alors :

f (Xt) = f (X0) +
tR
0

f 0(Xs)dXs +
1
2

R t
0
f 00(Xs)�

2
sds:

8



Chapitre 1. Rappel sur processus stochastique

1.7.2 Fonction dépendant du temps

Théor me 1.7.1 Soit f une fonction dé�nie sur R+ � R de classe C1 par rapport

à t; de classe C2 par rapport à x; à dérivées bornées, on a

f (t;Xt) = f (0; X0) +
R t
0
f 0t(s;Xs)ds +

R t
0
f 0x(s;Xs)dXs+

1
2

R t
0
f 00xx(s;Xs)�

2
sds:

1.7.3 Cas multidimensionnel

Théor me 1.7.2 Soit (Xi; i = 1; 2) deux processus d�Itô tels que

dXi(t) = bi(t)dt+ �i(t)dBt

Soit f une fonction de R2dans R de classe C2:On a

df (X1(t); X2(t)) = f 01(X1(t); X2(t))dX1(t) + f 02(X1(t); X2(t))dX2(t)

+1
2
(f 0011�

2
1(t) + 2f

00
12�1(t)�2(t) + f 0022�

2
2(t))(X1(t); X2(t))dt:

où f 0i désigne la dérivée par rapport à xi; i = 1; 2 et f
00
ij la dérivée seconde par rapport

à xi; xj:

1.8 Chaines de markov a temps continu

Dé�nition 1.8.1 Soit E = fa0; a1; a3; :::::; ang; ou plus généralement E = fan; n 2

Ng un espace d�état discret. On considère un processus stochastique (Xt)t2R dé�ni sur

un espace de probabilité (
;F ;P) ;tel que (Xt)t2R : 
 ! E: Le processus (Xt)t2R+

est une chaîne de Markov si, pour tous s; t 2 R+;la propriété suivante est satisfaite

P
�
Xt+s 2 A=FX

s

�
= P (Xt+s 2 A=Xs) ;8A � E;
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Chapitre 1. Rappel sur processus stochastique

où FX
s = � (Xr; r � s) est la �ltration naturelle associée au processus jusqu�au temps

s.

Cela équivaut à la propriété suivante dite de Markov :, 8 x 2 N; 8 x0; :::; xn 2 E

,8 0 < t1 < ::::: < tn;

P(Xtn = xn = X0 = x0; Xt1 = x1; ::; Xtn�1 = xn�1)

= P(Xtn = xn =Xtn�1 = xn�1)

Hypothèse : dans la suite, nous supposerons que la chaîne est homogène, c�est-à-

dire que la loi de transition ne dépend pas du temps. Autrement dit,

P (Xt+s = y=Xs = x) = P (Xt = y=X0 = x) = Pxy (t)

où Pxy (t) est la probabilité de transition de l�état x vers l�état y en un temps t. Dans

le cas d�une chaîne de Markov homogène, la probabilité jointe d�un trajet donné peut

s�écrire comme :

P(X0 = x0; Xt1 = x1; :::; Xtn = xn) =

P(X0 = x0)P(Xt1 = x1=X0 = x0)P(Xt2 = x2=Xt1 = x1):::::::� P(Xtn = xn=Xtn�1 = xn�1)

1.8.1 Semi-groupe

Dé�nition 1.8.2 Semi-groupe de transition d�une chaîne de Markov à temps continu :

soit E = fa0; a1; a3; :::::; ang un espace d�états �ni (ou dénombrable), et soit (Xt)t2R+

une chaîne de Markov homogène à temps continu prenant ses valeurs dans E. On dé-

�nit la matrice des probabilités de transition à l�instant t, notée P (t) = (Pij(t))aiaj2E;

par :

Pij(t) = P (Xt = aj=X0 = ai) ;8aiaj 2 E; t 2 R+:

10



Chapitre 1. Rappel sur processus stochastique

L�application t 7! P forme un semi-groupe de matrices stochastiques, appelé semi-

groupe de transition, si les deux propriétés suivantes sont satisfaites :

1) Condition initiale (identité à l�origine) :

P (0) = I i:e Pij(0) = �ij

Ou �ij désigne le symbole de Kronecker.

2) Propriété de semi-groupe (composition temporelle) :

P (s+ t) = P (s) :P (t) ;8t; s 2 R+:

Autrement dit, le passage de la loi de Xs à celle de Xt pour t � s est régi par :

� (t) = � (s)P (t� s)

où � (t) désigne la loi de Xt, représentée comme un vecteur ligne :

� (t) = (P (Xt = a0) ; :::; P (Xt = an))

En particulier, si l�on connaît la loi initiale � (0), alors :

�(t) = �(s)P (t� s) = �(0)P (t):

1.8.2 Générateur in�nitésimal

Dé�nition 1.8.3 Générateur in�nitésimal d�une chaîne de Markov à temps continu :

Soit (P (t))t le semi-groupe de transition d�une chaîne de Markov homogène à temps

continu à valeurs dans un espace d�états discret E = fa0; a1; a3; :::::; ang: Le généra-

teur in�nitésimal (ou matrice de taux de transition) associé à (P (t))t est la matrice

11



Chapitre 1. Rappel sur processus stochastique

Q = (qij)i;j dé�nie par la limite :

qij = lim
t!0+

Pij(t)� �ij
t

;8i; j 2 f0; :::; ng

si cette limite existe.

En d�autres termes, le générateur Q est la dérivée en zéro du semi-groupe P (t) :

Q =
dP (t)

dt
jt=0

Les coe¢ cients de Q satisfont les propriétés suivantes :

1) qij � 0 pour tout i 6= j (taux de saut de l�état ai vers aj):

2) qii = �
X
j 6=i

qij les lignes de Q ont une somme nulle.

3) Q est appelée matrice génératrice ou matrice de transition in�nitésimale. Ce gé-

nérateur gouverne l�évolution du semi-groupe via l�équation de Kolmogorov directe

(ou avant) :
d

dt
P (t) = P (t)Q; P (0) = I

et, de manière équivalente, l�équation de Kolmogorov rétrograde (ou arrière) :

d

dt
P (t) = QP (t)

on core

Pij(t) =

8><>: �iqijt+ o(t) si ai 6= aj

1� �it+ o(t) si ai = aj

12



Chapitre 2

Problème de contrôle à deux

joueurs

2.1 Formulation du problème

Soit (
;F ; P ) un espace de probabilité complet sur lequel une équation di¤érentielle

stochastique (EDS) de dimension d est considérée, dé�nie comme suit :

8><>: dXt = b(t;Xt; �t; ut)dt+ �(t;Xt; �t; ut)dBt; 0 � s � t � T;

Xs = x 2 Rd; �s = i 2 S;
(2.1)

où B est un mouvement Brownien à valeurs dans Rd et � une chaîne de Markov

en temps continu prenant des valeurs dans un espace d�états �ni S. On note { zst

, s � t � T } la �ltration naturelle générée par B. et �. et augmentée de tous les

ensembles P-nuls de z. Le processus u est zst -adapté et prenant ses valeurs dans un

sous-ensemble compact U de Rk , est appelé un processus admissible. On note Us

l�ensemble de toutes les processus admissibles. Les coe¢ cients

b : [0; T ]� Rd � S � U ! Rd; � : [0; T ]� Rd � S � U ! Rd�d;
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Chapitre 2. Problème de contrôle à deux joueurs

sont supposés satisfaire les conditions suivantes :

Hypothèse 1

(1) Pour tout (x; i) 2 Rd � S, les fonctions b(�; x; i;�) et �(�; x; i;�) sont continues.

(2) Il existe une constante C > 0 telle que pour tout 0 � s � T , x, y 2 Rd , i 2 S

et u 2 U

jb(s; x; i; u)� b(s; y; i; u)j+ k�(s; x; i; u)� �(s; y; i; u)k � C jx� yj :

A partie de l�hypothèse (1), nous pouvons obtenir les conditions de croissance linéaire

de b et � par rapport à x, c�est-à-dire qu�il existe une constante C > 0 telle que pour

tout 0 � s � T , x 2 Rd, i 2 S et u 2 U .

jb(s; x; i; u)j+ �(s; x; i; u) � C(1 + jxj):

On suppose que la chaîne de Markov �� satisfait la condition de régularité, c�est-à-dire

lim
s#t

p(�s = j=�t = i) = �ij;

où �ij = 1 si j = i ou 0 sinon. On note Vs l�ensemble de toutes les controles admis-

sibles v, prenant des valeurs dans un autre sous-ensemble compact V de Rk et étant

adaptées à fzstgt�s, de la chaîne de Markov ��. Pour tout v 2 Vs , les probabilités de

transition in�nitésimales de �� sont données par :

P (�s+� = j=�s = i;Xs = x; vs=v = v) =

8><>: qij(x; v)� + �(�); if j 6= i;

1 + qij(x; v)� + �(�); sinon;
(2.2)

où les taux de transition qij dépendant du contrôle et de l�état satisfons les conditions

suivantes :

14
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Hypothèse 2

(1) Pour tout x 2 Rd et v 2 V , qij(x; v) � 0, si j 6= i.

(2) Pour tout i; j 2 S, les taux de transition qij(�;�) sont bornés et continues.

(3) Pour tout i 2 S, x 2 Rd et v 2 V ,

X
j2S

qij(x;v)=0

Dans la suite, nous désignons Xt et �t par X
s;x;i
t;u;v et �

s;x;i
t;u;v, respectivement, lorsque

nous voulons faire apparaître explicitement les conditions initiales et les contrôles.

Considérons un ouvert borné non vide D � Rd de bord @ D et de fermeture D. Nous

dé�nissons � s;x;iu;v comme le premier instant de sortie de Xs;x;i
t;u;v du domaine borné D

(ou le premier instant d�atteinte du bord @ D), c�est-à-dire

� s;x;iu;v := inf
�
t � s;Xs;x;i

t;u;v =2 D
	
^ T = inf

�
t � s;Xs;x;i

t;u;v 2 @D
	
^ T: (2.3)

Pour alléger la notation, on notera simplement �u;v lorsque la dépendance est claire.

Nous considérons la fonction de gain suivante, pour (s; x; i) 2 [0; T ] � D � S

J(s; x; i; u; v) := E

�Z �u;v

s

f(t;Xs;x;i
t;u;v; �

s;x;i
t;u;v; ut; vt)dt+ g(�u;v; X

s;x;i
�u;v ;u;v; �

s;x;i
�u;v ;u;v)

�
;

(2.4)

où les applications

f : [0; T ]� Rd � S � U � V ! R; g : [0; T ]� Rd � S ! R;

satisfont les conditions suivantes :

Hypothèse 3

(1) Pour tout (x; i) 2 Rd � S, les applications (t; u; v) 7�! f (t; x; i; u; v) et t 7�!

g(t; x; i) sont continues.
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(2) Il existe une constante C > 0 telle que pour tout s 2 [0; T ], x, y 2 Rd , i 2 S, u

2 U et v 2 V ,

jf(s; x; i; u; v)� f(s; y; i; u; v)j+ jg(s; x; i)� g(s; y; i)j � C jx� yj :

L�hypothèse (3) implique également des conditions de croissance linéaire de f et g

par rapport à x. En e¤et, les fonctions b, �, f et g sont toutes bornées sur [0; T ] �

D � S � U � V .

Sous les hypothèses (1), (2) et (3), pour tout u 2 US et v 2 Vs, l�EDS (2.1) possède

une unique solution forte, et donc la fonction de gain (2.4) est bien dé�nie.

De plus, on a les estimations suivantes :

E sups�t�T
��Xs;x;i

t;u;v

��2 � C(1 + jxj2);

E sups�t�T
��Xs;x;i

t;u;v �Xs;y;i
t;u;v

��2 � L jx� yj2 ;
(2.5)

où C et L sont des constantes positives. En utilisant ces estimations et les conditions

de croissance linéaire de f et g, on montre que la fonction de gain a une croissance

au plus linéaire en x

jJ(s; x; i; u; v)j � C(1 + jxj);

où la constante C > 0 peut varier d�une ligne à l�autre.

Dé�nition 2.1.1 Une stratégie admissible pour le joueur I est une application �

: V s! Us satisfaisant que, pour tout temps d�arrêt � de zst et tout v1, v2 2 vs avec

v1 � v2 sur [s; � ], on a �(v1) � �(v2) sur [s; � ]. Une stratégie admissible � pour le

joueur II est dé�nie de manière similaire. L�ensemble des stratégies admissibles � et

� est noté respectivement As et Bs.

Associée à la fonction de gain (2.4), la fonction de valeur inférieure est dé�nie
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comme

W�(s; x; i) = inf
�2B

sup
u2Us

J(s; x; i; u; v; �(u)); (2.6)

et la fonction de valeur supérieure est dé�nie comme

W+(s; x; i) = sup
�2As

inf
u2Vs

J(s; x; i; u; v; �(v); v): (2.7)

On note queW+(s; x; i)� W�(s; x; i) pour tout (s; x; i) 2 [0; T ]�D �S etW�(s; x; i)

et W+(s; x; i) sont dominés par C(1 + jxj). Dans le cas où W� = W+, on dit que le

jeu admet une valeur.

2.2 Continuité des fonctions de valeurs

L�une des approches les plus couramment utilisées pour résoudre les problèmes de

jeux di¤érentiels stochastiques consiste à établir le principe de programmation dy-

namique (PDP), cependant, la continuité des fonctions de valeur par rapport aux

variables de temps et d�état essentielle à l�établissement du PDP n�est généralement

pas assurée lorsque l�on considère une fonction de gain du type "temps de sortie

d�un domaine borné D". Des conditions supplémentaires sont donc nécessaires pour

garantir la continuité des fonctions de valeur.

Par ailleurs, l�interaction entre la chaîne de Markov et le processus d�état peut en-

gendrer de nombreuses di¢ cultés. La chaîne de Markov, couplée à l�évolution du

processus d�état, peut passer d�un état à un autre, ce qui entraîne un changement

de régime pour ce dernier. De plus, une chaîne de Markov dépendant de l�état de

contrôle peut avoir des distributions totalement di¤érentes lorsque les processus de

di¤usion d�état correspondants ont des conditions initiales di¤érentes.

Lemme 2.2.1 Pour toute fonction continue f , lipschitzienne par rapport à la va-
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riable d�état, et pour tout T > 0, il existe une constante K > 0 telle que

E

Z T

0

��f(t;Xx;i
t;u;v; �

x;i
t;u;v)� f(t;Xy;i

t;u;v; �
y;i
t;u;v)

��2 dt � K jx� yj2 ;

et

E
��f(T;Xx;i

T;u;v; �
x;i
T;u;v)� f(T;Xy;i

T;u;v; �
y;i
T;u;v)

��2 dt � K jx� yj ;

Preuve. Pour tout � > 0

E
R s+�
s

��f(t;Xy;i
t;u;v; �

x;i
t;u;v)� f(t;Xy;i

t;u;v; �
y;i
t;u;v)

��2 dt
� KE

R s+�
s

��f(t;Xy;i
t;u;v; �

x;i
t;u;v)� f(t;Xy;i

s;u;v; �
x;i
t;u;v)

��2 dt
+KE

R s+�
s

��f(t;Xy;i
s;u;v; �

x;i
t;u;v)� f(t;Xy;i

s;u;v; �
y;i
t;u;v)

��2 dt
+KE

R s+�
s

��f(t;Xy;i
s;u;v; �

y;i
t;u;v)� f(t;Xy;i

t;u;v; �
y;i
t;u;v)

��2 dt
(2.8)

Par la continuité lipschitzienne, on obtient

E

Z s+�

s

��f(t;Xy;i
t;u;v; �

x;i
t;u;v)� f(t;Xy;i

s;u;v; �
x;i
t;u;v)

��2 dt (2.9)

� KE

Z s+�

s

��Xy;i
t;u;v � �y;is;u;v

�� dt
� K

Z s+�

s

(t� s)dt � K�2:

De même, nous avons également

E

Z s+�

s

��f(t;Xy;i
s;u;v; �

y;i
t;u;v)� f(t;Xy;i

s;u;v; �
x;i
t;u;v)

��2 dt � K�2 (2.10)
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Notons que

E

Z s+�

s

��f(t;Xy;i
s;u;v; �

y;i
t;u;v)� f(t;Xy;i

s;u;v; �
x;i
t;u;v)

��2 dt (2.11)

� KE

Z s+�

s

��f(t;Xy;i
s;u;v; �

x;i
t;u;v)� f(t;Xy;i

s;u;v; �
x;i
t;u;v)

��2 dt
+KE

Z s+�

s

��f(t;Xy;i
s;u;v; �

y;i
t;u;v)� f(t;Xy;i

s;u;v; �
y;i
t;u;v)

��2 dt:
Le deuxième terme de (2.11) peut être estimé comme

E

Z s+�

s

��f(t;Xy;i
s;u;v; �

y;i
s;u;v)� f(t;Xy;i

s;u;v; �
y;i
t;u;v)

��2 dt (2.12)

= E

Z s+�

s

��f(t;Xy;i
s;u;v; �

y;i
s;u;v)� f(t;Xy;i

s;u;v; �
y;i
t;u;v)

��2 If�y;it;u;v 6=�y;is;u;vgdt
=
X
m2S

X
j 6=m

E

Z s+�

s

��f(t;Xy;i
s;u;v;m)� f(t;Xy;i

s;u;v; j)
��2 If�y;is;u;v=mgIf�y;it;u;v 6=jgdt

� k
X
m2S

X
j 6=m

E

Z s+�

s

�
1 +

��Xy;i
s;u;v

��� If�y;is;u;v=mgE hIf�y;it;u;v 6=jg ��Xy;i
s;u;v; vs;

y;i
s;u;v = m

i
dt

� k
X
m2S

E

Z s+�

s

h
1 +

��Xy;i
s;u;v

��2i If�y;is;u;v=mg
"X
j 6=m

qmj(X
y;i
s;u;v; vs)(t� s) + �(t� s)

#
dt

� K

Z s+�

s

(t� s)dt � K�2

Pour traiter le premier terme de (2.11), une méthode de couplage est utilisée. Pour

x; ex et i; j 2 S, considérons la distance �((x; j); (ex; i)) = jx� exj+d(j; i), où d(j; i) = 0
si j = i et d(j; i) = 1 si j = i. Soit (�y;is ; �

x;i
s ) un processus aléatoire discret d�espace

d�états �ni S � S tel que

P
�
�y;it+h; �

x;i
t+h = (m;n)

���y;it ; �x;it ) = (k; l); (Xy;i
t ; Xx;i

t ) = (ey; ex); vt = v
�

=

8><>: q(k;l)(m;n)(ey; ex; v)h+ �(h); if(m;n) 6= (k; l);

1 + q(k;l)(k;l)(ey; ex; v)h+ �(h); if(m;n) = (k; l);
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où les taux de transition satisfont, pour toute fonction ef dé�nie sur S � S

X
(j�i)2S�S

q(k;l)(m;n)(ey; ex; v)( ef(j; i)� ef(k; l))
=
X
j

(qkj(x;v)�qij(ex; v)) + ( ef(j; i)� ef(k; l))
+
X
j

(qlj(ex;v)�qkj(x; v)) + ( ef(k; j)� ef(k; l))
X
j

(qkj(x;v) ^ qlj(ex; v))( ef(j; j)� ef(k; l)):
En raison du couplage dé�ni ci-dessus, pour t 2 [s; s+ � )

E
h
If�x;it =jg

���x;is = i1; �
y;i
s = i2; X

x;i
s = ex;Xy;i

s = ey; vs = v
i

=
P

l2S E
h
If�x;it =j;�y;it =lg

���x;is = i1; �
y;i
s = i2; X

x;i
s = ex;Xy;i

s = ey; vs = v
i

P
l2S eq(i1;i2)(j;l)(ex; ey; v)(t� s) + �(t� s)

Nous avons donc

E
R s+�
s

��f(t;Xy;i
s;u;v; �

y;i
t;u;v)� f(t;Xy;i

s;u;v; �
y;i
s;u;v)

��2 dt
E
P

i12S
P

j 6=i1

R s+�
s

��f(t;Xy;i
s;u;v; j)� f(t;Xy;i

s;u;v; i1)
��2 If�x;it;u;v=jgIf�y;is;u;v=i1gdt

� E
P

i1;i22S
P

j 6=i1

R s+�
s

h
1 +

��Xy;i
s;u;v

��2i If�y;is;u;v=i1;�x;is;u;v=i2g
�E

h
If�x;it;u;v=jg

���x;is;u;v = i1; �
y;i
s;u;v = i2; X

x;i
s;u;v; X

y;i
s;u;v; vs

i
dt

� K�2

(2.13)

Nous avons donc maintenant prouvé à partir de (2.9), (2.10), (2.12), (2.13) que (2.8)

s�avère être

E

Z s+�

s

��f(t;Xy;i
t;u;v; �

x;i
t;u;v)� f(t;Xy;i

t;u;v; �
y;i
t;u;v)

��2 dt � K�2
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Ensuite, nous avons

E
R s+�
s

��f(t;Xy;i
t;u;v; �

x;i
t;u;v)� f(t;Xy;i

t;u;v; �
y;i
t;u;v)

��2 dtP[T��]+1
k=0 E

R k�+�
k�

��f(t;Xy;i
t;u;v; �

x;i
t;u;v)� f(t;Xy;i

t;u;v; �
y;i
t;u;v)

��2 dt
� k�

(2.14)

De la même manière

E

Z T+�

T

��f(t;Xy;i
t;u;v; �

x;i
t;u;v)� f(t;Xy;i

t;u;v; �
y;i
t;u;v)

��2 dt � K�2

Ici, nous avons noté que les deux processus Xs et �s sont dé�nis au-delà de T . Pour

tout � > 0

1

�
E

Z T+�

T

��f(t;Xy;i
t;u;v; �

x;i
t;u;v)� f(t;Xy;i

t;u;v; �
y;i
t;u;v)

��2
� + �

dt � k

Est si � ! 0, on a

lim
�!0

1

�
E

Z T+�

T

��f(t;Xy;i
t;u;v; �

x;i
t;u;v)� f(t;Xy;i

t;u;v; �
y;i
t;u;v)

��2
� + �

dt � k

ce qui implique que

d

d�

Z T+�

T

�����E
��f(t;Xy;i

t;u;v; �
x;i
t;u;v)� f(t;Xy;i

t;u;v; �
y;i
t;u;v)

��2
� + �

�����
�=0

� k
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c�est à dire

�
Z T+�

T

�����E
��f(t;Xy;i

t;u;v; �
x;i
t;u;v)� f(t;Xy;i

t;u;v; �
y;i
t;u;v)

��2
(� + �)2

dt

�����
�=0

+
E
��f(T;Xy;i

T;u;v; �
x;i
T;u;v)� f(T;Xy;i

T;u;v; �
y;i
T;u;v)

��2
� + �

�����
�=0

� k:

ll est ici souhaitable de considérer l�intervalle[T; T + �] plutôt que [T � �; T ] car la

chaîne de Markov �s, s � 0 est uniquement continue à droite. Par conséquent, nous

avons

E
��f(T;Xy;i

T;u;v; �
x;i
T;u;v)� f(T;Xy;i

T;u;v; �
y;i
T;u;v)

��2 � k� (2.15)

Étant donné que le � dans (2.14) et le � dans (2.15) sont arbitraires, soit tous deux

� dans (2.14) et � dans (2.15) jx� yj
0 avec 
0 > 2 , alors à partir des estimations

dans (2.5), nous avons

E
R T
0

��f(t;Xx;i
t;u;v; �

x;i
t;u;v)� f(t;Xy;i

t;u;v; �
y;i
t;u;v)

��2 dt
� E

R T
0

��f(t;Xx;i
t;u;v; �

x;i
t;u;v)� f(t;Xy;i

t;u;v; �
x;i
t;u;v)

��2 dt
+E

R T
0

��f(t;Xy;i
t;u;v; �

x;i
t;u;v)� f(t;Xy;i

t;u;v; �
y;i
t;u;v)

��2 dt
� kE

R T
0

��Xx;i
t;u;v �Xy;i

t;u;v

��2 dt+ �(jx� yj2)

� k jx� yj2

(2.16)

De même, nous avons

E
��f(T;Xs;i

T;u;v; �
x;i
T;u;v)� f(T;Xy;i

T;u;v; �
y;i
T;u;v)

�� � k jx� yj (2.17)

Dans cette section, nous donnons principalement la preuve de la continuité de la
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fonction de valeur inférieureW�(s; x; i) par rapport aux variables de temps et d�état,

la preuve pour la fonction de valeur supérieure W+(s; x; i) est analogue.

Soit  : Rd � S ! R une fonction telle que pour tout x,y 2 Rd et i 2 S,

�� +(x; i)�  �(y; i)
�� � C jx� yj ; (2.18)

où  + = max f ; 0g. Pour tout " > 0, dé�nissons

�s;x;i" (t) := exp

�
�1
"

Z t

s

 +(Xs;x;i
r;u;v; �

s;x;i
r;u;v)dr

�
; t 2 [s; T ] :

On remarque que : 0 < �s;x;i" (t) � 1. Considérons une fonction de gain auxiliaire

J"(s; x; i; u; v) = E

�Z T

s

�s;x;i" (t)f(t;Xs;x;i
t;u;v; �

s;x;i
t;u;v; ut; vt)dt+ �

s;x;i
" (T )g(T;Xs;x;i

T;u;v; �
s;x;i
T;u;v)

�
(2.19)

et la fonction de valeur correspondante

W "(s; x; i) = inf
v2Vs

sup
u2Us

J"(s; x; i; u; v): (2.20)

On démontre que pour tout i 2 S �xé, la fonction de valeur W "(:; :; i) est continue.

Ensuite, par approximation, nous en déduisons que la fonction de valeur inférieure

W�(:; :; i) est également continue.

Théor me 2.2.1 Pour chaque " > 0 �xé et i 2 S, la fonction valeur W "(s; x; i) est

continue par rapport à s et x

Preuve. Nous allons diviser la preuve en deux étapes.

Étape 1. Dans cette partie, nous allons démontrer que W "(s; x; i) est continue par
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rapport à x. D�après la dé�nition (2.20) de W "(s; x; i), nous avons

jW "(s; x; i)�W "(s; y; i)j

=
��infv2Vs supu2Us J"(s; x; i; u; v)� infv2Vs supu2Us J"(s; y; i; u; v)��

� supu;v jJ"(s; x; i; u; v)� J"(s; y; i; u; v)j

� supu;v E
R T
s

���s;x;i" (t)f(t;Xs;x;i
t;u;v; �

s;x;i
t;u;v; ut; vt)� �s;y;i" (t)f(t;Xs;y;i

t;u;v; �
s;y;i
t;u;v; ut; vt)

�� dt
supu;v E

R T
s

���s;x;i" (T )g(T;Xs;x;i
T;u;v; �

s;x;i
T;u;v)� �s;y;i" (T )g(T;Xs;y;i

T;u;v; �
s;y;i
T;u;v)

��
Par l�inégalité de Cauchy-Schwartz et le fait que 0 < �s;x;i" (t) � 1

E
���s;x;i" (T )g(T;Xs;x;i

T;u;v; �
s;x;i
T;u;v)� �s;y;i" (T )g(t;Xs;y;i

T;u;v; �
s;y;i
T;u;v)

��
� E

�
j�s;x;i" (T )� �s;y;i" (T )j �

��g(T;Xs;x;i
T;u;v; �

s;x;i
T;u;v)

���
+E

�
j�s;y;i" (T )j �

��g(T;Xs;x;i
T;u;v; �

s;x;i
T;u;v)� g(T;Xs;y;i

T;u;v; �
s;y;i
T;u;v)

���
� (E j�s;x;i" (T )� �s;y;i" (T )j2)1=2 � (E

��g(t;Xs;x;i
T;u;v; �

s;x;i
T;u;v)

��2)1=2
+E

��g(t;Xs;x;i
T;u;v; �

s;x;i
T;u;v)� g(t;Xs;y;i

T;u;v; �
s;y;i
T;u;v)

�� :
(2.21)

De plus, en notant que
��e�a � e�b

�� � ja� bj pour tout a,b � 0 et en utilisant les

estimations (2.5) et (2.16), nous pouvons obtenir que

E j�s;x;i" (T )� �s;y;i" (T )j2

� k
"2
E
R T
s

�� +(Xs;x;i
r;u;v; �

s;x;i
r;u;v)�  +(Xs;y;i

r;u;v; �
s;y;i
r;u;v)

��2 dr
� k

"2
jx� yj2 ;

et par (2.17)

E
��g(T;Xs;x;i

T;u;v; �
s;x;i
T;u;v)� g(T;Xs;y;i

T;u;v; �
s;y;i
T;u;v)

�� � k jx� yj

Ainsi, nous avons

E
���s;x;i" (T )g(T;Xs;x;i

T;u;v; �
s;x;i
T;u;v)� �s;y;i" (T )g(T;Xs;y;i

T;u;v; �
s;y;i
T;u;v)

�� � C 0" jx� yj

24



Chapitre 2. Problème de contrôle à deux joueurs

où la constante C 0" ne dépend pas de s,y et u,v. De même, nous avons également par

(2.16) que

E

Z T

s

���s;x;i" (T )f(t;Xs;x;i
t;u;v; �

s;x;i
t;u;v; ut; vt)� �s;y;i" (T )f(t;Xs;y;i

t;u;v; �
s;y;i
t;u;v; ut; vt)

�� dt
� C 00" jx� yj :

Par conséquent, nous obtenons qu�il existe une constante L" > 0 telle que

jW "(s; x; i)�W "(s; y; i)j � L" jx� yj : (2.22)

Autrement dit, la fonction valeur W "(s; x; i) est continue par rapport à x.

Étape 2. Dans cette étape, nous allons prouver que W "(s; x; i) est continue par rap-

port à s.

Avec la continuité de W "(s; x; i) par rapport à x, nous avons l�équation de program-

mation dynamique suivante, pour tout petit � > 0

W "(s; x; i) = inf
v2Vs

sup
u2Us

E

�Z s+�

s

�s;x;i" (r)f(r;Xs;x;i
t;u;v; �

s;x;i
t;u;v; ur; vr)dr + �

s;x;i
" (s+ �)W "(s+ �;Xs;x;i

s+�;u;v; �
s;x;i
s+�;u;v)

�
:

Ensuite, nous avons

jW "(s+ �; x; i)�W "(s; x; i)j

=

���� infv2Vs
sup
u2Us

E

�Z s+�

s

�s;x;i" (r)f(r;Xs;x;i
t;u;v; �

s;x;i
t;u;v; ur; vr)dr

+�s;x;i" (r)(s+ �)W "(s+ �;Xs;x;i
s+�;u;v; �

s;x;i
s+�;u;v)�W "(s+ �; x; i)

���
� sup

u;v
E

Z s+�

s

��f(r;Xs;x;i
t;u;v; �

s;x;i
t;u;v; ur; vr)

�� dr
+ sup

u;v
E
���s;x;i" (s+ �)W "(s+ �;Xs;x;i

s+�;u;v; �
s;x;i
s+�;u;v)�W "(s+ �; x; i)

��
� C� + sup

u;v
E
��W "(s+ �;Xs;x;i

s+�;u;v; �
s;x;i
s+�;u;v)�W "(s+ �; x; �s;x;is+�;u;v)

��
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sup
u;v

E
��W "(s+ �;Xs;x;i

s+�;u;v; �
s;x;i
s+�;u;v)�W "(s+ �; x; �s;x;is+�;u;v)

��
sup
u;v

E
��(�s;x;i" (s+ �)� 1)W "(s+ �;Xs;x;i

s+�;u;v; �
s;x;i
s+�;u;v)

��

Par (2.22),

E
��W "(s+ �;Xs;x;i

s+�;u;v; �
s;x;i
s+�;u;v)�W "(s+ �; x; �s;x;is+�;u;v)

��X
j2S

E
h
If�s;x;is+�;u;v=jg �

��W "(s+ �;Xs;x;i
s+�;u;v; j)�W "(s+ �; x; j)

��i
� KL"E

��Xs;x;i
s+�;u;v � x

�� :
De plus, il est facile de voir que

E
��Xs;x;i

s+�;u;v � x
�� � C(� + �1=2):

et

E
��W "(s+ �; x; �s;x;is+�;u;v)�W "(s+ �; x; i)

��P
j 6=i P

�
�s;x;is+�;u;v = j

	
� jW "(s+ �; x; j)�W "(s+ �; x; i)j

� CP
�
�s;x;is+�;u;v 6= i

	
� K� + �(�):

La dernière inégalité découle de (2.2).et

E
��(�s;x;i" (s+ �)� 1)W "(s+ �;Xs;x;i

s+�;u;v; �
s;x;i
s+�;u;v)

��
� (E

��W "(s+ �;Xs;x;i
s+�;u;v; �

s;x;i
s+�;u;v)

��2)1=2(E ���s;x;i" (s+ �)�
��2)1=2

K

"
(E

����Z s+�

s

 +(Xs;x;i
r;u;v; �

s;x;i
r;u;v)dr

����2)1=2
� K�

"
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Ainsi, nous obtenons que

jW "(s; x; i)�W "(s+ �; x; i)j ! 0, as � ! 0:

La continuité de W "(s; x; i) par rapport à s est démontrée

Pour observer la continuité de la fonction de valeur inférieureW�(s; x; i) , on suppose

que :

Hypothèse 4. Il existe une fonction  : Rd �S ! R satisfaisant (2.18) et que

 +(x; i) � 0, 8(x; i) 2 D � S,

et pour tout x 2 @D, il existe un v 2 Vs tel que

inf
u2Us

Z t

s

 +(Xs;x;i
r;u;v; �

s;x;i
r;u;v)dr > 0, a.s t 2 (s; T ] : (2.23)

On dit que � a un inverse borné si



��1

1 <1.

Nous supposons que le domaine D est convexe avec une frontière continue, � et son

inverse sont bornés.

Considérons l�EDS suivante :8><>: dex = �(t; ex; �t; ut)dBt, 0 � s � t � T

exs = x 2 Rd, �s = i 2 S.

soit eP (d!) = P (d!)Mt, où
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Mt = exp

�
�1
2

Z t

s

j�(r)j2 dr �
Z t

s

j�(r)j dBt
�
,

et �(r) = ���1(r; eXr; �r; ur)b(r; eXr; �r; ur). Le théorème de Girsanov implique que

eBt = Bt +

Z t

s

�(r)dr

est un mouvement brownien sous la mesure de probabilité eP . Alors eXr = x +R t
s
�(r)dBr est la solution de l�EDS (2.1) sous l�espace de probabilité (
 ;z ; eP ).

Il existe un mouvement brownien (Vt, t � s) de valeur initiale Vs = x tel que pour

tout t � s eX = Vs+[ eX]
t

.

Par (2.23), on pose  (x; i) = �dist(x; @D) si x 2 D ou dist(x; @D) si x =2 D. Consi-

dérons maintenant un temps �xe t > s. Nous avons pour i 2 S

Z t

s

 +(V (r); i)dr > 0 presque sûrement

Puisque V . est un mouvement brownien indépendant des processus de contrôle et il

existe des constantes positives �1 < �2 indépendantes de u,v et x telles que 1
r�s [X]r 2

[�1,�2] pour tout r > s, nous avons donc

inf
u2Us

Z t

s

 +(V (r); i)dr > 0 presque sûrement
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c�est-à-dire

inf
u2Us

Z t

s

 +(Xs;x;i
r;u;v)dr > 0 presque sûrement

Ainsi, dans ce cas, l�hypothèse (4) est vraie.

Théor me 2.2.2 En plus des hypothèses 1, 2, 3 et 4, nous supposons également que

la fonction terminale g(�;�; i) 2 C1;2 pour chaque i 2 S �xé, et que

@sg(s; x; i) +H(s; x; i; u; v; g;Dg;D2g) � 0, (2.24)

où la fonction hamiltonienne H est dé�nie comme

H(s; x; i; u; v; g;Dg;D2g) = f(s; x; i; u; v) +Dg(s; x; i) � b(s; x; i; u)

+1
2
tr [��0(s; x; i; u)D2g(s; x; i)]

+
P

j 6=i qij(x; v)(g(s; x; i)� g(s; x; j)):

Alors W (; ; i) est continue.

Preuve. Nous divisons la preuve en deux étapes.

Étape 1. Supposons que f � 0 et g � 0. Alors par (2.23), pour tout x 2 @D, u 2 Us

et un certain v 2 Vs,

lim
"#0
�s;x;i" (t) = lim

"#0
exp

�
�1
"

Z t

s

 +(Xs;x;i
r;u;v; �

s;x;i
r;u;v)dr

�
= 0, a.s. pour tout t 2 (s; T ]

Ainsi, par le théorème de convergence dominée, on obtient pour tout x 2 @D et s 2

[0; T ]

lim
"#0

W "(s; x; i) = 0. (2.25)
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soit

h(") := sup fW "(s; x; i) : (s; x; i) 2 [0; T ]� @D � Sg ,

Par le théorème de Dini nous avons que lim"!0 h(") = 0 . Pour tout (s; x; i) 2 [0; T ]

� D � S, et par l�équation de la programmation dynamique pour W �, nous avons

W (s; x; i)

= infv2Vs supu2Us E
hR �u;v
s

f(r;Xs;x;i
r;u;v; �

s;x;i
r;u;v; ur; vr)dr +W "(�u;v; X

s;x;i
�u;v ;u;v; �

s;x;i
�u;v ;u;v)

i
infv2Vs supu2Us E

R �u;v
s

f(r;Xs;x;i
r;u;v; �

s;x;i
r;u;v; ur; vr)dr + h(")

= W�(s; x; i) + h(")

(2.26)

Notons que, pour tout r 2 [s; �u;v], Xr 2 D . Ainsi, nous avons �s;x;i" (t) = 1. Par les

dé�nitions de J" et �u;v et en supposant que g � 0, nous avons

J"(s; x; i; u; v)

E
R T
s
�s;x;i" (r)f(r;Xs;x;i

r;u;v; �
s;x;i
r;u;v; ur; vr)dr

E
�R �u;v
s

f(r;Xs;x;i
r;u;v; �

s;x;i
r;u;v; ur; vr)dr

+If�u;v<Tg
R T
�u;v

�s;x;i" (r)f(r;Xs;x;i
r;u;v; �

s;x;i
r;u;v; ur; vr)dr

i
J"(s; x; i; u; v) + E

h
If�u;v<Tg

R T
�u;v

�s;x;i" (r)f(r;Xs;x;i
r;u;v; �

s;x;i
r;u;v; ur; vr)dr

i
� J(s; x; i; u; v)

des que

W "(s; x; i) � W�(s; x; i)

En combinant (2.26) et (??), nous avons

W�(s; x; i) � W "(s; x; i) � W�(s; x; i) + h(")

Cela implique que W " ! W� uniformément sur [0; T ] � D � S. Comme W " est
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continue par rapport à s et x, W� l�est aussi.

Étape 2. Pour le cas général pour f et g satisfaisant (2.24), soit

ef(s; x; i; u; v) = @sg(s; x; i) +H(s; x; i; u; v; g;Dg;D2g)

et eg � 0. Alors la condition (2.24) implique que ef � 0, et l�étape 1 implique que
fW (s; x; i) = infv2Vs supu2Us

eJ(s; x; i; u; v)
= infv2Vs supu2Us E

hR �u;v
s

ef(r;Xs;x;i
r;u;v; �

s;x;i
r;u;v; ur; vr)dr

i
est continue par rapport à s et x. En appliquant maintenant la formule d�Itô et la

formule de Dynkin à g de s à �u;v, nous avons

E
h
g(�u;v; X

s;x;i
�u;v ;u;v; �

s;x;i
�u;v ;u;v)� g(s; x; i)

i
= E

R �u;v
s

@sg(r;X
s;x;i
r;u;v; �

s;x;i
r;u;v; ur; vr) +Dg(r;Xs;x;i

r;u;v; �
s;x;i
r;u;v) � b(r;Xs;x;i

r;u;v; �
s;x;i
r;u;v; uv)

+1
2
tr
�
��

0
(r;Xs;x;i

r;u;v; �
s;x;i
r;u;v; uv)D

2g(r;Xs;x;i
r;u;v; �

s;x;i
r;u;v)

�
+
P

j 6=�s;x;ir;u;v
q�s;x;ir;u;v �j(X

s;x;i
r;u;v; vr)(g(r;X

s;x;i
r;u;v; j)� g(r;Xs;x;i

r;u;v; �
s;x;i
r;u;v))dr

Il s�ensuit alors que

eJ(s; x; i; u; v) = E
R �u;v
s

ef(r;Xs;x;i
r;u;v; �

s;x;i
r;u;v; ur; vr)dr

= E
R �u;v
s

f(r;Xs;x;i
r;u;v; �

s;x;i
r;u;v; ur; vr)dr

+E
h
g(�u;v; X

s;x;i
�u;v ;u;v; �

s;x;i
�u;v ;u;v)� g(s; x; i)

i
= J(s; x; i; u; v)� g(s; x; i)

Par conséquent, nous concluons que W�(s; x; i) = fW (s; x; i)+ g(s; x; i) est continue.
Avec la continuité deW� et W+ en main, nous pouvons établir le DPP satisfait res-

pectivement par W� et W+. nous donnons le théorème suivant sans démonstration.
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Théor me 2.2.3 (Principe de programmation dynamique) Pour tout zst ;,temps d�ar-

rêt � � s nous avons l�équation de programmation dynamique inférieure suivante

W�(s; x; i) = inf�2Bs supu2Us E
hR �u;�(u)^�
s

f(r;Xr; �r; ur; �(u)r)dr

+W�(�u;�(u) ^�; Xu;�(u)^�; �u;�(u)^�)
� (2.27)

et l�équation de programmation dynamique supérieure

W+(s; x; i) = sup�2As infv2Vs E
hR �u;�(u)^�
s

f(r;Xr; �r; �(v)r; vr)dr

+W�(��(v);v ^�; X��(v)r^�; ���(v)r^�)
i
.

(2.28)

Preuve. voir [6]:

2.3 Solution de Viscosité

Dans cette section , nous considérons les équations de Hamilton�Jacobi�Bellman�

Isaacs (HJBI) à changement de régime : le cas inférieur

8>>>><>>>>:
@sW

�(s; x; i) + infv2V supu2U H(s; x; i; u; v;W
�; DW�; D2W�) = 0;

(s; x; i) 2 [0; T )�D � S

W�(s; x; i) = g(s; x; i), (s; x; i) 2 DT � S;

(2.29)

et le cas superieur

8>>>><>>>>:
@sW

+(s; x; i) + infv2V supu2U H(s; x; i; u; v;W
+; D1W+; D2W+) = 0;

(s; x; i) 2 [0; T )�D � S

W+(s; x; i) = g(s; x; i); (s; x; i) 2 DT � S:

(2.30)

où DT := fTg �D�[ [0; T ]� @D et H la fonction hamiltonienne dé�nie précédem-

ment.
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Si les fonctions de valeur inférieure et supérieure W�(�; �; i) et W+(�; �; i) sont de

classe C1;2([0; T ]�D), alors elles sont des solutions classiques uniques des équations

HJBI inférieure et supérieure (2.29) et (2.30), respectivement. Grâce aux continuités

et au théorème de sélection mesurable (voir Barmish 1978 et les références qui y

sont citées), nous pouvons également prouver l�existence de contrôles et de stratégies

optimaux pour ce jeu. Cependant, les fonctions de valeur ne sont pas généralement

su¢ samment régulières ; pour traiter le cas de non-régulier, la solution de viscosité,

comme solution faible, a été initialement introduite par Crandall et al. (1992) (un

autre type de solution faible : la solution faible de Sobolev, de telles équations aux

dérivées partielles (EDP) non linéaires est considérée dans Wei et al. 2014). Dans

cette section, nous démontrerons que les fonctions de valeur inférieure et supérieure

W�(s; x; i) et W+(s; x; i) dé�nies comme dans (2.6) et (2.7) sont des solutions de

viscosité uniques des équations HJBI inférieure et supérieure (2.29) et (2.30), respec-

tivement. De plus, les fonctions de valeur inférieure et supérieure coïncident sous la

condition d�Isaacs, ce qui implique que le jeu admet une valeur, c�est-à-dire

W�(s; x; i) = W+(s; x; i) pour tout (s; x; i) 2 [0; T ]�D � S:

Dans cette partie, nous nous concentrons principalement sur la preuve que la fonc-

tion de valeur inférieure W�(s; x; i) est l�unique solution de viscosité de l�équation

HJBI inférieure (2.29). La preuve que la fonction de valeur supérieureW�(s; x; i) est

l�unique solution de viscosité de l�équation HJBI supérieure (2.30) peut être e¤ectuée

de la même manière.

Dé�nition 2.3.1 Une fonction continue w(s; x; i) est appelée sous-solution de vis-

cosité de l�équation HJBI inférieure (2.29) si w(s; x; i) � g(s; x; i) pour tout (s; x; i)
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2 DT � S, et pour tout i 2 S

@s�(s0; x0) + inf
v2V

sup
u2U

H(s0; x0; i; u; v; w;D�;D
2�) � 0;

chaque fois que � 2 C1;2([0; T ] � D) et w(s; x; i)��(s; x) atteint un maximum local

à (s0; x0) 2 [0; T )�D.

Une fonction continue w(s; x; i) est appelée sursolution de viscosité de l�équation

HJBI inférieure (??) si w(s; x; i) � g(s; x; i) pour tout (s; x; i) 2 DT � S, et pour

tout i 2 S

@s�(s0; x0) + inf
v2V

sup
u2U

H(s0; x0; i; u; v; w;D�;D
2�) � 0

chaque fois que � 2 C1;2([0; T ] � D) et w(s; x; i)��(s; x) atteint un minimum local à

(s0; x0) 2 [0; T )�D.Une fonction continue w(s; x; i) est appelée solution de viscosité

de l�équation HJBI inférieure (??), si elle est à la fois une sous-solution de viscosité

et une sursolution de viscosité.

Théor me 2.3.1 La fonction de valeur inférieure W�(s; x; i) dé�nit dans (2.6) est

une solution de viscosité de l�équation HJBI inférieure (2.29).

Preuve. Propriété de sous-solution de viscosité. Pour un i 2 S et � 2 C1;2([0; T ] �

D) donnés, supposons que W�(s; x; i) � �(s; x) atteigne son maximum à (s0; x0) 2

[0; T ) � D dans un voisinage N(s0; x0) = [(s0 � �) _ 0; s0 + �) � B"(x0), où B"(x0)

=
�
y 2 Rd; jy � x0j < "

	
et �," > 0 sont su¢ samment petits pour que N(s0; x0) �

[0; T )�D.Soit � � le premier temps de saut de �� après s0 et � s0;x0;i" = inf
�
t � s0; X

s0;x0;i
t =2 B"(x0)

	
.

Rappelons l�équation de programmation dynamique inférieure (2.27) satisfaite par

W�(s; x; i). Nous savons que pour tout � 2 Bs0 , il existe bu 2 Us0 tel que

W�(s0; x0; i) < E
hR �
s0
f(r;Xs0;x0;i

r;bu;�(bu); �s0;x0;ir;bu;�(bu); bu; �(bu)r)dr
+W�(r;Xs0;x0;i

r;bu;�(bu); �s0;x0;ir;bu;�(bu))
i
+ �2

(2.31)
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où � = � 0 ^ � s0;x0;i" ^ (s0 + �): Dé�nissons 	 : [0; T ]� Rd � S ! R comme suit

	(s; x; j) =

8><>: �(s; x)� �(s0; x0) +W�(s0; x0; i), j 6= i,

W�(s; x; j), j 6= i

En appliquant la formule de Dynkin entre 0 et � , nous avons

E
h
	(� ;Xs0;x0;i

r;bu;�(bu); �s0;x0;ir;bu;�(bu))
i
�	(s0; x0; i)

= E
R �
s0

h
@s�(r;X

s0;x0;i
r;bu;�(bu)) +D�(r;Xs0;x0;i

r;bu;�(bu)):b(r;Xs0;x0;i
r;bu;�(bu); i; bur)

+1
2
tr
h
��

0
(r;Xs0;x0;i

r;bu;�(bu); i; bur)D2�(r;Xs0;x0;i
r;bu;�(bu))

i
+
P

j 6=i qij(X
s0;x0;i
r;bu;�(bu); �(bu)r)� (	(r;Xs0;x0;i

r;bu;�(bu); j)�	(r;Xs0;x0;i
r;bu;�(bu); i))dr

i
(2.32)

De plus, pour tout r 2 (s0; � ],

W�(r;Xs0;x0;i
r;bu;�(bu); i) � W�(s0; x0; i) + �(r;Xs0;x0;i

r;bu;�(bu))

Ainsi, (2.32) s�avère être

E
h
W�(� ;Xs0;x0;i

r;bu;�(bu); �s0;x0;ir;bu;�(bu))
i
�W�(s0; x0; i)

� E
hR �
s0
@s�(r;X

s0;x0;i
r;bu;�(bu)) +D�(r;Xs0;x0;i

r;bu;�(bu)):b(r;Xs0;x0;i
r;bu;�(bu); i; bur)

+1
2
tr
h
��

0
(r;Xs0;x0;i

r;bu;�(bu); i; bur)D2�(r;Xs0;x0;i
r;bu;�(bu))

i
+
P

j 6=i qij(X
s0;x0;i
r;bu;�(bu); �(bu)r)� (W�(r;Xs0;x0;i

r;bu;�(bu); j)�W�(r;Xs0;x0;i
r;bu;�(bu); i))dr

i
(2.33)

En combinant (2.31) et (2.33), nous avons

��2 < E
hR �
s0
f(r;Xs0;x0;i

r;bu;�(bu); �s0;x0;ir;bu;�(bu); ur; �(bu)r)
+@s�(r;X

s0;x0;i
r;bu;�(bu)) +D�(r;Xs0;x0;i

r;bu;�(bu)) � b(r;Xs0;x0;i
r;bu;�(bu); i; bur)

+1
2
tr
h
��

0
(r;Xs0;x0;i

r;bu;�(bu); i; bur)D2�(r;Xs0;x0;i
r;bu;�(bu))

i
+
P

j 6=i qij(X
s0;x0;i
r;bu;�(bu); �(bu)r)� (W�(r;Xs0;x0;i

r;bu;�(bu); j)�W�(r;Xs0;x0;i
r;bu;�(bu); i))dr

i
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En divisant les deux côtés de l�égalité ci-dessus par � et en laissant � ! 0, nous avons

@s�(s0; x0) + inf
v2V

sup
u2U

H(s0; x0; i; u; v;W
�; D�;D2�) � 0

Ainsi, nous avons prouvé que la fonction de valeur inférieureW� est une sous-solution

de viscosité de l�équation HJBI inférieure (2.29)

Propriété de sursolution de la viscosité. Pour tout i 2 S et � 2 C1;2([0; T ] � D) �xés,

supposons que W�(s; x; i) ��(s; x) admette un minimum en (s0; x0) 2 [0; T ) � D.

dans un voisinage N(s0; x0) = [(s0 � �) _ 0; s0 + �) � B"(x0) � [0; T ) � D.Soit � 0

le premier temps de saut de �� et � s0;x0;i" = inf
�
t � s0; X

s0;x0;i
t =2 B"(x0)

	
. Alors,

d�après (2.27), pour tout u 2 Us0, il existe b� 2 Bs0 tel que
W�(s0; x0; i) > E

hR �
s0
f(r;Xs0;x0;i

r;bu;�(bu); �s0;x0;ir;bu;�(bu); ur; �(bu)r)dr
+W�(� ;Xs0;x0;i

r;bu;�(bu); �s0;x0;ir;bu;�(bu))� �2
i

où � = � 0 ^ � s0;x0;i" ^ (s0 + �). Avec un argument similaire à celui de la première

partie, nous pouvons prouver que

@s�(s0; x0) + inf
v2V

sup
u2U

H(s0; x0; i; u; v;W
�; D�;D2�) � 0

Ainsi, nous avons prouvé que la fonction de valeur inférieure W�(s; x; i) est une

sursolution de viscosité de l�équation HJBI inférieure (??). En combinant ces deux

parties, nous obtenons que la fonction de valeur inférieureW�(s; x; i) est une solution

de viscosité de l�équation HJBI inférieure (2.29).

Il existe des dé�nitions équivalentes des solutions de viscosité (2.29) et (2.30), res-

pectivement, ce qui est utile pour démontrer l�unicité des résultats (voir Crandall et

al., 1992). Dé�nissons le surdi¤érentiel du second ordre de � à (t; x) 2 [0; T ) � D
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comme

D1;2�(t; x) :=
�
(q; p; P ) 2 R� Rd � Sd :

lims!t;s2[0;T )
y!x;y2D

sup
�(s;y)��(t;x)�q(s�t)�p�(y�x)� 1

2
tr((y�x)(y�x)0P

js�tj+jy�xj2 � 0
�

Où Sd désigne l�ensemble des matrices symétriques d � d. La sous-di¤érentielle du

second ordre de � en (t; x) est dé�nie par D1;2
� �(t; x) = �D1;2

+ (��)(t; x). On note

également parD
1;2

+ �(t; x) andD
1;2

� �(t; x) les fermetures de�D1;2
+ �(t; x) etD1;2

� �(t; x),

respectivement.

Dé�nition 2.3.2 Une fonction continueW (s; x; i) est dite sous-solution de viscosité

de l�équation HJBI inférieure (2.29) si W (s; x; i) � g(s; x; i) pour tout (s; x; i) 2 DT

� S, et pour tout (s; x; i) 2 [0; T )�D � S et tout (q; p; P ) 2 D1;2
+ w(s; x; i);

q + inf
v2V

sup
u2U

H(s; x; i; u; v; w; p; P ) � 0;

et une fonction continue W (s; x; i) est dite sursolution de viscosité de (2.29) si

W (s; x; i) � g(s; x; i) pour tout (s; x; i) 2 DT � S , et pour tout (s; x; i) 2 [0; T )�

D � S et tout (q; p; P ) 2 D1;2
� w(s; x; i),

q + inf
v2V

sup
u2U

H(s; x; i; u; v; w; p; P ) � 0:

Une fonction continue W (s; x; i) est appelée solution de viscosité de (2.30),si elle est

à la fois une sous et sursolution de viscosité de (2.30)

Pour illustrer les propriétés d�unicité des solutions de viscosité des équations HJBI,

nous commencerons par donner quelques lemmes.

Lemme 2.3.1 Soient W�
1 (s; x; i) une sous-solution de viscosité et W

�
2 (s; x; i) une

sur-solution de viscosité de l�équation HJBI inférieure (2.29). Alors la fonction w(s; x)
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= maxi2S(W
�
1 (s; x; i)�W�

2 (s; x; i)) est une sous-solution de viscosité de l�EDP non-

linéaire suivante :8>>>><>>>>:
@sw(s; x) + supu;i

�
1
2
tr
�
��

0
(s; x; i; u)D2w(s; x)

�
+Dw(s; x) � b(s; x; i; u)

	
= 0

(s; x) 2 [0; T )�D;

w(s; x) = 0; (s; x) 2 DT

(2.34)

Preuve. Soit � 2 C1;2([0; T ] � D) et supposons que W�(s; x; i) ��(s; x) atteint un

maximum local en (s0; x0) 2 [0; T ) � D , soit O � [0; T ] � D un voisinage fermé

tel que (s0; x0) soit le maximum global en O, et i0 tel que w(s0; x0) = W�
1 (s; x; i)�

W�
2 (s; x; i). Dé�nissons la fonction

 (s1; x1; s2; x2; i) = W�(s1; x1; i)�W�(s2; x2; i)

� jx1�x2j
"2

� js1�s2j
�2

� �(s1 � x1)

où ",� 2 (0; 1). Par la continuité, il existe un point maximum global (s1; x1; s2; x2; i)

de  dans O �O � S . En particulier

 (s01; x
0
1; s

0
1; x

0
1; i) +  (s02; x

0
2; s

0
2; x

0
2; i) � 2 (s01; x01; s01; x01; i)

ce qui implique

� jx1�x2j
"2

� js1�s2j
�2

� �(s1 � x1)

� W�
1 (s

0
1; x

0
1; i)�W�

1 (s
0
2; x

0
2; i) +W+

1 (s
0
1; x

0
1; i)

�W�
2 (s

0
2; x

0
2; i)� �(s01; x

0
1) + �(s02; x

0
2) � C
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Il s�ensuit donc que (s01; x
0
1; i); (s

0
2; x

0
2; i) ! (s0; x0; i0) et

jx01�x02j2
"2

, jx
0
1�x02j2
�2

! 0 quand

",� ! 0. De plus, selon Crandall et al. (1992), il existe X, Y satisfaisant

(
2(s01�s02)

�2
+ @s�(s

0
1; x

0
1);

2(x01�x02)
"2

+D�(s1; x1); X) 2 D
�1;2
+ W�

1 (s
0
1; x

0
1; i),

(
2(s01�s02)

�2
;
2(x01�x02)

"2
; Y ) 2 D1;2

� W�
2 (s

0
1; x

0
1; i),

et

(
X 0

0 �Y
) � 4

"2
(
1 �1

�1 1
) + (

D2�(s01; x
0
1) 0

0 0
)

De la dé�nition du solution de viscosité de l�équation HJBI inférieure (2.29), nous

avons :

@s�(s
0
1; x

0
1) +

2(s01�s02)
�2

+ infv2V supu2U H(s
0
1; x

0
1; i; u; v;W

�
1 ;

2(x01�x02)
"2

+D�(s01; x
0
1); X) � 0

2(s01�s02)
�2

+ infv2V supu2U H(s
0
2; x

0
2; i; u; v;W

�
2 ;

2(x01�x02)
"2

+D�(s01; x
0
1); Y ) � 0

Ils s�ensuit que

@s�(s
0
1; x

0
1) � supu;v ff(s01; x01; i; u; v)� f(s01; x

0
1; i; u; v)

+
P

j 6=i qij(x
0
1; v)(W

�
1 (s

0
1; x

0
1; j)�W�

1 (s
0
1; x

0
1; i))

�
P

j 6=i qij(x
0
2; v)(W

�
2 (s

0
2; x

0
2; j)�W�

1 (s
0
2; x

0
2; i))

+(D�(s01; x
0
1) +

2(x01�x02)
"2

) � b(s01; x01; i; u)

+1
2
tr
�
��

0
(s01; x

0
1; i; u)X

�
+ tr

�
��

0
(s02; x

0
2; i; u)Y

�
)
	

De plus, (pour � = f ,b,�)

���(s01; x01; i; u; v)� �(s02; x
0
2; i; u; v)

�� � C
��x01 � x02

��+$(s01 � s02)
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où $(s) ! 0 lorsque s ! 0. Dans la limite de � ! 0 puis " ! 0, on a

�@s�(s0; x0) � supu;v
nP

j 6=i0 qi0j(x0; v)(W
�
1 (s0; x0; j)�W�

1 (s0; x0; i0))

�
P

j 6=i0 qi0j(x0; v)(W
�
2 (s0; x0; j)�W�

1 (s0; x0; i0))

+D�(s0; x0) � b(s0; x0; i0; u) + 1
2
tr
�
��

0
(s0; x0; i0; u)D

2�(s0; x0)
�	
(2.35)

De la dé�nition de w(s; x), nous avons pour tout j 2 S

W�
1 (s0; x0; j)�W�

2 (s0; x0; j) � W�
1 (s0; x0; i0)�W�

2 (s0; x0; i0).

Par conséquent, (2.35) s�avère être

@s�(s0; x0)+sup
u

�
D�(s0; x0):b(s0; x0; i0; u) +

1

2
tr
h
��

0
(s0; x0; i0; u)D

2�(s0; x0)
i�
� 0

c�est-à-dire

@s�(s0; x0) + sup
u;i

�
D�(s0; x0):b(s0; x0; i; u) +

1

2
tr
h
��

0
(s0; x0; i; u)D

2�(s0; x0)
i�

� 0

Par conséquent, w(s; x) est une sous-solution de viscosité de l�EDP (2.34).

Lemme 2.3.2 Soit

f(x) =
�
log((jxj2 + 1)1=2) + 1

�2
, x 2 Rd.

Pour tout A > 0, il existe C1 > 0 tel que la fonction

�(s; x) = exp f(C1(T � s) + A)f(x)g
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satisfait

@s�(s; x) + �(s; x) + sup
u;i

�
D�(s; x):b(s; x; i; u) +

1

2
tr
h
��

0
(s; x; i; u)D2�(s; x)

i�
< 0

dans [t1;T ] � Rd, où t1 = T � A
C1
.

Théor me 2.3.2 L�équation de HJBI inférieure (2.29) a au plus une solution de

viscosité dans [0; T ] �D � S.

Preuve. Soient W�
1 (s; x; i) et W

�
2 (s; x; i) deux solutions de viscosité de l�équation

HJBI inférieure (2.29) avec la même condition limite. En fait, W�
1 (s; x; i) est éga-

lement une sous-solution de viscosité et W�
2 (s; x; i) est également une sursolution

de viscosité de (2.29). Nous allons démontrer que W�
1 (s; x; i) � W�

2 (s; x; i) pour

tout (s; x; i) 2 [0; T ] �D � S. Inversement, nous pouvons également démontrer que

W�(s; x; i) � W�(s; x; i) pour tout (s; x; i) 2 [0; T ] �D � S par la symétrie. Soit

w(s; x) = maxi2S (W
�
1 (s; x; i)� W�

2 (s; x; i)). Il est clair que pour t1 = T � A
C1
et �

> 0,

M := max
(s;t)2[t1;T ]�D

(w(s; x)� ��(s; x)) exp(s; T ),

peut être atteint en un certain point (s0; x0), où �(s; x) > 0 est dé�ni dans le lemme

3. Sans perte de généralité, nous supposons que w(s0; x0) > 0. Ailleurs, M � 0 et

w(s; x) � ��(s; x) dans [t1; T ] � �D sont trivialement vrais pour tout � > 0. Par

conséquent, en laissant �! 0, nous obtenons pour tout (s; x; i) 2 [t1; T ] � D � S

W�
1 (s; x; i) � W�

2 (s; x; i).

Remarquons que, W (s0; x0) > 0 implique que (s0; x0) 2 [0; T ] � D. D�après la dé�-

nition de (s0; x0), nous savons que pour tout (s; x) 2 [t1; T ]� D

w(s; x)� ��(s; x) � (w(s0; x0)� ��(s0; x0)) exp(s0; s).
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Alors (s0; x0) peut être vu comme un point maximum global pour w(s; x) � h(s; x)

dans [t1; T ]� D , où

h(s; x) = ��(s; x) + (w(s0; x0)� ��(s0; x0)) exp(s0; s).

Puisque w(s; x) est une sous-solution de viscosité de PDE (2.29), alors nous avons

@sh(s0; x0) + sup
u;i

�
Dh(s0; x0):b(s0; x0; i; u) +

1

2
tr
h
��

0
(s0; x0; i; u)D

2h(s0; x0)
i�

� 0

Par la dé�nition de h, on en déduit que

w(s0;x0) � � supu;i f@s�(s0; x0) +D�(s0; x0) � b(s0; x0; i; u)
1
2
tr
�
��

0
(s0; x0; i; u)D

2�(s0; x0)
�
+ �(s0; x0)

	

D�après le lemme 3 et pour tout � > 0, on a

w(s0;x0) � � supu;i f@s�(s0; x0) +D�(s0; x0) � b(s0; x0; i; u)
1
2
tr
�
��

0
(s0; x0; i; u)D

2�(s0; x0)
�
+ �(s0; x0)

	
< 0

ce qui est une contradiction puisque w(s0;x0) > 0. Finalement, en appliquant succes-

sivement le même argument sur l�intervalle [t1; t2], avec t1 = (t1� A
C1
), puis, si t2 > 0,

sur [t3; t2], etc., on obtient W�
1 (s; x; i) � W�

2 (s; x; i), pour tout (s; x; i) 2 [0; T ] � D

� S. D�une manière analoque, nous pouvons prouver que W�
1 (s; x; i) � W�

2 (s; x; i),

pour tout (s; x; i) 2 [0; T ] � D � S. Ainsi, la preuve est complétée

Dans les théorèmes 4 et 5, nous avons démontré que les fonctions de valeur inférieure

et supérieure (2.6) et (2.7) sont des solutions de viscosité uniques des équations

HJBI inférieure et supérieure (2.29) et (2.30), respectivement. De plus, si la condition
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d�Isaacs est respectée

inf
v2V

sup
u2U

H(s; x; i; u; v; w; p; P ) = inf
v2V

sup
u2U

H(s0; x0; i; u; v; w; p; P )

est vrai, alors les fonctions de valeur inférieure et supérieure coïncident, ce qui signi�e

que le jeu admet une valeur.
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Résumé 

Dans ce mémoire, nous étudions un jeu différentiel stochastique à somme nulle à deux joueurs avec 

changement de régime. Plus précisément, nous considérons un jeu entre une chaîne de Markov et un 

processus d’état, qui sont deux processus stochastiques entièrement couplés. 

Nous commençons par étudier la continuité des fonctions de valeur inférieure et supérieure sous 

certaines conditions, sur la base desquelles nous établissons le principe de programmation 

dynamique. Ensuite, nous démontrons que les fonctions de valeur inférieure et supérieure sont des 

solutions de viscosité uniques des équations de Hamilton–Jacobi–Bellman–Isaacs associées, 

respectivement inférieure et supérieure, avec changement de régime.Ces deux fonctions de valeur 

coïncident sous la condition d'Isaacs, ce qui implique que le jeu admet une valeur.  

Abstract 

In this memory,  we study a two-player zero-sum stochastic differential  game with regime switching. 

More precisely,  we consider a game involving a Markov chain and a state process, which are two  

fully  coupled  stochastic processes. 

We first examine the continuity of the lower and upper value functions under certain conditions, 

which allows us to establish the dynamic programming principle. We then show that these value 

functions are the unique viscosity solutions to the associated Hamilton–Jacobi–Bellman–Isaacs 

equations for the lower and upper cases, respectively, in the context of regime switching. When 

Isaacs' condition holds, the two value function scoincide, implying that the game has a well-defined 

value. 

 

 الملخص

النظام.  في ندرس لعبة تفاضلية عشوائية ذات مجموع صفري بين لاعبين مع تبديل مذكرة،الي هذه ف

وهما عمليتان عشوائيتان مترابطتان تمامًا. نبدأ  ما،نظام  وحالةنتناول تحديدًا لعبةً بين سلسلة ماركوف 

بدراسة استمرارية دوال القيمة الدنيا والعليا في ظل ظروف معينة، والتي بناءً عليها نرُسي مبدأ البرمجة 

-جاكوبي-هاملتون فريدةلمعادلاتضعيفة و الديناميكية. ثم نثُبت أن دوال القيمة الدنيا والعليا تمُثل حلولاً 

تتطابق هاتان الدالتان في ظل شرط إسحاق، مما  .التواليوعلىبها، حاق الدنيا والعليا المرتبطة إس-بيلمان

 يعني أن للعبة قيمة.
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