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Introduction

¢ développement de méthodes numériques pour résoudre les équations différentielles

est devenu de plus en plus crucial, en raison de ’absence d’une méthode universelle

capable de s’adapter a tous les types de problemes. Cette situation a suscité un intérét croissant

pour 'utilisation des polynomes, qui offrent une base numérique a la fois souple et performante
pour 'approximation des solutions.

L’utilisation des polynomes en analyse numérique remonte a plusieurs siecles, avec les pre-
mieres contributions notables de Newton et Lagrange aux 17 et 18 siécles. Ces derniers ont posé
les fondations de certaines des méthodes d’approximation les plus connues basées sur les poly-
nomes. Avec le développement de I'informatique et la nécessité de techniques numériques plus
stables et flexibles, les chercheurs ont commencé a explorer des alternatives dotées de meilleures
propriétés numériques, ouvrant ainsi la voie a 1'utilisation de nouveaux types de polynomes,
comme les polynomes de Bernstein.

Les polynomes de Bernstein ont été introduits pour la premiere fois en 1911 par le mathé-
maticien Russe Serguei Natanovitch Bernstein, dans le cadre de sa tentative de fournir une
démonstration constructive du théoréeme d’approximation de Weierstrass. Ces polynémes sont
ensuite devenus une pierre angulaire des techniques numériques modernes, en particulier dans
des domaines comme I’analyse numérique et la modélisation graphique.

Dans ce contexte, les polynomes de Bernstein constituent des outils mathématiques fonda-
mentaux ayant prouvé leur efficacité en analyse numérique, notamment pour l'approximation
des fonctions et la résolution numérique des équations différentielles. Leur importance découle
de leurs propriétés particulieres, qui en font une alternative puissante aux polyndémes classiques
tels que ceux de Lagrange.

Dans ce mémoire, nous nous intéressons a 1’étude des polynéomes de Bernstein, en mettant
en évidence certaines de leurs propriétés fondamentales, notamment leurs dérivées et leurs inté-
grales, qui jouent un réle central dans la construction de méthodes numériques. Nous présentons
deux approches numériques reposant sur ces polynomes. Le mémoire est divisé en trois chapitre.

Le premier chapitre aborde la définition mathématique formelle des polynémes de Bern-
stein et présente leurs propriétés fondamentales telles que la positivité, la symétrie, la partition

de T'unité et la convergence vers les fonctions continues selon le théoreme de Weierstrass. Il
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comprend également une présentation de leurs dérivées et intégrales, tout en traitant de leur
généralisation a différents domaines.

Le deuxieme chapitre est consacré a 1'utilisation des polyndémes de Bernstein pour la construc-
tion d’outils numériques efficaces destinés a la résolution des équations différentielles. Il présente
en détail deux méthodes principales : la méthode de collocation de Bernstein et la méthode
de Bernstein—Petrov—Galerkin (BPG). Le chapitre comprend une présentation théorique de la
méthodologie de résolution ainsi qu’'une analyse approfondie des étapes de mise en ceuvre.

Le dernier chapitre est dédié a ’application des modeles théoriques précédents dans 1’environ-
nement MATLAB a travers des exemples numériques pratiques pour la résolution d’équations
différentielles. Les résultats sont analysés en termes de précision de la solution et de rapidité
de convergence, avec une comparaison aux autres méthodes numériques, mettant ainsi en évi-
dence lefficacité des approches adoptées et la comparaison entre la méthode de collocation et
la méthode de Bernstein—Petrov—Galerkin (BPG).



Chapitre

Polyndmes de Bernstein

1.1 Introduction

e chapitre présente les définitions fondamentales et les propriétés mathématiques des
polynomes de Bernstein. Il couvre leur construction de base, ainsi que leurs principales
caractéristiques telles que la positivité, la symétrie, etc. Le role de ces polyndmes dans ’ap-
proximation des fonctions est également discuté a travers le théoreme de Weierstrass. En outre,
les formes généralisées, les dérivées et les propriétés intégrales des polynémes de Bernstein sont
introduites, préparant ainsi le terrain pour leur application dans les méthodes numériques de

résolution des équations différentielles.

1.2 Définition des polynémes de Bernstein

Bernstein a introduit le concept de polynémes de Bernstein en 1911 dans son article " Une

preuve du Théoreme de Weierstrass basée sur le calcul des probabilités "[3].

Polyndmes de base de Bernstein : Pour 0 < i < n, les n+1 polynémes de base de Bernstein

de degré n sur z € [0, 1] sont définis comme suit :

]

b (z) = (7)(1 — g i (1.1)

|
Ou n :#etn,iEN
i il(n —1)!

Pour i < 0 et i > n il est défini que b7 (x) = 0.
Généralisation du domaine de définition des polynémes de base de Bernstein : Dans

leur forme classique, les polynomes de Bernstein sont définis sur Iintervalle standard [0, 1].

Toutefois, pour traiter des problemes posés sur un intervalle quelconque [a, b], il est nécessaire
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d’effectuer un changement de variable approprié. Ce changement consiste a remplacer la variable

x € [a,b] par la variable t € [0, 1], a I'aide de la transformation affine suivante :

r—a
b—a’

t= ou inversement = =a+ (b— a)t.

Cette substitution permet de généraliser les polynémes de Bernstein & 'intervalle [a, b], en

redéfinissant la base comme suit :

b (z) = (?) (z:c‘j) (1 _ "Z’:Z)n pour z € [a, ]

Exemple 1.2.1. Polynomes de base de Bernstein. Considérons les polynomes de base de

Bernstein sur x € [0, 1].

» n =0 . Le polynome de base de Bernstein de degré 0 est donné par :

bh(x) =1

» n=1. Les deux polynomes de base de Bernstein de degré 1 sont donnés par :
by(z)=1—z , bl(z)=x
» n =2 . Les trois polynomes de base de Bernstein de degré 2 sont donnés par :
B(x) = (1—2)? | B(a) =2(1—2)r , B(x) = a?

» n =3 . Les quatre polynomes de base de Bernstein de degré 3 sont donnés par :

bo(x) = (1—2)* , bj(z) =31 —2)*x , bi(x) =3(1 —x)2® , bi(x) =2
» n =4 . Les cing polynomes de base de Bernstein de degré 4 sont donnés par :

by(r) = (1—2)* | bi(x) =4(1—2)*z , b3(z) = 6(1—x)%2* , by(x) = 4(1—2)2* | bj(z) = 2*

La Figure 1 présente les cinq polynoémes de Bernstein de degré 4 dans la région [0, 5]

1.3 Propriétés des polynomes de Bernstein
Positivité :
Les polynémes de base de Bernstein de degré n sont positifs sur l'intervalle [0, 1]

Vo e 0,1, bi(z) >0
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- Bases
0.6 By gz

[FMELE]

b {n.i}(x)

Dy, g}

0.z2- - g ~

0.0} —— ——— e

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
b4

FI1GURE 1.1 — Polynémes de base de Bernstein pour n = 4

Recursive :

Les polynémes de Bernstein de degré n se construisent par combinaison linéaire de ceux de

degré n — 1. Ainsi, chacun d’eux peut s’exprimer selon la relation suivante :

" _n+1—i 1 i+1 0
bi('r>_ nt1 b; (x)+n+1bi+1(x) (1-2)

bi(z) = (1 —2) b}~ (x) + = b7 (2)

Partition de 1’unité :

La somme des polyndémes de Bernstein de degré n est toujours égale a 1 pour tout x peut

s’écrire comme :

Symétrie :

1
Les polynémes de base de Bernstein b}'(z) et b),_, sont symétriques par rapport a x = 3

c’est-a-dire :
b (1 —xz) = b,_;(z)

1.4 Polynomes de Bernstein généralisés

Dans cette section, nous introduisons les polyndémes de Bernstein généralisés et leur appli-

cation a I'approximation des fonctions continues et de leurs dérivées sur un intervalle fermé

[5]-

Définition 1.4.1. Soit y : [a,b] — R une fonction continue sur lintervalle [a,b]. Les poly-
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nomes de Bernstein généralisés de degré n sont définis par :

Bulya) = > ylat+ ="

1=0

)b (x)
Théoréme 1.4.1. Siy € CP[a,b] pour un entier m > 0 , alors :

lim BY(y;2) =9y (z) ; p=1,2,.....m

n—-+o0o n

converge uniformément .

1.5 Dérivées des polynomes de Bernstein

Cette section énonce des résultats clés sur les dérivées des polyndmes de Bernstein, tels que
présentés dans [1], et nécessaires a la formulation de la méthode de collocation de Bernstein

développée dans le chapitre suivant.

Théoréme 1.5.1.

i) Les dérivées des polynomes de base généralisés de Bernstein de degré n sont données par :

d n

%bi(x):b—a

i (@) =07 M) s =12 (1.3)

i1) Les premiéres dérivées des polyndmes de base généralisés de Bernstein de degré m peuvent

étre écrites comme une combinaison linéaire des polynomes de base généralisés de Bernstein de

degré n :
L) = s [(n— i DB () + (26— B ) — (i )b ()]
d

Démonstration.

i) Evidente .

i1) En utilisant la relation (1.2) les égalités suivantes peuvent étre écrites sous la forme :

- -

B ) =" () + b ()
—it1 i

prlip) ="t Ly

i—1 (I’) n z—l(x) + n 7 (IE)

La premiere dérivée s’écrit :

d S »
%b?(x) = [b?,l () — b} (x)}

En remplacant les relations ci-dessus :

n

’ " @+ L) - (e + @)

n
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donc :
() = 2 [+ DB () + (2= B (@) — (4 D ()

]

Théoréme 1.5.2. [] existe une relation entre la matrice des polynomes de base généralisés de

Bernstein et leurs dérivées sous la forme suivante :
VP (z) =b(x)T? : p=1,2,..,m.
Ici, les éléments de la matrice T = (t;j)o<ij<n Sont définis comme suit

n—t, S j=1+1,

1 2t —n, st j =1,

i, si j=i—1,

0, Sinon.

Démonstration. D’apres le Théoreme 1.6.1(ii) et la condition b;(x) =0sij>0o0uyj<0,nous

avons .

(bg)’(x) :m

(57 (@) =— (b5 (x) + (2 = n)bi (z) — 265 ()]

[=nbg (x) = b} (2)]

b—a
(33 () =5 [(n — DB (2) + (4 = )b (x) — 305 ()]
(1Y () = [2Wa(a) + (0 = 20, () = b ()
(1) () =5 [ () + b ()

Ainsi, nous obtenons la relation matricielle

tel que
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et ) )
—-n n 0 0 0 0
-1 2—n n-1 0 0 0
0 -2 4—n 0 0 0
1 0 0 -3 0 0 0
T —
b—a| : : : : :
0 0 0 oo —4 2 0
0 0 0 v 1—m n—2 1
_O 0 0 0 —n  nj

De la méme maniere, la dérivée seconde devient
V'(x) =V (2)T = b(x)T?
On obtient ainsi des dérivées des polynomes de base de Bernstein généralisés sous la forme

b® (z) = P~V (2)T = b(2)T?

1.6 Intégrales des polynémes de Bernstein

Dans cette section, nous présentons quelques résultats sur les intégrales des polynomes
de Bernstein, tirés de [1]. Ces résultats joueront un role important dans la formulation de la

méthode de Bernstein—Petrov—Galerkin développée ultérieurement.

1.6.1 Propriétés intégrales des polynémes de Bernstein

Les intégrales des polynomes de Bernstein possedent des propriétés simples et utiles. Chaque

—a
polynoéme b'(x) a une intégrale égale a , sur I'intervalle limité [a, b]

B b—a

b
b () dr —
/az(x)x n+1

L’intégrale indéfinie de la fonction de base de Bernstein est donnée par :

b—a n+1 "
b (x)dx = b .
[H@de =225 3 5w)

Le produit de deux bases de Bernstein conduit a :

b ()b () = ("‘) (’“> b (). (1.4)

n+m itk
itk
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Nous rappelons ci-dessous un résultat important concernant les intégrales successives des

polynémes de Bernstein

Théoréme 1.6.1. [//

o2 () = (b — a)’f(nfk)! T_LZ (j ;: 1) b3t (@) + T (@)

oty I*f(x) est la k-ieme intégrale de f(z) par rapport d x , et To(x) est un polynéme d’ordre

kE—1.

Nous ne donnons pas ici la démonstration de ce Théoreme, laquelle a été présentée par E.H.
Doha et al. [1]. Dans leur approche, les auteurs s’appuient sur un résultat de Farouki et Rajan

[5], selon lequel

b—a "H
/b?(:v)d:v =7 n:zi;d b}”l(x) + o ().

IIs utilisent ensuite le Théoreme de Chu [9] pour aboutir au résultat final.

Comme conséquence du théoréme, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 1.6.1.

N oy L TR 3 ) 9] )
/a 1" ()b} () = 2n—+k+1)(n+k) ]_zik (2;$k> .
1.7 Théoreme d’approximation de Weierstrass

La théorie de I'approximation joue un role fondamental en analyse numérique et dans 1’ap-
proximation des fonctions continues. Elle stipule que toute fonction continue sur un domaine
fermé peut étre approximée par une suite de fonctions polynomiales. Cette théorie a des impli-
cations profondes tant en mathématiques théoriques que dans les applications pratiques, ou les

polyndémes de Bernstein peuvent étre exploités de maniere computationnelle.

Définition 1.7.1. Soit f une fonction continue sur [0, 1]. Les polynémes de Bernstein de degré

n associés a f sont définis par :

Bulfin) =37 (1) (15)

(2

Théoreme 1.7.1. [10] Si f est une fonction continue sur l'intervalle compact [0,1], alors la

suite By(f;x) converge uniformément vers f sur [0,1] :

lim sup |Bu(f;2) — f(x)] = 0.

n—=+00 1e0,1)
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De plus, pour tout € > 0, il existe un entier n suffisamment grand tel que, pour tout x € [0, 1],

on ait :

|f(z) — Bu(f;2)| <e.

10



Chapitre

Méthodes numeériques basées sur les polynomes

de Bernstein pour les équations diftérentielles

2.1 Introduction

e chapitre explore 'application des polynomes de Bernstein dans le cadre des mé-

thodes numériques pour la résolution des équations différentielles. Nous commencons

par rappeler les notions de base sur les équations différentielles, puis nous introduisons la mé-
thode de collocation de Bernstein ainsi que la méthode de Bernstein—Petrov—Galerkin (BPG).
Les formulations mathématiques, les étapes de mise en ceuvre et I'analyse de 'erreur y sont

détaillées.

2.2 Equations Différentielles

Les équations différentielles modélisent 1’évolution d’une ou plusieurs fonctions inconnues
en fonction d’une ou plusieurs variables indépendantes. Elles occupent une place essentielle
en mathématiques appliquées, en physique, en ingénierie, ainsi que dans de nombreux autres
domaines scientifiques.

En termes simples, une équation différentielle est une relation mathématique impliquant une

fonction et ses dérivées, c¢’est-a-dire le taux de variation de cette fonction .

Définitions

e Une équation différentielle est une équation qui relie une fonction inconnue a une ou plusieurs
de ses dérivées. Elle permet de modéliser I'évolution d’un phénomene en fonction d’une ou
plusieurs variables indépendantes.

e L’ordre d'une équation différentielle est le rang de la dérivée la plus élevée de la fonction
inconnue qui apparait dans 1’équation. En d’autres termes, c’est le plus grand nombre de diffé-

rentiations successives appliquées a la fonction.

11



CHAPITRE 2. METHODES NUMERIQUES BASEES SUR LES POLYNOMES DE
BERNSTEIN POUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

2.2.1 Types d’équations différentielles

Il existe deux types d’équations différentielles :

1. Equations aux dérivées partielles (EDP)

Une équation aux dérivées partielles, appelée EDP, est une équation différentielle contenant
les dérivées partielles d'une ou plusieurs variables dépendantes avec plusieurs variables indé-
pendantes.

La forme générale d’'une EDP d’ordre n est donnée par :

dy dy Iy 9%y
F : c..)=0.
2.y, 0xy’ 7 Ox, Ox10r, " 0x10z,’ )
’u  0*u )
Exemple H 87312 + @ = —41‘ -+ Yy

2. Equations différentielles ordinaires (EDO)

Une équation différentielle est dite ordinaire (EDO), si la fonction inconnue dépend d’une
seule variable indépendante, la variable dépendante réelle y, et certaines de ses dérivées.

La forme générale d’'une EDO d’ordre n est donnée par :

F(x,y,y/, ....,y(”)) =0.

Exemple : ¢’ +2y =0

2.2.2 Equation différentielle ordinaire linéaire

Une équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre n est une équation qui s’écrit sous la
forme
an(2)y"™ () + an-a (2)y" V(@) + -+ ar(2)y (2) + ao(x)y(z) = f(x),
ou :
— y(x) est la fonction inconnue,

— les coefficients ag(z),...,a,(x) et le second membre f(x) sont des fonctions données

continues sur un intervalle I,
— ap(z) # 0 pour tout z € 1.

L’équation est dite homogéne si f(x) = 0 sur I, sinon elle est non homogeéne.

Dans ce mémoire, nous nous intéressons exclusivement aux équations différentielles ordi-
naires linéaires, compte tenu de leur importance théorique et de leurs nombreuses applications

dans les méthodes numériques étudiées.
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2.3 Meéthode de collocation de Bernstein

Dans cette section, nous présentons une méthode développée par [1], fondée sur la méthode
de collocation et utilisant une généralisation des polynémes de Bernstein pour la résolution
d’équations différentielles ordinaires linéaires d’ordre élevé, sous conditions initiales ou condi-
tions aux bords. Cette méthode exploite également les propriétés des dérivées des polyndmes
de Bernstein présentées dans le chapitre précédent, ce qui permet de construire efficacement les

équations de collocation et d’assurer une bonne précision dans 'approximation de la solution.

2.3.1 Formulation du probleme

Nous partons de I’équation différentielle d’ordre m :

Yoap(x)y?(z) = fx) ; a<z<b (2.1)
p=0
e Sous les conditions »
> vy () =pn i c€lal] (2.2)
p=0
e Ou B
p=0
pour n =0,1,...,m — 1, avec le polynome de Berstein généralisé :
N b—a)i
y9(@) = BY = 3 yla+ Lm0 @), (2.4

i=0
Ici, ay(z) et f(x) sont des fonctions continues sur U'intervalle [a, b] , Ynp , Qnp 5 Bnp 5 Hn €t Uy
sont des constantes connues, tandis que y(x) est la fonction inconnue que nous cherchons a

résoudre.

Théoréme 2.3.1. Soit x; € [0,1]; i =0,1,2,..., N les points de collocation. L’équation diffé-
rentielle linéaire générale (2.1) non homogéne d’ordre m peut étre écrite sous forme matricielle

comme suit :

ST AMTPY = F (2.5)

p=0

Ici, les matrices sont :

Y = [y(a+(b—a)i/N)|, A, = diaglay(z;)], b= [b(z;)] et F =[f(x;)], pouri,j=0,1,...,N

Démonstration. L’expression (2.4) peut étre représentée sous la forme matricielle Suivante :
yP(x) = BY (y:2) = PP (x)Y

En utilisant le Théoreme 1.5.2, les dérivées des fonctions inconnues peuvent également étre
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écrites sous la forme suivante :
y P (z) =2 P(x)TPY ; p=1,2,....,m. (2.6)

En substituant les points de collocation et la relation (2.6) dans I’équation (2.1), nous obtenons

le systeme d’équations algébriques linéaires Suivant :

Zapxl (x)TPY = f(x;)) ; i=1,2,....n

De sorte que y® (z;) = B}@”’(y; x;) , Ce systéme d’équations peut étre représenté sous la forme

matricielle (2.5) , ce qui complete la démonstration. O

2.3.2 Les étapes de la méthode collocation de Bernstein

Nous pouvons résoudre ’équation différentielle a coefficients variables (2.1) sous les condi-

tions (2.2) ou (2.3) en suivant les étapes suivantes :
Etape 1 : L’équation (2.5) peut étre écrite sous une forme compacte
WY =F ou [W;F] (2.7)

m

avec W = > A,bT?. Cette équation matricielle (2.7) correspond & un systéme algébrique li-
p=0

néaire avec des coefficients inconnus g, y1, ..., Y-

Etape 2 : A partir de Iexpression (2.6), les formes matricielles des conditions (2.2) et (2.3)

peuvent étre écrites respectivement

m—1
Z Y U; U U;']

Vi = ZO O‘pr ) + 6]1;?/ ( )] = [V]O Vgl VjN]
p:

ou implicitement
U = ou  [Uj; ] (2.8)
VY =y ou Vi 2.9)
Etape 3 : Pour obtenir la solution de 1’équation (2.1) sous les conditions (2.2) ou (2.3), nous
ajoutons les éléments des matrices lignes (2.8) ou (2.9) a la fin de la matrice (2.7). Ainsi, nous
obtenons la nouvelle matrice augmentée [IW; F]. Cette matrice augmentée est une matrice rec-

tangulaire de dimension (N +m+ 1) x (N + 1) . Cette nouvelle équation matricielle peut étre

notée de maniere concise par WY = F.
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Etape 4 : Si rank(W) = rank[W; F] = N +1 alors les coefficients inconnus y;; i = 0,1,..., N
sont uniquement déterminés. Ces types de systemes peuvent étre résolus par les méthodes

d’élimination de Gauss, d’inverse généralisée et de factorisation QR.

2.4 Méthode de Bernstein—Petrov—Galerkin

E.H. Doha et al. dans [!] ont proposé une méthode numérique pour la résolution d’équa-
tions différentielles linéaires d’ordre k, basée sur 'intégration k fois de 1’équation considérée.
Les formes intégrées ainsi obtenues sont ensuite développées sur la base des polynémes de Bern-
stein, ce qui permet d’exprimer les coefficients d’expansion a ’aide de formules spécifiques. Ces
formules, faisant intervenir les intégrales des polynomes de Bernstein présentées dans le cha-
pitre précédent, seront utilisées dans la description de la méthode. La méthode d’approximation
Bernstein—Petrov—Galerkin (BPG) est alors appliquée pour déterminer une solution approchée
de I’équation initiale.

Les polynémes de Bernstein se distinguent par une propriété particuliere : tous les polynomes
de la base s’annulent sur I'intervalle [0, 1] , & 'exception du premier au point © = 0 et du dernier
au point x = 1, qui valent tous deux 1 a leurs extrémités respectives. Cette caractéristique offre
une grande flexibilité lors de I'imposition des conditions aux limites aux bornes de 'intervalle.
En conséquence, ces bases sont adoptées comme un outil numérique efficace pour la résolution

des équations différentielles ordinaires d’ordre 2m [1] .

2.4.1 Formulation du probleme

Considérons 1’équations différentielle suivante
ym) (x) + ay(x) = g(x) , dans I = [a,b], (2.10)
soumise aux conditions aux limites suivantes :

yBa)y=0 , y®H)=0, 0<k<m-1

oll «v est une constante réelle et g(x) est une fonction source donnée.

L’hypotheése de conditions aux limites homogenes ne restreint pas la généralité, car les pro-
bléemes aux limites non homogenes peuvent étre facilement réduits a des problemes équivalents

avec des conditions homogenes en appliquant des transformations appropriées.

2.4.2 Les étapes de la méthode de BPG

Etape 1 : Nous étudions la forme intégrée de ’équation (2.10) avec ses conditions aux limites

comme suit :
2m—1

@)+ [yl @) = f@) - S dbi(a) .11
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ou d; sont des constantes d’intégration et

/(k) y(g:)(dx)(k) — // y(z)dv dr - - - dx, fz) = /(2m)g(:c)(dx)(2m)

k fois
k fois

Etape 2 : On note par L*(I)(I := [a,b]) I'espace L? muni du produit scalaire
(y,v) = /y(:c)v(:c)dx, et de la norme associée || y ||= (y,v)m. Il est clair que l’ensemble
I

{bi(x) :n >0, 0 <i<n} forme un systéme complet dans L*(I). Par conséquent, on défini
Sy = span {b) (z), b (), ..., b () } ,

VN = {UESNZ v® (a) = o™ (b) = 0; Oﬁkgm—l} , Wnx={veSy}.
alors I'approximation BPG de (2.10) consiste a trouver yy € Vi tel que
(2m) am—1
« </ y(x)(dz)@m),v) + (yn(z),v) + ( > dibﬁ(x),v> =(f(z),v) , YveWy (2.12)
=0
Etape 3 : Nous choisissons la solution approchée yn(x) et le dual de la base v, sous la forme
N—m
yn(z) = > ab(x) et v=0b(z), 0<h<N (2.13)

Il est maintenant clair que (2.12) est équivalent a :

i@k@wwwwwww@+@wwm)+2¢mem

- (f(x), th(@) . YweWy, h=0,1,...,N.
Etape 4 : Désignons par :

fo= (L0 @) 5 F=for fryee I)T

T
a = (d07 e dm—17 Ay ooy AN—m, dm7 e de—l)

A = (anjlognj<n, B = (bnjlocnj<n, D = (dnj)o<nj<n;
alors est équivalente a I’équation matricielle :

(A+aB+D)a=f

ou les éléments des matrices A, B et D de taille (N 4+ 1) x (N + 1) pour 0 < h,j < N | sont

donnés explicitement dans le théoreme suivant :
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Théoréme 2.4.1. Si l’on prend v tel que défini dans (3.1), et si l'on désigne

Yo (ij(x) th($)> si 0<h<N, m<j<N-—-m,
hj =
’ 0 sinon
(2m)
) </ béy(x)(dx)(zm),bg(:co si 0<h<N, m<n<N-m,
hj =
0 sinon
(bl(2), by () si 0<h<N,0<j<m,
dpj =30 si0<h<N m<j<N-—-m,
(N i(@), by () si0<h<N, N—m<j<N,

Les éléments non nuls des matrices A, B et D dans le systéme sont donnés explicitement

par :

_ =0 ()6 _ Geap(F) e (R (50))

Ahn = (2N +1) (}iﬁlj) © T (N +2m)(2N +2m + 1) i:j%;m (zz\}zlﬁm)
() b-a o

(JX;)NvLijl slsysm

dhj = J (N) b
‘+2h71 — si N —m < j<N,
<h+yj'—NTi2m—1) J+2m
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Chapitre

Applications Numériques

3.1 Introduction

e chapitre est consacré a la présentation d’applications numériques illustrant 1’effica-
cité des méthodes basées sur les polynémes de Bernstein pour résoudre des équations
différentielles. Plusieurs exemples sont développés pour mettre en ceuvre la méthode de colloca-
tion et la méthode de Bernstein—Petrov—Galerkin (BPG). Des comparaisons sont effectuées avec
d’autres méthodes existantes afin d’évaluer la précision et la rapidité de convergence des ap-
proches proposées. L’ensemble des calculs numériques a été réalisé a 1’aide du logiciel MATLAB,
a travers des programmes spécialement congus pour mettre en ceuvre les différentes approches
étudiées.
Au début du chapitre, nous introduisons également la définition de ’erreur d’approximation,

qui permettra d’évaluer quantitativement les performances des méthodes appliquées.

3.2 Erreur d’approximation

Définition 3.2.1. L’erreur d’approximation est notée e,(x) = y(x) — B,(f;x) ot y(x) est la
solution exacte et B, (y;x) est la solution approchée de Bernstein. L’erreur maximale peut alors

étre définie comme :

En(y; a,0]) = En(y) = en(2) lloo= max |e,(z)]

a<z<b

Et sur les points de collocation, ’erreur maximale et [’erreur moyenne peuvent également étre

calculées numériquement comme suit :

1 n—1
Enax = %ax |6n(xz)| ) Erean = ﬁ Z |en(Iz)|
’ i=0

Le calcul de ces erreurs sur les points de collocation est essentiel dans la pratique, car il

permet d’évaluer la qualité de 'approximation obtenue. L’erreur maximale FE,,., fournit une
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mesure du pire cas, ce qui est crucial pour garantir la fiabilité de la méthode dans I’ensemble
du domaine. Quant a ’erreur moyenne F,,..,, elle donne une estimation globale de la précision
moyenne de 'approximation, utile pour comparer différentes méthodes ou choix de parametres

numeériques.

3.3 Applications de la Méthode de collocation de Bern-

stein

3.3.1 Exemple 1

Considérons le probleme aux limites suivant :

y' + 2y — 2y =zcos(x) —3sin(z) , 0<z<1,
y(0)=0, ¢'(0)=1.

Ou la solution exacte est donnée par : y = sin(x).

Dans ce qui suit, nous allons approximer la solution y(x) a I’aide de la méthode de colloca~

tion de Bernstein pour N = 3.

L’équation différentielle est de la forme :

i@p(l‘)y(p)(x) =flz) ; 0<z<l1
p=0
Ce qui donne :
m =2, f(z) = wcos(r) = 3sin(@), aofw) = =2 ai(w) =7, axlw) =1,

Nous allons écrire la forme :

2
ST AMDNPYY = F

p=0
C’est-a-dire :

AbN°Y + A;bN'Y + A.bN?Y = F

AgbY + ADN'Y + AbN?Y = F = [Agb + AIDN' + AbN?)Y = F = WY = F

Nous avons :
-2 0 0 0 0 0 0 0 1 0 00
0 -2 0 0 0 1/3 0 0 01 00
AO = ) Al = / ) AQ -
0 -2 0 0 2/30 0010
0 0 0 -2 0 0 0 1 0 0 01

19



CHAPITRE 3. APPLICATION NUMERIQUE

1 0 0 0 -3 3 0 0
8/27 4/9 2/9 1/21) o | -1 -1 2 0
1/27 2/9 4/9 8/27| 0 -2 1 1
o 0 0 1 0 0 -3 3

et
T
F =10, —6.6660 x 107!, —1.3312, —1.9841

Ainsi, nous calculons la matrice W :

4 -12 6 0

80/27 —62/9 —1/9 55/27

46/27 —10/9 —62/9 116/27
0 6 15 7

W:Agb+A1bN1+A2bN2:>WI

Prise en compte des conditions initiales
Nous devons maintenant intégrer les conditions aux matrices. D’apres les equations (2.1) et

(2.2), nous avons :

BON*=0=[1 00 0]|=0
BON'=1=|-3 3 0 0]=1

Nous remplagons ces dérnieres lignes dans la matrice W :

4 —12 6 0 0
W 80/27 —62/9 —1/9 55/27 Fe —6.6660 x 107
1 0 0 0 0
-3 3 0 0 1

Nous résolvons ensuite le systéme linéaire :
WY =F=Y=W1F
Ce qui donne la solution
7 1 1 117
Y = [-9.2520 x 10717 | 3.3333 x 107", 6.6667 x 107 , 8.3640 x 10|

Par la relation (2.4) précédente, la solution approximative est donnée comme suite :
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Ce qui donne le polynome suivant :
ys3(z) = —0.163622% + 2.9999 x 10~°z% 4+ 0.99999x — 9.252 x 10~ "

Nous allons appliquer maintenant la méthode au probléme étudié pour différentes valeurs de
N, a savoir N = 3,9,12. Les résultats obtenus pour l'erreur absolue e, (x;) aux points z; = :
pour ¢ = 0,1,2,3,4,5 sont présentés dans le tableau 3.1. Les résultats montrent clairement que
I’augmentation du nombre de points de collocation N conduit a une réduction significative des

erreurs.

Méthode de collocation de Bernstein

T

N =3, e3(x) N =9 e(x) N =12, ess(x)
0 9.2520 x 10717 3.1341 x 1076 5.9565 x 10~
0.2 21846 x 107%  1.1946 x 10712  2.7756 x 10716
04 1.1107 x 107 2.6019 x 1072 7.7716 x 1076
0.6 1.9306 x 1079 4.1220 x 1072 1.8874 x 10~
0.8 1.1208 x 107 6.1541 x 1072 1.5543 x 10~
1 50739 x107% 19885 x107'% 1.9762 x 1074

Tableau 3.1 — Erreurs absolues pour différentes valeurs de N.
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T T T T T T T T T

= T = Exact Solution
—ig— Approximate Solution | J
—B— Emor

09|

Value

FIGURE 3.1 — Solution exacte, solution approchée pour N = 5 et erreur absolue de I'exemple
1.

Dans le Tableau 3.2, les erreurs maximales sont calculées en utilisant la méthode présentée et
la méthode rationnelle [7]. Les résultats pour différentes valeurs de N montrent que la méthode
de collocation de Bernstein donne des erreurs nettement plus faibles. De plus, plus la valeur de
N est grande, plus la solution approchée est précise et 'erreur devient plus petite, démontrant

ainsi l'efficacité et la rapidité de convergence de la méthode proposée par rapport a la méthode

rationnelle.
N | Méthode de collocation de Bernstein | Rationnel [7]
3.404764 x 107% 7.2 x107%
1.074951 x 10797 4.2 x 107
10 1.616773 x 10~1 3.6 x 10798

Tableau 3.2 — Comparison de I'erreur maximale F,,, de I'exemlpe 1.

3.3.2 Exemple 2 : Etude comparative

Considérons le probleme aux limites d’ordre 4 suivant [2] :

YD =y4+y +e(z-3), 0<z<1,
y(0) =1, y(0)=0, y(1)=—e, y(1) =

Ou la solution exacte est donnée par : y = (1 — z)e”®
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T Solution exacte Collocation de Bernstein
DTM [6] VIM [2]
(N=10)

0.0 | 1.000000000000000 0.999999999999999 1.0000000000000 | 1.0000000000
0.1 | 0.994653826268083 0.994653826698218 0.9946538282 0.9946538262
0.2 | 0.977122206528136 0.977122208040954 0.9771222134 | 0.9771222064
0.3 | 0.944901165303202 0.944901168244292 0.944901178573 | 0.9449011656
0.4 | 0.895094818584762 0.895094822996323 0.8950948382513 | 0.8950948188
0.5 | 0.824360635350064 0.824360640971620 0.82436065997 | 0.8243606355
0.6 | 0.728847520156204 0.728847526422485 0.728847546856 | 0.7288475200
0.7 | 0.604125812241143 0.604125818276875 0.604125836844 | 0.6041258121
0.8 | 0.445108185698493 0.445108190334130 0.44510820332 | 0.4451081856
0.9 | 0.245960311115695 0.245960313171697 0.2459603181764 | 0.2459603111
1.0 0.0000000000 0.0000000000 0.0000000000 0.0000000000

Tableau 3.3 — Comparaison des solutions approchées obtenues par différentes méthodes numé-

riques.

La méthode de collocation de Bernstein est appliquée pour N = 10 et N = 12 pour résoudre
numériquement le probleme, et les résultats sont comparés a ceux obtenus par les méthodes
VIM (Variational iteration method) [2] et DTM (Differential transform method) [0], tels qu’ils

sont présentés dans les travaux de ces références.

T, | Collocation de Bernstein | Collocation de Bernstein
DTM [6] VIM [2]
(N=10) (N=12)

0.0 6.6613 x 10716 0 0 0

0.1 4.3013 x 1071° 8.8274 x 10713 1.97 x 107% | 7.08 x 1079
0.2 1.5128 x 10~% 3.0959 x 10712 6.88 x 107" | 1.34 x 107
0.3 2.9411 x 107% 6.0275 x 10712 1.32 x 107%® | 1.85 x 107%°
0.4 4.4116 x 107% 9.0726 x 1012 1.96 x 107% | 2.18 x 1079
0.5 5.6216 x 107 1.1625 x 10~ 2.46 x 107% | 2.29 x 107%
0.6 6.2663 x 107" 1.3076 x 10~ 1 2.66 x 107%® | 217 x 107%
0.7 6.0357 x 1079 1.2805 x 10~ 1 2.46 x 10798 | 1.84 x 107
0.8 4.6356 x 107% 1.0183 x 10~ 1.76 x 107% | 1.84 x 1079
0.9 2.0560 x 107 4.8546 x 10712 7.06 x 1079 | 1.84 x 107%
1.0 0 0 0 0

Tableau 3.4 — Comparaison des erreurs d’approximation : Collocation de Bernstein, DTM [(]

et VIM [2].
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Le Tableau 3.4 montre que la méthode de collocation de Bernstein fournit, pour N = 10,
des erreurs déja significativement plus faibles que celles des méthodes DTM et VIM. Lorsque
I'ordre est augmenté a N = 12, les erreurs obtenues avec la méthode de collocation de Bernstein
diminuent de fagon notable sur I’ensemble des points considérés. Cette diminution systématique
des erreurs avec 'augmentation de N confirme la bonne convergence de la méthode. Par com-
paraison, les méthodes D'TM et VIM présentent des erreurs nettement plus élevées. En résumé,
la méthode de collocation de Bernstein, en plus d’étre compétitive pour N = 10, montre une
amélioration significative de la précision lorsque 'ordre N augmente, ce qui en fait une méthode

a la fois précise et efficace pour la résolution de ce type de probléme.

l-':_.'.._ -—-:-:!4. —— 5:;- o T T T T T T T
e i Zoom 2
0.9 w{x ——————
b ™3
08| ‘g'\.
) .,
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= |
o5}
]
=
o4l———mm————— - T T T T 7 .
R o B T
0.2}
—ig— la solution exacte y(x)=epxx) b
= & = |a solution approchee VIM b
01r la solution approchée Méthode proposée | 0.2 L
— = - la solution approchée DTM _ \h\
0 : ' ; o

0 01 0.2 0.3 04 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1
X

F1GURE 3.2 — Comparaison des méthodes numériques .

3.4 Application de la Méthode de Bernstein—Petrov—Galerkin

3.4.1 Probleme aux limites homogeénes

Considérons le probleme aux limites suivant :

yP(z) —y(x) = (4 — 20 sin(x) + dzcos(z) , 0<z <1,

Ce probleme est linéaire, d’ordre deux, avec des conditions aux limites homogenes. Il admet
une solution exacte y(x) = (#? — 1)sin(z), ce qui permet d’évaluer la précision des méthodes

numériques utilisées.
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Nous allons appliquer la méthode de BPG pour N = 3 pour obtenir une solution numérique

approximative du probleme. Ici, m = 1, a = —1 et g(z) = (4 — 22%) sin(x) + 4 cos(x).

Nous allons calculer la solution du systeme de taille 4 suivant :

(A+aB+D)a=f ; 0<z<1
ou les matrices sont :
0 1/14 1/35 0 0 1/480 1/1680 0 1/4 0 0 1/20
A 0 3/35 9/140 0 B 0 1/140 3/1120 0 ¢ D 1/4 0 0 1/10
= s = e =
0 9/140 3/35 0 0 17/1120 1/140 0 1/4 0 0 3/20
0 1/35 1/14 0 0 43/1680 7/480 0 1/4 0 0 1/5

et le vecteur f est

T
f=1]-1.9093 x 107" —3.6461 x 107" —5.1414 x 107" —6.3432 x 107" |

En substituant dans I’équation matricielle :

2.5000 x 1071 6.9345 x 1072 2.7976 x 1072 5.0000 x 1072
2.5000 x 107! 7.8571 x 1072 6.1607 x 1072 1.0000 x 107"
2.5000 x 107" 4.9107 x 1072 7.8571 x 1072 1.5000 x 107"
2.5000 x 107" 2.9762 x 107* 5.6845 x 1072 2.0000 x 10~*

A4+aB+ D =

Nous résolvons ensuite le systeme linéaire :
a=(A+aB+ D) 'f

Il vient que :
1.5941 x 100  —2.3887 x 10" 1.5951 x 10" —4.0052 x 10°

—3.1735 x 10 7.7140 x 10  —5.9076 x 10> 1.3670 x 10!
1.3670 x 10*  —5.9076 x 10"  7.7140 x 10' —3.1735 x 10"
—92.3339 x 10" 4.5501 x 10"  —4.0985 x 10"  1.8823 x 10"

(A+aB+ D)=

Cela implique que :

T
a=| 50777 x 107 —3.6469 x 107! —6.0178 x 10~* —3.0015 x 10°
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La solution approximative est donc :

2
ys(z) = D aibi(x) (3.1)
=1
Ce qui donne :
ys3(z) = —3.6469 x 107" x b3 (x) — 6.0178 x 10" x b3(z) (3.2)

Maintenant, nous allons comparer la solution approchée y3(x) avec la solution exacte. Les

valeurs de z utilisées sont z; = i/5 pour i = 0,1,2,3,4,5.
Les Erreurs absolues sont données par le vecteur suivant :

Error = [ 0 4.9754 x 1073 4.9630 x 10~% 0

Apres avoir détaillé les calculs pour N = 3, nous présentons ci-dessous un tableau récapitula-
tif des erreurs absolues obtenues pour les valeurs N = 4, 6, 8. Ces résultats permettent d’évaluer

I’évolution de la précision de la méthode de BPG en fonction du degré de I’approximation.

Méthode de Bernstein—Petrov—Galerkin

Tp

N =4, eix) N=6e5(x) N=38,es()
0 0 0 0
0.2 4.0058 x 107 5.5678 x 10797 2.1968 x 10~%
0.4 3.0607 x 107%  1.0077 x 107 1.1980 x 10~ 1Y
0.6 88179 x 107 8.8618 x 107°7 2.3882 x 10~ 1°
0.8 3.5577 x 1079 4.6352 x 107°7  2.0155 x 107"
1 0 0 0

Tableau 3.5 — Erreurs absolues pour différentes valeurs de N
Le tableau 3.5 montre que I'erreur diminue de maniere significative a mesure que la valeur

de N augmente, ce qui met en évidence la haute précision de la méthode de BPG et sa bonne

capacité de convergence.
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—f— Absolute Emor

0.35 |

04 - - - - - ; - - -
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
X

FIGURE 3.3 — Solution exacte, approximation BPG (N = 6) et erreur absolue.

3.4.2 Comparaison avec le solveur bvpéc

Afin d’évaluer davantage la performance de la méthode BPG, nous comparons les résultats
obtenus de notre exemple avec ceux générés par le solveur numérique bvpdc de MATLAB,

largement utilisé pour la résolution des problemes aux limites.

Le solver bpvc4

"bvp4c" est un solveur numérique de MATLAB con¢u pour résoudre les problemes aux
limites d’équations différentielles ordinaires. Il est capable de traiter des problemes linéaires
ou non linéaires, avec des conditions aux limites posées en des points distincts, souvent sur
un intervalle fermé [a, b]. Il repose sur une méthode de collocation basée sur des polynémes de

degré 4 (méthode implicite de type Lobatto I1Ia) [11].
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La méthode de BPG Erreur absolue par
T
bpv4c
N =7 er(x) | N =8,es(x) | N =10, e1o(x)

0.0 0 0 0 0

0.1 ] 6.1719 x 107% | 2.0592 x 107 | 3.2555 x 1072 4.5784 x 10777
0.2 | 4.4521 x 107% | 2.1968 x 107 | 8.1030 x 1072 9.1931 x 10777
0.3 | 7.4560 x 107 | 1.9865 x 107* | 1.5305 x 10! 1.3881 x 107%
0.4 | 6.0966 x 107 | 1.1980 x 10719 | 2.7884 x 10~ 1.8681 x 107%
0.5 | 4.0043 x 107 | 8.8371 x 107! | 3.3083 x 107! 2.3634 x 1079
0.6 | 6.0607 x 107 | 2.3882 x 107'° | 2.8437 x 10! 2.8782 x 107
0.7 | 7.8407 x 107 | 1.8610 x 107°° | 1.8735 x 10~ 3.4166 x 10 "
0.8 | 4.8733 x 107% | 2.0155 x 107 | 5.8339 x 107*2 3.9832 x 1079
0.9 | 6.5736 x 107 | 1.9575 x 107 | 5.0326 x 10~ ** 4.5831 x 107%
1.0 0 0 0 0

Tableau 3.6 — Comparaison des erreurs absolues entre la méthode BPG et le solveur bvpéc
pour différentes valeurs de N

Le tableau 3.6 montre que la méthode de BPG offre une grande précision, avec des erreurs
absolues qui diminuent progressivement lorsque N augmente, ce qui reflete son efficacité numé-
rique. En revanche, la solution obtenue par bpv4c présente des erreurs nettement plus élevées,

soulignant ainsi la supériorité de la méthode proposée.
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0.1 - T T T T
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FIGURE 3.4 — Solution exacte, approximation par bpv4c et approximation par BPG (N = 8).

3.5 Etude comparative entre la méthode de collocation

de Bernstein et la méthode BPG

Dans cette section, nous appliquons les deux méthodes de Bernstein a un probleme aux
limites d’ordre quatre avec conditions non homogenes. L’objectif est de comparer les perfor-

mances des deux approches en termes de précision numérique.

Considérer le probleme aux limites suivants :

yD(z) —3y(z) = -2, 0<z<1,

y0) =1, y(l)=e, y(O) =1, y(1)=e.

La solution exacte de ce probléeme est donnée par

y(z) =e

Afin de pouvoir appliquer la méthode de BPG, qui requiert des conditions aux limites homo-
genes, nous procédons a une transformation du probleme initial. Cette transformation permet
de ramener le probléme a un systéme équivalent avec des conditions aux limites nulles, facilitant

ainsi ’application de la méthode BPG.
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Transformation du probleme

Etape 1 : Construction d’une fonction auxiliaire

Nous définissons un polynoéme cubique w(x) = ag + a17 + apz® + asz® tel que :

Calculer la dérivée :

w' () = a1 + 2a07 + 3azz?

Remplacer les conditions aux limites :

w(0) =ag =1,
w (0) =ay = 1,
w(l) =ap+ay +as +as =e,
w (1) = ay + 2a92 + 3azz? = e,

Remplacer les valeurs connues ag = 1,a; = 1 dans le systeme :

1~|—1+a2+a3:e:>a2+a3:e—2,
1+ 2as + 3a3 = e = 2a9 + 3a3 = e — 1,

Résolution du systeme, on obtient :

Etape 2 : Transformation
Définir :

afin que :

L’équation différentielle transformée devient :
vW(2) = 3v(z) = —2¢" — (—wW(z) — 3w(x)).
Puisque w(x) est un polynéme cubique, w™®(z), donc :

v (z) — 3v(z) = =26 + 3w(z).
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Etape 3 : Probléme final

vW(z) = 3v(z) = —2e" + 3[1 + 2 + (2¢ — 5)2? + (—e + 3)27],

’

v(0)=0, v(1)=0, v(0)=0, v(1)=0 .

Les résultats obtenus apres I'application des deux méthodes sont regroupés dans le tableau

suivant.
Emax
N Méthode de collocation de Bernstein Méthode de Bernstein—Petrov—Galerkin
5 3.2510 x 10~ 2.3182 x 1079
6 3.8324 x 1079 2.4966 x 10797
7 3.2673 x 1079 3.2153 x 10798
8 2.2261 x 10797 7.7415 x 10710
9 1.2667 x 107% 6.8890 x 107!
10 6.2092 x 10710 3.5579 x 107!
11 2.5968 x 10711 7.2014 x 1071
12 6.7302 x 10713 2.7831 x 10719

Tableau 3.7 — Comparaison des erreurs maximales Fi,,, entre deux méthodes numériques basées
sur les polynémes de Bernstein

Dans le tableau 3.7, On remarque que la méthode Bernstein—Petrov—Galerkin fournit des
résultats plus précis par rapport a la méthode de collocation de Bernstein, les valeurs maximales
de 'erreur E,,., étant nettement plus faibles dans la plupart des cas. De plus, les deux méthodes
montrent une diminution réguliere de 'erreur lorsque N augmente. Toutefois, cette diminution
est plus rapide avec la méthode Bernstein—Petrov—Galerkin, en particulier pour les petites
valeurs de N, ce qui témoigne de sa grande efficacité numérique. Cela confirme que cette
méthode est mieux adaptée aux problemes nécessitant une haute précision avec un nombre
réduit de termes.

Cependant, un inconvénient notable de la méthode Bernstein—Petrov—Galerkin réside dans la
nécessité de transformer préalablement le probleme aux limites en un probleme a conditions
homogenes, ce qui peut complexifier légerement sa mise en ceuvre, notamment lorsque les

conditions aux bords sont non homogenes.
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FI1GURE 3.5 — Solution exacte, approximation par collocation de Bernstein et approximation
par BPG (N = 8).
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Conclusion

u terme de ce travail, nous avons mis en lumiere le role essentiel des polyndémes de

Bernstein dans 'approximation des fonctions et la résolution d’équations différentielles

a 'aide de méthodes numériques a la fois précises et flexibles. L’étude théorique a permis de

souligner certaines propriétés fondamentales de ces polyndmes, telles que leur symétrie et leur

positivité, qui en font un choix pertinent pour le développement de méthodes numériques stables
et efficaces.

Deux méthodes numériques principales ont été présentées et appliquées : la méthode de
collocation et la méthode de Bernstein-Petrov—Galerkin (BPG). Les résultats numériques ont
démontré leur grande précision, en particulier lorsqu’ils sont comparés a d’autres méthodes
numériques bien connues. Les expériences informatiques ont mis en évidence la capacité de
ces approches a fournir des solutions approchées efficaces, avec une convergence rapide et une
bonne flexibilité face a différentes conditions aux limites.

Cependant, il convient de noter que la méthode BPG nécessite la transformation préalable
des conditions aux limites non homogenes en conditions homogenes, ce qui peut constituer une
étape supplémentaire dans le processus de résolution. Malgré cela, son efficacité reste remar-
quable, notamment pour les problemes exigeant une haute précision avec un nombre réduit de

termes.
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Annexe A : Les codes MATLAB

Code 1 :

/JCollocation de Bernstein
clc; clear; close all; /% Nettoyer la fenetre de commande, les wvartables et

fermer les figures

4% Etape 1 : Definir les points de la grille

n = 5;

x_values = linspace(0, 1, n + 1);

A% Etape 2 : Construire la matrice des polynomes de Bernstein b
b = zeros(n+l, n+1);

for j = 0:n

b(:, j+1) = nchoosek(n, j) * (x_values’.”j) .* ((1 - x_values’). (n - j));
end

4% Etape 3 : Construire la matrice tridiagonale N

N = zeros(n+1, n+1);

for i = 1:n+1

if i > 1

N(i, i-1) = - (i-1);

end

if i <= n+1

N(i, i) = 2 * (i-1) - n;
end

if i < n+1

N(i, i+1) = n - (i-1);

end

end

A% Etape 4 : Definir les autres matrices
A2 = eye(n+1);

A1l = diag(x_values);

A0 = -2 * eye(n+1);
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4% Etape 5 : Calculer la matrice du systeme W

W= A2 * b *x N2 + A1l * b * N + AO * b;

4% Etape 6 : Definir le vecteur fonmction F

F = x_values’ .*x cos(x_values’) - 3 * sin(x_values’);

F = [F(1:n-1); 0; 11];

4% Etape 7 : Eztraire les parties pertinentes de la matrice
part0 = W(l:n-1, 1:n+1);

partl = b(1:1, 1:n+1);

part2 = (b * N);

part2 = part2(1l:1, 1:n+1);

matrice = [partO; partl; part2];

A% Etape 8 : Calculer l’inverse de la matrice

inv_mat = inv(matrice) ;

%% Etape 9 : Resoudre Y

Y = inv_mat * F;

4% Etape 10 : Solution approchee

B = @(x,1i) nchoosek(n, i) * x.7i .*x (1 - x). (n - 1i);

Yap = @(x) sum(arrayfun(@(i) Y(i+1) * B(x, i), 0:n));

m=5; h=1/m; xn = 0:h:1;

for i = 1:m+1

Yapp (i) = Yap(xn(i));

end

4% Etape 11 : Calculer l’erreur entre la solution exzacte et approchee
y_exact = sin(xn’);

xn = 0:0.2:1;
Error = abs(y_exact - Yapp’);
E_mean = mean (Error);

E_max = max(Error) ;
4% Etape 12 : Afficher les erreurs
fprintf ( , E_mean);

fprintf ( , E_max);

/4 Tracer les resultats

figure;

plot (x_values, sin(x_values), s
plot (xn, Yapp, s , 1.5);
plot (xn, abs(y_exact - Yapp’), ,
legend ( )

xlabel ( )
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ylabel ( )
title(

grid on;

Code 2 :

/Bernstein Petrov Galerkin

clc; clear all;

2

Parameters
N =3; m=1; a = 0; b= 1; Alfa = -1;

2

Define Bernstein polynomial basis function B_{i,n}t(z)
@(i,x) nchoosek(N, i) * x.71 .*x (1 - x). (N - 1i);
0(x) (4 - 2xx.72) .xsin(x) + 4xx.*cos(x); /7 Define f(z)

oo W™
I I

% Convert g to symbolic for integration
syms X

g_sym = (4 - 2%x.72)#*sin(x) + 4xxxcos(x);

% Compute h(z) = double integral of g(z)
h_sym = int(int(g_sym, x), x); / double primitive

h_handle = matlabFunction(h_sym); /7 convert to function handle

/% Define integrand Fi(%i) = 2?2 h(z) * B_{i,N}(z) dz
Fi = 0(i) integral(@(x) h_handle(x) .x B(i,x), a, Db);

% Compute wector F for 4 = m:N-m

F = arrayfun(Fi, O:N); 7 Or use 0:N 4f you want full wvector

BRKERIIIRE BRI TERIIBKKTTT

% Matriz A

A = zeros(N+1, N+1);

for k = 0:N

for j = m:N-m

A(k+1, j+1) = ((b - a) / (2*N + 1)) x
(nchoosek (N, j) * nchoosek(N, k)) /
nchoosek (2N, k + j);

end

end

/% Matriz BB

BB = zeros(N+1, N+1);
for k = 0:N

for j = m:N-m

% Sum term for BB
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12 sum_term = O0;
43 for i = j + 2%m : N + 2xm
44 numerator = nchoosek(N + 2xm, i) *

15 nchoosek(i - j - 1, 2*m - 1);

16 denominator = nchoosek (2*N + 2*m, k + 1i);

17 sum_term = sum_term + (numerator / denominator) ;

18 end

49 BB(k+1, j+1) = (((b - a)~(2*m + 1) * factorial(N) =

50 nchoosek (N, k))) /
51 ((factorial (N + 2*m) * (2*N + 2*m + 1))) * sum_term;
52 end

53 end

55 / Matriz D
56 D = zeros(N+1, N+1);

57 for k = 0:N
58 for j = 0:N
59 if j < m

60 D(k+1, j+1) = (nchoosek (N, k) / nchoosek(N + j, k + j)) *
61 (b - a) / (N + j + 1);

62 elseif j > N - m

63 D(k+1, j+1) = (nchoosek(N, k) /

64 nchoosek(j + 2*m - 1, k + j - N + 2xm - 1)) =

65 (b - a) / (j + 2*m);

66 else

67 D(k+1, j+1) = 0;

68 end

69 end

70 end

72 /4 Final matriz
73 A + Alfa * BB + D;

75 A% The wector aa

76 aa = inv(A + Alfa * BB + D) *x F’; J Solve for aa

78 A% Approzimate solution

79 Yap = @(x) sum(arrayfun(@(i) aa(i+1) * B(i,x), m:N-m));

80 n =20; h = 2/n; xn = 0:h:1;

81 Yapp = arrayfun(Yap, xn); / Approzimate solution wector

82

83 % Compute Error Between Ezact and Approzimate Solution

84 y_exact = ((xn."2 - 1) .* sin(xn))’; / Ezact solution y(z) = sin(z)
85 Error = abs(y_exact - Yapp’);

86 Ep = max(abs(y_exact - Yapp’)); / Maz error

87 Er = max(abs((y_exact - Yapp’)./y_exact)); / Relative error

89 % Compute mean and maxz error

90 E_mean = mean(Error) ;
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91 E_max = max(Error);

99

93 ) ====== PLOTS ======

94 figure;

95 plot(xn, Yapp, s , 1.5); hold on;

96 plot(xn, y_exact, s , 1.5);

97 plot(xn, abs(y_exact - Yapp’), s , 1.5);
98 legend( s s ) g
99 xlabel ( )

100 ylabel( ) 8

101 grid on;

Code 3 :

1 AExemple 2 : Par le solver bpuvci
2 |function solve_bvp2_with_bvp4c

3 |4 Resolution de l’ezemple 1 avec bupic

5 | A% Maillage inittial
6 |xn = linspace(0, 1, 11);

s | 4% Estimation initiale de la solution

9 | solinit = bvpinit(xn, @guess);

11 | A% Resolution avec bup4c

12 [sol = bvp4c(@odefun, @bcfun, solinit);

14 | 44 Solution ezxzacte

15 luex = (xn.”2 - 1) .* sin(xn);

17 | A4 Erreur absolue

15 |Erro = abs(sol.y(1,:) - uex);
20 | end
2 | A% Systeme d’equations differentielles d’ordre 1

23 | function dydx = odefun(x, y)
21 |dydx = zeros(2,1);

25 |dydx (1) = y(2); 74 y1’ = y2
26 |dydx (2) = y(1) + (4 - 2*x"2)*sin(x) + 4*x*cos(x); / y2’ = u + membre drott
27 | end

20 | A% Conditions aux limites

30 | function res = bcfun(ya, yb)
31 |res = [ya(l); 7 w(0) = 0
32 [yb(1)]; 4 u(1l) = 0

33 | end
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A% Estimation initiale
function g = guess(x)
g = [sin(pix*x);
pi*xcos (pi*x)];

end

/% estimation pour u(xz)

4 estimation pour u’(z)
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Abstract

This thesis explores the use of Bernstein polynomials for solving ordinary differential
equations. Two numerical methods were developed: the Collocation method and the
Bernstein—Petrov—Galerkin (BPG) method. These methods were implemented using
MATLAB and tested on various examples. The results showed high accuracy and fast
convergence compared to other numerical approaches. Both methods also proved effec-
tive in handling different boundary conditions.

Keywords: Bernstein, numerical methods, differential equations, Collocation, Petrov—
Galerkin, MATLAB.

Résumé

Ce mémoire étudie I’utilisation des polyndmes de Bernstein pour résoudre des équations
différentielles ordinaires. Deux méthodes numériques ont été développées : la méth-
ode de collocation et la méthode Bernstein—Petrov—Galerkin (BPG). Leur performance
a été évaluée a I’aide de MATLAB sur plusieurs exemples, avec des résultats montrant
une haute précision et une bonne rapidité , notamment comparées a d'autres méthodes
classiques. Ces approches se sont révélées efficaces pour divers types de conditions aux
limites.

Mots-clés : Bernstein, méthodes numériques, équations différentielles, collocation,
Petrov—Galerkin, MATLAB.
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