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Introduction

Les équations aux dérivées partielles occupent une place fondamentale dans la modé-
lisation mathématique des phénomeénes physiques. Parmi elles, I’équation des ondes
se distingue comme un modéle central pour décrire la propagation des perturbations
dans divers milieux, qu’il s’agisse d’ondes sonores, lumineuses ou mécaniques. L’étude
de cette équation dans l'espace tridimensionnel R3est d’un intérét particulier, tant

sur le plan théorique que pratique.

Dans ce cadre, la formule de Kirchhoff joue un role essentiel. Elle fournit une solution
explicite a ’équation des ondes homogeéne dans R3en termes des conditions initiales,
a ’aide d’une représentation intégrale sur une sphére. Cette formule constitue un
outil puissant permettant d’analyser le comportement des solutions dans I’espace et
le temps, tout en mettant en lumiére la maniére dont les informations initiales se

propagent & travers le milieu.
ce manuscrit est organisé de la facon suivante :

dans le premier chapitre, nous présentons une introduction aux equations dériveés
partielles, ou ressemble toutes les notions et le resultats de base que nous utiliserons

par suite.

la deuxiéme chapitre escpose quelques méthodes de résolution I’équation d’ondes, et

le théoréme qui donne la formule de kirchoff



Chapitre 1

Généralités et rappelles (sur EDP)

1.1 Concepts préliminaires

1.1.1 Equations différentielles ordinaires

L’exemple le plus simple est lorsque la fonction u dépend d’une seule variable.

Cette relation est donc simplement décrite parce qu’on appelle une £ DO.

Définition 1.1.1 EDO est une relation de type
F(z,u(z), u(z), u (x), e u™(z) =0, (1.1)

entre la variable x € R (parfois x € I C R) et la dérivée de la fonction u inconnue

au point x telle que

Rn+2 N R

F:(zy) — F(z;9)



Chapitre 1. Généralités et rappeles (sur EDP)

avec Yy = (Yo, Y1y -ve-- Yn) € R n est le nombre de variables

Le mouvement d’un objet sur une ligne droite peut étre décrit par 1’équation
u"(z) = g(u(z) : La variable 2 correspond au temps et la fonction u correspond a

la position de I'objet. Dans ce cas x € I C R et

R*— R

F(z,y) — F(x,90,Y1,92) = Y2 — 9(y0)

1.1.2 Equations aux Dérivées Partielles

La généralisation de la définition précédente a ’aide de fonctions de quelques

variables permet de construire le concept d’EDP. Nous commencons par définir

Vordre 1 de 'EDP

Définition 1.1.2 Une équation aux dérivées partielles du premier ordre avec des

variables indépendantes inconnues u et n, Ty, ......... , Ty est une équation de la forme
ou ou
F(l’l,....,xn,u,a—xl,....,a—%) :O, (1.2)
ol (x1, .o, xy) € Q est Uouverture de R™

Pour une fonction de deux variables, la défnition est donnée par



Chapitre 1. Généralités et rappeles (sur EDP)

Définition 1.1.3 La forme générale d’'une EDP d’ordre 2 est

(1.3)

ou Ou 0O*u 0O*u 0*u O%*u
F TyY, Uy =5 7 ) ) ) :Ou
Ox’ Oy’ Oxdy’ Oyodx’ 0%x’ 0%y

pour (x,y) € Q ouvert de R

Exemple 1.1.1 L’équation suivante

Pu  (u\® wdu  ,
0x? dy 0xdy
est un exemple d’EDP pour le domaine Q = R? . Cette derniére équation peut

s’écrire sous la forme (1.3) ci-dessus. Il convient de noter que cela équivaut a l’équa-

tion

— (2" +y) =0

Pu_ (u)*  Oudu
0x? dy 0xy

ou

IxR— R

F: ($7Q,Uaz) - F(x7y720a 21,22, 23, %4, 25, 26) =25 — (Z2)2 — R1R9 — (1]2 + y2)

1.1.3 Dimension et ordre d’une EDP

La taille de I’équation aux dérivées partielles est le nombre de variables indépendantes
dont dépend la fonction inconnue wu.

L’ordre d’une équation aux dérivées partielles est ’ordre le plus élevé de la dérivée

présente dans 1’équation.



Chapitre 1. Généralités et rappeles (sur EDP)

Exemple 1.1.2 L’EDP suivante

a0,
xaﬁay * oy? -

est de dimension 2 et d’ordre 3.

1.1.4 Linéarité et homogénéité

Le concept de linéarité pour D P implique des opérateurs différentiels. L’opérateur
différentiel est un opérateur construit & partir de dérivées partielles de fonctions

différentielles.

Définition 1.1.4 Un EDP de u inconnu est dit linéaire s’il peut étre mis sous la
forme

Lu

I
—

(1.4)

ol
L est un opérateur différentiel linéaire,
f est une fonction de n variables indépendantes défnie sur un domaine de R™.

Si f =0, on dit que ’équation est une équation de similarité linéaire. Sinon, ce ne

sera pas uniforme.

Exemple 1.1.3 L’équation

A
U — TY—"s =
Yoz T Vo

est linéaire non-homogéne sur R? car elle peut s’écrire sous la forme (1.4)
ot

I N 0%*u Lo 9%u
U=u-+y— + 20y—0
y8y2 Yo



Chapitre 1. Généralités et rappeles (sur EDP)

est un opérateur linéaire différentiel et f(x;y) = 1 : Vérifions la linéarité de L : Soit

(a,b) € R? et soient uy,uy deux fonctions suffisamment réguliéres, on a

0?(auy + busy) 0?(auy + busy)

L(auy 4 bug) = (auy + bug)+y + 22y

0y? 0x?
82’&1 82U1 8211,2 82U2
= a( ntYS s +22y—5o) + 0 RS +22y——)

= a(Luy) + b(Lus)

1.2 Equations aux dérivées partielles du premier

ordre

1.2.1 E.D.P. linéaires du premier ordre

Définition 1.2.1 On appelle une E.D.P. linéaire du premier ordre a deux variables

réelles une équation fonctionnelle de la forme
.2 5 + 900,205 = ho..2), ()

dont l'inconnue est la fonction z(x,y), ot f,g et h de classe C*

Exemple 1.2.1 1. z% =+v1-22

2 0z 0z _
2. (2" —1)g: +2zyy + 40z =0
Systémes différentiels-Intégrales premiéres

La résolution de ’équation aux dérivées partielles (E) fait en général appel aux

systémes différentiels.



Chapitre 1. Généralités et rappeles (sur EDP)

Définition 1.2.2 Le systéme différentiel

9 — f(z,y,2);

&= g(z,y,2); (2-1)
% = h(z,y, 2);

qui s’écrit plus symétriqguement

dx dy dz
= = (S)

flz,y,2)  g(z,y,2)  h(x,y,2)

s’appelle systéme caractéristique de (E)

Définition 1.2.3 1. La solution & Systéme (S) est appelée la courbe v Ceci est la

H
tangente des points(z,y,z) ou V n'est pas zéro.

V' Vector variable du composant (f(x,y,2),9(x,y,2),h(x,y,2)) la recherche d’une
solution est donc la recherche de trois fonction (¢,1),n) telles qu’il esciste une fonc-

tion k(t) telle que

= Ko)glott), w(t), ], 5 = Ke)hlo), v(), (1)

t € [a,b] et a,b € R, (p,1,n) est le paramétre de

2. La premier intégrale de Systéme (S) est appelée fonction u de classe C'de trois

variables x,y et z.

Les fonctions (¢(t),v(t),n(t)) sont constantes. En regardant le systéme de R?Z, la

ligne Intégral est fonction de deux variables, donc u[p(t),(t)]est constante.

Théoréme 1.2.1 Les deux fonctions u et v sont fonctionnellement indépendantes

dans un ouvert G de R3si et seulement si :
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le rang du déterminent

Ox Oy 0z
v v v
Oz Oy 0z

Ou du du
A=

est 2 dans G.

Théoréme 1.2.2 1. Soit u et v deux intégrales premiéres indépendantes du systéme
(S). Toute les intgrale premiére w de ce systéme s’exprimés alors en fonction de u
et v, c-a-d qu’il existe F de classe C', tels que w = f(u,v).

dr __

2.50it u une intégrale premiére du systéme &= %y toute untégrale premiére V de ce

systéme s’exprime en fonction de w : il existe une fonction H telle que v = H(u)

Théoréme 1.2.3 .1.5oient u et v deuz intégrales premiéres indépendantes du sys-
téeme (S), alors pour tous les réels a et b , les courbe d,y intersection des surface
u(z,y,z) =a etv(zr,y,z) =b

sont les solution & (S).

2. Pour un systémes dans R?, les solutions sont u(x,y) = a ou a varie dans R.

Théoréme 1.2.4 1. Pour trouver une intégrale premiére u de

dx dy

flz,y)  g(z,y)

on utilise cette égalité pour trouver A et B telle que : il existe u vérifiant :

du = A(z,y)dz + B(z,y)dy et 0 = Az,y) f(z,y) + B(z,y)g(z,y).

2. On procéde de facon analogue pour résoudre :

dx dy dz
flx,y,2)  g(z,y,2) hz,y,z2)
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on cherche u et v indépendantes telles que :
du = A(z,y,z)dx + B(z,y, 2)dy + C(z,y, z)dz
(respectivement pour dv) et
0=A(z,y,2)f(z,y,2) + B(z,y, 2)g9(x,y, 2) + C(z,y, z)h(x,y, 2).

Solution générale d’une E.D.P. linéaire du premier ordre

Soit 'E.D.P

0z 0z
f(al,y,z)%—l—g(x,y,z)a—y—h(I,y,Z) (E)

Théoréme 1.2.5 Pour résoudre l’équation (E) (ou h est non identiquement nulle) :

1. On examine si h(x,y,z) = 0 définit une solution.

2. Dans le domaine h(x,y, z) # 0, on cherche 2 intégrales premiéres u et v du systéme

caractéristique

T, (S)

Toute solution est alors définie par

Flu(z,y, z),v(x,y,2)] =0
F étant une fonction arbitraire.
Ou encore v(x,y, z) = p(u(x,y, 2)),p étant une fonction arbitraire.

Remarque 1.2.1 1l faut qu’au moins une des fonctions u et v dépende de z.

9



Chapitre 1. Généralités et rappeles (sur EDP)

Ezemple 1.2.2 Soit (E) : 232 = /1 — 22

Cas particulier : (E) :

0z 0z

z = k est solution de (E) pour toute constante k, qu’on aurait obtenue par la méthode

générale en cherchant des intégrales premiéres de

on retrouve que toute solution est de la forme
G(z,H(z,y)) =0 ou z = F(H(z,y)).

Probléme de Cauchy

On appelle courbe caractéristique de 1’équation (E) les solutions de son systéme

caractéristique (S).

Théoréme 1.2.6 Par chaque courbe v caractéristique il passe une infinité de sur-

faces solutions.

— Par toute courbe caractéristique en aucun point passe une solution unique de (E),

on l'appelle la solution au probléme de Cauchy relatif a v .

Théoréme 1.2.7 (Résolution du probléme de Cauchy)

soit

0z 0z

f<w7yaz)%+g(x>yaz)a_y:h(xa:%Z)a (E)

10



Chapitre 1. Généralités et rappeles (sur EDP)

et

dx dy dz
= = (S)

fl,y,2)  glz,y,2)  hz,y,2)

son systéme caractéristique. Pour trouver la solution de (E) qui contient une courbe
v non caractéristique d’équation x = ¢(t),y = ¥(t),z = n(t), on élimine t entre les

équations

u(9(t), ¥(t),n(t) = a et v(P(t),¥(t), n(t) = b
obtenues au moyen de deux intégrales premiéres u et v de (S). Ceci définit une
fonction H(a,b) = 0.
L’équation de la solution est

Hlu(z,y, z),v(z,y,2)] =0

Si h = 0, on noubliera pas que z est une intégrale premiére.

E.D.P. non linéaires du premier ordre

Résolution de ’équation A(x,y)dx + B(x,y)dy = 0 Facteur intégrant

Définition 1.2.4 Soient A et B deux fonctions de classe C' dans un ouvert Q0 de

R?. On appelle facteur intégrant de 1’équation

A(z,y)dx + B(z,y)dy =0 (M)

(uA) = 2 (uB)

une fonction p telle que : "

9
Oy

11



Chapitre 1. Généralités et rappeles (sur EDP)

Cas particulier : g—’;‘(m‘,y) = %—f(w,y)

Lorsque ?9—’;(33, y) = %—f(w,y) toutes les constantes sont des facteurs intégrants.

H(x,y) = [, A(u,y)dut [ B(xo,v)dv , H(z,y) = 0 définit une solution de I’ equation
(M)

passant par le point ) de coordonnées (g, yo).

Cas général :

0A

) £ 5

0A

si 8—y(x, y) # %—f(z,y} il faut trouver un facteur intégrant.

Théoréme 1.2.8 Soient A et B deux fonctions de classe C* dans un ouvert §) de R?

1. Toute solution u de l’équation linéaire %(UA) = 2 (uB) qui s’écrit aussi B(z,y)(5%)—
Az, y)(g—Z) = pu(z, y)(% - %—f). est un facteur intégrant

2. Si pg est un facteur intégrant, a tout autre facteur intégrant p est associée une
fonction H qui définit implicitement une solution de I’équation (M) telle que pu(x,y) =
po(w, y)H (z,y).

Soit 1 un facteur intégrant, alors H(x,y) = f;; u(u, y)A(u, y)du—i—f;ﬁ) u(zg,v)B(xg,v)dv

définit la solution de (M) qui passe par le point(zo, yo).

Soit B(:U,y)g—z — A(x,y)g—z = u(x,y)(% — 88—5) I’équation des facteurs intégrants,

soit u une intégrale premiére dépendant de p du systéme caractéristique

12



Chapitre 1. Généralités et rappeles (sur EDP)

de  —dy du
== (H)
B A u(% — %—f)

u(z,y, 1u) = k définit pour chaque valeur de la constante k un facteur intégrant.

Ezxzemple 1.2.3 Résoudre (x + y)dx +dy =0

Solution 1.2.1 On remarque que 88—‘3 =14# %—f = 0 4l faut chercher un facteur
intégrant p solution de
0 Ju  Ou
gy ME V) =pt g =5
le systéme caractéristique est
de  dx  dp din|p|  dx —din|ul
1 4y w1 0

donc

x — In|p| est une intégrale premiére : x — In|u| = 0 définit donc un facteur intégrant
soit = e”.

Il faut alors résoudre e”(x + y)dx 4+ e"dy =0 ;

la solution qui passe par xo=0,yo =0 est

x y
/ e“(u+y)du—|—/ dv=(r+y—1)"+1
0 0

Les solutions sont définies par (v +y—1)e* =k ou y=1—x+ ke ™

On vérifie immédiatement que dy = —dx — ke *dx = (y + x)dx.

13



Chapitre 2

Quelques Méthodes de résolution

d’équation d’ondes, et la formule

de kirchoff

2.1 Changement de variables

Soit L’équation suivante :

9%u 9%u 0%u ou Ou
(e)

a(ﬂf;y)@ + b(x;y)@ + C(ﬂf;y)a—yz) =F (ﬂs;y;w 9% 9y

ou a,b,c sont des fonction données, et F une fonction définie dans un ouvert de R®

Proposition 2.1.1 On considére le changement de variables (§(z;y),n(x;y)) sup-
posé deux fois continument différentiable, alors il existe des fonctions o’ ; b’ ; ¢ et F’

telles que

, Pu Pu o, Pu, (. Ou du ,
a(x’y>8_§2+b(x’y)0§877+c(x’y)8_772)_F (5777,,&’8_5’6_77) (E)

14



Chapitre 2. Quelques Méthodes de résolution d’équation d’ondes, et la formule de
kirchoff.

L’équation (¢') s’appelle la forme standard ou canonique de l’équation (). De plus,

on a

A'(&n) = %(&n) —4d' (& n)d (&) = JPA(x;y)

Preuve. On pose u(x;y) = v(&(x;y);n(x;y)) : On va écrire maintenant les différents

dérivées dans l'équation (c) en fonction des dérivées partielles de la fonction v.

Pour cela, on utilise la régle de chaines pour exprimer les dérivées premiéres

ou_ v ¢ vy
dr  0£0x  Onox

Ou  Ovog . Ov dn
dy 0Dy Indy
On base sur les deux équations précédentes et encore une fois sur la régle de chaines,

on exprime les dérivées secondes comme suit
92y o€ 282 ¢ on 52 an 232 827] 9
T= (3 2 () + G 3+ (35) %+ (32) &
2u [ O€ 9\ 9%v an ¢ n 92 n n\ 82 2%¢ \ o
81623; - (%) ( ) €2 + |:( ) (ay) + (8y> (_x>] 853017_’— ox (8_> _U_’_ (6x8y> 8_2—’_
(7) 5
ozxdy | On
Pu __ [ O 0 92 0 o) 0
=) Ge2(5) () & () B (G %+ (3%

En substituant ces expressions dans (€), l’équation suivante est obtenue

a%mw%g+w%mwgié+ﬁ%mwg%:?P<&WU€%€%) (€
ot
! a5 b (5 (5) e (%)
v =2a(55) (3)+ 0 [(3) () + (5) ] + 2 () ()
¢ =a () o () (3) +o ()’

15



Chapitre 2. Quelques Méthodes de résolution d’équation d’ondes, et la formule de
kirchoff.

ey QUL Ou\ 0%¢\ v 02 v v v 0%¢\ v
(e g d) = a (58) fre (52) 500 (55) S0 (5) Biee (52) B+
9?2 u ., Ou
¢ (a—ﬂ) o (6;77;U;§—5;§—,7>
L’équation &' est une EDP du second ordre dont son type est déterminer a [’aide de

la formule suivante

b2(&,m) — 4a/ (&, ) (€,m) =T (V*(z;y) — 4a(z; y)c(; y))

comme J # 0, les deux équations ¢ et &' sont de méme type. m

2.2 Rappels de Géometrie

Soit Py = (g, Yo, 20) un point de R3.
les coordonnées sphérique d’origine P, sont définies comme indiqué sur la figure par
I’angle polaire ¢, Pangle azimutal 6 et le module p; 6 € [0, 7], € [0,27] et p € R*.

soit P = (z,y, z) alors :

x — xg = psinfcosp
Yy — 1Yo = psinfsinp
2z —zg = pcosb
on notra B(P,,r) la boule |PyP|> < r? de centre P, et de rayon r et S(Pp,r) la

sphére |PyP ]2 = 72 . le vecteur unitaire 7 , normal a la sphére au point P et dirigé

vers 'extérieur de celle—ci est :

16



Chapitre 2. Quelques Méthodes de résolution d’équation d’ondes, et la formule de
kirchoff.

a = sinf cos
H
n

=4 P =sinfsiny

v = cosf

En coordonnées sphérique ’élément de volume est :

dv = p?sin 0dOdpdyp et 1'élément de surface sur S(Py, p) est : do = p? sin OdOdp.

Définition 2.2.1 Soit ® une fonction continue dans une boule B(Py, p) ,soit r < R

on appelle moyenne de ® sur S(Py,r) la quantité :

1
P =g [ [ @@z
0,7

on peut l’exprimer de facon simple :

1
42

T 27
Mg (Py, 1) = /9 / 72 sin 0 (29 + rsin f cos @, yo + 7 sin fsin @, 2o + 7 cos ) didyp
=0 Jp=0

1 s 2
= / / O (g + ra, yo + 1B, 20 + 7v) sin 0dOdy
4t Jo—o =0

st ® = ¢ est une constante M.(Py,7) = = [, jio sin fdfdy = ¢

2.3 L’équation d’onde en coordonnées sphérique

Soit I’équation d’onde (en trois dimensions)

0’y Pu  O*u

0%u N N )
ox?  0y? 022

e =

est égale en coordonnées sphériques : x = rsin (¢) cos () ,y = rsin(¢)sin (0),z =
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Chapitre 2. Quelques Méthodes de résolution d’équation d’ondes, et la formule de
kirchoff.

rcos (¢) a
@— 2(@+2%+i62u+(:0tan<¢)%+—1 @)
8z~ C\orz T ror | 120¢2 ' 0¢ | r2sin?(¢) 062

Nous avons que

Méthodel :
/1’2 + 2
r=+/x2+y?>+ 22, 0 =arctan <£) et ¢ = arctan (_y) .
x z
Conséquemment

ou x @ B Y 8_u+ xz @
(x> +92) 00 (22 4+ y2 + 22)\/22 + 420

dr Va2 +yr+220r

0*u x? 0*u y?  0%u 2222 0*u
912 (22 + 42 + 22) Or? + (22 + y2)2 062 + (@2 + 12 + 22)2(22 + 42) 052
B 21y 0u N 202 0?u
\/W(ﬁ + y2) 000r \/(:702 + 42 + 22)3\/902 + y2 0¢Or
2xyz 0%u (y* + 22) ou

_ _|_ _
(a2 + 42 + 22) /(a2 + 923 0000 /(a2 + 42 + 22)3 Or
2xy ou  y?z(x?® + y? + 2%) — 2222 (2? + y?) Ou

+ i —
V200 (@2t 2@ )P 09

ou Y ou x ou yz ou

- = __—_+ -
dy \/mar (22 +y2) 00 (22 +¢2 + 22)\/m3

18



Chapitre 2. Quelques Méthodes de résolution d’équation d’ondes, et la formule de
kirchoff.

0*u y? 0*u 22 0% Y222 0*u
9y (@2 +y? + 2%) Or? + (22 + y2)2 002 + (@2 + 2 + 22)2(22 + y?) 092
n 2zy 0%u n 2122 0%u
(22 + ) /a2 + 2 +220r00  \[(22 + 2 + 22)3\ /2% + 42 00
22z 0*u (2 + 2% Ou

+ + —
(22 + 92+ 22) /(22 + y2)3 0009 /(2% + y2 + 22)3 Or

2y Ou N 2?z(2® +y* +2%) = 2y%2(2® + y°) Qu
(22 4 12)2 00 (22 4+ y2 + 22)2/ (22 + 42)3 0¢p

ou 2 ou  /(@*+y?) Ou

%:4/m2+y2—|—z2g (x2+y2+22)8_¢

0?u 22 0%u (2?2 +y?)  *u 2222+ O%u

02 (AP 207 (@t + 2P0F Pty 1 ) 000r

(2 +y*)  Ou N 2z/22 +y? Ou

V@2 + 2B 0r (2 P+ 22200

Conséquemment,

Pu  *u  *u  O%u 1 d%u 1 0*u 2 ou
trst s =2t + + —

I R T el Ve R CR ) Vo e

ou

z
_'_ -
(22 + y2 + 22) /22 + 420

Parce que 22 + 32 + 22 = r? et 22 + 32 = r%sin? (¢) , nous obtenons que

82u+82u+82u_82u+ 1 82u+l82_u 20u | cos(¢)Ou
Ox2 Oy 022 Or2  r2sin?(¢) 002 r20¢2  rOr 2 0¢

Alors I'équation d’ondes en coordonnées sphériques est
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Chapitre 2. Quelques Méthodes de résolution d’équation d’ondes, et la formule de
kirchoff.

Pu 5 (Pu N 1 0*u N 10%  20u  cos(¢)du
oz~ ¢\ a2 " s (p) 002 = r20¢%* ror r2  0¢
Méthode 2 :
Pu  ,(0*u 20u 1 0% cotan(d)du 1 d%u
= (g S e+ 0
ot? or?2  ror  r?2og? r2  0¢  r?sin®(¢) 060*

xr=rsingcosf ,y =rsin¢gsinf ,z = rcos¢

ou_ (ude\ | (Dudy) | (duo:
or  \ Oz Or Oy Or 0z Or

ou , | ou , . ) ou
=5 (singcosf )+ o (sin @ sin @) + 7 (cos @)
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Chapitre 2. Quelques Méthodes de résolution d’équation d’ondes, et la formule de
kirchoff.

Pu 0 [Ou, . ou, . | . du
52 = (% (singcosf ) + a (sin¢sin ) + e (cosgb))

— (%(sincbcose ) {(% (singcosf ) + g—; (sin ¢ sin ) + %(cosgb))}

ou . . ou . ou, . . ou
+ ay (sin ¢ sin 6) {% (singcosf ) + o (sin ¢ sin ) + 5 (cos qﬁ)]

Ju ou , | ou , . . du
+ % (cos @) {% (singcosf ) + o (sin ¢ sin ) + % (cos ¢)1
2 2 2
= sin® ¢ cos? 4 % + sin? ¢ sin 0 sin eﬁaxgy + (sin ¢ cos @ cos @) Gamgz
2.,
+ sin? ¢ sin O sin 6 910y + sin? ¢ sin? Hgy + sin ¢ cos € cos ¢ 8y(§z
2 2, 9%u
—|—cos¢sin¢cos€aag +cosgz§sin¢cos@6 5 + cos? qbaZQ
. , % , . 2., 2
= sin” ¢ cos” 0 m—l—Qsm (bcosﬁsmﬁa 3y +28m¢C0898m08x8z
9w 2, 92w
+ sin? ¢ sin? 498—+2Slnqz§c0sqz581n9a 5 + cos? qzﬁ
Ju  Ou u ) ou
96~ or (rcos¢cosf )+ 8_y (rcos¢sinf) — arsmqﬁ
Pu 0 [Ou ou u
W = a_(b —TCOS¢COS€+ 8—yrcos¢sm€ — &Tsmgb
ou Pu o ) Pu 5
_Ou J"u 9 .
ax( rsin ¢ cos ) + 52 08 ¢ cos” 6+ axayr cos” ¢ sin f cos 6
2 ou 2u
. 2 . ou .
26$82T cosqbcos&sm¢+8y( rsin¢sinf) + o 27’ cos® ¢sin? 0
2 2
—28y82r2005¢8m98in¢+%(—T’COS¢)+%7’ sin? ¢
ou  Ou ) ) ou ,
%—%(—rsmgésmﬁ)—l—a—y(rsnubcos&)
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Chapitre 2. Quelques Méthodes de résolution d’équation d’ondes, et la formule de
kirchoff.

o _ 0 [_ou
002 00| Oz

0
—rsingsinf + —ursmgbcosﬁ
y
U *u ?
= _a—r sin ¢ cos 0 + @73 sin? ¢ sin? ) — 28
O*u du

Iy —1r?sin? ¢ cos® 0%

r?sin? ¢ sin A cos 6
0y

0
— —ursin¢sin8+

Jdy

Alors :

8

u gin? ¢ cos +2sin? ¢ cos  sin 0

Oz 8Bz

8u

+sin? ¢ cos? @ —12‘ + 2sin? ¢ cos fsin 6 86“ +231n¢cos€sm9

2@ 8u

2 ou du
—l—;cosgb ——SmgbcosH + cos? ¢ cos

2
ou

o

———s1n¢s1n9—|— U cos? ¢ sin? @

_ 1 2 1cos ¢cosb Ou
cos ¢ sin 0 sin ¢ cos P P + 9 822 sin gb + e os

- aya

1cos?¢sing Ju du _ d%u 2 1 0u cosf
r sing Oy COS 9z~ 822 sin ¢ + r Oz sin ¢ + 8362 sin ¢

8 u 10usinf 92y
-2 s1n9cos€ — T Oysing T o2 CO8 0

% (81112 ¢ cos? 0 + cos? ¢ cos? 0 + sin® ¢) —i— (Sln2 $sin? 0 + cos® ¢sin® 0 + cos gb)

92w ) +g71; (0052 ¢ + sin? ¢) (%ay (2 sin? ¢ cos @ sin @ + 2 cos? ¢ sin @ cos § — 2sin 6 cos 9)

o2 L

8x8z

r 0z sin ¢

1 0u <singz5cos@—|— M) + %% (sinqbsin@—i— o

Donc :
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Chapitre 2. Quelques Méthodes de résolution d’équation d’ondes, et la formule de
kirchoff.

2.4 Formule de kirchoff

Théoréme 2.4.1 Soit (E % =c? (% + giyg + %) ’équation des ondes dansR?.

Soit a =sinflcosy , S =sinfsiny et vy = cosb.
A. pour toute fonction g de classe C* dans R® il existe une seule solution de (E) telle

que :

Ou

cette solution est u(zo, Yo, 20,t) = =7 | fS(PMt) g(z,y, 2)do.

u(xo, Yo, 20,t) = 1= [oy f;io g(wg+ct sin 0 cos o, yo+ct sin 0 sin p, 29+ct cos 0) sin OdOdp
, ce qu’on peut aussi écrire :

u(Po,t) = tM, (P, ct) : la valeur de w en Py a linstant t est égale at fois la moyenne

de g sur la sphére de centre Py et de rayon ct . (Il s’agit de la sphére et non de la boule!)

B. pour toute fonction g de classe ¢ et toute fonction f de classe ¢ il existe une

seule solution u de (E) telle que :

u(x7 y? Z? 0) = f(x7 y? Z) et 88_1;(3:7 y? Z? 0) = g(x7 y? Z);
cette solution est donnée par la formule de KIRCHOFF :
'LL(iL'(), Yo, 20, t) = ﬁ f fS(Po,ct) g<$7 Y, Z)dU + % [Ft% f fS(Po,ct) f(l', Y, Z)dO':|
’LL(:L‘O, Yo, 20, t) = ﬁ f fS(Po,ct) [tg(a:, Y, Z) - f(iU, Y, Z) +ct <Oé% + 52—5 + 7%) (CL’, Y, Z)] dO’,
ce qui peut aussi s’écrire :

— a — ta— of of of
U’(an Yo, 20, t) - tMg (Poa Ct)_l_dt [th <P07 Ct)] ) et en poscmt h = tg f+ <a8x + Bay + 78,2)
et on obtient la formule :

w(zo, Yo, 20,t) = My, (Py, ct) (ou h dépend de t).

2

Preuve. Soit u une fonction de classe ¢*, nous allons calculer

IJ fB(PO,r) % (2,9, 2) dzdydz et [ [ fB(pw) % + 3273‘ + %dxdydz.
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Chapitre 2. Quelques Méthodes de résolution d’équation d’ondes, et la formule de
kirchoff.

a. fffB (Po.r) 8t2 (z,y,2) dedydz =
=[7 Joo J2Ty PP sin 098 (0 + ap, yo + Bp, 20 + 7p) dpdbdy

r 2
p= 0p2gt2 [fe Ofgp o U (To + ap,yo + Bp, 20 + yp) dddp | dp

— ::0 p247r831t‘§ (p,t)dp ou My, désigne My z.y.2) (Do, p) -

Ju OJu Ou (77 _
5a 550 55 (v = grad u)

I fB(PM) % * giyg * %dmdydz =/ fs(Po,r) n Vdo

:fglo S22y (a2 + B3 +432) (@0 + ar,yo + Br, zo + yr) r sin 0ddds

b. Soit ¥ le vecteur de coordonnées

o Joeo f u (o + ar,yo + Br, zo + yr) sin 6dody = 4mr? 2w (r ¢).

c. Si u est solution de (E) [ [ [ [aﬁ — (aﬂ + ‘gz + g;‘)] dxdydz = 0

done Ar20h (r ) = [T p? M (p ) dp et

r2c? 88%“ (r,t) +2rc? 2L (r t) = 2 826%“ (r,t)

S0itN, (r,t) = rM, (r,t) ,si u est solution de (E) :

202Ny (T’ t) 92Ny

I &zt (r,t) de plus N, vérifie les conditions :

C

N, (r,0) =rM, (r,0) =0
(F1) N, (0,t) =0

51 [N (r,0)] = r257(r,0) = rM(r)

supposons r < ct alors N, (r,t) = & [ pM, (p) do.

2c Jet—r

pour trowver u(xo, Yo 20, t) nous utilisons la relation :
u(zo, Yo, 20, t) = lim, o M, (r,t) .

orlim, o M, (r,t) = lim,_o 2 [N, (r,t)] = lim,_o L [N, (r,t) — N, (0,)] = Z& (0,1),

or % (r,t) = 5 [(ct + 1) My (ct +7) + (ct — 1) My (ct — )] 5 done %= (0, 1) = tM(ct)

ce qui est le résultat annoncé.

on établit le second résultat d’une fagon analogue : on cherche u qui vérifie u(z,y, z,0) =

f(z,y,2) et 2(x,y,2,0) = 0. N, vérifie alors les conditions suivantes :
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Chapitre 2. Quelques Méthodes de résolution d’équation d’ondes, et la formule de
kirchoff.

N, (r,0) = M, (r,0) = rM¢(r)
(F2) N, (0,£) =0
9N, (r,0)=0
alors N, (r,t) = % [(r + ct) My (r + ct) — (ct — r) My (ct — r)] pour ct > r;
O (r,t) = 3 [My (r+ct) — My (ct — r)]+5 [(r 4 ct) My(r + ct) + (ct — r)Mj(ct — r)]
et u(zo, Yo, 20,t) = My (ct) + ct M (ct) = & [tMy (ct)] .
u(z,y,2,0) = f(z,y,2)

La solution qui vérifie a la fois
% (z,y,2,0) = g(z,y,2)

ne peut étre que tMy(ct) + L [tMy (ct)].
Les formules ainsi obtenues expriment la forme nécessaire d’une solution de (E)
vérifiant les conditions imposéés.

Il faudrait vérifier qu’une telle expression est bien une solution de (E) vérifient les

conditions .

C’est un calcul long et un peu délicat que nous ne ferons pas. m
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Annexe B : Abréviations et

Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont

expliquées ci-dessous :

EDP : Equation aux dérivées partielles

t : temps a dimensionnel
0 . Dériva :

5 . Dérivées partielle

A : Le discriminant
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7

Résumeé :

L'objectif principal de ce mémoire est de trouver des
solutions a lI'équation d’onde dans R3 qui est la formule
de kirchoff

Mots clés :

I'équation d’onde-- la formule de kirchoff

Abstract :

The main objective of this memory is to find solutions
to the wave equation in R3 which is kirchoff’s formula

Key words :

the wave equation-- kirchoff’s formula
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