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Introduction

Les équations aux dérivées partielles occupent une place fondamentale dans la modé-

lisation mathématique des phénomènes physiques. Parmi elles, l�équation des ondes

se distingue comme un modèle central pour décrire la propagation des perturbations

dans divers milieux, qu�il s�agisse d�ondes sonores, lumineuses ou mécaniques. L�étude

de cette équation dans l�espace tridimensionnel R3est d�un intérêt particulier, tant

sur le plan théorique que pratique.

Dans ce cadre, la formule de Kirchho¤ joue un rôle essentiel. Elle fournit une solution

explicite à l�équation des ondes homogène dans R3en termes des conditions initiales,

à l�aide d�une représentation intégrale sur une sphère. Cette formule constitue un

outil puissant permettant d�analyser le comportement des solutions dans l�espace et

le temps, tout en mettant en lumière la manière dont les informations initiales se

propagent à travers le milieu.

ce manuscrit est organisé de la façon suivante :

dans le premier chapitre, nous présentons une introduction aux equations dériveés

partielles, ou ressemble toutes les notions et le resultats de base que nous utiliserons

par suite.

la deuxième chapitre escpose quelques méthodes de résolution l�équation d�ondes, et

le théoréme qui donne la formule de kircho¤
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Chapitre 1

Généralités et rappelles (sur EDP)

1.1 Concepts préliminaires

1.1.1 Equations di¤érentielles ordinaires

L�exemple le plus simple est lorsque la fonction u dépend d�une seule variable.

Cette relation est donc simplement décrite parce qu�on appelle une EDO.

Dé�nition 1.1.1 EDO est une relation de type

F (x; u(x); u
0
(x); u

00
(x); :::::::::::; u(n)(x)) = 0 ; (1.1)

entre la variable x 2 R (parfois x 2 I � R) et la dérivée de la fonction u inconnue

au point x telle que

Rn+2 �! R

F : (x; y) �! F (x; y)
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Chapitre 1. Généralités et rappeles (sur EDP)

avec y = (y0; y1; ::::::; yn) 2 Rn+1, n est le nombre de variables

Le mouvement d�un objet sur une ligne droite peut être décrit par l�équation

u
00
(x) = g(u(x) : La variable x correspond au temps et la fonction u correspond à

la position de l�objet. Dans ce cas x 2 I � R et

R4 �! R

F (x; y) �! F (x; y0; y1; y2) = y2 � g(y0)

1.1.2 Equations aux Dérivées Partielles

La généralisation de la dé�nition précédente à l�aide de fonctions de quelques

variables permet de construire le concept d�EDP . Nous commençons par dé�nir

l�ordre 1 de l�EDP

Dé�nition 1.1.2 Une équation aux dérivées partielles du premier ordre avec des

variables indépendantes inconnues u et n; x1; :::::::::; xn est une équation de la forme

F

�
x1; ::::; xn; u;

@u

@x1
; ::::;

@u

@xn

�
= 0; (1.2)

où (x1; :::::; xn) 2 
 est l�ouverture de Rn

Pour une fonction de deux variables, la défnition est donnée par

3



Chapitre 1. Généralités et rappeles (sur EDP)

Dé�nition 1.1.3 La forme générale d�une EDP d�ordre 2 est

F

�
x; y; u;

@u

@x
;
@u

@y
;
@2u

@x@y
;
@2u

@y@x
;
@2u

@2x
;
@2u

@2y

�
= 0; (1.3)

pour (x; y) 2 
 ouvert de R2

Exemple 1.1.1 L�équation suivante

@2u

@x2
+

�
@u

@y

�2
�@u@u
@x@y

= x2 + y2

est un exemple d�EDP pour le domaine 
 = R2 . Cette dernière équation peut

s�écrire sous la forme (1.3) ci-dessus. Il convient de noter que cela équivaut à l�équa-

tion
@2u

@x2
+

�
@u

@y

�2
�@u@u
@x@y

� (x2 + y2) = 0

où

I �R3 �! R

F : (x; y; u; z) �! F (x; y; z0; z1; z2; z3; z4; z5; z6) = z5 � (z2)2 � z1z2 � (x2 + y2)

1.1.3 Dimension et ordre d�une EDP

La taille de l�équation aux dérivées partielles est le nombre de variables indépendantes

dont dépend la fonction inconnue u.

L�ordre d�une équation aux dérivées partielles est l�ordre le plus élevé de la dérivée

présente dans l�équation.
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Chapitre 1. Généralités et rappeles (sur EDP)

Exemple 1.1.2 L�EDP suivante

x
@3u

@x2@y
+ x

�
@2u

@y2

�2
= ex+y

est de dimension 2 et d�ordre 3.

1.1.4 Linéarité et homogénéité

Le concept de linéarité pour EDP implique des opérateurs di¤érentiels. L�opérateur

di¤érentiel est un opérateur construit à partir de dérivées partielles de fonctions

di¤érentielles.

Dé�nition 1.1.4 Un EDP de u inconnu est dit linéaire s�il peut être mis sous la

forme

Lu = f (1.4)

où

L est un opérateur di¤érentiel linéaire,

f est une fonction de n variables indépendantes défnie sur un domaine de Rn:

Si f = 0, on dit que l�équation est une équation de similarité linéaire. Sinon, ce ne

sera pas uniforme.

Exemple 1.1.3 L�équation

u+ y
@2u

@y2
+ 2xy

@2u

@x2
= 1

est linéaire non-homogène sur R2 car elle peut s�écrire sous la forme (1.4)

où

Lu = u+ y
@2u

@y2
+ 2xy

@2u

@x2

5



Chapitre 1. Généralités et rappeles (sur EDP)

est un opérateur linéaire di¤érentiel et f(x; y) = 1 : Véri�ons la linéarité de L : Soit

(a; b) 2 R2 et soient u1; u2 deux fonctions su¢ samment régulières, on a

L(au1 + bu2) = (au1 + bu2)+y
@2(au1 + bu2)

@y2
+ 2xy

@2(au1 + bu2)

@x2

= a( u1 + y
@2u1
@y2

+ 2xy
@2u1
@x2

) + b( u2 + y
@2u2
@y2

+ 2xy
@2u2
@z2

)

= a(Lu1) + b(Lu2)

1.2 Equations aux dérivées partielles du premier

ordre

1.2.1 E.D.P. linéaires du premier ordre

Dé�nition 1.2.1 On appelle une E:D:P . linéaire du premier ordre a deux variables

réelles une équation fonctionnelle de la forme

f(x; y; z)
@z

@x
+ g(x; y; z)

@z

@y
= h(x; y; z); (E)

dont l�inconnue est la fonction z(x; y), où f; g et h de classe C1

Exemple 1.2.1 1. z @z
@x
=
p
1� z2

2. (x2 � 1) @z
@x
+ 2xy @z

@y
+ 4xz = 0

Systèmes di¤érentiels-Intégrales premières

La résolution de l�équation aux dérivées partielles (E) fait en général appel aux

systémes di¤érentiels.
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Chapitre 1. Généralités et rappeles (sur EDP)

Dé�nition 1.2.2 Le systéme di¤érentiel

8>>>><>>>>:
@x
@t
= f(x; y; z);

@y
@t
= g(x; y; z);

@z
@t
= h(x; y; z);

(2.1)

qui s�écrit plus symétriquement

dx

f(x; y; z)
=

dy

g(x; y; z)
=

dz

h(x; y; z)
(S)

s�appelle système caractéristique de (E)

Dé�nition 1.2.3 1. La solution à Système (S) est appelée la courbe 
 Ceci est la

tangente des points(x; y; z) ou
�!
V n�est pas zéro.

�!
V Vector variable du composant (f(x; y; z); g(x; y; z); h(x; y; z)) la recherche d�une

solution est donc la recherche de trois fonction (�;  ; �) telles qu�il esciste une fonc-

tion k(t) telle que

d�

dt
= k(t)f [�(t);  (t); �(t)]

d 

dt
= k(t)g[�(t);  (t); �(t)];

d�

dt
= k(t)h[�(t);  (t); �(t)]

t 2 [a; b] et a; b 2 R, (�;  ; �) est le paramètre de 


2. La premièr intégrale de Systéme (S) est appelée fonction u de classe C1de trois

variables x; y et z:

Les fonctions (�(t);  (t); �(t)) sont constantes. En regardant le système de R2, la

ligne Intégral est fonction de deux variables, donc u[�(t);  (t)]est constante.

Théorème 1.2.1 Les deux fonctions u et v sont fonctionnellement indépendantes

dans un ouvert G de R3si et seulement si :
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Chapitre 1. Généralités et rappeles (sur EDP)

le rang du déterminent

M=
�����
@u
@x

@u
@y

@u
@z

@v
@x

@v
@y
@v
@z

�����
est 2 dans G.

Théorème 1.2.2 1. Soit u et v deux intégrales premiéres indépendantes du système

(S). Toute les intgrale premiére w de ce système s�exprimés alors en fonction de u

et v, c-a-d qu�il existe F de classe C1, tels que w = f(u; v):

2.Soit u une intégrale premiére du systéme dx
f
= dy

g
toute untégrale premiére V de ce

systéme s�exprime en fonction de u : il existe une fonction H telle que v = H(u)

Théorème 1.2.3 :1.Soient u et v deux intégrales premiéres indépendantes du sys-

tème (S), alors pour tous les réels a et b , les courbe �a;b intersection des surface

u(x; y; z) = a et v(x; y; z) = b

sont les solution à (S).

2. Pour un systèmes dans R2, les solutions sont u(x; y) = a où a varie dans R.

Théorème 1.2.4 1. Pour trouver une intégrale premiére u de

dx

f(x; y)
=

dy

g(x; y)

on utilise cette égalité pour trouver A et B telle que : il existe u véri�ant :

du = A(x; y)dx+B(x; y)dy et 0 = A(x; y)f(x; y) +B(x; y)g(x; y):

2. On procéde de façon analogue pour résoudre :

dx

f(x; y; z)
=

dy

g(x; y; z)
=

dz

h(x; y; z)

8



Chapitre 1. Généralités et rappeles (sur EDP)

on cherche u et v indépendantes telles que :

du = A(x; y; z)dx+B(x; y; z)dy + C(x; y; z)dz

(respectivement pour dv) et

0 = A(x; y; z)f(x; y; z) +B(x; y; z)g(x; y; z) + C(x; y; z)h(x; y; z):

Solution générale d�une E.D.P. linéaire du premier ordre

Soit l�E:D:P

f(x; y; z)
@z

@x
+ g(x; y; z)

@z

@y
= h(x; y; z) (E)

Théorème 1.2.5 Pour résoudre l�équation (E) (ou h est non identiquement nulle) :

1. On examine si h(x; y; z) = 0 dé�nit une solution.

2. Dans le domaine h(x; y; z) 6= 0, on cherche 2 intégrales premiéres u et v du systéme

caractéristique

dx

f
=
dy

g
=
dz

h
(S)

Toute solution est alors dé�nie par

F [u(x; y; z); v(x; y; z)] = 0

F étant une fonction arbitraire.

Ou encore v(x; y; z) = '(u(x; y; z)),' étant une fonction arbitraire.

Remarque 1.2.1 Il faut qu�au moins une des fonctions u et v dépende de z.

9



Chapitre 1. Généralités et rappeles (sur EDP)

Exemple 1.2.2 Soit (E) : z @z
@x
=
p
1� z2

Cas particulier : (E) :

f(x; y)
@z

@x
+ g(x; y)

@z

@y
= 0

z = k est solution de (E) pour toute constante k, qu�on aurait obtenue par la méthode

générale en cherchant des intégrales premiéres de

dx

f
=
dy

g
=
dz

0

on retrouve que toute solution est de la forme

G(z;H(x; y)) = 0 ou z = F (H(x; y)):

Probléme de Cauchy

On appelle courbe caractéristique de l�équation (E) les solutions de son systéme

caractéristique (S).

Théorème 1.2.6 Par chaque courbe 
 caractéristique il passe une in�nité de sur-

faces solutions.

�Par toute courbe caractéristique en aucun point passe une solution unique de (E),

on l�appelle la solution au probléme de Cauchy relatif a 
 .

Théorème 1.2.7 (Résolution du probléme de Cauchy)

soit

f(x; y; z)
@z

@x
+ g(x; y; z)

@z

@y
= h(x; y; z); (E)

10



Chapitre 1. Généralités et rappeles (sur EDP)

et

dx

f(x; y; z)
=

dy

g(x; y; z)
=

dz

h(x; y; z)
(S)

son systéme caractéristique. Pour trouver la solution de (E) qui contient une courbe


 non caractéristique d�équation x = �(t); y =  (t); z = �(t); on élimine t entre les

équations

u(�(t);  (t); �(t) = a et v(�(t);  (t); �(t) = b

obtenues au moyen de deux intégrales premiéres u et v de (S). Ceci dé�nit une

fonction H(a; b) = 0.

L�équation de la solution est

H[u(x; y; z); v(x; y; z)] = 0

Si h = 0, on noubliera pas que z est une intégrale premiére.

E.D.P. non linéaires du premier ordre

Résolution de l�équation A(x;y)dx+B(x;y)dy = 0 Facteur intégrant

Dé�nition 1.2.4 Soient A et B deux fonctions de classe C1 dans un ouvert 
 de

R2. On appelle facteur intégrant de l�équation

A(x; y)dx+B(x; y)dy = 0 (M)

une fonction � telle que : @
@y
(uA) = @

@x
(uB)

11



Chapitre 1. Généralités et rappeles (sur EDP)

Cas particulier : @A
@y
(x; y) = @B

@x
(x; y)

Lorsque @A
@y
(x; y) = @B

@x
(x; y) toutes les constantes sont des facteurs intégrants.

H(x; y) =
R x
x0
A(u; y)du+

R y
y0
B(x0; v)dv ,H(x; y) = 0 dé�nit une solution de l�́ equation

(M)

passant par le point 
 de coordonnées (x0; y0):

Cas général :
@A

@y
(x; y) 6= @B

@x
(x; y)

si @A
@y
(x; y) 6= @B

@x
(x; y) il faut trouver un facteur intégrant.

Théorème 1.2.8 Soient A et B deux fonctions de classe C1 dans un ouvert 
 de R2

1. Toute solution � de l�équation linéaire @
@y
(uA) = @

@x
(uB) qui s�écrit aussi B(x; y)(@u

@x
)�

A(x; y)(@u
@y
) = �(x; y)(@A

@y
� @B

@x
). est un facteur intégrant

2. Si �0 est un facteur intégrant, a tout autre facteur intégrant � est associée une

fonction H qui dé�nit implicitement une solution de l�équation (M) telle que �(x; y) =

�0(x; y)H(x; y):

Soit � un facteur intégrant, alorsH(x; y) =
R x
x0
u(u; y)A(u; y)du+

R y
y0
u(x0; v)B(x0; v)dv

dé�nit la solution de (M) qui passe par le point(x0; y0):

Soit B(x; y)@u
@x
� A(x; y)@u

@y
= �(x; y)(@A

@y
� @B

@x
) l�équation des facteurs intégrants,

soit u une intégrale premiére dépendant de � du systéme caractéristique

12



Chapitre 1. Généralités et rappeles (sur EDP)

dx

B
=
�dy
A

=
du

u(@A
@y
� @B

@x
)

(H)

u(x; y; �) = k dé�nit pour chaque valeur de la constante k un facteur intégrant.

Exemple 1.2.3 Résoudre (x+ y)dx+ dy = 0

Solution 1.2.1 On remarque que @A
@y
= 1 6= @B

@x
= 0 il faut chercher un facteur

intégrant � solution de

@

@y
(�(x+ y)) = �+ (x+ y)

@u

@y
=
@u

@x

le systéme caractéristique est

dx

1
= � dx

x+ y
=
d�

u
=
dlnj�j
1

=
dx� dlnj�j

0

donc

x� lnj�j est une intégrale premiére : x� lnj�j = 0 dé�nit donc un facteur intégrant

soit � = ex.

Il faut alors résoudre ex(x+ y)dx+ exdy = 0 ;

la solution qui passe par x0 = 0; y0 = 0 est

Z x

0

eu(u+ y)du+

Z y

0

dv = (x+ y � 1)ex + 1:

Les solutions sont dé�nies par (x+ y � 1)ex = k ou y = 1� x+ ke�x

On véri�e immédiatement que dy = �dx� ke�xdx = (y + x)dx:

13



Chapitre 2

Quelques Méthodes de résolution

d�équation d�ondes, et la formule

de kircho¤

2.1 Changement de variables

Soit L�équation suivante :

a(x; y)
@2u

@x2
+ b(x; y)

@2u

@x@y
+ c(x; y)

@2u

@y2
) = F

�
x; y;u;

@u

@x
;
@u

@y

�
(")

ou a,b,c sont des fonction données, et F une fonction dé�nie dans un ouvert de R5

Proposition 2.1.1 On considère le changement de variables (�(x; y); �(x; y)) sup-

posé deux fois continument di¤érentiable, alors il existe des fonctions a0 ; b0 ; c0 et F 0

telles que

a0(x; y)
@2u

@�2
+ b0(x; y)

@2u

@�@�
+ c0(x; y)

@2u

@�2
) = F 0

�
�; �;u;

@u

@�
;
@u

@�

�
("0)

14



Chapitre 2. Quelques Méthodes de résolution d�équation d�ondes, et la formule de
kircho¤.

L�équation ("0) s�appelle la forme standard ou canonique de l�équation ("). De plus,

on a

�0(�; �) = b02(�; �)� 4a0(�; �)c0(�; �) = J2�(x; y)

Preuve. On pose u(x; y) = v(�(x; y); �(x; y)) : On va écrire maintenant les di¤érents

dérivées dans l�équation (") en fonction des dérivées partielles de la fonction v.

Pour cela, on utilise la règle de chaines pour exprimer les dérivées premières

@u

@x
=
@v

@�

@�

@x
+
@v

@�

@�

@x

@u

@y
=
@v

@�

@�

@y
+
@v

@�

@�

@y

On base sur les deux équations précédentes et encore une fois sur la règle de chaines,

on exprime les dérivées secondes comme suit

@2u
@x2

=
�
@�
@x

�2 @2v
@�2
+ 2

�
@�
@x

� �
@�
@x

�
@2v
@�@�

+
�
@�
@x

�2 @2v
@�2
+
�
@2�
@x2

�
@v
@�
+
�
@2�
@x2

�
@v
@�

@2u
@x@xy

=
�
@�
@x

� �
@�
@y

�
@2v
@�2
+
h�

@�
@x

� �
@�
@y

�
+
�
@�
@y

� �
@�
@x

�i
@2v
@�@�

+
�
@�
@x

� �
@�
@y

�
@2v
@�2
+
�
@2�
@x@y

�
@v
@�
+�

@2�
@x@y

�
@v
@�

@2u
@y2

=
�
@�
@y

�2
@2v
@�2
+ 2

�
@�
@y

��
@�
@y

�
@2v
@�@�

+
�
@�
@y

�2
@2v
@�2
+
�
@2�
@y2

�
@v
@�
+
�
@2�
@y2

�
@v
@�

En substituant ces expressions dans ("), l�équation suivante est obtenue

a0(x; y)
@2v

@�2
+ b0(x; y)

@2v

@�@�
+ c0(x; y)

@2v

@�2
= F 0

�
�; �;u;

@u

@�
;
@u

@�

�
("0)

où

a0 = a
�
@�
@x

�2
+ b
�
@�
@x

� �
@�
@y

�
+ c
�
@�
@y

�2
b0 = 2a

�
@�
@x

� �
@�
@x

�
+ b
h�

@�
@x

� �
@�
@y

�
+
�
@�
@y

� �
@�
@x

�i
+ 2c

�
@�
@y

��
@�
@y

�
c0 = a

�
@�
@x

�2
+ b
�
@�
@x

� �
@�
@y

�
+ c
�
@�
@y

�2
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F 0
�
�; �;u; @u

@�
; @u
@�

�
= a

�
@2�
@x2

�
@v
@�
+a
�
@2�
@x2

�
@v
@�
+b
�
@2�
@x@y

�
@v
@�
+b
�
@2�
@x@y

�
@v
@�
+c
�
@2�
@y2

�
@v
@�
+

c
�
@2�
@y2

�
@v
@�
+ F 0

0
�
�; �;u; @u

@�
; @u
@�

�
L�équation "0 est une EDP du second ordre dont son type est déterminer à l�aide de

la formule suivante

b02(�; �)� 4a0(�; �)c0(�; �) =J2 (b2(x; y)� 4a(x; y)c(x; y))

comme J 6= 0, les deux équations " et "0 sont de même type.

2.2 Rappels de Géometrie

Soit P0 = (x0; y0; z0) un point de R3:

les coordonnées sphérique d�origine P0 sont dé�nies comme indiqué sur la �gure par

l�angle polaire ', l�angle azimutal � et le module � ; � 2 [0; �] ; ' 2 [0; 2�] et � 2 R+:

soit P = (x; y; z) alors :

x� x0 = � sin � cos'

y � y0 = � sin � sin'

z � z0 = � cos �

on notra B(P0; r) la boule jP0P j2 � r2 de centre P0 et de rayon r et S(P0; r) la

sphére jP0P j2 = r2 . le vecteur unitaire �!n , normal a la sphére au point P et dirigé

vers l�extérieur de celle�ci est :
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�!n =

8>>>><>>>>:
� = sin � cos'

� = sin � sin'


 = cos �

En coordonnées sphérique l�élément de volume est :

dv = �2 sin �d�d�d' et l�élément de surface sur S(P0; �) est : d� = �2 sin �d�d':

Dé�nition 2.2.1 Soit � une fonction continue dans une boule B(P0; �) ,soit r � R

on appelle moyenne de � sur S(P0; r) la quantité :

M�(P0; r) =
1

4�r2

Z Z
S(P0;r)

� (x; y; z) d�

on peut l�exprimer de facon simple :

M�(P0; r) =
1

4�r2

Z �

�=0

Z 2�

'=0

r2 sin �� (x0 + r sin � cos'; y0 + r sin � sin'; z0 + r cos �) d�d'

=
1

4�

Z �

�=0

Z 2�

'=0

� (x0 + r�; y0 + r�; z0 + r
) sin �d�d'

si � = c est une constante Mc(P0; r) =
c
4�

R �
�=0

R 2�
'=0

sin �d�d' = c

2.3 L�équation d�onde en coordonnées sphérique

Soit l�équation d�onde (en trois dimensions)

@2u

@t2
= c2(

@2u

@x2
+
@2u

@y2
+
@2u

@z2
)

est égale en coordonnées sphériques : x = r sin (�) cos (�) ; y = r sin (�) sin (�) ; z =

17
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r cos (�) à

@2u

@t2
= c2(

@2u

@r2
+
2

r

@u

@r
+
1

r2
@2u

@�2
+
cot an (�)

r2
@u

@�
+

1

r2 sin2 (�)

@2u

@�2
):

Nous avons que

Méthode1 :

r =
p
x2 + y2 + z2; � = arctan

�y
x

�
et � = arctan

 p
x2 + y2

z

!
:

Conséquemment

@u

@x
=

xp
x2 + y2 + z2

@u

@r
� y

(x2 + y2)

@u

@�
+

xz

(x2 + y2 + z2)
p
x2 + y2

@u

@�

@2u

@x2
=

x2

(x2 + y2 + z2)

@2u

@r2
+

y2

(x2 + y2)2
@2u

@�2
+

x2z2

(x2 + y2 + z2)2(x2 + y2)

@2u

@�2

� 2xyp
x2 + y2 + z2(x2 + y2)

@2u

@�@r
+

2x2zp
(x2 + y2 + z2)3

p
x2 + y2

@2u

@�@r

� 2xyz

(x2 + y2 + z2)
p
(x2 + y2)3

@2u

@�@�
+

(y2 + z2)p
(x2 + y2 + z2)3

@u

@r

+
2xyp

(x2 + y2)2
@u

@�
+
y2z(x2 + y2 + z2)� 2x2z(x2 + y2)

(x2 + y2 + z2)2
p
(x2 + y2)3

@u

@�

@u

@y
=

yp
x2 + y2 + z2

@u

@r
� x

(x2 + y2)

@u

@�
+

yz

(x2 + y2 + z2)
p
x2 + y2

@u

@�
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@2u

@y2
=

y2

(x2 + y2 + z2)

@2u

@r2
+

x2

(x2 + y2)2
@2u

@�2
+

y2z2

(x2 + y2 + z2)2(x2 + y2)

@2u

@�2

+
2xy

(x2 + y2)
p
x2 + y2 + z2

@2u

@r@�
+

2y2zp
(x2 + y2 + z2)3

p
x2 + y2

@2u

@r@�

+
2xyz

(x2 + y2 + z2)
p
(x2 + y2)3

@2u

@�@�
+

(x2 + z2)p
(x2 + y2 + z2)3

@u

@r

� 2xy

(x2 + y2)2
@u

@�
+
x2z(x2 + y2 + z2)� 2y2z(x2 + y2)

(x2 + y2 + z2)2
p
(x2 + y2)3

@u

@�

@u

@z
=

zp
x2 + y2 + z2

@u

@r
�

p
(x2 + y2)

(x2 + y2 + z2)

@u

@�

@2u

@z2
=

z2

(x2 + y2 + z2)

@2u

@r2
+

(x2 + y2)

(x2 + y2 + z2)2
@2u

@�2
� 2z

p
x2 + y2p

(x2 + y2 + z2)3
@2u

@�@r

+
(x2 + y2)p
(x2 + y2 + z2)3

@u

@r
+

2z
p
x2 + y2

(x2 + y2 + z2)2
@u

@�

Conséquemment

@2u

@x2
+
@2u

@y2
+
@2u

@z2
=
@2u

@r2
+

1

(x2 + y2)

@2u

@�2
+

1

(x2 + y2 + z2)

@2u

@�2
+

2p
x2 + y2 + z2

@u

@r

+
z

(x2 + y2 + z2)
p
x2 + y2

@u

@�

Parce que x2 + y2 + z2 = r2 et x2 + y2 = r2 sin2 (�) ; nous obtenons que

@2u

@x2
+
@2u

@y2
+
@2u

@z2
=
@2u

@r2
+

1

r2 sin2 (�)

@2u

@�2
+
1

r2
@2u

@�2
+
2

r

@u

@r
+
cos (�)

r2
@u

@�

Alors l�équation d�ondes en coordonnées sphériques est
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@2u

@t2
= c2

�
@2u

@r2
+

1

r2 sin2 (�)

@2u

@�2
+
1

r2
@2u

@�2
+
2

r

@u

@r
+
cos (�)

r2
@u

@�

�
Méthode 2 :

@2u

@t2
= c2

�
@2u

@r2
+
2

r

@u

@r
+
1

r2
@2u

@�2
+
cot an (�)

r2
@u

@�
+

1

r2 sin2 (�)

@2u

@�2

�

x = r sin� cos � ,y = r sin� sin � ,z = r cos�

@u

@r
=

�
@u

@x

@x

@r

�
+

�
@u

@y

@y

@r

�
+

�
@u

@z

@z

@r

�
=
@u

@x
(sin� cos � ) +

@u

@y
(sin� sin �) +

@u

@z
(cos�)

20



Chapitre 2. Quelques Méthodes de résolution d�équation d�ondes, et la formule de
kircho¤.

@2u

@r2
=

@

@r

�
@u

@x
(sin� cos � ) +

@u

@y
(sin� sin �) +

@u

@z
(cos�)

�
=

@

@x
(sin� cos � )

��
@u

@x
(sin� cos � ) +

@u

@y
(sin� sin �) +

@u

@z
(cos�)

��
+
@u

@y
(sin� sin �)

�
@u

@x
(sin� cos � ) +

@u

@y
(sin� sin �) +

@u

@z
(cos�)

�
+
@u

@z
(cos�)

�
@u

@x
(sin� cos � ) +

@u

@y
(sin� sin �) +

@u

@z
(cos�)

�
= sin2 � cos2 �

@2u

@x2
+ sin2 � sin � sin �

@2u

@x@y
+ (sin� cos � cos�)

@2u

@x@z

+ sin2 � sin � sin �
@2u

@x@y
+ sin2 � sin2 �

@2u

@y2
+ sin� cos � cos�

@2u

@y@z

+ cos� sin� cos �
@2u

@y@z
+ cos� sin� cos �

@2u

@y@z
+ cos2 �

@2u

@z2

= sin2 � cos2 �
@2u

@x2
+ 2 sin2 � cos � sin �

@2u

@x@y
+ 2 sin� cos � sin �

@2u

@x@z

+ sin2 � sin2 �
@2u

@y2
+ 2 sin� cos� sin �

@2u

@y@z
+ cos2 �

@2u

@z2

@u

@�
=
@u

@x
(r cos� cos � ) +

@u

@y
(r cos� sin �)� @u

@z
r sin�

@2u

@�2
=

@

@�

�
@u

@x
r cos� cos � +

@u

@y
r cos� sin � � @u

@z
r sin�

�
=
@u

@x
(�r sin� cos �) + @2u

@x2
r2 cos2 � cos2 � + 2

@2u

@x@y
r2 cos2 � sin � cos �

� 2 @
2u

@x@z
r2 cos� cos � sin�+

@u

@y
(�r sin� sin �) + @2u

@y2
r2 cos2 � sin2 �

� 2 @
2u

@y@z
r2 cos� sin � sin�+

@u

@z
(�r cos�) + @2u

@z2
r2 sin2 �

@u

@�
=
@u

@x
(�r sin� sin �) + @u

@y
(r sin� cos �)
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@2u

@�2
=

@

@�

�
�@u
@x
r sin� sin � +

@u

@y
r sin� cos �

�
= �@u

@x
r sin� cos � +

@2u

@x2
r2 sin2 � sin2 � � 2 @

2u

@x@y
r2 sin2 � sin � cos �

� @u

@y
r sin� sin � +

@2u

@y2
r2 sin2 � cos2 �

@u

@z

Alors :

@2u

@t2
= c2

0BBBBBBBBBBBBBBBBB@

@2u
@x2
sin2 � cos+2 sin2 � cos � sin � @2u

@x@y
+ 2 sin� cos � sin � @2u

@x@z

+sin2 � cos2 � @2u
@x2
+ 2 sin2 � cos � sin � @2u

@x@y
+ 2 sin� cos � sin � @2u

@x@z

+2
r
cos�@u

@z
� 1

r
sin� cos � @u

@x
+ cos2 � cos2 � @2u

@x2
+ 2 @

2u
@x@y

cos2 � sin � cos �

�2 @2u
@x@z

cos� cos � sin�+ @u
@y
� 1

r
sin� sin � + @2u

@y2
cos2 � sin2 �

�2 @2u
@y@z

cos� sin � sin�� 1
r
cos�@u

@z
+ @2u

@z2
sin2 �+ 1

r
cos2 � cos �
sin�

@u
@x

1
r
cos2 � sin �
sin�

@u
@y
� 1

r
cos�@u

@z
� @2u

@z2
sin2 �+ 1

r
@u
@x

cos �
sin�

+ @2u
@x2
sin2 �

�2 @2u
@x@y

sin � cos � � 1
r
@u
@y

sin �
sin�

+ @2u
@y2
cos2 �

1CCCCCCCCCCCCCCCCCA

@2u

@t2
= c2

0BBBBBBBB@

@2u
@x2

�
sin2 � cos2 � + cos2 � cos2 � + sin2 �

�
+ @2u

@y2

�
sin2 � sin2 � + cos2 � sin2 � + cos2 �

�
+@2u
@z2

�
cos2 �+ sin2 �

�
+ @2u

@x@y

�
2 sin2 � cos � sin � + 2 cos2 � sin � cos � � 2 sin � cos �

�
+ @2u
@x@z

(2 sin� cos� cos � � 2 cos� cos� sin�) + @2u
@y@z

(2 sin� cos� sin � � 2 cos� sin � sin�)

+1
r
@u
@x

�
sin� cos � +

cos �(cos2 ��1)
sin�

�
+ 1

r
@u
@y

�
sin� sin � +

sin �(cos2 ��1)
sin�

�

1CCCCCCCCA
Donc :

@
2
u

@t2
= c2

�
@2u

@x2
+
@2u

@y2
+
@2u

@z2

�
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Chapitre 2. Quelques Méthodes de résolution d�équation d�ondes, et la formule de
kircho¤.

2.4 Formule de kircho¤

Théorème 2.4.1 Soit (E) @2u
@t2
= c2

�
@2u
@x2
+ @2u

@y2
+ @2u

@z2

�
l�équation des ondes dansR3:

Soit � = sin � cos' , � = sin � sin' et 
 = cos �:

A. pour toute fonction g de classe C2 dans R3 il existe une seule solution de (E) telle

que :

u(x; y; z) = 0 et
@u

@t
(x; y; z; 0) = g(x; y; z);

cette solution est u(x0; y0; z0; t) = 1
4�c2t

R R
S(P0;ct)

g(x; y; z)d�:

u(x0; y0; z0; t) =
t
4�

R �
�=0

R 2�
'=0

g(x0+ct sin � cos'; y0+ct sin � sin'; z0+ct cos �) sin �d�d'

, ce qu�on peut aussi écrire :

u (P0; t) = tMg (P0; ct) : la valeur de u en P0 a l�instant t est égale a t fois la moyenne

de g sur la sphére de centre P0 et de rayon ct . (Il s�agit de la sphére et non de la boule !)

B. pour toute fonction g de classe c2 et toute fonction f de classe c3 il existe une

seule solution u de (E) telle que :

u(x; y; z; 0) = f(x; y; z) et @u
@t
(x; y; z; 0) = g(x; y; z);

cette solution est donnée par la formule de KIRCHOFF :

u(x0; y0; z0; t) =
1

4�c2t

R R
S(P0;ct)

g(x; y; z)d� + @
@t

h
1

4�c2t

R R
S(P0;ct)

f(x; y; z)d�
i

u(x0; y0; z0; t) =
1

4�c2t2

R R
S(P0;ct)

h
tg(x; y; z)� f(x; y; z) + ct

�
�@f
@x
+ � @f

@y
+ 
 @f

@z

�
(x; y; z)

i
d�,

ce qui peut aussi s�écrire :

u(x0; y0; z0; t) = tMg (P0; ct)+
d
dt
[tMf (P0; ct)] ; et en posant h = tg�f+

�
�@f
@x
+ � @f

@y
+ 
 @f

@z

�
et on obtient la formule :

u(x0; y0; z0; t) =Mh (P0; ct) (ou h dépend de t).

Preuve. Soit u une fonction de classe c2, nous allons calculerR R R
B(P0;r)

@2u
@t2
(x; y; z) dxdydz et

R R R
B(P0;r)

@2u
@x2
+ @2u

@y2
+ @2u

@z2
dxdydz:
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a.
R R R

B(P0;r)
@2u
@t2
(x; y; z) dxdydz =

=
R r
�=0

R �
�=0

R 2�
'=0

�2 sin � @
2u
@t2
(x0 + ��; y0 + ��; z0 + 
�) d�d�d'

=
R r
�=0

�2 @
2

@t2

hR �
�=0

R 2�
'=0

u (x0 + ��; y0 + ��; z0 + 
�) d�d'
i
d�

=
R r
�=0

�24� @
2Mu

@t2
(�; t) d� ou Mu(�;t) désigne Mu(t;x;y;z) (p0; �) :

b. Soit �!v le vecteur de coordonnées @u
@x
; @u
@y
; @u
@z
(�!v = gradu)R R R

B(P0;r)
@2u
@x2
+ @2u

@y2
+ @2u

@z2
dxdydz =

R R
S(P0;r)

�!n �!v d�

=
R �
�=0

R 2�
'=0

�
�@u
@x
+ � @u

@y
+ 
 @u

@z

�
(x0 + �r; y0 + �r; z0 + 
r) r2 sin �d�d'

=r2 @
@r

R �
�=0

R 2�
'=0

u (x0 + �r; y0 + �r; z0 + 
r) sin �d�d' = 4�r2 @Mu

@r
(r; t) :

c. Si u est solution de (E)
R R R h

@2u
@t2
� c2

�
@2u
@x2
+ @2u

@y2
+ @2u

@z2

�i
dxdydz = 0

donc c2r2 @Mu

@r
(r; t) =

R r
0
�2 @

2Mu

@t2
(�; t) d� et

r2c2 @
2Mu

@r2
(r; t) + 2rc2 @Mu

@r
(r; t) = r2 @

2Mu

@t2
(r; t)

soitNu (r; t) = rMu (r; t) ,si u est solution de (E) :

c2 @
2Nu
@r2

(r; t) = @2Nu
@t2

(r; t) de plus Nu véri�e les conditions :

(F1)

8>>>><>>>>:
Nu (r; 0) = rMu (r; 0) = 0

Nu (0; t) = 0

@
@t
[Nu (r; 0)] = r @Mu

@t
(r; 0) = rMg(r)

supposons r � ct alors Nu (r; t) = 1
2c

R ct+r
ct�r �Mg (�) d�:

pour trouver u(x0; y0;z0; t) nous utilisons la relation :

u(x0; y0;z0; t) = limr!0 Mu (r; t) .

or limr!0 Mu (r; t) = limr!0
1
r
[Nu (r; t)] = limr!0

1
r
[Nu (r; t)�Nu (0; t)] =

@Nu
@r
(0; t),

or @Nu
@r
(r; t) = 1

2c
[(ct+ r)Mg (ct+ r) + (ct� r)Mg (ct� r)] ; donc @Nu

@r
(0; t) = tMg(ct)

ce qui est le résultat annoncé.

on établit le second résultat d�une façon analogue : on cherche u qui véri�e u(x; y; z; 0) =

f(x; y; z) et @u
@t
(x; y; z; 0) = 0: Nu véri�e alors les conditions suivantes :
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Chapitre 2. Quelques Méthodes de résolution d�équation d�ondes, et la formule de
kircho¤.

(F2)

8>>>><>>>>:
Nu (r; 0) = rMu (r; 0) = rMf (r)

Nu (0; t) = 0

@
@t
Nu (r; 0) = 0

alors Nu (r; t) = 1
2
[(r + ct)Mf (r + ct)� (ct� r)Mf (ct� r)] pour ct � r;

@Nu
@r
(r; t) = 1

2
[Mf (r + ct)�Mf (ct� r)]+1

2

�
(r + ct)M 0

f (r + ct) + (ct� r)M 0
f (ct� r)

�
et u(x0; y0; z0; t) =Mf (ct) + ctM 0

f (ct) =
d
dt
[tMf (ct)] :

La solution qui véri�e à la fois

8><>: u(x; y; z; 0) = f(x; y; z)

@u
@t
(x; y; z; 0) = g(x; y; z)

ne peut ètre que tMg(ct) +
d
dt
[tMf (ct)] :

Les formules ainsi obtenues expriment la forme nécessaire d�une solution de (E)

véri�ant les conditions imposéés.

Il faudrait véri�er qu�une telle expression est bien une solution de (E) véri�ent les

conditions .

C�est un calcul long et un peu délicat que nous ne ferons pas.
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Annexe B : Abréviations et

Notations

Les di¤érentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont

expliquées ci-dessous :

EDP : Équation aux dérivées partielles

t : temps a dimensionnel

@
@t

: Dérivées partielle

� : Le discriminant
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Résumé : 

 

 

 

 

 

Abstract : 

 

 

 

 

 

 الملخص :

 
 

L'objectif principal de ce mémoire est de trouver des 

solutions à l'équation d’onde dans R³ qui est la formule 

de kirchoff 

Mots clés : 

l'équation d’onde-- la formule de kirchoff 

 

The main objective of this memory is to find solutions 

to the wave equation in R³ which is kirchoff’s formula 

Key words : 

 the wave equation-- kirchoff’s formula 

بعد الثالث الذه المذكرة هو إيجاد حلول معادلة الموجات في الهدف الرئيسي من ه 

 والذي هو عبارة عن صيغة كيرشوف 

  ةالكلمات المفتاحي :

صيغة كيرشوف --معادلة الموجات  
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