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Notations et symbols

(
;F) : Espace mesurable.

(Ft)t>0 Filtration.

(
;F ;P) Espace probabilisé.

L0 (F) L�ensemble des variables aléatoires F-mesurables.

L1F(
;P)
L�ensemble des fonctions réelles F-mesurables et intégrables par raport

à la probabilité de P
(
;F ; (Ft)t>0;P) Espace probabilisé �ltré.

dt� p:p Presque partout par rapport la mesure dt.

P� p:s Presque sûrement pour la mesure de probabilité P.

B(Rd) Tribu Borélienne sur Rd

C1
Ensemble des fonctions un efois dérivables et la premiére dérivée

est continue
C2

Ensemble des fonctions deux fois dérivables et la dérivée seconde
est continue

EDS Equations Di¤érentielles Stochastiques.

U Ensemble de controles admissibles.

J(:) La fonction de coût à minimiser.

u� Controle optimal.

H(t; xt; ut; pt) Hamiltonien.
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Introduction

Le contrôle stochastique optimal constitue un domaine fondamental des mathéma-

tiques appliquées, visant à optimiser un critère (coût ou gain) dans des systèmes

dynamiques in�uencés par des perturbations aléatoires. Lorsqu�on considère des inter-

ventions non régulières du contrôleur, on entre dans le cadre des problèmes de contrôle

singulier, caractérisés par une plus grande complexité analytique et des dé�s théoriques

notables.

Ce mémoire s�inscrit dans une démarche purement théorique, avec objectif d�étudier

une classe particulière de ces problèmes : le contrôle stochastique optimal singulier.

Nous développons les outils mathématiques nécessaires pour formuler et démontrer les

conditions d�optimalité, notamment à travers un principe du maximum stochastique.

Pour structurer cette étude, le travail s�articule en trois chapitres :

Le premier chapitre est consacré aux notions fondamentales des probabilités et des

processus stochastiques.

Le deuxième chapitre traite des équations di¤érentielles stochastiques (EDS). Après

avoir établi les inégalités de base (Gronwall, Burkholder-Davis-Gundy. . . ), nous dé�-

nissons les EDS, étudions leurs conditions d�existence et d�unicité, et présentons des

résultats clés liés à la stabilité des solutions.

Le troisième chapitre constitue le c�ur du mémoire. Il est dédié à l�étude du contrôle

stochastique optimal, avec un accent particulier sur le cas singulier. On y explore les

di¤érentes classes de contrôles, les critères de performance, les méthodes de résolution

(programmation dynamique, principe du maximum de Pontryagin), et en�n, on déve-
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Introduction

loppe une formulation complète du principe du maximum dans le cadre singulier, en

établissant les hypothèses nécessaires et les équations adjointes associées.

Ce travail a pour vocation de poser un cadre rigoureux pour l�analyse du contrôle

singulier, ouvrant la voie à des études ultérieures plus poussées, aussi bien du point de

vue théorique qu�éventuellement numérique ou appliqué.
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Chapitre 1

Généralités et rappeles

1.1 Rappels fondamentaux sur les probabilités

Dé�nition 1.1.1 Une tribu (�-algebra en Anglais) F sur 
; ensemble quelconque

non vide, est un sous-ensemble de P(
) véri�ant les propriétés suivantes :

1. 
 2 F ;

2. F est stable par complémentarité i.e :(8i 2 I; 8Ai 2 F ) Aci 2 F);

3. F est stable par réunion dénombrable i.e :(8i 2 I; 8Ai 2 F ; [
i2I
Ai 2 F):

Dé�nition 1.1.2 Le couple (
;F)est dit espase mesurable ou espase probabili-

sable, les éléments de F sont appelés les ensembles mesurables.

Dé�nition 1.1.3 Soit A une partie quelconque de P(
).On appelle tribu engendrée

par A l�intersection de touts les tribus contenant A, notée �(A):

Dé�nition 1.1.4 Soit (
; �) un espace topologique .On appelle tribu borélienne sur


, la tribu engendrée par � , i.e., �(�), notée B(
):

Dé�nition 1.1.5 Soit (
;F) un espace mesurble.On appellemesure sur F toute fonc-

tion d�ensemble � dé�nie sur F positive telle que :

3



Chapitre1.Généralités et rappeles

1. 8A 2 F ; �(A) <1;

2. Si (An) sont deux a deux disjoints (An \ Am = � si n 6= m) alors :

�

 1[
n

An

!
=

1X
n=1

�(An);

le triplet (
;F ; �) est alors appelé espace mesuré.

Notons que si �(
) = 1; alors � est dit mesure de probabilité et (
;F ; �) est dit espace

probabilisé.

Dé�nition 1.1.6 Soient (
;F)et (E;�) deux espaces mesurables. Une application f

de 
 dans E est dite (F ;�) mesurable si :

f�1(A) 2 F ; 8A 2 �

où

f�1(A)
d�ef
= fw 2 
=f(w) 2 Ag:

Dans le cas où � est une tribu borélienne, ou écrira simplement F� mesurable.

1.1.1 Processus stochastique

soit (
;F ;P) un espace de probabilité. 
 est un ensemble, F est une tribu contenue

dans l�ensemble des parties de 
 et P est une probabilité sur la tribu F

Dé�nition 1.1.7 (La �ltration) soit (
;F ;P) un espace de probabilité, une �ltration

sur cet espace est une famille croissante fFt; 0 � t � +1gde sous tribu de F . On a

alors, pour tous 0 � s � t :

F0 � Fs � Ft � F1 � F :

On dit que (
;F ; (Ft)t>0;P) est un espace probabilité �ltré.
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Chapitre1.Généralités et rappeles

Dé�nition 1.1.8 (Processus stochastique) un processus stochastique( ou fonction

aléatoire) est une famille de variable aléatoires (Xt; t 2 [0;+1[)dé�nies sur le même

espace de probabilité.

Dé�nition 1.1.9 (La mesurabilité)un processus X est dit mesurable si l�application

suivante est mesurable :

([0;+1[� 
; B ([0;+1[)
F) �!
�
Rd; B

�
Rd
��

(t; w) �! Xt(w)

� On dit que le processus est à trajectoires continues (ou est continu) si les appli-

cations t! Xt(w) sont continues pour presque tout w:

� Un processus est dit càdlag (continu à droite, pourvu de limites à gauche) si ses

trajectoires sont continues à droite, pourvues de limites à gauche. Même dé�nition

pour càglad.

Dé�nition 1.1.10 Un processus (Xt)t�0est dit adapté(par rapport a une �ltration Ft)

si Xt est Ft�mesurable pour tout t:

1.1.2 Espérance conditionnelle

Notons L1F (
;P) l�ensembles des fonctions réelles F-mesurables et intégrables par rap-

port à la mesure de probabilité P:

Dé�nition 1.1.11 Soit X 2 L1 (
;P) et G une sous-tribu de F .On dé�nit l�espérance

conditionnelle de X sachant G, l�unique variable aléatoire E(X j G) G-mesurable sur


 telle que : Z
A

E (X j G) dP =
Z
A

XdP;8A 2 G:
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Chapitre1.Généralités et rappeles

Propriétés de l�espérance conditionnelle

1. Linéarité. Soit X, Y 2 L1F (
;P), alors 8 (a; b) 2 R2 :

E (aX + bY j G) = aE (X j G) + bE (Y j G) :

2. Monotonie. Soit X et Y 2 L1F (
;P) telles que X � Y . Alors

E (X j G) � E (Y j G) ;

en particulier

X � 0) E (X j G) � 0:

3. E (E (X j G)) = E (X), 8X 2 L1F (
;P) :

4. E (XY j G) = Y E (X j G), pour toute X 2 L1F (
;P) et Y G-mesurable telles que

XY 2 L1F (
;P).

5. Si X est indépendante de G, E (X j G) = E (X) :

(La démonstration voir [4]).

1.1.3 Mouvement brownien

On se donne un espace (
;F ;P) et un processus (Bt; t � 0) sur cet espace.

Dé�nition 1.1.12 Le processus (Bt; t � 0) est un mouvement Brownien (standard)

si :

1. P (B0 = 0) = 1 (le mouvement Brownien est issu de l�origine).

2. 8s � t; Bt�Bs est une variable réelle de loi gaussienne, centrée de variance (t�s).

3. 8n; 8ti; t0 � t1 � ::: � tn; les variables(Btn � Btn�1 ; :::; Bt1 � Bt0 ; Bt0)sont indé-

pendantes.
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Chapitre1.Généralités et rappeles

1.1.4 Martingales

Dé�nition 1.1.13 Soient (
;F ; (Ft)t>0;P)un espace probabilisé �ltré. Un processus

stochastiqu(Xt; t � 0), F t-adapté tel que E(Xt) < 1, est dit :

1. Martingale si :

E(Xt j Fs) = Xs; 8t; s 2 I; s � t:

2. Sous martingale si :

E(Xt j Fs) � Xs; 8t; s 2 I; s � t:

3. Sur martingale si :

E(Xt j Fs) � Xs; 8t; s 2 I; s � t:

Remarque 1.1.1 Si B est un MB, alors fB2t � tgt�0 est fexp(�Bt � �2t=2)gt�0sont

des martingales.

Dé�nition 1.1.14 (Temps d�arrêt) Soit (
;F ; (Ft)t>0;P) un espace de probabilité

�ltré, un temps d�arrêt est une variable aléatoire � F-mesurable à valeurs dans [0;1]

telle que :

8t � 0; f� � tg 2 Ft:

1.1.5 Calcul d�Itô

Intégrale d�Itô

Dé�nition 1.1.15 L�intégrale stochastique ou l�intégrale d�Itô est une intégrale de la

forme : Z t

0

�sdBs;

où (Bt)t�0 est une mouvement brownien et (�t)t�0 un processus stochastique répondant

à certains critéres d�intégrabilité.
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Chapitre1.Généralités et rappeles

Formule d�ito

Théorème 1.1.1 (Première formule d�Itô) Toute fonction f 2 C2 (R) à dérivée

seconde bornée véri�e p.s :

f(Bt) = f(B0) +

Z t

0

f
0
(Bs)dBs+

1

2

Z t

0

f
00
(Bs)ds;8t � T:

La notion in�nitésimale de cette relation est :

df(Bs) = f
0
(Bs)dBs+

1

2
f
00
(Bs)ds:

Théorème 1.1.2 (Deuxième formule d�Itô) Soit f une fonction dé�nie sur R+�

R de classe C1 par rapport à t de classe C2 par rapport à x. On a :

f(t;Xt) = f(0; X0)+

Z t

0

f
0

s(s;Xs)ds+

Z t

0

f
0

x(s;Xs)dXs+
1

2

Z t

0

f
00

x;x(s;Xs)d < X;X >s :

Processus d�Itô

Dé�nition 1.1.16 Un processus d�Itô est un processus de la forme :

Xt = X0 +

tZ
0

bsds+

tZ
0

�sdBs; 8 0 � t � T;

où X0 est F0-mesurable, b et � sont deux processus progressivement mesurables véri�ant

les conditions d�intégrabilité :

TZ
0

jbsj ds <1 p.s. et

TZ
0

j�sj2 ds <1 p.s:

On note de manière in�nitésimale :

dXt = btdt+ �tdBt:

8



Chapitre1.Généralités et rappeles

L�étude que nous avons menée jusqu�à maintenant nécessitait des conditions d�intégra-

bilité plus fortes sur les processus b et �: A�n de pouvoir présenter ici la démonstration

de certains résultats de cette partie, nous aurons besoin d�imposer les conditions d�in-

tégrabilités suivantes :

E
�Z T

0

j bt j2 ds
�
<1 et E

�Z T

0

j �t j2 ds
�
<1:

9



Chapitre 2

Equation di¤érentielles

stochastiques

C e chapitre traite des équation di¤érentielles stochastique (EDS), essentielles

pour modéliser les systèmes dynamiques soumis à des perturbations aléatoires.

Nous présentons d�abord les outils théoriques nécessaires, tels que le lemme de Gron-

wall et certaines inégalités fondamentales. Ensuit, nous étudions l�existence et l�uni-

cité des solutions des EDS en utilisant l�itération de Picard. En�n, nous analyson

le cas des EDS linéaires et leur rôle dans le contrôle stochastique optimal, posant

ainsi les bases pour le chapitre suivant.

2.1 Quelque inégalités classiques

2.1.1 Inégalité de Burkholder-Davis-Gundy(BDG)

L�inégalité de (BDG) est une estimation imporatante pour les intégrale stochastique.Elle

permet de contrôler la norme LP du supremum d�une martingale par la norme LP de

sa variation quadratique.

Théorème 2.1.1 Soit B un moument brownian (en dimention d). Il existe une constante

10



Chapitre2.Equation di¤érentielles stochastiques

CP � 1; pour tout p > 0 tel que pour tout temps d�arret T ona :

E

�
sup
t�T

j
Z t

0

f(s)dBs jp
�
� CPE

"�Z t

0

j f(s) j2 ds
� p

2

#
:

2.1.2 lemme de Gronwall

Le lemme de Gronwall est un outil essensiel pour montrer l�unicité des solutions des

EDS. Il permet d�optenir une borne exponentielle sur une fonction qui satisfait une

inégalité intégrale.

Lemme 2.1.1 Soients f et � deux fonctions continue sur [0; T ] non négative, c0une

constante positive,

Si :

�(t) � c0 +
Z t

0

f(s)�(s)ds; 8t 2 [0; T ] :

Alors :

�(t) � c0 exp
Z t

0

f(s)ds; 8t 2 [0; T ] :

2.1.3 Inégalité de Cauchy-Schwartz

Soientf; g deux fonctions carré intégrables on a :

E (f � g) �
�
E(f 2) � E(g2)

� 1
2 :

2.1.4 Inégalité de Doob

Théorème 2.1.2 soit (Mn; n 2 N)une martingale réelle de carré intégrable :

E
�
max
0�k�n

M2
k

�
� 4E

�
M2
n

�
:

11



Chapitre2.Equation di¤érentielles stochastiques

En particulier,

E
�
sup
n2N
M2
n

�
� 4E

�
M2
n

�
:

2.2 Dé�nition et formulation des EDS

Dé�nition 2.2.1 Une équation di¤érentielle stochastique (EDS) est une équation de

la forme

Xt = x+

tZ
0

b (s;Xs) ds+

tZ
0

� (s;Xs) dBs; (2.1)

ou sous la forme 8><>: dXt = b (t;Xt) dt+ � (t;Xt) dBt;

X0 = x:

L�inconnue est le processus X. Le problème est, comme pour une équation di¤éren-

tielle ordinaire, de montrer que sous certaines conditions sur les coe¢ cients, l�equation

di¤éerentielle a une unique solution. Il est utile de préciser les données.

Soit b et �deux fonctions de R+ �Rn à valeurs réelles données. On se donne également

un espace (
;F ;P) muni d�une �ltration (Ft) et un (Ft) mouvement brownien B sur cet

espace. Une solution de (2:1) est un processus X continu Ft-adapté tel que les intégralesR t
0
b(s;Xs)ds et

R t
0
�(s;Xs)dBs ont un sens et l�égalité (2:1) est satisfaite pour tout t,

P p.s.

Le coe¢ cient b s�appelle la dérive et � est appelé di¤usion.

2.3 Existence et unicité des solution des EDS

Théorème 2.3.1 (Existence et unicité) Si b et � sont des fonctions continues, telles

qu�il existe k > 0; avec

1. jb (t; x)� b (t; y)j+ j� (t; x)� � (t; y)j � k jx� yj ; pour tout x; y 2 R:

2. jb (t; x)j+ j� (t; x)j � k (1 + jxj) :

12



Chapitre2.Equation di¤érentielles stochastiques

3. E
�
jxj2
�
<1:

alors, pour tout T � 0; l�équation (2:1) possède une unique solution dans l�intervalle

[0; T ] : De plus cette solution véri�é :

E

�
sup
0�t�T

j Xt j2
�
< +1:

Preuve. Notons par H2 l�espace de Banach constitué des processus Xt progressivement

mesurables tel que :

E

�
sup
0�t�T

j Xt j2
�
< +1:

H2
c est le sous-espace de H

2 formé par des processus continus.

� Existance

Nous utilison la méthode itérative de Picard pour construire la solution. Nous

dé�nissons une suit de processus Xn
t par récurrence comme suit :

X0
t = x:

X1
t = x+

tZ
0

b (s; x) ds+

tZ
0

� (s; x) dBs

Xn
t = x+

tZ
0

b
�
s;Xn�1

s

�
ds+

tZ
0

�
�
s;Xn�1

s

�
dBs:

Par réccurance,nous prouvons que chaque Xn
t est continu et adapté, ce qui garantit

que les intégrales stochastiques sont bien dé�nies.

Nous montrons qu�il existe une constante Cn telle que, pour tout t 2 [0; T ] ; l�espé-

rance de (Xn
t )
2est bornée :

E
�
(Xn

t )
2� � Cn: (2.2)

Pour garantir la convergence de la suite (Xn
t ) ; nous utilisons une estimation de la

fonction � :

j� (s; y)j � k0 + k jyj ;8s 2 [0; T ] ; y 2 R:

13



Chapitre2.Equation di¤érentielles stochastiques

En appliquant cette majoration, nous obtenons :

E
�
(Xn

t )
2� � 3

0@j x j2 +E
240@ tZ

0

b
�
s;Xn�1

s

�
ds

1A235+ E
240@ tZ

0

�
�
s;Xn�1

s

�
dBs

1A2351A
� 3

0@j x j2 +tE
240@ tZ

0

b
�
s;Xn�1

s

�2
ds

1A35+ E
240@ tZ

0

�
�
s;Xn�1

s

�2
ds

1A351A
� 3

0@j x j2 +4 (1 + T )E
24 tZ
0

�
K

02 +K2(Xn�1
s

�2
)ds

351A
� Cn avec Cn = 3

�
j x j2 +4T (1 + T ) (K 02 +K2Cn�1)

�
:

Pour justi�er le calcul du moment d�ordre deux de l�intégrale stochastique,nous

utilisons l�hypothèse :

E

240@ tZ
0

�
�
s;Xn�1

s

�2
ds

1A35 � 1:
Cette condition est obtenue grace aux hypothèses sur � et à l�argumentation précé-

dente.

Par ailleurs, la majoration :

jb (t; x)� b (t; y)j+ j� (t; x)� � (t; y)j � k jx� yj ;

et l�hypothèse sur � impliquent que le processus

tZ
0

�
�
s;Xn�1

s

�
dBs;

est une martingale locale bornée dans L2 sur l�intevalle[0; T ] :

Nous utilisons cette propriété pour estimer :

E

�
sup
0�s�t

j Xn+1
s �Xn

s j2
�
:

14
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Nous avons :

Xn+1
t �Xn

t =

tZ
0

�
b (s;Xn

s )� b
�
s;Xn�1

s

��
ds+

tZ
0

(� (s;Xn
s )� �

�
s;Xn�1

s

�
)dBs:

En appliquant l�inégalité de Doob, nous obtenons :

E

�
sup
0�s�t

j Xn+1
s �Xn

s j2
�

� 2E

24 sup
0�s�t

j
sZ
0

(b (r;Xn
r )� b

�
r;Xn�1

r

�
)dr j2

35+ 2E
24 sup
0�s�t

j
sZ
0

(� (r;Xn
r )� �

�
r;Xn�1

r

�
)dBr j2

35
� 2

0@4E
240@ tZ

0

(b (r;Xn
r )� b

�
r;Xn�1

r

�
)dr

1A235+ 4E
240@ tZ

0

(� (r;Xn
r )� �

�
r;Xn�1

r

�
)dBr

1A2351A
� 2

0@4 C E
24 tZ
0

(b (r;Xn
r )� b

�
r;Xn�1

r

�
)2dr

35+ 4 T E
24 tZ
0

(� (r;Xn
r )� �

�
r;Xn�1

r

�
)2dr

351A
� 8 (C + T ) k2E

24 tZ
0

j Xn+1
t �Xn

t j2 du

35
� CTE

24 tZ
0

sup
0�u�r

j Xn
u �Xn�1

u j2 dr

35 :
Nous notons :

CT = 8 (C + T )K
2:

Si nous dé�nissons :

wn(u) = E

�
sup
0�s�u

j Xn
s �Xn�1

s j2
�
; alors nous obtenons :wn+1(t) � CT

tZ
0

wn(u)du:

D�autre part,en utilisant l�équation 2.2 et les estimateur précédentes,on montre que

la suit des fonctions wn et bornée sur [0; T ] :

En particullier, il existe une constante C
0
t telle que :

w0(t) � C
0

t ;8t 2 [0; T ] :

15
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Par récurrence et en appliquant l�inégalité 2.2, on montre que pour tout n � 0; t 2

[0; T ] ;on a :

wn(t) � C
0

T (CT )
n T

n

n!
:

D�après cette dernière inégalité, nous avons :

X
n�0

k sup
0�t�t

j Xn+1
t �Xn

t jkL1

�
X
n�0

k sup
0�s�t

j Xn+1
s �Xn

s jkL2

�
q
C

0
T

X
n�0

(CT )
n
2

p
n

<1:

Ainsi, la série supt j Xn+1
t �Xn

t jcoverge p-p.s,et donc Xn converge uniformément sur

[0; T ] vers un processus X continu.

De plus,comme la convergence se produit dans H2, nous avons : X 2 H2:

on peut alors véri�er que X est bien solution de l�équation (2:1):

�Unicité de la solution :

Supposons qu�il existe deux solutions X et X
0
véri�ant l�équation (2:1): Pour tout

t 2 [0; T ], nous avons :

X(t)�X 0
(t) =

tZ
0

� (s;Xs)� �
�
s;X

0

s

�
dBs +

tZ
0

b (s;Xs)� b
�
s;X

0

s

�
ds:

En utilisant l�inégalité classique :

(a+ b)2 � 2a2 + 2b2; nous obtenons l�estimation suivante :

E(j X(t)�X 0
(t) j2) � 2E

24j tZ
0

(� (s;Xs)� �
�
s;X

0
s

�
)dBs j2

35
+2E

24j tZ
0

(b (s;Xs)� b
�
s;X

0
s

�
)ds j2

35

16
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D�après l�inégalité de Cauchy-Schwarz et l�hypothèse de Lipschitz sur b, nous avons :

E

24j tZ
0

(b (s;Xs)� b
�
s;X

0

s

�
)ds j2

35 � TE
24 tZ
0

j b (s;Xs)� b
�
s;X

0

s

�
ds j2

35
� L2T

tZ
0

E
h
j Xs �X

0

s j2
i
ds:

De même, pour le second terme par l�hypothèse de Lipschitz sur �, nous utilisons

l�isométrie d�ito :

E

24j tZ
0

(� (s;Xs)� �
�
s;X

0

s

�
)dBs j2

35 = E
24 tZ
0

j � (s;Xs)� �
�
s;X

0

s

�
j2 ds

35
� L2

tZ
0

E
h
j Xs �X

0

s j2
i
ds::

En combinant ces inégalités, nous obtenons :

E(j X(t)�X 0
(t) j2) �

�
L2T + L2

� tZ
0

E
h
j Xs �X

0

s j2
i
ds:

Par le lemme de Gronwall, il en résulte que :

E(j X(t)�X 0
(t) j2) = 0;8t 2 [0; T ] :

Ce qui implique que X (t) = X 0(t) presque surment,prouvant l�unicité de la solution

de l�équation di¤érentielle stochastique 2.1 .
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Chapitre 3

Classe de contrôle optimal

stochastique

D ans ce chapitre, nous présentons les principales classes de contrôles stochasti-

queset les méthodes utilisées pour leur résolution, notamment le principe de

programmation dynamique et le principe du maximum.

3.1 Contrôle

Un contôrle est un processus (ut)t adapté par rapport une �ltration, et prend ses valeurs

dans un espace de contrôle A.

3.1.1 Classes de contrôles

Contrôle optimal

On dit que le contrôle u est optimal si :

J (u�) � J (u) ; 8u 2 U: (3.1)

18



Chapitre3.Classe de controle optimal stochastique

Contrôle presque optimal

u" est un contrôle presque optimal (ou "�optimal) si pour tout contrle u 2 U on a :

J (u") � J (u) + "; 8u 2 U; et " > 0:

Contrôle admissible

On appelle contrôle admissible tout processus ut où t 2 [0; T ] mesurable et Ft-adapté

à valeur dans un borélienne A de Rn. Notons par U l�ensemble de tous les contrôle

admissible :

U = fu : [0; T ]� 
 �! A, tel que u est Ft-adaptég : (3.2)

Controle relaxé

Soit V l�ensemble des mesures de Radon sur[0; T ]� A dont la projection sur [0; T ]

coïncide avec la mesure de Lebesgue dt muni de la topologie de la convergence stable

des mesures. L�espace V est muni de sa tribu borélienne, qui est la plus petite tribu telle

que l�application q !
R
f(s; a)q(ds; da) soit mesurable pour toute fonction f mesurée,

limitée et continue en a.

Un controle relaxé q est une variable aléatoire q(w; dt; da) à valeur dans V telle que

pour chaque t;1[0;t] q estFt-mesurable (Ft� @(Bs0 � s � t)). Tout controle relaxé peut

être intégré en q(w; dt; da) = dtq(w; t; da) où q(t; da) est un processus progressivement

mesurable à valeurs dans l�espace des mesures de probabilités.

Contrôle feed-back

Soit ut un contrôle Ft-adapté, et soit
�
FX
t

	
la �ltration naturelle engendrée par le

processus X. Si ut adapté par rapport la �ltration
�
FX
t

	
on dit que ut est feed-back

contrôle. On dit aussi qu�un controle u est feed-back si et seulement si u dépend de X.
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Arrêt optimal

Généralement, dans les modèles de contrôles en �nance, l�horizon du problème est �xé,

soit �ni soit in�ni. Il existe de nombreuses applications où le controleur a aussi la

possibilité de décider l�horizon de son objectif. La décision de stopper le processus

est modélisée par un temps d�arrêt et le problème d�optimisation est appelé problème

d�arrêt optimal. Dans la formulation générale de tels problèmes, le contrôle est mixte,

constitué du couple contrôle-temps d�arrêt (u; �) et la fonctionnelle à optimiser s�écrit :

E
�Z �

0

f(t;Xt; ut)dt+ g(X� )

�
:

Ces problèmes interviennent dans la �nance typiquement dans la valorisation des op-

tions américaines où, en plus des options européennes, le détenteur de l�option peut

exercer son droit et donc recevoir le aux associé à tout moment avant l�échéance.

Contrôle ergodique et controle risk-sensible

Certains systèmes stochastiques peuvent présenter sur le long terme un comportement

stationnaire caractérisé par une mesure invariante. Cette mesure, si elle existe, est

obtenue en calculant la moyenne de l�état du système sur le long terme. Un problème

de controle ergonomique consiste alors à optimiser sur le long terme un certain critère

en tenant compte de cette mesure invariante.

Formulation standard résultant des critères étudiés précédemment consiste à optimiser

sur les contrôles ut une fonctionnelle de la forme :

lim
T!+1

sup
1

T
E
�Z T

0

f(t; xt; ut)dt

�
;

ou encore

lim
T!+1

sup
1

T
lnE

�
exp

Z T

0

f(t; xt; ut)dt

�
:
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Cette dernière formulation est appelée controle riske-sensible dans la littérature et a

récemment été utilisée dans plusieurs travaux en mathématiques �nanciers comme un

critère pour la gestion de portefeuille à long terme.

Un autre critère basé sur le comportement de type grandes déviations du système :P [XT jT�c] '

exp (�I (c)T ) quand T tend vers l�in�ni, consiste à maximiser sur les controles u une

fonctionnelle de la forme :

lim
T!+1

sup
1

T
lnP

�
1

T
� c
�
:

Ce problème de contrôle des grandes déviations est interprété en �nance comme la ver-

sion asymptotique (ergodique) du critère combien consistant à maximiser la probabilité

que la valeur terminale XT du portefeuille soit au-dessus d�un certain indice.

Contrôle singulier

Un contrôle singulier est un couple (u(:); �(:)) de processus mesurablesA1�A2,Ft-adaptés,

de sorte que :

1. �(:) est de variation bornée, continue à gauche limite à droite et �(0) = 0.

2.E

"
sup
t2[0;T ]

j u(t) j2 + j �(T ) j2
#
<1:

Nous désignonsU 1�U 2, l�ensemble des controles admissibles. Nous notons que puisque

d�(t) peut être singulier par rapport à Lebesgue mesure dt, nous appelons �(:) la partie

singulière du controle et le processus u(:) sa partie absolument continue.

On désigne par L2F ([0; T ] ;R) = f�(:) = � (t; w)g est un Ft-adaptés R processus mesu-

rable sur [0; T ] tel que E
�R T

0
j � (t) j2 dt

�
<1:

3.2 Critère de coût ou performance

L�objectif but du contrôle optimal est de minimiser un coût ( ou de maximiser un gain

celon le cas). on dé�nit une fonction qu�on appelle J (u) = E
hR T
0
` (t;Xt; ut) dt+ g(XT )

i
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sur l�ensemble de tout les contrôle admisibles

La fonction ` est la fonction coût intégrale, g est le coût �nal ou terminal à l�instant

T: On dé�nit un fonction de valeur qui donne le coût minimal possible :

V (t; x) = inf
u2U

J(t; x; u): (3.3)

on générale, le côut peut aussi être donné par :

J(u) = E(g(XT )): (3.4)

Dans le cadre d�un problème de controle stochastique, la fonction valeur devient :

pour tout (t; x) 2 [0; T ]� Rn et 8u 2 U :

V (t; x) = inf
u2U

J(t; x; u): (3.5)

Mais si au lieu de minimiser un côut, on veut maximiser un gain, alors on écrira :

V (t; x) = sup
u2U

J(t; x; u) = � inf
u2U

J((t; x; u)): (3.6)

Un contrôle admisible u� 2 U est dit optimal si :

V (t; x) = J(t; x; u�): (3.7)

3.3 Méthodes de résolution en contrôle stochastique

Il existe deux grandes méthodes pour résoudre les problèmes de controle stochastique :

la programmation dynamiquede Billman, qui utilise l�équation de Hamilton-

Jacobi-Bellman, et le principe du maximum de Pontryagin, qui donne des

condition pour trouver un contrôle optimal.
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3.3.1 Principe de programmation dynamique

Le principe de la programmation dynamique a été initié dans les années 50 parR.Bellman

qui est un principe fondamental pour la théorie du contrôle stochastique. Dans le

contexte de processus de di¤usion et même plus généralement pour des contrôles de

processus de Markov. L�idée basique de ce principe est de considérer une famille de pro-

blèmes de contrôle à di¤érents états initiaux et établir des relations entre les fonctions

valeurs associées. L�équation de la programmation dynamique conduit à une équation

aux dérivées partielles(EDP) parabolique fortement non linéaire du second ordre, ap-

pelée Hamilton-Jacobi-Bellman.

L�équation d�HJB est la version in�nitésimale du principe de la programmation dyna-

mique. Supposant que la fonction valeur V est de classe C2.

la forme dérivée de l�équation HJB est donnée par :

@v

@t
(t; x) + inf

u2U
fLuV (t; x) + f(t; x; u)g = 0;8(t; x) 2 [0; T ]� Rn: (3.8)

où Lu est l�opérateur associé à l�EDS(2:1) controlée, dé�ni comme suit :

LuV = b (x; u)Dx(V ) +
1

2
tr a

h
� (x; u)

�
� (x; u)D2

x(V )
i
: (3.9)

Cependant, lorsqu�on cherche à maximiser un gain au lieu de minimiser un côut,

l�EDP(3.8 )devient :

� @v
@t
(t; x)� sup

u2U
fLuV (t; x) + f(t; x; u)g = 0; (3.10)

on réécrit souvent cette EDP(3.8) en utilisant une fonction appelée Hamiltonien, ce qui

donne :

� @v
@t
(t; x)�H

�
t; x;Dxv(t; x); D

2
x(V )

�
= 0;8(t; x) 2 [0; T ]� Rn; (3.11)
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avec :

H (x; t; p;M) = sup
u2U

�
b (x; u) pt +

1

2
tr���(t; x; u)M + f(t; x; u)]

�
; (3.12)

où (t; x; p;M) 2 [0; T ]�Rn�Rn�Sn (où Sn est l�ensemble des matrice n�n symétrique).

Cette équation(3:11) est ce qu�on appelle l�équation de la programmation dynamique,

ou simplement l�équation HJB.

La fonction H est appelée l�hamiltonien associé au problème de contrôle.

A l�EDP(3:8), on ajoute une condition terminale pour compléter la formulation :

V (T; x) = g(x);8x 2 Rn;

Généralement, l�EDP n�est pas facile à résoudre donc il faut supposer que la solution

soit de classe C2; ce qui n�est pas nécessairement le cas même pour des fonctions simples.

En�n, comme cette équation est di¢ cile à résoudre directement, Crandall et Lions

ont introduit dans les années 80 la notion de solution de viscosité, qui permet de

donner un sens à l�équation même si V n�est pas régulière.

3.3.2 Principe du maximum de Pontryagin

Le principe du maximum de Pontryagin a été utilisé dans la théorie du contrôle optimal.

Il fournit les conditions nécessaires d�optimalité pour minimiser une fonctionnelle coût

J(u) tout en utilisant l�approche de Lagrange en calcul des variations. La dérivée de la

fonctionnelle J(u) par rapport à un certain paramètre de perturbation doit être positive.

Ceci entraîne que dJ(u�)
d�

j�=0� 0:

Ce principe consiste à introduire un processus adjoint p(t) solution d�une certaine équa-

tion di¤érentielle stochastique rétrograde et d�une inégalité variationnelle.
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Cas du controle déterministe

Le principe du maximum dans le cas du controle déterministe(� = 0), a été formulé par

le mathématicien soviétique Lev Semionovitch Pontryaguin [6] en 1950. Des résultats

récents pour l�étude du contrôle optimal dans le cas déterministe ont été traités par

Fleming [3], où l�auteur présente des résultats fondamental dans la théorie du contrôle.

La problématique générale du contrôle optimal est considérée comme un système di¤é-

rentiel gouverné par l�équation suivante :

8><>: dXt = b(t;Xt; ut)dt; t 2 [0; T ]

X0 = x:

Pour tout contrôle u 2 U avec U est l�ensemble des contrôles admissibles sur [0; T ], c�est-

à-dire l�ensemble des contrôles telles que les trajectoires associées soient bien dé�nies

sur[0; T ]:

On dé�nit donc le coût de la trajectoire associée par :

J(u) =

TZ
0

`(s;Xs; us)ds+ g(XT ):

L�objectif est de minimiser la fonction J(u) sur un ensemble U de tous les contrôles

admissibles. Alors un contrôle u �est optimal si :

J(u�) = min fJ(u); u 2 Ug ;

sous les hypothèse suivantes :

� b; ` : [0; T ]� Rd�A! Rd :

j b(t; x; u)� b(t; y; u) j� K j x� y j; (3.13)

j b(t; x; u) j + j `(t; x; u) j� c(j 1+ j x j); (3.14)
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telles que b(t; x; :); `(t; x; ::) de : A! Rd sont continues en u et uniformément en(t; x).

�b; ` et g sont de classe C1en x:

Le Hamiltonien de ce système est donné par :

H(t;Xt; ut; pt)
�
= ptb(t;Xt; ut)� `(t;Xt; ut): (3.15)

on a donc le théorème suivante :

soit (X�; u�) la solution optimale de(3:3) et(3:4), alors il existe un processus p(t) est

F t�adapté, solution de l�équation suivante :8><>: dpt = �Hx(t; xt; ut; pt)dt;

p(T ) = gx(XT );

telle que :

H(t;X�
t ; u

�
t ; pt) = max

u2U
H(t;X�

t ; u; pt):P-p.s.et dt-p.p.

3.4 Principe du maximum pour un controle singu-

lier

Dans cette partie, nous étudions un problème de contrôle optimal stochastique singulier

pour les systèmes gouvernés par des équations di¤érentielles stochastiques contrôlées

non linéaires de la forme :8><>: dxu;�(t) = f(t; xu;�(t); u(t))dt+ �(t; xu;�(t); u(t))dW (t) + g(t)d�(t)

xu;�(0) = �;
(3.16)

L�ojectif est de minimiser la fonction de côut dé�nie par :

J0;�(u(:); �(:)) = E
�
h(xu;�(T )) +

Z T

0

`(t; xu;�(t); u(t))dt+

Z
[0;T ]

k(t)d�(t)

�
(3.17)
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Le contrôle admisible (u(:); �(:)) est optimal s�il minimise cette fonction, soit :

J0;�(u�(:); ��(:)) = min
(u(:);�(:))2U1�U2

J0;�(u(:); �(:)); (3.18)

Le processus d�état associé, solution de l�éqution(3:16), est indiqué par x�(:) = xu
�;��(:):

3.4.1 Hypothèses et énoncé du problème de controle

Nous considérons un problème de contrôle stochastiques singulier. Soit T : un nombre

réel strictement positif, et soit (
;F ; fFtgt2[0;T ] ;P) être un espace de probabilité mo-

di�é satisfaisant aux conditions habituelles dans lesquelles un mouvement brownien d

dimensionnel W (t) = fW (t) : 0 � t � Tg et W (0) = 0 est dé�ni.

Soit A1 est un sous-ensemble convexe fermé de R et A2 = [0;+1[. Que U 1 soit la classe

des processus mesurables et Ft-adaptés u(:) : [0; T ] � 
 ! A1 et U 2 est la classe des

processus mesurables et Ft-adaptés �(:) : [0; T ]� 
! A2:

L�objectif de ce chapitre est d�établir des conditions nécessaires d�optimalité sous forme

d�un principe du maximum stochastique de Pontryagin. Le contrôle étudier est singulier.

Nous donnons ici la dé�nition précise de la partie singulière d�un contrôle admissible.

Condition

Nous supposons ce qui suit :

(H1) Les fonctions f ,�; ` : [0; T ] � R� A1 ! R et h : R � R ! R sont continument

di¤érentiables en ce qui concerne(x; u). En outre, f; �; h et ` et tous leurs dérivées par

rapport à (x; u)sont continus et bornés.

(H2) La fonction g : [0; T ] ! R; k : [0;T ] ! [0;1[, pour chaque t 2 [0; T ] : g est

continue et bornée, k est également continue.

Selon les hypothèses ci-dessus, le EDS- (3:16) a une solution unique forte xu;�(t) qui est
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donnée par :

xu;�(t) = � +

tZ
0

f(r; xu;�(r); u(r))dr +

tZ
0

�(r; xu;�(r); u(r))dW (r) +

Z
[0;t]

g(r)d�(r):

En outre, par des arguments standard, il est facile de montrer que pour tout p > 0, il

maintient que :

E

"
sup
t2[0;T ]

j xu;�(t) jp
#
< Cp; (3.19)

où CP est une constante dépendant seulement de p et le J0;� fonctionnel, est bien dé�ni.

Nous dé�nissons le Hamiltonien habituel associé au problème de controle stochastique(3:16)

et(3:17) comme suit :

H(t; x; u;	(t); '(t)) = 	(t)f(t; x; u) + '(t)�(t; x; u) + `(t; x; u); (3.20)

où (t; x; u) � [0; T ] � R � A1; x est une variable aléatoire telle que x 2 L1(
;F ;R)

et(	(:); '(:))� R� R donnée par BEDS-(3:21).

Equations adjointes

L�équation adjointe s�avère être un R-EDS linéaire. Donc pour tout (u(:); �(:)) 2 U 1�

U 2 et la trajectoire d�état correspondante x(t) = xu;�(t); nous considérons l�équation

adjointe suivante :

8><>: �d	(t) = ffx(t; x(t); u(t))	(t) + �x(t; x(t); u(t))'(t) + `x(t; x(t); u(t))g dt� '(t)dW (t);

	(T ) = hx(x(T )):

(3.21)

Si nous dénotons par :

H(t) = H(t; x(t); u(t);	(t); '(t));
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alors l�équation adjointe (3.21) peut être réécrite comme suit :

8><>: �d	(t) = fHx(t)g dt� '(t)dW (t)

	(T ) = hx(x(T )):
(3.22)

Comme il est bien connu que sous conditions (H1) et (H2) l�équation adjointe (3.21),ad-

met une seule et unique couple de solutions F t-adaptées (	(:); '(:)) 2 L2F([0; T ] ;R)�

L2F([0; T ] ;R):

Nous notons que puisque les dérivés fx; �x; `x; hx, sont bornée, par des hypothèses(H1),

nous avons les estimations suivantes :

E
�
sup
0�t�T

j 	(t) j2 +
Z T

0

j ' (t) j2 dt
�
� C: (3.23)

Théorème 3.4.1 (principe du maximum pour un controle singulier). Soit les

conditions (H1) et (H2) sont véri�ent, il existe un couple unique de processus F t-

adaptés (	�(:); '�(:)) telle que pour tous (u; �) 2 A1 � A2 :

E
hR T
0
Hu(t; x

�(t); u�(t);	�(t); '�(t))(u(t)� u�(t))dt
i

+E
hR
[0;T ]
(k(t) + g(t)	�(t))d(� � ��)(t)

i
� 0;

(3.24)

Où (	�(t); '�(t)) est la solution de l�équation adjointe (3:21) correspondant à (u�(:); ��(:); x�(:)) :

Corollaire 3.4.1 (Principe du maximum stochastique pour un controle sin-

gulier). Dans les conditions du théorème , il existe alors un couple unique de processus

F t-adaptés (	�(:); '�(:)) solution de EDS (3:21) telle que pour tous (u; �) 2 A1 � A2 :

Hu (t; x
�(t); u�(t);	�(t); '�(t)) (u(t)� u�(t))dt+ E

hR
[0;T ]
(k(t) + g(t)	�(t))d(� � ��)(t)

i
� 0;

P:p:s: t 2 [0; T ] ;

Pour prouver le Théorème et Corollaire nous avons besoin des résultats suivants que
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nous devons traduire à notre problème singulier.

Que (u�(:); ��(:); x�(:)) soit la solution optimale du problème de controle(3:16) ; (3:17) :

Nous déduisons l�inégalité variationnelle(3:24) en plusieurs étapes, du fait que

J0;�(u"(:); �"(:))� J0;�(u�(:); ��(:)) � 0; (3.25)

Où (u"(:); �"(:)) est ce qu�on appelle la perturbation convexe de(u�(:); ��(:)), dé�nie

comme suit : t 2 [0; T ]

(u"(:); �"(:)) = (u�(t); ��(t)) + " [(u(t); �(t))� (u�(t); ��(t))] ; (3.26)

Où " 2 [0; 1] est su�samment petit et (u(:); �(:)) est un élément arbitraire de U 1�U 2,

Nous soulignons que la convexité de A1�A2 a pour conséquence(u"(t); �"(t)) 2 U 1�U 2.

Que x"(:) = x(u
";�")(:) soit les solutions de EDS-(3:16) correspondant au controle ad-

missible (u"(t); �"(t)):

Lemme 3.4.1 soit (H1) et (H2) sont véri�er alors on a :

lim
"!0
E( sup

0�t�T
j x"(t)� x�(t) j2) = 0:

Preuve. Des estimations standard et de l�inégalité Burkholder-Davis-Gundy nous

obtenons :

( sup
0�r�t

j x"(r)� x�(r) j2)

�
R t
0
j f(r; x"(r); u"(r))� f(r; x�(r); u�(r)) j2 dr

+
R t
0
j �(r; x"(r); u"(r))� �(r; x�(r); u�(r)) j2 dr

+ j
R
[0;t]
g(r)d(�" � ��)(r) j2;

en appliquant l�hypothèse (H2) et les conditions de Lipschitz sur les coe¢ cients f; �
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par rapport à x; u nous obtenons :

E( sup
0�t�T

j x"(t)� x�(t) j2)

� CTE
R t
0
j x"(r)� x�(r) j2 dr + CT "2E

R t
0
j u"(r)� u�(r) j2 dr

+CT "
2E j �"(T )� ��(T ) j2;

D�après la dé�nition de controle singulier et lemme de Gronwall, le résultat obtenu.

Lemme 3.4.2 Soit z(t) être la solution du EDS linéaire suivante :

dz(t) = ffx(t; x�(t); u�(t))z(t) (3.27)

+ fu(t; x
�(t); u�(t))(u(t)� u�(t))gdt

+ f�x(t; x�(t); u�(t))z(t)

+ �u(t; x
�(t); u�(t))(u(t)� u�(t))gdw(t)

+ g(t)d(� � ��)(t);

z(0) = 0:

Alors l�estimation suivante :

lim
"!0
E
�
sup
0�t�T

j x
"(t)� x�(t)

"
� z(t) j2

�
= 0:

Preuve. Notant que dans les conditions (H1) et (H2) alors EDS-(3.27) linéaire a une

solution unique.

on pose :


" =
x"(t)� x�(t)

"
� z(t); t 2 [0; T ] : (3.28)
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Nous montron que :

x"(t)� x�(t)
"

=

Z t

0

Z 1

0

fx(r; x
�(r) + �"(
"(r) + z(r)); u"(r))(
"(r) + z(r))d�dr

+

Z t

0

Z 1

0

�x(r; x
�(r) + �"(
"(r) + z(r)); u"(r))(
"(r) + z(r))d�dr

+

Z t

0

Z 1

0

fu(r; x
�(r); u�(r) + �"(u(r)� u�(r)))(u(r)� u�(r))d�dr

+

Z t

0

Z 1

0

�u(r; x
�(r); u�(r) + �"(u(r)� u�(r)))(u(r)� u�(r))d�dr

+

Z
[0;t]

g(r)d(� � ��)(r);

Puis de l�équation ci-dessus et (3.28) nous concluons que 
"(t) est indépendant de

la partie singulière, alors nous pouvons utiliser la méthode similaire développée dans

Bensoussan pour le reste de la preuve.

Lemme 3.4.3 pour tout (u(:); �(:)) 2 U 1�U 2 nous avons :

0 � E [hx(x�(T ))] z(t)

+

Z T

0

[`x(t; x
�(t); u�(t))z(t) + (u(t)� u�(t))`u(t; x�(t); u�(t))] dt

+ E
Z
0;t

k(t)d(� � ��)(t):

Preuve. De(3:17) et (3:25), nous avons :

0 � J0;�(u"(:); �"(:))� J0;�(u�(:); ��(:))

= E[h(x"(T ))� h(x�(T ))]

+ E
Z T

0

[`(t; x"(t); u"(t))� `(t; x�(t); u"(t))] dt

+ E
Z T

0

[`(t; x�(t); u"(t))� `(t; x�(t); u�(t))] dt

+ E
Z
k(t)d(�" � ��)(t)
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0 � lim
"!0

J0;�(u"(:); �"(:))� J0;�(u�(:); ��(:))
"

= E
�Z 1

0

hx(r; x
�(T ) + �"(
"(T ) + z(T )))(
"(r) + z(r))d�

+

Z t

0

Z 1

0

`x(r; x
�(r) + �"(
"(r) + z(r)); u"(r))(
"(r) + z(r))d�dr

+

Z t

0

Z 1

0

`u(r; x
�(r) + �"(
"(r) + z(r)); u"(r))(u(r)� u�(r))d�dr

�
+ E

�Z
[0;T ]

k(t)d(� � ��)(t)
�
:

D�aprés les lemmes (3:4:1), (3:4:2) : hx, `x et `u sont continus et bornés :

hx(x
u
T + �(x

�u
T � xuT ))! hx(x

u
T ); `x(x

u
t + �(x

�u
t � xut ))! `x(x

u
t )

En�n, nous concluons ;qui complète la preuve de Lemme(3:4:3).

Preuve. En appliquant la formule d�Itô à 	�(t)z(t)et en prenant l�attente, où z(0) = 0,

alors un calcul simple montre que :

E(	�(T )z(T )) = E
Z T

0

	�(t)dz(t) + E
Z T

0

z(t)d	�(t) (3.29)

+ E
Z T

0

'�(t)[�x(t)z(t) + �u(t)(u(t)� u�(t))]dt

= J1+J2+J3;
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où :

J1 = E
Z T

0

	�(t)dz(t) (3.30)

= E
Z T

0

	�(t)[fx(t)z(t) + fu(t)(u(t)� u�(t))]dt

+ E
Z T

0

	�(t)g(t)d(� � ��)(t)

= E
Z T

0

	�(t)fx(t)z(t)

+ E
Z T

0

	�(t)fu(t)(u(t)� u�(t))dt+ E
Z
[0;T ]

	�(t)g(t)d(� � ��)(t):

J2 = E
Z T

0

z(t)d	�(t) (3.31)

= �E
Z T

0

z(t)ffx(t)	�(t) + �x(t)'�(t) + E(�x(t)'� (t)) + `x(t)gdt

= �E
Z T

0

z(t)fx(t)	
�(t)dt

� E
Z T

0

z(t)�x(t)'
�(t)dt

� E
Z T

0

z(t)`x(t)dt:

Et

J3 = E
Z T

0

'�(t)[�x(t)z(t) + �u(t)(u(t)� u�(t))]dt (3.32)

= E
Z T

0

'�(t)�x(t)z(t)dt+ E
Z T

0

'�(t)�u(t)(u(t)� u�(t))dt;

où bp(t) = @b
@p
(t; x�(t); E(x�(t)); u�(t)) pour b = f; �; ` et p = x; u:
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combinaison(3:29)(3:32) et le fait que 	�(T ) = hx(x�(T ))nous obtenons :

E f[hx(x(T ))] z(T )g

= E
Z T

0

	�(t)fu(t)(u(t)� u�(t))dt+ E
Z T

0

'�(t)�u(t)(u(t)� u�(t))dt

� E
Z T

0

z(t)`x(t)dt+ E
Z
[0;T ]

	�(t)g(t)d(� � ��)(t):

En�n, appliquer le lemme (3:4:3) nous obtenons :

0 � E
Z T

0

	�(t)fu(t)(u(t)� u�(t))dt+ E
Z T

0

'�(t)�u(t)(u(t)� u�(t))dt

� E
Z T

0

`u(t)(u(t)� u�(t))dt

+ E
Z
[0;T ]

k(t)d(� � ��)(t) + E
Z
[0;T ]

	�(t)g(t)d(� � ��)(t)

= E
Z T

0

Hu(t; x
�(t); u�(t);	�(t); '�(t)(u(t)� u�(t))dt

+ E
Z
[0;T ]

(k(t) + 	�(t)g(t)d(� � ��)(t):

Cela complète la preuve du théorème précédente.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié un problème de contrôle stochastique singulier dans

un cadre purement théorique. L�objectif principal était de formuler rigoureusement le

modèle mathématique et d�établir les conditions nécessaires à l�optimalité.

En nous appuyant sur les équations di¤érentielles stochastiques et les outils classiques

tels que la programmation dynamique et le principe du maximum de Pontryagin, nous

avons pu démontrer une version du principe du maximum stochastique adaptée au cas

singulier.

Ce travail reste une base théorique, pouvant servir de point de départ à des recherches

futures, notamment dans des contextes plus appliqués ou numériques.
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Résumé : 

   Ce mémoire présente une étude théorique d’un problème de contrôle stochastique 

optimal singulier. Le système est modélisé par des équations différentielles 

stochastiques. L’analyse porte sur le principe du maximum en cas singulier et les 

conditions d’optimalité, à l’aide d’outils comme la programmation dynamique et les 

équations adjointes. Ce travail théorique constitue une base pour des recherches 

futures appliquées. 

Mots-clés : contrôle singulier, contrôle stochastique, équations différentielles 

stochastiques, principe du maximum, Pontryagin. 

 

Abstract: 

   This thesis presents a theoretical study of a singular optimal stochastic control 

problem. The system is modeled using stochastic differential equations. The focus is 

on the singular maximum principle and optimality conditions, using tools like 

dynamic programming and adjoint equations. This theoretical work lays the 

foundation for future applied research. 

Keywords: singular control, stochastic control, stochastic differential equations, 

maximum principle, Pontryagin. 

 

 ملخص:ال

. ينُمذج النظام بواسطة مفردنظرية لمشكلة في التحكم العشوائي الأمثل ذات طابع تتناول هذه المذكرة دراسة      

وشروط المثالية، باستخدام  مفردةمعادلات تفاضلية عشوائية، مع التركيز على مبدأ الحد الأقصى في الحالة ال

 .أدوات مثل البرمجة الديناميكية والمعادلات المرافقة. يشكّل هذا العمل قاعدة لأبحاث تطبيقية لاحقة

، التحكم العشوائي، المعادلات التفاضلية العشوائية، مبدأ الحد الأقصى، مفردالتحكم ال :الكلمات المفتاحية

 .بونترياغين
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