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Notations et symbols

Symbole Signi�cation

exp exponentiel

QQ-plot Graphique quantile-quantile

� (t) Fonction caract�eristique

F fonction de r�epartition

Fn fonction de r�epartition empirique

i:e: en d'autre terme

R+ ensemble r�eel positif

R ensemble r�eel

d
= �egale en distribution

i:i:d ind�ependantes identiquement distribu�ees

� f(x) � g(x) ; quand x! x0 : f(x)=g(x) ! 1 ; quand x! x0

E [X] esp�erance math�ematique ou moyenne du v.a. X.

v.a variable al�eatoire

v.a.r variable al�eatoire r�eel
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Introduction

L'analyse du comportement des rendements d'actifs �nanciers constitue un enjeu

central en �nance quantitative. Ces rendements pr�esentent des caract�eristiques

statistiques particuli�eres, telles que des 
uctuations brusques, des queues �epaisses

(fat tails) et une m�emoire longue (long memory), qui ne peuvent être expliqu�ees

ad�equatement par le mod�ele classique bas�e sur la distribution normale.

Pour mieux mod�eliser ces ph�enom�enes, des lois de probabilit�e alternatives ont �et�e

introduites, notamment les lois �-stables de L�evy, d�evelopp�ees par Paul L�evy puis

mises en avant par Benô�t Mandelbrot. Ces lois permettent de mieux repr�esenter

les comportements extrêmes observ�es sur les march�es �nanciers, en int�egrant

l'asym�etrie et la d�ependance temporelle �a long terme.

Cependant, malgr�e leur pertinence th�eorique, la relation entre les rendements

d'actifs et les lois �-stables reste encore insu�samment explor�ee, en particulier en

ce qui concerne leur interaction avec la m�emoire longue.

Ainsi, cette recherche vise �a r�epondre �a la probl�ematique suivante :

Dans quelle mesure les mod�eles bas�es sur les lois �-stables permettent-ils de mieux

comprendre le comportement des rendements �nanciers, notamment en tenant

compte de la m�emoire longue ?

Pour y r�epondre, nous adoptons une approche statistique et empirique, reposant
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Introduction

sur l'analyse de s�eries temporelles �nanci�eres. Nous �evaluerons l'ad�equation des

rendements aux lois �-stables �a l'aide de m�ethodes sp�eci�ques (comme la m�ethode

de McCulloch), et nous analyserons l'e�et de la m�emoire longue �a travers des outils

tels que l'analyse spectrale et l'analyse en ondelettes.

Ce m�emoire est structur�e en deux parties :

La premi�ere partie est consacr�ee �a l'�etude des rendements d'actifs et de leurs

propri�et�es statistiques.

La deuxi�eme partie examine l'ajustement de ces rendements �a une loi �-stable, �a

travers des tests graphiques et des mod�eles math�ematiques adapt�es.
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Chapitre 1

Rendements d'actifs

Comme tout autre actif �nancier, le rendement d'un actif est une mesure de

sa rentabilit�e pour l'investisseur sur une p�eriode donn�ee. Ce rendement peut être

calcul�e sur une base annuelle ou pour d'autres p�eriodes, permettant ainsi d'�evaluer

avec pr�ecision la performance de l'investissement.

1.1 Quelques d�efnitions

D�nition 1.1.1 Les rendements d'actifs repr�esentent le pourcentage de variation

du prix d'un actif �nancier sur une p�eriode donn�ee, re
�etant ainsi la performance

de l'investissement. L'objectif principal des investisseurs op�erant sur le march�e des

actions est de g�en�erer des pro�ts tout en minimisant les risques. Par cons�equent,

ils s'int�eressent particuli�erement �a l'�evolution des cours des actions et �a leurs

rendements.

Les professionnels et les chercheurs ont analys�e les s�eries des prix ou celles des

rendements selon deux axes principaux :

Le premier concerne les facteurs in
uen�cant le cours des actions et, par cons�equent

3
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, les rendements

Le second met en �evidence les caract�eristiques des s�eries des rendements, no-

tamment les faits stylis�es comme la volatilit�e, l'asym�etrie et les queues �epaisses.

L'objectif de ces analyses est de mettre en lumi�ere des faits permettant de mieux

pr�evoir les rendements, ce qui constitue un aspect essentiel dans la prise de d�ecision

des investisseurs et dans le d�eveloppement de mod�eles math�ematiques capables

de repr�esenter �d�element les dynamiques des march�es �nanciers.

D�nition 1.1.2 Le rendement d'un actif �nancier mesure la variation relative de

son prix entre deux dates .Il est couramment utilis�e pour �evaluer la performance

d'un investissement

Dans le cadre de l'analyse quantitative, on utilise souvent le rendement logarith-

mique, d�e�ni par :

Rt = log

�
Pt
pt�1

�
Cette formulation pr�esente plusieurs avantages statistiques, notamment la station-

narit�e et l'additivit�e dans le temps.

Le rendement logarithmique est pr�ef�er�e dans les mod�eles �econom�etriques pour ses

propri�et�es : il est sans unit�e, sym�etrique, et surtout additif dans le temps.

Remarque 1.1.1 Dans cette formule, nous supposons que les dividendes dis-

tribu�es (le cas �ech�eant) sont vers�es �a la �n de la p�eriode t et ne sont pas r�einvestis

pendant la p�eriode de d�etention de l'action.
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1.2 Propri�et�es et faits stylis�es des rendements

d'actifs

1. Stationnarit�e : Cette propri�et�e signi�e que les caract�eristiques statistiques

d'une s�erie, telles que la variance, varient au cours du temps. Dans le cadre

des s�eries �nanci�eres, il est observ�e que la variance n'est pas constante mais

d�epend des conditions de march�e et des �ev�enements �economiques.

Pour illustrer cette propri�et�e, un graphique repr�esentant les rendements de qua-

tre indices boursiers met en �evidence la variation de la variance dans le

temps.(1:1)
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Fig. 1.1 { Illustration de la non-stationnarit�e �a travers quatre indices boursiers

2. Volatilit�e : La volatilit�e d�esigne l'ampleur des variations des rendements au-

tour de leur moyenne. Sur les march�es �nanciers, cette variabilit�e n'est pas

r�eguli�ere, mais se manifeste par des phases d'instabilit�e suivies de p�eriodes

plus calmes.

3. Pr�esence de queues �epaisses : Cette propri�et�e re
�ete le fait que la dis-

tribution des rendements �nanciers pr�esente des queues plus �epaisses que

celle de la loi normale, impliquant une probabilit�e plus �elev�ee d'�ev�enements

extrêmes.
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4. Regroupement de la volatilit�e : La volatilit�e tend �a apparâ�tre sous forme

de grappes : les p�eriodes de forte variabilit�e sont suivies d'autres similaires,

un ph�enom�ene fr�equent dans les s�eries �nanci�eres.

5. .Autocorr�elation :Il s'agit de la d�ependance temporelle entre les observations

d'une s�erie. Les rendements �nanciers ne sont pas ind�ependants ; des phases

de volatilit�e �elev�ee tendent �a se suivre.

Cette propri�et�e est illustr�ee par un graphique montrant la persistance de certaines

dynamiques dans le temps, ce qui indique une autocorr�elation.(1:2)

Fig. 1.2 { Illustration de l'autocorr�elation des rendements �nanciers

6. .M�emoire longue :Cette propri�et�e d�ecrit le fait que les e�ets d'un choc sur

la s�erie peuvent persister longtemps, ce qui signi�e que le pass�e in
uence

durablement le comportement futur du march�e.

Un graphique est propos�e a�n de visualiser des structures de d�ependance �a long
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terme dans les rendements de plusieurs indices.(1:3)

Fig. 1.3 { Illustration de la m�emoire longue dans les rendements �nanciers
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7. Asym�etrie : L'asym�etrie d�esigne une distribution des rendements qui n'est

pas sym�etrique autour de la moyenne : les hausses et les baisses ne sont pas

�equivalentes en fr�equence ou en intensit�e.

Un graphique comparatif permet de mettre en �evidence cette asym�etrie dans la

distribution des rendements des di��erents indices.(1:4)

Fig. 1.4 { Visualisation de l'asym�etrie des rendements �nanciers
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8. D�ependance variable dans le temps : Les relations entre variables �-

nanci�eres ne sont pas constantes, mais varient selon l'horizon d'investisse-

ment ou la conjoncture du march�e.

Ces propri�et�es sont con�rm�ees par diverses �etudes empiriques.

Notamment, les distributions des rendements pr�esentent des queues �epaisses et

un pic au centre, s'�ecartant ainsi de la distribution normale, comme observ�e par

Cont (2001), Mandelbrot (1963) et Fama (1965).

Cette caract�eristique est illustr�ee par la comparaison entre la densit�e empirique des

rendements de l'action Cisco Systems sur une p�eriode de 5 ans �a horizon �n 2022,

et celle d'une loi normale, pour trois �echelles de temps : en haut les rendements �a

1 minute, au milieu �a 30 minutes, et en bas les rendements journaliers(1:5)

Fig. 1.5 { Densit�e des rendements de l'action Cisco Systems sur une p�eriode de
5 ans �a horizon �n 2022, et densit�e de la loi normale la plus proche pour trois
�echelles de temps : en haut les rendements �a 1 minute (simulation), au milieu les
rendements �a 30 minutes (simulation), et en bas les rendements journaliers (r�eels)
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tandis que l'autocorr�elation des valeurs absolues des rendements d�ecrô�t lente-

ment, indiquant une m�emoire longue dans la volatilit�e.

Ces comportements sont cruciaux pour la mod�elisation des rendements et la ges-

tion des risques �nanciers.

1.3 Facteurs in
uen�cant les rendements

Les rendements des actions sont in
uenc�es par trois principaux facteurs : les infor-

mations, la manipulation et les comportements psychologiques des investisseurs.

1. Les informations :

- Internes : annonces des entreprises (dividendes, contrats, r�esultats �nanciers).

- Externes : recommandations des analystes, annonces gouvernementales.

L'annonce d'une hausse des dividendes est souvent per�cue comme un signal de

con�ance des dirigeants dans la rentabilit�e future de l'entreprise, bien que cette

hypoth�ese soit d�ebattue. Les recommandations d'analystes in
uencent les prix �a

court terme, mais leur e�et �a long terme est incertain.

2 Les manipulations de march�e

jouent aussi un rôle important. L'humeur des investisseurs, in
uenc�ee par

des �el�ements comme la m�et�eo, peut impacter les rendements boursiers, bien

que l'exploitation de ce ph�enom�ene soit limit�ee par les coûts de transaction.

Ainsi, les rendements ne sont pas seulement d�etermin�es par des �el�ements �economiques

fondamentaux, mais aussi par des facteurs informationnels, strat�egiques et psy-

chologiques.
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- Manipulation d'informations : di�usion de fausses nouvelles pour in
uencer les

prix.

- Manipulation par action : d�ecisions internes modi�ant la valeur des actions (ex.

fermeture temporaire d'usines).

- Manipulation par �echanges : achats massifs d'actions pour induire en erreur les

autres investisseurs.

3. Les facteurs psychologiques :

jouent aussi un rôle important. L'humeur des investisseurs, in
uenc�ee par des

�el�ements comme la m�et�eo, peut impacter les rendements boursiers, bien que l'ex-

ploitation de ce ph�enom�ene soit limit�ee par les coûts de transaction.

Ainsi, les rendements ne sont pas seulement d�etermin�es par des �el�ements �economiques

fondamentaux, mais aussi par des facteurs informationnels, strat�egiques et psy-

chologiques.

1.4 Exemples :

1.4.1 Dow Jones

D�nition 1.4.1 En 1884, le journaliste Charles DOW a cr�e�e le premier indice

boursier en calculant la moyenne des prix de cloture de 12 actions de compagnies

ferroviaires, appel�e.l'indice Dow Jones Transportation Average. Pllus tard, il a

fond�e la soci�et�e Dow Jones, qui a lanc�e l'indice Dow Jones Industrial Average,

compos�e �a l'origine de 12 grandes entreprises industrielles.Au �l du temps, cet

indice a �evolu�e et le nombre d'actions incluses est pass�e �a 30 en 1928, un nom-

bre qui reste inchang�e aujourd'hui. L'un des principaux indicateurs �nanciers,
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repr�esentants les plus grandes entreprises des di��erents secteurs cl�es du march�e

boursier.

Proprit 1.4.1 Le calcul de l'indice Dow Jones repose sur la somme des prix des

actions des entreprises qui le composent, puis sur la division de ce total oar le

nombre d'actions pour obtenir la moyenne quotidienne .. L'indice Dow Jones est

utilis�e comme un outil pour �evaluer la performance du march�e, aidant �a identi-

�er la tendance g�en�erale des prix, qu'elle soit haussi�ere,baissi�ere ou stable .. Au

�l du tempe, l'indice est pass�e d'un syst�eme de pond�eration �egale �a un syst�eme

bas�e sur des pond�erations relatives, ce qui signi�e que les actions ayant une capi-

talisation boursi�ere plus �ele�ee in
uencent davantage l'indice que celles ayant une

capitalisation plus faible .

. La performance du Dow Jones est annonc�e quotidiennement dans les m�edias, ce

qui en fait l'un des indices les plus suivis par investisseurs.

.�Etant donn�e qu'une grande partie de la population investit en bourse, les 
uctu-

ations quotidiennes de l'indice suscitent un large int�erêt.

.M�eme si le march�e connâ�t une baisse lors d'une journ�ee donn�ee, certaines actions

de l'indice peuvent être en hausee, et inversement .

1.4.2 Nasdaq

Le Nasdaq (National Association of securities Dealers Automated Quotation Sys-

tem) est un march�e �nancie �electronique cr�e�e en 1971. Il s'agit de la premi�ere

bours �a fonctionner enti�erement via un r�eseau informatique, ce qui la distingue

des bourses traditionnelles comme le New York Stock Exvhange(NYSE)

Proprit 1.4.2 .bourse enti�erement �electronique : Contrairement aux bourses physiques
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toutes les transactions sont e�ectu�ees en ligne.

.Forte concentration sur le secteur technologique : Il regroupe de nombreuses en-

treprises leaders dans la technologie, telles qu'Intel et Cisco Systems.

.Inclut le march�e hors cote (OTC) : Certaines entreprises plus petites, ne r�epondant

pas aux crit�eres des grandes bourses, sont n�egoci�ees via le Nasdaq.

.Indice Nasdaq Composite :Cet indice suit la performance de milliers d'entrises

cot�ees sur Nasdaq.

.Fusion avec l'AMEX : A�n d'accroitre sa comp�etitivit�e face au NYSE, le Nasdaq

a fusionn�e avec l'Amercan Stock Exchange (AMEX), bien que les deux countinuent

d'op�erer s�epar�ement .

.Un des indices les plus surveill�es au monde : Il est souvent a�ch�e aux cot�es du

Dow Jones dans les rapports �nanciers.

1.4.3 CAC40

D�nition 1.4.2

Le CAC40 est l'indice de r�ef�erence du march�e boursier fran�cais. Il est calcul�e �a

partir d'un �echantillon de 40 entreprises cot�ees sur le premier march�e, s�electionn�ees

parmi les 100 plus grandes capitalisations boursi�eres . Il sert d'indicateur principal

de la performance de la Bourse de Paris, re
�etant les variations globales du march�e.

De plus, il est utilis�e pour la n�egociation des contrats �a terme et des options sur

la plateforme MONEP, ce qui en fait un indice cl�e dans la gestion des fonds

d'investissement (OPCVM).

Proprit 1.4.3 .Bas�e sur la performance de 40 grandes entreprises du premier

march�e.
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.Constitue l'indice de r�ef�erence principal de la Bourse de Paris.

. �Evolue en corr�elation avec la dynamique du march�e francais.

.Largement utilis�e pour �evaluer les portefeuilles d'investissement .

.Sert de support aux contrate �a terme et aux options �nanci�eres .

1.4.4 S&P 500

D�nition 1.4.3 L'indice Standard & Poor's 500 (S&P 500) est un indice bour-

sier qui re
�ete la performance de 500 des plus grandes entreprises cot�ees aux

�Etats-Unis. Il est largement utilis�e comme une r�ef�erence principale pour mesurer

la performance du march�e boursier am�ericain, repr�esentant environ 75 % de la

capitalisation boursi�ere totale des actions n�egoci�ees. Les entreprises qui le com-

posent sont s�electionn�ees en fonction de leur capitalisation boursi�ere, liquidit�e

et secteur d'activit�e, ce qui en fait l'un des indices les plus repr�esentatifs de

l'�economie am�ericaine

Proprit 1.4.4 .Repr�esentation large du march�e : Couvrant environ 75 % de la

capitalisation boursi�ere des actions am�ericaines, sa performance est un indicateur

�able de la sant�e �economique et �nanci�ere

.Pond�eration par capitalisation boursi�ere : L'indice est calcul�e sur la base de la cap-

italisation boursi�ere ajust�ee au 
ottant, ce qui signi�e que les grandes entreprises

comme Apple et Microsoft ont un impact plus signi�catif sur les variations de

l'indice par rapport aux plus petites entreprises

.Performance �a long terme : Les �etudes montrent que le S&P 500 surperforme la

plupart des fonds d'investissement actifs, g�en�erant des rendements sup�erieurs sur

plusieurs d�ecennies, ce qui en fait un choix populaire pour l'investissement passif

15



Rendements d'actifs

.Mises �a jour r�eguli�eres de la composition : La liste des entreprises composant

l'indice est mise �a jour r�eguli�erement selon des crit�eres sp�eci�ques, garantis-

sant que l'indice re
�ete les �evolutions �economiques r�ecentes. Il a �et�e observ�e que

lorsqu'une entreprise est ajout�ee �a l'indice, son cours peut augmenter temporaire-

ment d'environ 5 % en raison de la demande des fonds indiciels

.Comparaison avec d'autres indices : Contrairement au Dow Jones Industrial Av-

erage (DJIA), qui ne contient que 30 entreprises, le S&P 500 est plus repr�esentatif

du march�e am�ericain. En comparaison, l'indice Wilshire 5000 est plus large puisqu'il

inclut presque toutes les actions am�ericaines cot�ees, mais il est moins couramment

utilis�e par les investisseurs

1.5 Stationnarit�e des rendements versus non-stationnarit�e

des prix

Contrairement aux s�eries de prix, qui pr�esentent g�en�eralement une structure non

stationnaire, les s�eries de rendements tendent �a o�rir une stabilit�e statistique plus

marqu�ee.

Cette propri�et�e justi�e leur utilisation fr�equente dans les analyses empiriques et

les mod�eles �econom�etriques.

A�n d'illustrer visuellement cette di��erence, nous pr�esentons ci-dessous deux

graphiques construits �a partir de donn�ees r�eelles de l'indice boursier Nasdaq, cou-

vrant la p�eriode de 2014 �a 2022.

Le premier graphique montre l'�evolution des prix de clôture quotidiens(1:6), tandis

que le second repr�esente les rendements logarithmiques correspondants.(1:7)

Cette repr�esentation permet de mettre en �evidence la non-stationnarit�e des prix
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par rapport �a la relative stabilit�e des rendements.

Fig. 1.6 { Les prix de fermeture quotidienne de lindice boursier Nasdaq, de la
p�eriode allant du 2014 au 2022, soit 10586 observations, du fait que les marches
boursiers sont ferm�es pendant les ns de la semaine (i.e. Dimanche et Lindi) et les
jours f�eri�es, les jours non ouvrables ne sont pas donc pris en compte
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Fig. 1.7 { L�evolution de la s�erie des rendements de lindice boursier Nazdaq, de
la p�eriode allant du 2014 au 2022. La non stationnarit�e de la s�erie (des p�eriodes
de grande variations positives et n�egatives)

1.6 Pr�esentation th�eorique du QQ-plot et anal-

yse des queues

Pour �evaluer si les rendements suivent une loi normale, on utilise souvent des outils

graphiques comme le QQ-plot (Quantile-Quantile Plot). Ce graphique permet

th�eoriquement de comparer la distribution empirique d'un �echantillon de donn�ees

�a une distribution th�eorique donn�ee, souvent la loi normale.

Th�eoriquement, si les donn�ees suivent la loi consid�er�ee, les points s'alignent ap-

proximativement sur une ligne droite. Dans le cas contraire, une courbure vers le

haut ou le bas traduit un �ecart aux hypoth�eses de normalit�e. Ce comportement

est typique des s�eries �nanci�eres, ce que nous allons illustrer �a l'aide du graphique

suivant.

Dans notre cas, on remarque que les points s'�ecartent nettement de la droite aux

18



Rendements d'actifs

extr�emit�es, ce qui r�ev�ele la pr�esence de valeurs extrêmes plus fr�equentes que pr�evu

par la loi normale, un signe clair de queues �epaisses.(1:8)

Fig. 1.8 { QQ-plot des rendements du Nasdaq (2014{2022) : comparaison avec la
loi normale
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Chapitre 2

Un model adequate pour les

Rendements d'actifs

Historiquement, la mod�elisation des rendements �nanciers reposait principale-

ment sur la loi normale, en raison de sa simplicit�e et de ses propri�et�es analytiques

avantageuses. Cette approche suppose que les rendements suivent une distribu-

tion sym�etrique et que les variations extrêmes sont rares. Cependant, les �etudes

empiriques ont montr�e que cette hypoth�ese est souvent inad�equate : les distri-

butions des rendements pr�esentent �g�en�eralement une kurtosis �elev�ee, des queues

�epaisses, et une asym�etrie marqu�ee, ce qui entrâ�ne une sous-estimation des risques

extrêmes.

Face �a ces limites, les lois �-stables (lois de L�evy-Pareto) ont �emerg�e comme

une alternative plus adapt�ee. Contrairement �a la loi normale, elles permettent de

capturer les �ev�enements extrêmes et les comportements atypiques des march�es �-

nanciers. En particulier, lorsque l'exposant de stabilit�e est inf�erieur �a 2, ces lois of-

frent une meilleure repr�esentation des rendements observ�es. Toutefois, cette transi-

tion n'est pas sans d�e�s, notamment en raison de la complexit�e accrue des mod�eles
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et des exigences computationnelles associ�ees �a l'estimation des param�etres.

Dans ce contexte, cette �etude explore les raisons du passage de la loi normale �a la

loi �-stable dans la mod�elisation des rendements d'actifs, en mettant en �evidence

les avantages et les d�e�s li�es �a cette transition.

2.1 les lois ��stable :

D�nition 2.1.1 (fonction caract�eristique) :on dit que dune variable al�eatoire

r�eelle X que'elle suit une loi stable de param�etres �, �, �et �, si sa fonction

caract�eristique est de la forme :

'x(t) =

8><>: exp
�
i�:t� �� jtj� :

�
1� i�:sign(t): tan(��

2
)
��

si � 6= 1

exp
�
i�:t� � jtj :(1 + 2

�
i�:sign(t): ln jtj)

�
si � = 1

o�u 0 < � � 2;�1 � � � 1; � � 0; ; � 2 R

o�u sign(t) =

8>>>><>>>>:
1 si t � 0

0 si t = 0

1 si t � 0

Remarque 2.1.1 une variable al�eatoire X quelle suit une loi stable de param�etres

�; �; �et � , sera not�ee X � S�(�;�;�):
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2.1.1 Interpr�etation des param�etres de la fonction car-

act�eristique dune loi �-stable

Une loi stable est d�e�nie par quatre param�etres, ce qui en fait une loi param�etrique.

Il est essentiel de comprendre la signi�cation de chacun de ces param�etres et leur

impact sur la forme de la courbe de densit�e.

1)� :L'exposant caract�eristique, ou indice de stabilit�e (0 < a � 2), d�etermine

la vitesse de d�ecroissance de la queue de distribution.donn�ee dans la �gure(2:1)

�Plus � est petit, plus les queues de la distribution sont �epaisses. Autrement

dit, une faible valeur de accentue l'existence de 
uctuations importantes. Une

distribution gaussienne correspond X �a la valeur maximale de � , soit � = 2:

�Lorsque � est proche de 2, la probabilit�e d'observer des valeurs extrêmes de la

variable al�eatoire s'amenuise.

Fig. 2.1 { Courbe de la densit�e pour � 2 f2; 1:6; 1:4g ;� = 0 ;� = 1 ; �= 0
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-On remarque que plus le param�etre � est petit, plus la courbe de densit�e est

pointue et poss�ede des queues �epaisses.

2)� :Param�etre d'asym�etrie Le param�etre , ou param�etre de biais,(�1 <

� < 1), mesure la tendanc centrale de la distribution donn�e

dans la �gure 2:2

Fig. 2.2 { Courbe de la densit�e pour� = 1 : 5; � 2 f�1; 0; 1g ;� = 1;� = 0

-Lorsque � est positif (resp. n�egatif), le mode est d�ecal�e vers la gauche (resp.droite)

de la moyenne. De plus, lorsque � est positif (resp.n�egatif), la queue de la
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distribution est plus �epaisse �a droite (resp �a gauche).

-Si � est �egal �a -1(resp 1 ), la distribution est totalement asym�etrique vers la

gauche (resp vers la droite).

-Lorsque � vaut z�ero alors la distribution est sym�etrique.

3) � : Param�etre d'�echelle, ou param�etre de dispersion, � > 0

donn�ee dans la �gure (2:3)

Fig. 2.3 { Courbe de la densit�e pour � = 1; 5;� f2; 1; 0:8g ; � = 0;� = 0

{Plus � est grand, plus les donn�ees sont volatiles. Le param�etre � de cintrer plus

ou moins le corps de la distribution

4) � : Param�etre de localisation, ou param�etre de position (� 2 R), mesure la
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tendance centrale de la distribution.

La principale caract�eristique de ces lois est leur indice de stabilit�e �, qui contrôle

la vitesse de d�ecroissance des queues de distribution, comme illustr�e dans la �gure

(2:4)

Fig. 2.4 { Courbe de la densit�e pour � = 1 : 5;� 2 f�2; 0; 2g ; � = 0;� = 1

- Lorsque � est positif (resp. n�egatif), la courbe d�ecal vers la droite (resp. vers la

gauche).

- Si � = 0 alors est la m�ediane.

2.1.2 Variables al�eatoires �-stables sym�etriques

Les distributions �-stables sym�etriques repr�esentent une classe de distributions

de probabilit�e caract�eris�ees par la stabilit�e et la sym�etrie, ce qui les rend utiles
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pour mod�eliser des ph�enom�enes �a 
uctuations �elev�ees.

Proposition 2.1.1 Si � = 0 , la distribution est sym�etrique par rapport au

param�etre � . Lorsque � = 0, on parle d'une loi -stable sym�etrique, not�ee X  

S�(0; �; 0)

Corollaire 2.1.1 Une variable al�eatoire X est dite �-stable sym�etrique, not�ee

S�S , si et seulement si sa fonction caract�eristique est de la forme :

'X(t) = exp(��� jtj�) t 2 R; � 2 ]0; 2]

Dans le cas � = 1 alors la variable al�etoire est dite S�S standard.

Exemple 2.1.1 Plusieurs lois connues font partie de cette classe :

�La loi de Cauchy g�en�eralis�ee, dont la densit�e est donn�ee par : f(x) =

1
�

�
�2+(x�m)2 est une loi S1(0; �; 0)

� la loi normale N(m;�2) est un cas particulier de loi stable, not�ee S2(�;
�2

2
;m)

, et inversement , toute loi S2(�; �; �) est une loi normale.

� la loi de poisson p(�) ne fait pas partie des lois stable des lois stables.

Preuve. Soient X1 et X2 deux variables al�eatoires suivant une loi de Poisson.

Supposons qu'elles soient stables, ce qui implique l'existence de � > 0 et b tels

que :

X1 +X2
d
= aX1 + b
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Par �egalit�e des moyennes et des variances, nous pouvons voir que

8><>: 2� = a�+ b

2� = a2�
=)

8><>: b = (2�
p

2)�

a =
p

2

ce qui entrâ�ne une contradiction car X1 + X2 a ses valeurs uniquement dans N

alors que
p

2X1 + (2�
p

2) � n'a pas que des valeurs dans N

2.1.3 Propri�et�es

Cette section aborde certaines propri�et�es des lois �-stables, en mettant l'accent

sur le calcul des moments ainsi que sur les m�ethodes de simulation,...

Densit�e

Pour de nombreuses lois de probabilit�e bien connues, comme les lois normale, de

Cauchy ou gamma, il existe une expression explicite de la densit�e. En revanche,

pour la loi�-stable, seule la fonction caract�eristique est connue sous une forme

explicite. Grâce �a la transform�ee inverse de cette fonction caract�eristique, donn�ee

par

fX(x) =
1

2�

1Z
�1

exp(�itx)'X(t)dt

nous pouvons obtenir f sous la forme d'une int�egrale

fX(x) =
1

�

1Z
0

exp(�ta) cos [xt+ �ta!(t; a)] dt
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o�u

!(t; a) =

8><>: tan(��) a 6= 1

� 2
�

ln jtj a = 1

Proposition 2.1.2 (Propri�et�e de r�e
exion) : Pour toute � et � nous avons

S�(1;��; 0)
d
= �S�(1; �; 0)

C'est que

fX(�x=�; �) = fx(x=�;��) et FX(�x=�; �) = 1� FX(x=�;��)

o�u fX et FX sont la fonction de densit�e et la fonction de r�epartition respectivement

d'une variable aliatoire X � S�(1; �; 0).

Zolotarev [15]] a d�emontr�e que FX et fX peuvent s�ecrire respectivement pour

� = 1 et x > 0, comme suivant :

FX(x) :=

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

1
2
(1� �) + 1

�

�
2Z

��
2
�

exp (�V�(x; �)) d� si � < 1;

1� 1
�

�
2Z

��
�e
�
1�j1��j

�

exp(V� (x; �)) d� si � > 1

et
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fX(x) :=

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

�
�(1��)x

1=(1��)

�
2Z

��
2
�

� (�) exp
�
�x1=(1��)� (�)

�
d� si � > 1;

� �
�(1��)x

1=(1��)

�
2Z

��
2
�
1�j1��j

�

� (�) exp
�
�x1=(1��)� (�)

�
d� si � < 1

o�u

� (�) :=

 
sin
�
�� + �

2
� (1� j1� �j)

�
cos �

!�=(1��)
cos
�
(�� 1) � + �

2
� (1� j1� �j)

�
cos �

;

et

V� = x�=(1��)a (�) :

qui peut s�ecrire plus simplement 8� = 1 , en rappelant que ! = ��
2
� 1�j1��j

�

fX (x) =
�

� j1� �jx
1=(1��)

�
2Z

!

a (�) exp
�
�x1=(1��)� (�)

�
d�; � > 1;

Les seules trois distributions stables qui ont des formes explicites de la fonction

de densit�e

sont :

1. La distribution gaussienneS2(0; �; �) o�u

f (x) =
1

2�
p
�

exp�
�
x� �

2�

�2
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2. La distribution de Cauchy S1(0;�;�) o�u

f (x) =
2�

�
�
(x� �)2 + 4�2

�

3. La distribution de L�evy S 1
2
(1;�;�)o�u

f (x) =
� �

2�

� 1
2

(x� �)
3
2 exp

�
� �

2 (x� �)

�
1]�;+1[(x)

L'absence des formules de forme explicites des fonctions de densit�e pour la plus

parts des lois �-stables et les fonctions de distributions ont des cons�equences

n�egatives. G�en�eralement, il ya deux approches ce probl�eme, la transform�e de

Fourier (�t, "fast Fourier transform") doit être appliqu�e la fonction caract�eristique

voir, Mittnik, Doganoglu et Chenyao, [8] ou bien lint�egration directe num�erique

qui a �et�e utilis�e par Nolan, [10],[9].

Proposition 2.1.3 (propri�et�es de la densit�e)

1. La densit�e de probabilit�e dune distribution �-stable est une fonction born�ee.

2. La densit�e de probabilit�e dune distribution �-stable est la classe C1

Stabilit�e

Proprit 2.1.1 Pour � = 1, nous avons l'�equivalence suivante

X suit une loi S�(�; �; �) () Y = X��
�

suit une loi S�(�; 1; 0)

Preuve. tout d'abord,remarquons que

'mX+p(t) = E
�
eit(mX+p)

�
= eitp'X(mt)
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condition n�ecessaire : prenons m = 1
�
et p = ��

�
alors :

'y(t) = exp

�
�i�t
�

�
'X

�
t

�

�

'y(t) = exp

�
�i�t
�

�
exp

�
i�t

�
� ��

���� t�
����� h1� i�:sign(t): tan

��

2

i�
O�u sign( t

�
) = sign(t) car �� > t

Donc

'y(t) = exp
n
� jtj�

h
1� i�:sign(t): tan

��

2

io
qui est bien la forme de la fonction caract�eristique dune loi S�(�; 1; 0).

condition su�esante :la d�emenstration est similaire la condition n�ecessaire en

prenant m = � et p = � .

�Remarque que Pour la simulation, il su�t de g�en�erer des lois S�(�; 1; 0) et par

changement de variables, nous pouvons obtenir des lois S�(�;�;�)

Propri�et�es arithm�etiques

Proposition 2.1.4 Les variables al�eatoires suivant une loi �-stable poss�edent les

propri�et�es suivantes :

1)Soient X1et X2deux variables al�eatoires ind�ependantes suivant des lois sta-

bles Sa(b1; s1;m1) et Sa(b2; s2;m2) .Alors,la somme X1+X2suit une loi stable

S�(�;�;�), avec les param�etres d�e�nis comme suit :

�s = (sa1+s
a
2)

1
a

�b =
b1sa1+b2s

a
2

sa1+s
a
2

�m = m1 +m2
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Notons que si �1 = �2 alors � = �1 = �2:

Cette propri�et�e d'additivit�e est particuli�erement pertinente en �nance, car elle

permet de consid�erer deux actifs ayant le même param�etre �comme une seule

entit�e. Ainsi, bien que les autres param�etres soient modi��es, la valeur de reste

inchang�ee. Cette caract�eristique est souvent exploit�ee pour l'analyse et la gestion

des portefeuilles d'investissement.

Nous allons mettre en lumi�ere cette propri�et�e par le biais d'une simulation num�erique

o�u deux variables X1et X2 , qui suivent une loi �-stable, sont additionn�ees. Le

comportement de leur somme fera l'objet d'une analyse graphique ci-apr�es.

Fig. 2.5 { Illustration num�erique de la propri�et�e d'additivit�e des lois �-stables

2 )Si X1 et X2 suivent une loi stable S�(�;�;�); A 2 R+; B 2 R+etC 2 R alors

AX1 +BX2 + C
d
= S�(�; �(A� +B�)1��;�(A� +B�)1�� + C):
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3)si X � S�(�;�;�)et � 2 R, alors :

X + a � S�(�;�;�+ a)

4 )Si X � S�(�; �; �) et a un constant r�eel non nul

alors

8><>: aX � S�(jaj�; sign(a)�; a�) si a 6= 0

aXS�(jaj�; sign(a)�; a�� 2
�
a (ln jaj ��) si a = 0

5) Soit X une variable al�eatoire de loi S�(�; �; �) avec � 2]1; 2]alors E(X) = �.

6)pour 0 < � < 2 X � S�(�;�; 0) , �X � S�(�;�; 0)

Queues lourdes

soit X une variable al�eatoire suit une loi S�(�;�;�) on a deux r�esultats suivants :

8><>: t�p (X > t) ! ��C�
1+�
2
:quand t!1

t�p (X < �t) ! ��C�
1��
2
:quand t !1

O�u C� est une constante donn�ee par

C� =

0@ +1Z
0

x�� sin xdx

1A�1

=

8><>:
1��

�(2��) cos(��2 )
si � 6= 1

2
�

si � = 1

la d�emenstration est d�etaill�ee dans Samorodnitsky et Taqqu (1994, pages 16-18).

Remarque 2.1.2 L�egalit�e pr�ec�edente nous fait penser la caract�erisation des lois

pareto.

En e�et, une V.A.R.suit une loi du type pareto si :
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p (X � x) = x��h(x)

ou h(x) est une fonction �a variation lente, c'est-�a-dire pour tout t > 0 lim
x!1

h(tx)
h(x)

= 1

Mandelbrot (1962) a montr�e que pour les lois ��stable, nous avons

p(X � x) = x��
�
f1 (�) + f2 (�)x�� + o

�
x�2�

��
par passage la limite quand x tend vers +1, on s'apereoit que les lois stable sont

asymptotiquement par�etiennes.

Dans le but d'a�cher visuellement cette propri�et�e, nous comparons trois lois �-

stables g�en�er�ees pour di��erentes valeurs de g�en�er�ees pour di��erentes valeurs de

�

Cela permet d'observer comment la d�ecroissance des queues devient plus lente

�a mesure que � diminue, ce qui est caract�eristique des distributions �a queues

�epaisses.

Fig. 2.6 { E�et de l'indice � sur la forme et les queues des lois stables
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Calcul des moments

Proposition 2.1.5 si X � S�(�;�;�) alors

1) Si a = 2, 8p; E jXjp < +1

2) Si 0; < � < 2;

8><>: 80 � p < �;E jXjp < +1

8p � �;E jXjp = +1

1) Lorsque � est strictement inf�erieur �a 2, la variance d'une loi �-stable est in�nie.

2) Lorsque � est strictement inf�erieur �a 1, c'est l'esp�erance qui devient in�nie.

3) Si � est sup�erieur �a 1, l'esp�erance d'une loi �-stable est �.

soit X
d
= S� (�; �; �)

Toutes les lois stables non gaussiennes poss�edent une variance in�nie. Dans le

cas particulier de la loi normale, l'existence d'une variance �nie est li�ee �a une

d�ecroissance plus rapide des queues de distribution par rapport aux autres lois

��stables

0 < � � 1 0 < � < 2 � = 2
E(X) 1 � �
V ar(X) 1 1 2�2

Tab. 2.1 { Moyenne et variance thrique d'une loi stable

En vue de parfaire l'analyse th�eorique donn�ee ci-dessus, on propose ci-apr�es une

simulation num�erique visant �a illustrer le comportement de la variance empirique

d'une loi �-stable pour � = 1:5�

Cette simulation permet de constater visuellement que la variance ne se stabilise

pas, ce qui re
�ete son inexistence th�eorique.
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Fig. 2.7 { Simulation de l'inexistence de la variance pour � = 1:5

2.2 Algorithme de simulation

La simulation des lois stables peut être r�ealis�ee �a l'aide d'un algorithme propos�e

par Chambers et al. (1976). Cet algorithme permet de g�en�erer une variable suivant

une loi stable S� (0; �; 1) Pour obtenir une loi S�(�; �; 
);il su�t d'appliquer une

transformation ad�equate des variables.

2.2.1 Premi�ere �etape

8><>: � = �U1 � �
2

W = � log(1� U2):
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2.2.2 Deuxi�eme �etape

Elle consiste calculer di�rentes quantit�es (fonction de � et de W .

8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:

" = 1� �;

� = tan �
2
;

b = tan "�
2
;

z = cos("�)�tan(��0) sin("�)
W cos(�)

;

d = z
"

1�" �1
"

;

� = �" tan (��0) ;

B = b
"�
2

:

2.2.3 Troisi�eme �etape

Elle consiste g�en�erer une loi Y stable S�(�; 1; 0) pour obtenire cela, il faut utiliser

la proposition suivante

Proposition 2.2.1 soit �une loi uniforme sur
�
��
2
; �
2

�
et W une loi exponentielle

de param�etre 1, si on pose

- pour � 6= 1

y = (cos (��0))
1
�

�
2 (a� b) (1 + ab)� ��B [b (1� a2) 2a]

(1� a2) (1 + b2)
(1 + "d) + �(d+

1

"
)

�

=
sin� (�� �0)

(cos �)
1
�

�
cos(�� �(�� �0))

W

� 1��
�

;

ou
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�0 = ���
2

1� j1� �j
�

;

- pour � = 1

Y =
2

�

��
1

2
� + ��

�
tan �� � log

� 1
2
�W cos �
1
2
� + ��

��
;

Alors la v.a.r Y suit une loi S� (�; 1; 0)

Exemple 2.2.1 Dans le cas dune loi S�S (cest {dire � = 0),nous avons

Y =
sin (��)

cos (�)
1
�

�
cos ((1� �) �)

W

� 1��
�

:

plus particuli�erement, dans le cas o�u est �egale �a 2, nous avons

Y =
sin (2�)p

cos �

�
cos �

W

�� 1
2

= 2
p
W sin �

En�n, dans le cas o�u est �egale 1 et � �egal 0, nous avons

Y = tan �

formule connue, qui permet de simuler une loi de Cauchy.

Remarque 2.2.1 le cas � = 1se r�esout de mani�ere similaire.

2.2.4 Quelques exemples

Nous avons simul�e 5000 r�ealisation de lois S�S pour di�rentes valeurs de �. la

table (2:2) pr�esente les histogrammes faits partir de ces simulation. Pour le cas
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�egale 2, on peut reconnatre lhistogrammes de la �gure(2:8) dune loi normale de

moyenne 0 et de variance2. le tableau suivant repr�esente la moyenne et la variance

empirique des 5000 r�ealisation. Ces r�esultats conrment l�equation sur le calcul des

moments. En e�et, lorsque d�ecrot vers 1, la variance explose et lorsque devient

plus petit que 1, cest la moyenne qui commence exploser.

2 1; 7 1; 5 1; 2 1 0; 9
moyenne 0; 02 0; 02 0; 03 0; 01 �0; 33 27; 58
variance 2; 02 6; 70 36; 96 150; 97 207; 194 321:4201; 71

Tab. 2.2 { Moyenne et variance empirique calcules sur 5000 ralisation

2.3 Statistiques sur les lois sym�etriques �-stables

Dans cette partie, nous allons nous attarder sur les di��erentes mani�eres de tester

et d'estimer les param�etres d'une loi sym�etrique �-stable (S�S) dont je rappelle

la forme de la fonction caract�eristique

'X(t) = exp f�� jtj�g. Que ce soit pour les probl�emes de test de variance ou

d'estimation des param�etres, nous supposons pour la suite que nous avons la

suite d'observations(x1::::x1) de la V.A.R. X d�e�nie juste avant par sa fonction

caract�eristique.

2.3.1 Tests sur la variance

Nous allons explorer deux m�ethodes permettant de v�eri�er si une loi pr�esente une

variance in�nie ou non (Ces deux tests graphiques s'appliquent �egalement �a toute

loi stable, qu'elle soit sym�etrique ou non)

a) Test graphique 1

Ce premier test est tr�es simple et se d�ecompose en 2 �etapes :

39



Un model adequate pour les Rendements d'actifs

-calculer la variance empirique s2n = 1
n

nX
i=1

(xi� �x)2o�u x = 1
n

nX
i=1

xi) pour di��erentes

valeurs de n,

- tracer le graphique (n; S2n).

Intuitivement, lorsque n augmente et lorsque la variance est �nie, le trac�e doit

converger.

Au contraire, si on est en pr�esence d'une loi variance in�nie, le trac�e diverge.

b) Test graphique 2

Ce deuxi�eme test est bas�e sur le fait que lim
x!�

t�P (jXj > t) = �C(�):Donc on

+1; d logP (jXj>t)
d log t

est �equivalent �a � . L�a aussi, 2 �etapes sont n�ecessaires :

- �xer t et calculer la quantit�e g(t) = log

 
1
n

nX
i=1

1jXij>t

!
;

- tracer le graphique(log; g(t)) et voir si la pente devient �nie �a partir d'une cer-

taine valeur de t.

c) Quelques exemples

Pour cela, nous avons repris les simulations de la section pr�ec�edente. Les graphiques

de la �gure (2:9) repr�esentent le test graphique 1. Ceux de la �gure (2:10) repr�esentent

le test graphique 2. On peut remarquer que seul le cas � �egal �a 2 fait converger

la variance. Pour tous les autres cas, il y a divergence
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Fig. 2.8 { Histogrammes normalis�es de lois S�S pour di�rentes valeurs de calcul�es
sur 5000 r�ealisations

2.4 Estimation des param�etres des loi �-stable

L'estimation des param�etres d'une loi �-stable repr�esente un d�e� majeur en raison

de l'absence d'une forme explicite de la fonction de densit�e de probabilit�e (PDF).

Cependant, de nombreuses m�ethodes num�eriques ont �et�e d�evelopp�ees pour estimer

ces param�etres, notamment :la m�ethode du maximum de vraisemblance ,

les m�ethodes bas�ees sur la transform�ee de Fourier ou la fonction car-

act�eristique , et les m�ethodes des quantiles comme celle de McCulloch.

Parmi ces m�ethodes, celle de McCulloch (1986) se distingue par son �equilibre

entre pr�ecision et rapidit�e de calcul. D�evelopp�ee comme une extension de la

m�ethode de Fama et Roll , elle permet d'estimer les param�etres dans des cas

asym�etriques � 2 [�1; 1] et pour une plage plus large de valeurs de � 2 [0:6; 2].

Cette m�ethode est e�cace en termes de pr�ecision des estimateurs par rapport au

41



Un model adequate pour les Rendements d'actifs

Fig. 2.9 { Test graphique 1 : variance empirique calcul�ee pas pas sur l�echantillon
de 5000 r�ealisations dune loi S�S pour di�rentes valeurs de .

temps de calcul requis, et elle est souvent utilis�ee pour fournir des valeurs initiales

des param�etres avant d'appliquer des m�ethodes plus complexes.

2.4.1 M�ethode de McCulloch

McCulloch [7]a propos�e un algorithme d�eriv�e de lestimateur de Fama-Roll. Il a

lavantage de travailler dans le cas non -sym�etrique mais pr�esente la contrainte � 2

[0:6; 2]. McCulloch d�e�nit :

�� =
x0:95 � x0:05
x0:75 � x0:25

et

�� =
x0:95 + x0:05 � 2x0:5

x0:95 � x0:05

On peu pose
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Fig. 2.10 { Test graphique 2 calcul�e sur l'�echantillon de 5000 r�ealisations d'une
loi S�S pour di��erentes valeurs de �.

�� = '1(�; �)

et

�� = '2(�; �)

Ces fonctions ont �et�e tabul�ees par DuMouchel (2:112:12)

�A partir de ces valeurs, il est possible d'estimer � et � par :

�̂ = �1(�̂�; �̂�)
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Fig. 2.11 { Table de DuMouchel pour ��

Fig. 2.12 { Table de DuMouchel pour ��

et

�̂ = �2(�̂�; �̂�)

En e�et, pour chaque � , McCulloch a remarqu�e que la fonction �� est une fonction

strictement d�ecroissante de � ; ce qui permet une estimation de . De même, pour

chaque �, la fonction �� est une fonction strictement d�ecroissante de � ; ce qui

permet d'estimer �:

Ensuite, on d�e�nit la fonction �� par :

�� =
x0:75 � x0:25

�
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Fig. 2.13 { Table de DuMouchel pour estimer �

Fig. 2.14 { Table de DuMouchel pour estimer �

Il est posible de connatre les variation de v en fonction de '3 (�; �). On obtient

alors :

�� = '3 (�; �) ; �̂ = x̂0:75�x̂0:25
'3(�̂;�̂)

Pour param�etre de localisation McCulloch est di�nie �� comme

�� =
�� x0:5
�

o�u

� =

8><>: �+ �� tan
�
��
2

�
pour � 6= 1

� pour � = 1
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Fig. 2.15 { Table de DuMouchel pour ��

Fig. 2.16 { Table de DuMouchel pour ��

on pose

�� = '4(�; �)

L'estimateur de � est donn�e par :

�̂ = x̂0:5 + �'4(�̂; �̂)

L'estimateur de param�etre � est donn�e par :

�̂ =

8><>: �̂ � �� tan(��̂
2

) pour � 6= 1

�̂ pour � = 1

Exemple 2.4.1 On va simuler 5000 r�ealisation des v a qui suivent la loi �-stable
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pour di�rentes valeurs de � et �. On trouve les r�esultats suivants :

� 2 175 15 125 1
� 0 05 05 08 1
�� 2.46 267 316 380 5
�� 001 012 023 051 0
�̂ 2 173 147 121 11

�̂ 0 048 041 068 099

Tab. 2.3 { Estimation des paramtres du loi alpha-stable via lapproche de McCul-
loch pour 5000 ralisations.

comme x̂p est estimateur de xp est un estimateur consistant de xp, et que les

fonction 'i sont continues alors les estimateur des param�etre sont consistant.

A�n de tester la validit�e de la m�ethode de McCulloch, nous appliquons celle-ci �a

un �echantillon de 5000 r�ealisations simul�ees de rendements �nanciers suivant une

loi �-stable sym�etrique.

L'objectif est d'estimer visuellement et num�eriquement le param�etre de stabilit�e

�, ainsi que les autres param�etres caract�eristiques.

La m�ethode repose sur la comparaison de certains quantiles empiriques avec les

valeurs th�eoriques tabul�ees par DuMouchel. Apr�es avoir calcul�e les quantiles de

notre �echantillon, nous d�eduisons une premi�ere estimation du param�etre �.

Le graphique suivant illustre cette estimation (2:17) :

Ainsi, l'ensemble de ces outils graphiques conforte l'estimation du param�etre de

stabilit�e � obtenue par la m�ethode de McCulloch, renfor�cant la validit�e de notre

approche num�erique.

Le tableau suivant pr�esente les estimations des param�etres (�, �,�, �)es lois

�-stables pour di��erents indices boursiers (NASDAQ, CAC40, DOW JONES,

S&P500) �a di��erentes fr�equences (quotidienne, hebdomadaire, mensuelle), obtenues

�a l'aide de la m�ethode de McCulloch.
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Fig. 2.17 { Estimation graphique du param�etre � selon la m�ethode de McCulloch.

On remarque que les valeurs de � sont g�en�eralement inf�erieures �a 2, ce qui con�rme

la pr�esence de queues �epaisses dans les s�eries de rendements. Par ailleurs, les

param�etres de dissym�etrie � varient selon les indices et les fr�equences, ce qui

sugg�ere une asym�etrie des distributions.

A�n de compl�eter la validation de la m�ethode de McCulloch, nous avons appliqu�e

l'approche sur des donn�ees r�eelles issues des principaux indices boursiers : NAS-

DAQ, DOW JONES, S&P 500 et CAC40, sur la p�eriode 2014{2022.

Pour chaque s�erie, nous avons estim�e les param�etres de la loi �-stable �a trois

fr�equences (quotidienne, hebdomadaire, mensuelle), puis superpos�e les densit�es

estim�ees aux histogrammes des rendements.

Les graphiques suivants con�rment visuellement l'ad�equation du mod�ele �-stable

avec les rendements observ�es (2:182:192:202:21) :

Les quatre s�eries de rendements montrent des queues �epaisses et des distributions

asym�etriques. Les densit�es ajust�ees �a l'aide des param�etres estim�es par la m�ethode
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Indice Fr�equence �̂ �̂ �̂ �̂
NASDAQ Quotidien 1.401 -0.204 0.006193786 0.0014136908
NASDAQ Hebdomadaire 1.722 -0.648 0.015513450 0.0054931687
NASDAQ Mensuel 1.476 -0.325 0.029698669 0.0142091023

CAC40 Quotidien 1.482 -0.114 0.005865468 0.0008569430
CAC40 Hebdomadaire 1.499 -0.280 0.013234627 0.0039675916
CAC40 Mensuel 0.500 0.000 1.000000000 0.0000000000

DOW JONES Quotidien 1.392 -0.139 0.004723707 0.0007645846
DOW JONES Hebdomadaire 1.501 -0.215 0.011134422 0.0030372656
DOW JONES Mensuel 1.606 -0.333 0.024675159 0.0097935010

S&P500 Quotidien 1.369 -0.166 0.004742110 0.0008183165
S&P500 Hebdomadaire 1.588 -0.395 0.011867754 0.0041426171
S&P500 Mensuel 1.467 -0.433 0.025731810 0.0146280817

Tab. 2.4 { Estimations des paramtres des lois a-stables via la mthode de McCul-
loch

de McCulloch s'alignent bien avec les histogrammes empiriques, con�rmant la

validit�e du mod�ele �-stable sur des donn�ees r�eelles
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Fig. 2.18 { Histogramme des rendements quotidiens du NASDAQ et ajustement
par une loi �-stable

Fig. 2.19 { Histogramme des rendements quotidiens du CAC 40 et ajustement
par une loi �-stable
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Fig. 2.20 { Histogramme des rendements quotidiens du DOW JONES et ajuste-
ment par une loi �-stable

Fig. 2.21 { Histogramme des rendements quotidiens du S&P 500 et ajustement
par une loi �-stable
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Tout au long de ce m�emoire, nous avons tent�e de mieux comprendre comment

mod�eliser les rendements �nanciers, qui sont souvent instables, extrêmes et asym�etriques.

Notre question de d�epart �etait simple :

Les lois �-stables sont-elles capables de repr�esenter plus �d�element ces rendements

que les mod�eles classiques ?

Pour y r�epondre, nous avons d'abord mis en �evidence les limites de la loi nor-

male, qui ne permet pas de mod�eliser correctement les �ev�enements extrêmes ni la

forte volatilit�e. Nous avons ensuite �etudi�e les lois �-stables : leurs propri�et�es, leur

souplesse, ainsi que des m�ethodes pour les simuler et les estimer.

Grâce aux simulations, nous avons vu que les r�esultats obtenus con�rment bien

la th�eorie : lorsque � < 2, la variance devient in�nie, et pour � � 1, même la

moyenne est instable.

L'application aux donn�ees r�eelles du NASDAQ a �egalement montr�e que ce mod�ele

colle bien �a la r�ealit�e : les rendements ont des queues �epaisses, sont asym�etriques

et tr�es volatils.

Bien sûr, notre travail n'est pas sans limites.

Le fait que la densit�e de ces lois ne soit pas toujours connue rend l'analyse par-

fois di�cile. De plus, l'estimation des param�etres peut d�ependre fortement de la
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qualit�e des donn�ees utilis�ees.

Mais malgr�e ces contraintes, les lois �-stables restent un outil puissant, bien plus


exible que la loi normale, pour mod�eliser les rendements �nanciers.

En r�esum�e, ce mod�ele apporte une vraie valeur ajout�ee, surtout dans le contexte

de la gestion du risque et des march�es turbulents.

Pour aller plus loin, plusieurs pistes pourraient être explor�ees :

Combiner le mod�ele �-stable avec des techniques qui prennent en compte la

m�emoire longue (comme GARCH �-stable ou processus fractionnaires).

Appliquer ce mod�ele �a d'autres types de march�es, notamment les march�es �emergents.

�Etudier son comportement sur d'autres actifs, comme les mati�eres premi�eres ou

les cryptomonnaies.

Finalement, ce travail nous aide �a mieux comprendre le comportement parfois

chaotique des march�es, et nous invite �a repenser les outils qu'on utilise pour les

analyses
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Anexe :Logiciel R

R est un langagede programmation, commun�ement appel�e langage et logiciel,

qui permet de r�ealiser des analyses statistiques. Plus particuli�erement, il com-

porte des moyens qui rendent possible la manipulation des donn�ees, les calculs et

les repr�esentations graphiques. R a aussi la possibilit�edex�ecuter des programmes

stock�es dans des chiers textes et comporte un grand nombrede proc�edures statis-

tiques appel�ees paquets. Ces derniers permettent de traiter assez rapidement des

sujets aussi vari�es que les mod�eles lin�eaires (simples et g�en�eralis�es), la r�egression(lin�eaire

et non lin�eaire), les s�eries chronologiques, les tests param�etriques et non param�etriques

classiques, les di�rentes m�ethodes danalyse des donn�ees,... Plusieurs paquets, tels

ade4, FactoMineR, MASS, multivariate, scatterplot3d et rgl entre autres sont des-

tin�es lanalyse des donn�ees statistiques multidimensionnelles
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Anexe :Logiciel R

Il a �et�e initialement cr�e�e, en 1996, par Robert Gentleman et Ross Ihaka du

d�epartement de statistique de lUniversit�e dAuckland en Nouvelle Z�elande. Depuis

1997, il sest form�e une �equipe "R Core Team" qui d�eveloppe R. Il est conu pour

pouvoir être utilis�e avec les syst�emes dexploitation Unix, Linux, Windows et Ma-

cOS.Un �el�ement cl�e dans la mission de d�eveloppement de R est le Comprehensive

R Archive Network (CRAN) qui est un ensemble de sites qui fournit tout ce qui

est n�ecessaire la distribution de R, ses extensions, sa documentation, ses chiers

sources et ses chiers binaires.Le site matre du CRAN est situ�e en Autriche Vienne,

on peut y acc�eder par lURL : "http ://cran.r-project.org/". Les autres sites du

CRAN, appel�es sites miroirs, sont r�epandus partout dans le monde.

R est un logiciel libre distribu�e sous les termes de la "GNU Public Licence". Il fait

partie int�egrante du projet GNU et poss Lde un site o�ciel ladresse "http ://www.R-

project.org".Il est souvent pr�esent�e comme un clone de S qui est un langage de

haut niveau d�evelopp�e par les AT&T Bell Laboratories et plus particuli Lrement

par Rick Becker, John Chambers et Allan Wilks. S est utilisable travers le logiciel

S-Plus qui est commercialis�e par la soci�et�e Insightful (http : //www.splus.com/).
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Résumé : 
Ce mémoire analyse le comportement des rendements financiers à l’aide des lois α -stables, 
mieux adaptées aux événements extrêmes que la loi normale. Il présente d’abord les 
caractéristiques empiriques comme la volatilité, l’asymétrie et les queues épaisses. Les propriétés 
mathématiques et économiques des lois α -stables sont ensuite étudiées à travers des 
simulations. Enfin, les paramètres sont estimés via la méthode de McCulloch, en tenant compte 
de la mémoire longue dans la volatilité 
 

Mots clés :Rendement d’actif , lois α-stables , queus lourde, série financiéres 

 

 
 

                                                                                              ملخص
المستقرة، التي تعُد أكثر ملاءمة من التوزيع الطبيعي في تمثيل  المذكرة تحليل سلوك العوائد المالية باستخدام قوانين الفاتتناول هذه 

ة ثم يتم دراسة الخصائص الرياضي. يتم أولًا عرض الخصائص التجريبية مثل التقلب، عدم التماثل، وسمك الذيول. الأحداث القصوى

ا، يتم تقدير المعلمات باستخدام طريقة. ن من خلال المحاكاةوالًقتصادية لهذه القواني  مع أخذ الذاكرة بعين،  McCuulloch وأخيرا
 الاعتبار      

 

 ، قوانين ألفا المستقرة، الذيل الثقيل، السلاسل المالية : عوائد الأصول كلمات البحث
 
 

Abstract : 

This thesis analyzes the behavior of financial returns using α-stable laws, which are better 

suited than the normal distribution for modeling extreme events. It first presents empirical 

characteristics such as volatility, asymmetry, and heavy tails. The mathematical and 

economic properties of α-stable laws are then studied through simulations. Finally, the 

parameters are estimated using McCulloch’s method, taking into account long memory in 

volatility. 

 

Key word : Return on assets, α-stable laws, heavy tails, financial series 
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