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Notations et symbols

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont

expliquées ci-dessous.

Notation

Signification

parameétre inconnue

ensemble des valeurs possible du parameétre 6
un n — échantillon

ensemble des valeurs réelles
nx(n—1)x(n—-2)x..x3x2x1
estimateur du maximum de vraisemblance
événement

fonction gamma ;7 y* e Vdy

Probabilité de I’événement A

Focction de répartition empirique

variable aléatoire rélle

réalisation d’un estimateur 7,

indépendant et identiquement distribuées

loi de I’échantillon, quand la valeur du paramétre est 6
un estimateur

fonction de répartition de loi
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Notation
(2, F)
(Q,F,P)

X

f

Lo(z1, ..., xp)

In Lg(zq, ..., )

E(X) ou i
Var(X) ou o?

lg 1% =

Signification

espace probabilisable

espase de probabilité

variable aléatoire

densité de probabilité

fonction de vraisemblance de I’observation dépend de paramétre 6
fonction log-vraisemblance du Ly(z1, ..., z,)

statistique

espérance mathématique ou moyenne du v.a X

variance du v.a X

estimateur de la moyenne

estimateur de la variance

estimateur sans biais de la variance

estimateur au sens de maximum de vraisemblance du paramétre 6
loi de Poisson a un parameétre A > 0

loi normale(ou de Gauss) a deux paramétre p € R et 02 > 0
loi normale standard (centrée réduite)

loi gamma

loi de Bernoulli

loi Binomiale

loi de Poisson

loi Uniforme

loi expenentielle

convergence en probabilitée

convergence en moyenne quadratique

convergence presque stre
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Introduction

L’estimation paramétrique en statistique désigne le processus visant
a déterminer la valeur d’'un ou plusieurs paramétres inconnus dans un
modele statistique & partir des données observées. En termes simples, elle consiste
a approximer les parameétres du modeéle en exploitant les informations fournies par
les échantillons de données. On distingue principalement deux types d’estimation

paramétrique :

— Estimation ponctuelle : Cette méthode fournit une seule valeur comme
meilleure approximation du parameétre inconnu. Par exemple, pour estimer la
moyenne d’une population, on peut utiliser la moyenne calculée a partir de
I’échantillon comme estimation ponctuelle.

— Estimation par intervalle : Contrairement a I’estimation ponctuelle, cette
approche exprime 'estimation sous forme d’un intervalle accompagné d’un ni-
veau de confiance. Par exemple, on peut affirmer que la moyenne réelle de la

population se trouve entre deux valeurs avec une probabilité de 95%.

Dans le cadre d’estimation ponctuelle, on a plusieurs méthodes pour estimer un
parametre, comme la méthode des moindres carrés, la méthode des moments et la
méthode du maximum de vraisemblance. Cette méthode consiste a rechercher les
valeurs des parameétres qui maximisent la fonction de vraisemblance, c¢’est-a-dire

celles qui rendent les données observées les plus probables en fonction du modéle.
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Cette technique est d'une grande portée dans de nombreux secteurs comme ceux
de I’économie, de la médecine, de l'ingénierie ou des sciences sociales dans la
mesure ou elle permet d’analyser des données et d’extraire les parametres réels
prévus par des modeéles complexes qui décrivent des phénomeénes réels. Dans le
domaine médical, par example, 'EMYV peut permettre d’estimer les probabilités de
maladies ou I'efficacité des différents traitements expérimentés par le biais d’essais
cliniques. En économie, il permet également d’estimer des modeéles de prévision du
comportement des consommateurs ou de fonctionnement marchés financiers. Dans
la vie réelle, I'un de ses principaux atouts réside dans 'amélioration des décisions
informées & partir des données disponibles, la possibilité de rendre des estimations
fideles qui sont utiles pour prendre des décisions informées dans différents secteurs
comme ’amélioration de la qualité dans le domaine industriel ou le traitement des

risques dans le domaine des entreprises.

L’objectif de notre travail est d’étudier I’estimation par la méthode du maxi-
mum de vraisemblance qui constitue un outil précieux pour déterminer les pa-
rametres d’'un modele statistique, en particulier lorsque ’on dispose d’un volume

important de données observées.
Ce mémoire est composé de trois chapitres :

e Premier chapitre : Dans ce chapitre, les notions de probabilité et de
statistique sont introduites a travers différents concepts tels que les variables

discrétes et continues, les lois de probabilité, les types de convergence, entre autres.

e Deuxiéme chapitre : Ce chapitre aborde le concept d’estimation paramé-
trique ponctuelle, en mettant 'accent sur les notions d’estimateur, les criteres

évaluant la qualité d’un estimateur.
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e Troisiéme chapitre : Dans le dernier chapitre, nous aborderons la fonction de
vraisemblance ainsi que ’estimateur du maximum de vraisemblance, accompagnés

de quelques exemples illustratifs et une partie de simulation.



Chapitre 1

Rappel sur les notions de base en

probabilités et statistiques :

es statistiques et les probabilités sont des outils essentiels pour com-

Lprendre le monde qui nous entoure. En mathématiques, elles permettent

de modéliser et d’analyser des données afin de prendre des décisions rationnelles.

vous apprendra a collecter, organiser, analyser des données et calculer des proba-
bilités.

Dans ce chapitre, nous mentionnerons les notions de base de probabilités et de

statistiques.

1.1 Espace de probabilité :

Une expérience est appelée "aléatoire" s’il est impossible de prévoir a ’avance

son résultat.

On appelle univers, noté ensemble fondamental €2, ’ensemble associé a une expé-



CHAPITRE 1. RAPPEL SUR LES NOTIONS DE BASE EN PROBABILITES
ET STATISTIQUES :

rince aléatoire, telle que :
) = {tous les résultats possibles de cette expérience}.

Définition 1.1.1 (c—Algébre) [8/Soit F un sous-ensemble de parties de l’en-
semble Q (F C P(Q)), on dit que F est un c—algébre (ou tribu) si verifier les
conditions suivantes :

1. Qe F.

2. Si Ae F alors A° € F.

3. Si (Ai>i20 C F alors UAZ e F.

i>0
Remarque 1.1.1 Si Q un ensemble des possibilités d’un expérience aléatoire.

Alors (Q, F) dit espace probabilisable.

Définition 1.1.2 (Espace de probabilité) Soit P une application de F dans
[0,1]. P est une probabilité sur ’espace probabilisable (Q, F) si :

1. P(A)€[0,1],V A€ F.

2. P(Q) =1.

3. 81 Ay, Ag, .. Ay € F tels que Ai,NA; =@, sii# j (i.e : les événement A,

et A; deuz & deuz disjoints) alors :

()55 rin

Le triplet (2, F, P) est appelé espace de probabilité ou espace probabilisé.

Pour plus de détails sur espase de probabilité voir [16].
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1.2 Variables aléatoires

Variable aléatoires réelle :

Définition 1.2.1 Etant donné un univers ), une variable aléatoire réelle, est

une application de Q dans R [12] :

X:wel— X(w)eR (1.1)

Loi de probabilité :

Définition 1.2.2 Soit ) un univers muni d’une probabilité P, et soit X une v.a.r.
On appelle lot de probabilité de X, notée Px, l'application qui a toute partie A

de R associe :

Py(A) = P(X € A) = P({w € Q: X(w) € A}). (1.2)

Fonction de probabilité :

Définition 1.2.3 La fonction de répartition de la v.a.r. X est définie par :

Fx(x)=P(X <x), r€R. (1.3)

propriétés de la fonction de répartition :

1. F(x) est une fonction en escaliée.
2. 0< F(z) < 1.

3. Elle est croissante au sens large si a < b alors F(a) < F(b).
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4. I’importance pratique de la fonction de répartition est qu’elle permet de

calculer la probabilité de tout intervalle dans R.

5. lim, o F(z) =05 lim, 00 F(z) =1

1.2.1 Variables aléatoires discrétes :

Définition 1.2.4 Une variable aléatoire réelle discréte X prend ses valeurs sur

un ensemble fini xq,xs, ....,x, ou sur un ensemble infini dénombrable.
Lois de probabilités

Définition 1.2.5 Soit X une v.a.r. discréte prenant ses valeurs dans un ensemble
discret (fini ou dénombrable) {x1,xs,...,x,}, éventuellement infini. Alors la loi
de X est caractérisée par l’ensemble des probabilités P(X = x;), c’est-a-dire les

nombres réels positifs p; tels que;

P(X =x;)=p; avec: 0<p; <1 et Zpizl

=1

Remarque 1.2.1

1. L’espérance mathématique (moment d’ordre 1) de la v.a.r. discréte X, notée

E(X) est définie par :
E(X)=) xP(X =x).
i=1

2. Le nombre :

Var(X) = E[(X — E(X)),
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lorsqu’il existe, est appelé variance (moment d’ordre 2) de X et le nombre :

o(X)=+/Var(X)

est I’écart type de X.

1.2.2 Variables aléatoires continues :

Définition 1.2.6 Une variable aléatoire continue X est une variable qui prend

ses valeurs dans un intervalle de R, [Z].
Fonction densité de probabilité :

Définition 1.2.7 On appelle densité de probabilité toute application continue :

f:R—=R
z — f(z)

telle que;
Ve eR: f(z) >0 et [ f(v)dw = 1.

et P(X <z)=["_f(t)dt

Fonction de répartition :

Définition 1.2.8 On définit la fonction de répartition de v a X par :
VieR: Fx(z) =P(X <z)= / f(t)dt
Proposition 1.2.1 On a l'identité :

P(angb):FX(b)—FX(a), Ya < b.
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Remarque 1.2.2

1. L’espérance mathématique (moment d’ordre 1) de la v.a.r continue X, dé-
finie sur l’espace probabilisé (2, F, P), est donnée par l'intégrale, si elle

converge :

E(X) = /XdP: /demd:v
Q Q

que l'on peut écrire, si f est la densité de probabilité de X :
E(X) = /xf(m)da:.
R

2. La variance (moment d’ordre 2), ou carré de Iécart-type o, est donnée par

I'intégrale si cette intégrale et la densité f existent :

Var(X) = E[(X — ECOY] = [ [0 = BV fa)de

1.3 Quelques lois de probabilité usuelles en sta-
tistique

[17]

1.3.1 Loi discrétes

Loi de Bernoulli :

Une v.a.r. X est dite suite une loi de Bernoulli de parametre p € |0, 1[, notée

X ~ B(p), I'orsque ’ensemble de résultat se réduit a deux résultats possibles, et
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on écrit = {Succés,Echec}, X (Q2) = {0,1}. Loi de probabilité de X :

Px=2)=1¢" sl (1.4)

Y

g=1—p si z=0

son espérance et sa variance sont données par :

E(X)=p et Var(X) =p(1 —p)

Loi Binomiale :

Définition 1.3.1 :Soient n variables aléatoires X; ,(i = 1...n) de Bernoulli indé-
pandantes et de méme parameétre p alors X = > | X, est une variable aléatoire
qui suit une loi binomiale de paramétre n et p . On note X ~ B(n,p), la loi de X

s’ecrit comme suit :

Cp*(1—p)* six=0,1,...,n

0 sinon

son espérance et sa variance sont données par :

E(X)=np et Var(X) =np(1—p)

Loi de Poisson :

La loi de Poisson caractérise des événements rares, est trés utilisée pour modéliser

le nombre qu’'un événement se produit dans une période de temps.

Définition 1.3.2 On dit qu’une variable aléatoire X suit une loi de Poisson de

10
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paramétre réel et positif X, notée X ~ P(N) si :

e — sx=0,1,2,..

0 sinon

son espérance et sa vartance sont données par :
E(X)=Var(X) =\

Loi Uniforme :

Définition 1.3.3 On dit que une variable aléatoire X suit une loi uniforme sur

Uensemble {1,...,n}, et on note X ~U(n) si on a :

3=

stx=0,1,2,...,n
P(X =12)= , (1.7)
0 st non

son espérance et sa vartance sont données par :

1 2 _q
E(X):n; et V(X) ="

1.3.2 Lois continues

Loi Uniforme :

Définition 1.3.4 Une variable aléatoire réelle continue X, suit une lot uniforme

11
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sur Uintervalle [a, b], si sa loi de probabilité admet une densité f égale a :

1 .
st a<x<b
flay=4q b-a , (1.8)
0 stnon
et sa fonction de répartition est :
0 s r<a
Flz)=q =% s a<z<b (1.9)
1 s3 z>b
Sa espérance et sa variance est :
b+a (b—a)?
E(x) = t Vv =
(1) =" et Var(e) =

Loi expenentielle :

Définition 1.3.5 Une variable aléatoire réelle positive X suit une loi exponen-

tielle, de paramétre \ positif, si sa densité de probabilité est donnée par :

e siox>0
f(z) = , (1.10)

0 st <0

et sa fonction de répartition est :

12
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Sa espérance et sa variance est :

La loi gamma :

Définition 1.3.6 La loi exponentielle est un cas particulier de la famille des lois
gamma. Une variable aléatoire réelle positive X suit une loi gamma I'(a; N), de

paramétres positifs a et X, si sa densité de probabilité est donnée par :

B ,\e—*;g—ia);)a—l si x>0
f(x) = ; (1.11)

0 sinon

I' est la fonction gamma définie par l'intégrale :

F(a):/ e "2 tda.
0

Sa espérance et sa variance est :

Loi normale :

Définition 1.3.7 :Une variable aléatoire réelle X suit une loi normale (ou loi
gaussienne, loi de Laplace-Gauss) d’espérance et d’écart type o (nombre stric-
tement positif, car il s’agit de la Tacine carrée de la variance o*) si cette variable

aléatoire réelle X admet pour densité de probabilité la fonction f(z) définie, pour

13
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tout nombre réel x, par :

fla) = e 7 (1.12)

Remarque 1.3.1 Dans les cas particulier p = 0 et 0? = 1 la loi normale est la

loi normale centrée réduite ou loi normal standard et sa densité est :

Pour plus de détails voir [17].

1.4 Type de convergence et théoréme limites :

Type de convergence :[1]
1. convergence en loi :

Bien qu’elle soit la plus faible, elle est la plus utilisée en pratique car elle permet

d’approximer la loi de X,, par celle de X.

14
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Définition 1.4.1 La suite (X,,) converge en loi vers X de fonction de répartition
F sila suite (F,) de fonction de répartition des X,, converge vers F' en tout points
de continuité de F'.

lim F,, = F

n—oo
et on note :

X, — X (1.13)
2. convergence en probabilité :
Définition 1.4.2 On considére une suite (X,,) de variables aléatoires définie sur

Q , X wune autre variable, définie sur Q). On dit que la suite (X,) converge en

probabilité vers X si :

Ve >0, lim P(| X,,— X |[>¢)=0. (1.14)
et on note :
X, 2 X (1.15)

3. convergence en moyenne quadratique :

Définition 1.4.3 Soit (X,,) Une suite de variables aléatoires de carré intégrable.On

dit que (X,,) converge en moyenne quadratique vers une variable aléatoire X si :

Ve >0, lim E [(X, — X)*] =0.

et on note :
L2
X, — X (1.16)
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Propriéte 1.4.1

1. La convergence en moyenne quadratique entraine la convergence en proba-
bilité.

2. Pour les (X,,) sont des variables aléatoires d’espérance et de variance finies,
si E(X,,) — pet Var(X,) — 0 alors X,, converge en moyenne quadratique

vers L.

4. convergence presque sure :

Définition 1.4.4 Soit (X,,)une suite de variables aléatoires. On dit que cette suite

converge presque surement vers X Si :

P[lim X, = X| = P{w € {; JL%XTL(W) =X(w)} =1

n—oo

et on note :

X, 25 X (1.17)

Théorémes limites :

— Loi forte des grands nombres :

Théoréme 1.4.1 :Soient X1, ..., X,, des variables aléatoires indépendantes et iden-
tiquement distribuées admettant une moyenne m = E[Xi] , et S, = > | X;

alors :

Onops o (1.18)

Pour la démonstration voir [I, Statistique inf].

— Loi faibles des grands nombres :

16



CHAPITRE 1. RAPPEL SUR LES NOTIONS DE BASE EN PROBABILITES
ET STATISTIQUES :

Théoréme 1.4.2 :Soient X1, ..., X,, des variables aléatoires indépendantes et iden-

tiquement distribuées admettant une moyenne m = E[Xi] , et S, = > | X;
alors :
S
Ono P (1.19)
7 n—oo

Preuve. Voir [I], Statistique inf p 54]. m

— Theoréme centrale limite :

Théoréme 1.4.3 (Theoréme centrale limite) Soient Xy, ..., X,, des variables

aléatoires indépendantes et identiquement distribuées admettant une moyenne j =

Z?:l X;

n

E[Xi] et de variance Var[X;] = o2. Considérons la moyenne X =

quand n — oo la loi de la variable aléatoire :

X —yp

tend vers la loi normale centrée réduite N'(0,1), ce que l'on peut écrire comme :

>

M £, N, ). (1.20)

o2 /[n n—oo

Preuve. voir [I], Statistique inf p 58.] m

1.5 Echantillon :

[3]

Définition 1.5.1 (Population) C’est la totalité des éléments pris en considéra-

tion, et sur lesquels on désire obtenir des informations.

17
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Définition 1.5.2 (Echantillon) Soit X une variable aléatoire sur un référen-
tiel Q). Un échantillon de X de taille n > 1 dans population est un n-uplet
(X1, ..., Xp) de variables aléatoires indépendantes de méme loi que X . La loi de X
sera appelée lot mére. Une réalisation de cet échantillon est un n—uplet de réels

(1, ey Tp) 00 Xj(w) = ;.

1.6 Distribution d’un échantillon :

Soit (X7, X, ..., X,,) un échantillon aléatoire simple issu d’une variable aléatoire
X de densité de probabilité f. La distribution (loi) de probabilité du n-échantillon

aléatoire simple est :

9(331, Ty oeny *Tn) = fX1 (xl)fX2 ($2)an<xn)
= [ [fx (@) = (fx (@),
i=1
g est appelée vraisemblance du n-échantillon.

Exemple 1.6.1 1. Soit (X1, Xs, ..., X,,) un n-échantillon issu d’une variable
aléatoire X ~ N(0,1)

1 “lym
g(z) = fo(ﬂﬁz) = (\/ﬁ)neégi—l 1’12, r, €ERVi=1,2,...,n
=1

2. Soit (X1, Xo, ..., X;,)un n-échantillon issu d’une variable aléatoire X ~ B(0)

flw) = 0°(1—0)*



CHAPITRE 1. RAPPEL SUR LES NOTIONS DE BASE EN PROBABILITES
ET STATISTIQUES :

avec x € {0,1}. La vraisemblance de cet échantillon est :

g(@) = [[ (@) = 0527 (1 — gyr-Siass
i=1

1.6.1 Fonction de répartition empirique d’un échantillon :

Définition 1.6.1 On appelle fonction de répartition empirique d’un échantillon
F,.(x) la proportion des n wvariables aléatoires X1, Xa, ..., X,, qui sont inférieures
a x. C’est donc une fonction aléatoire (v.a pour tout x) dont les réalisations sont

des fonctions en escalier de sauts égaux & —.

n
(
0 St T < T1;
1 .
— s1 11 L x < Xo;
n
1w '
F(z) = Ezl(ngx) =93 i-1
i=1 $1 T < x < Xy
n
\ 1 St T >z,

Convergence de F),(z) vers F(x) :

Théoréme 1.6.1 Soit (X, Xo, ..., X)) un n-échantillon de fonction de répartition

empirique F, () et F(x) fonction de répartition de X (variable aléatoire parente).

Alors : F(z) 25 F(x). d.e : P(x:lim, s Fo(z) = F(z)) = 1

Preuve. Voir [1, Statistique inf p 70]. m

Théoréme 1.6.2 (Glivenko Contelli) La convergence de F,, vers F' est presque

19



CHAPITRE 1. RAPPEL SUR LES NOTIONS DE BASE EN PROBABILITES
ET STATISTIQUES :

surement uniforme, i.e :

D, =sup|F, — F| 2% 0. (1.21)

1.6.2 Moyenne, variance et moment empiriques :

[6]
Dans la suit on considére (X7, Xo, ..., X,,) un n—échantillon issu d’une variable

aléatoire de moyenne 4 et de variance o2.

Définition 1.6.2 (Statistique) On appelle statistique T tout fonction mesu-

rable des variables aléatoires X1, Xo, ..., X, , telle que :

T= f (X17X27 7Xn)
Remarque 1.6.1 Une statistique T est une variable aléatoire.
— Moyenne empirique :

Définition 1.6.3 On appelle moyenne empirique ou moyenne de l’échan-

tillon, la statistique notée X définie par :

X =

SRS

=1

Propriétés :

1. Soit (X7i, X, ..., X;,) un n-échantillon issu d’une variable aléatoire X de

moyenne 4 et de variance o2. Alors F(X) = p (on dit que X est une statis-
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CHAPITRE 1. RAPPEL SUR LES NOTIONS DE BASE EN PROBABILITES
ET STATISTIQUES :

tique sans biais). En effet :

2. Var(X) = %

— 1 1 2
En effet : Var(X) = — E Var(X;) = =no? = .
n n
i=1

n2

3. X 2% p. (Loi forte des grands nombres).

— Variance empirique :

Définition 1.6.4 On appelle variance empirique ou variance de l’échan-

tillon, la statistique notée S*(X) définie par :

Propriétés :

o?(n — 1).

L B(S?) = =

p.s
2. 52 =5 42

Preuve. Voir [I], Statistique inf chapitre 2 page 73] m

— Moment empirique :

Définition 1.6.5 On appelle moment d’ordre r de [’échantillon et on note M,.,

r un nombre entier (r € N*), la quantité :

I,
Mr:g;){i.
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Chapitre 2

Estimation paramétrique

ponctuelle

oit X une variable aléatoire dont la loi, de forme connue, dépend d’un
Sparamétre f inconnu, # € © C R. On suppose que 1’on dispose de n obser-
vations x4, xs, ..., T, qui sont les réalisations de variables aléatoires X1, X», ..., X,
indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.), de méme loi que X. On dit

que (X1, Xs, ..., X,,) est un n-échantillon de la loi de X.

On cherche & estimer 6 & partir des n-observations (x1, 3, ..., z,,). Pour tout € ©,
0 représente en général une valeur caractéristique de la loi de X telle que son

espérance, sa variance, son étendue...

2.1 Estimateur et estimation

Définition 2.1.1 (Estimateur) Soit (X1, Xs, ..., X,,) un n-échantillon d’une loi
Py dépendant d’un paramétre inconnu 0 € © C R. On appelle estimateur

de 0 une variable aléatoire T, obtenue comme fonction du n-échantillon i.i.d
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CHAPITRE 2. ESTIMATION PARAMETRIQUE PONCTUELLE

(X1, X, ..., X)) ; autrement dit :[9]
Tn - f(Xl, XQ, ,Xn)

Définition 2.1.2 (Estimation) Soit T,, un estimateur de 6. On appelle esti-
mation de 0, la réalisation t, de la v.a. T,,, obtenue a partir de la réalisation

(1, T2, ..., ) du n-échantillon (X1, Xa, ..., X)) :

tn = f(x1, 22, ..., 2p)

2.2 Qualités d’un estimateur

Soit 0 le parameétre a estimer et on note 0, =T, = f(Xy, Xo, ..., X)) un estimateur. [5].

1. Estimateur sans biais :

Définition 2.2.1 Le biais d’un estimateur é\n de 0 est la quantité :
by(0,) = E(6,,) — 0. (2.1)
Un estimateur @\n est sans biais pour 0 si et seulement si :
be(6,,) = 0,V6 € ©.

2. Estimateur asymptotiquement sans biais :

-~

0, est dit asymptotiquement sans biais si :

lim E(6,) = 0.

n—oo

23



CHAPITRE 2. ESTIMATION PARAMETRIQUE PONCTUELLE

3. Estimateur convergente :

Définition 2.2.2 Un estimateur é\n est dit convergent si §n tend vers 0 lorsque

n tend vers l'infini.

Définition 2.2.3 (Consistant) On dit que 0, est un estimateur consistant

de 6 si pour tout e >0 on a :

>¢e)— 0,n — 0. (2.2)

Théoréme 2.2.1 5i én est convergent et de variance tendant vers 0 lorsque n

tend vers linfini (Var(gn) =0,n — 00), alors 0, est consistant.
Preuve. On a, pour tous réels 0 et o > 0.

0, — E(0,)

> o=

>a—’9—E(§n) .

Si lim E(6,) = 0, alors & partir de certin rang N, on a ‘9 — E(6,)

P(An >a>§ ( >oz—‘9 E(6,)

P([pn—EGn] > 3)

4 I
@— ar(6,).(par Bienaymé-Chebishev)

< 3. Ainsi

)

E(6,)

| /\

IN

borne supérieure qui tend vers 0 lorsque n tend vers I'infini. De fagon générale,

on peut écrire :

0, — 0 = (0, — E(6,)) + (E(6,) — 0).
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CHAPITRE 2. ESTIMATION PARAMETRIQUE PONCTUELLE

la grandeur é\n —F (é\n) représente les fluctuations de 6,, autour de sa moyenne et

E(0,,) — 0 représente Ierreur systématique (biais). m
4. Erreur quadratique moyenne :

La qualité d’un estimateur se mesure également par l’erreur quadratique moyenne.

Définition 2.2.4 Soit @L un estimateur du paramétre 6. On appelle risque qua-
dratique, ou erreur quadratique moyenne de §n (comme estimateur de 0) la
quantité :

EQM(8,) = E4[(0, — 0)?). (2.3)

Théoréme 2.2.2 Soit 0, un estimateur du paramétre 0 a étudier on a :
E[(0, — )% = Var(0,) + [E(6,) — 6], (2.4)
ol Var(gn) est la variance de 0, et [E(@\n) — 0] est le biais de 0,, pour estimer 0.

E([0, — %) = E(10, — E(0,) + E(0,) — 0]

~

= E([0, — E(0,))%) + E(E(0,) — 0*) + 2E([6,, — E(6,)|[E(0,) - 0])

= Var(8,) + [E(0,) — 0]°.

car E(6, — E(8,)) = 0.
5. Meilleur estimateur

Soient 51, (/9\2 deux estimateurs de 6. On dit que 51 est meilleur que 52 si:

E[(6, — 0)?] < E[(6; — 6)], V0.
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CHAPITRE 2. ESTIMATION PARAMETRIQUE PONCTUELLE

Remarque 2.2.1
1. Entre deux estimateurs sans biais, le “meilleur” sera celui dont la variance
est minimale (on parle d’efficacité).

2. Pour un estimateur sans biais, le risque quadratique est égal a la variance

de l’estimateur.

3. Lorsque le risque quadratique EQM (é\n) tend vers 0 quand n tend vers

linfini, on dit que @\n converge en moyenne quadratique.

4. St 0, et Oy sont deux estimateurs de 0 (avec ou sans biais), on choisira celui
qui a le plus petit risque quadratique. Si ) 1 et 52 sont sans biais, choisir
lestimateur ayant le plus petit risque quadratique revient bien sir a choisir

celut de plus petite variance.

5. La convergence en moyenne quadratique implique la consistance.

2.3 Information de Ficher
[

Définition 2.3.1 On appelle quantité d’information de Fisher I, apportée

par un échantillon sur le paramétre 0, la quantité suivante positive ou nulle (si

o - |(MEE0) ] 25)

elle existe) :

avec

L(X,0) = ﬂf(Xi,Q).
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CHAPITRE 2. ESTIMATION PARAMETRIQUE PONCTUELLE

Théoréme 2.3.1 Si le domaine de définition de X ne dépend pas de 6 alors :

oo (ZetgEm)]

Preuve. Voir [, Statistique inf p 83]. =

Remarque 2.3.1 5i le domaine de définition de X ne dépend pas de 0 alors :
I,(0) = nl;(0),

avec

L(0) = —E K—aﬂnge(j(,e)ﬂ .

2.4 Borne de Fréchet-Darmois-Cramer-Rao(FDCR)

Théoréme 2.4.1 (Inégalité de FDCR) Si le domaine de définition de X ne

dépend pas de 0, alors pour tout estimateur sans biais :

1

Var(0,) > .0

(2.6)

Si 0 est un estimateur sans biais de g(0):

Var(é\n) > [
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est appellée borne de Cramer-Rao (FDCR).

La borne

Preuve. Voir [I], Statistique inf p 86]. m

2.5 Estimateur efficace

Définition 2.5.1 Un estimateur /Q\n est dit efficace si sa variance est égale a la

borne FDCR.

Propriété 2.5.1 Un estimateur sans biais efficace est convergente. En effet :

0, efficace = Var(6,) = %,or L.(0) = nly(0) et 0, est sans biais.

lim £ [(én — 6) 1 = lim Var(an)

e
)
e

n—oo nlq(6)

=0,

donc 6 convergent.

Remarque 2.5.1 Un estimateur efficace 0,, est un estimateur sans biais de va-

riance minimale.

Exemple 2.5.1 Soit (X1, X, ..., X,,) un n-échantillon issu de X ~ N(u,o?),

SI»—‘

-
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estimateur de p. Calculer linformation de Fisher et la borne de FDCR. On a :

s[4

et

L exp(— (- p?)

JICADES — 50

alors

In £, 1) = ~ In(oV2m) — 55z — )"

dlnf -1 on
ou o2 = Inlp) = o2

E(X)=petVar(X) = %, et on a:I,(n) = —.

La borne de FDCR est

) == Var(X).

Donc X est efficace pour p et c’est un estimateur sans biais de variance minimale

de 1

Définition 2.5.2 Un estimateur sans biais est efficace si sa variance est la plus
faible parmi les variances des autres estimateurs sans biais. Ainsi, si 01 et Oy sont

deux estimateurs sans biais du paramétre 6, ’estimateur 0, est efficace si :

-~ -~ -~ -~

V) < V(@) et E(6)=E@B)=0.
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2.6 Quelques estimateurs classiques

Etant donné un échantillon X, ..., X,, d’une variable aléatoire X inconnu, on a :

1. Estimation d’une moyenne :

X est un estimateur sans biais de la moyenne y = E[X] est :

X1+ ...+ X,

Y

X =
n

qui représente la moyenne empirique dans 1’échantillon, son estimation = est

la moyenne observée dans une réalisation de I’échantillon.

2. Estimation d’une variance :

— 52 est un estimateur consistant de 0? (mais biais¢), est :

152 est un estimateur sans biais et consistant de la variance
n J—

0 = V(X), est appellé la variance empirique :

n

Remarque 2.6.1 Si la moyenne 1 de X est connue, 0% = = 3~ (X; — p)?.
i=1
est un meilleur estimateur de o que S?.

3. Estimation d’une proportion :

Dans le cas particulier, si (X7, ..., X,,) un n-échantillon de la loi Bernoulli
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B(p), p € [0,1]. On estime p par estimateur intuitif :

qui représente la proportion aléatoire dans 1’échantillon. C’est un estimateur

sans biais de p.
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Chapitre 3

Méthode du maximum de
vraisemblance pour construction

d’un estimateur

a méthode du maximum de vraisemblance est une méthode d’estimation
Lparamétrique. Le principe de la construction des estimateurs par maxi-
misation de la vraisemblance est intuitivement évident, il s’agit de choisir comme
estimateur le parameétre pour lequel ’'observation est la plus probable, ou la plus

vraisemblance.
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CHAPITRE 3. METHODE DU MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE POUR
CONSTRUCTION D’UN ESTIMATEUR

3.1 Fonction de vraisemblance

Soit X une variable aléatoire réelle de loi paramétrique (discréte ou continue), on

définit une fonction f telle que :

fo(z) si X est une v.a continue de densité f
fla;0) = :
Py (X =) si X est une v.a discréte de probabilité ponctuelle P

Définition 3.1.1 On appelle fonction de vraisemblance de 6 de © pour une
réalisation (xq,...,x,) d’un (Xq,..., X,,) n—échantillon indépendantes et de méme

loi, la densité noté L(xy, ...,x,;0), s’écrit :[3].

L1, o 003 0) = f(1, 00y 05 0) = [ [ fl2is0). (3.1)

3.2 Estimation par la méthode du maximum de

vraisemblance

Il s’agit de trouver un estimateur de 6, qui maximise la fonction de vraisemblance
de I’échantillon. La valeur 0,y qui maximise L(xy, ..., x,; ) serait un bon estima-

teur car elle donne la plus grande probabilité pour cet échantillon.

Définition 3.2.1 On appelle estimation de maximum de vraisemblance

(EMYV) de paramétre 0 la statistique Oury tel que :

Ory = arg rglea(;(ln L(zy,...,xn;0). (3.2)
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CHAPITRE 3. METHODE DU MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE POUR
CONSTRUCTION D’UN ESTIMATEUR

Cette méthode consiste ¢ résoudre :

OL(x;0 ~
% =0, pour trouvé Oy
02L(x;0) - (33)
TZ’ <0, pour assurer l'ezistence du maxgeco L(x,0)
0=0rrv

Remarque 3.2.1

1. Quand 0 = (04, ...,04) € R et que toutes les dérivées partielles ci-dessous
existes, ‘/9\MV est solution du systéme d’équations appelées équation de vrai-
semblance :

Vi ed{l,..,d}, %1[1[1(.%1, ey T3 05) =0
j

2. Mazimiser L(x;0) revient & mazimiser In L(x;0). Il est plus commode de

mazximiser In L(x;0).

3.3 Propriétés asymptotiques

Proposition 3.3.1 [I1/Soit I’échantillon (X1, X2, ..., X,,) issu de la densité f(x;0)
avec 6 € © C R.

On consideére la suite §n quand n — oo. Alors cette suite est telle que :

—~ c 1
\/E(QMV —0) — N(0, m)

Le résultat énoncé dans cette proposition implique les propriétés suivantes :

1. Oy est asymptotiquement sans biais, E/( §MV) — 0.

n—oo

1

2. Pour n tend vers I'infini, la variance de ng se rapproche de — )"

On dit que §Mv est asymptotiquement efficace.
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CONSTRUCTION D’UN ESTIMATEUR

3. Des propriétés 1 et 2 on déduit que 9, My converge vers f en moyenne qua-

dratique.

4. Oy tend a devenir gaussien quand n s’accroit.

On résume ces propriétés en disant que 'EMV est un estimateur BAN (Best

Asymptotically Normal).

3.4 Examples de EMV

3.4.1 Loi discréte

Soit (X1, Xs, ..., X,,) un n—eéchantillon issu de X ~ P (), on souhaite estimer le

parameétre A d’une loi de Poisson.

Ona:
A
flz; ) =P(X=2)=¢ gk
La fonction de vraisemblance s’écrit
’ )\ B n . sz
(.Z'l, '7:Un7 >_H€ «Tz‘
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CONSTRUCTION D’UN ESTIMATEUR

Il est plus simple d’utiliser le logarithme, la vraisemblance étant positive :

In L(xq, ..., 205 A) = Ine " + lnH x;!
i=1

= —-An+ Zln "
i=1 i

=—\n+ ln)\zn:xi — znjln(xi!).
i=1 i=1

La dérivée premiere est :

Oln L(x1,...,2,;0) o T
a6 .

Z?:l Li

n

S’annule pour A=

La dérivée seconde :

0?In L(wy, ..., 2y; 0) S

020 DY

D iy Ti - X
n

est toujours négative ou nulle. Ainsi 'estimation donnée par A =
conduit & un estimateur du maximum de vraisemblance égal & A = 7. Il est normal
de retrouver la moyenne empirique qui est le meilleur estimateur possible pour le

parameétre A (qui représente aussi ’espérance d’une loi de Poisson).

3.4.2 Loi continue

Soit (X1, X, ..., X,,) un n—échantillon issu de X ~ AN (u, 0?) , trouver 'estimateur
EMV de p et o2.
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CONSTRUCTION D’UN ESTIMATEUR

La loi normale N (1, o) a pour fonction densité :

T — 2
o o) = fana) = —=exp (<525 o>

oV 2w 202

Ecrivons la fonction de vraisemblance pour une réalisation d’'un échantillon de n

variables indépendantes :

n

L(x1, ooy Tn 1, 0°) = Hlf(xi;u,UQ)

(Wl%)“exp (_ Th(oio m?) |

A
In L2y, ..., 00 i1, 0°) = —nln(ovV2m) — 52 <I ,u) .

- o
=1

alnL<ZL‘17...’$n;ILL,O'2) _ - T, — WK -0
ol B — o? N
1 n
= =3 (xi—p)=0
g
=1
=Y (@mi-p=0=nup=> x
=1 =1
_Ig
=>Uu=—) T
n<

et
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CONSTRUCTION D’UN ESTIMATEUR

d’ou : 'EMYV de 'espérance p :

"X,
pozm Xy

Pour le second parameétre, on calcule :

. 2 — -
Oln L(wy, ..., zn; p, 0 )L _ 82 (gln (2m0?) — L Z(% - #)2>

Oo? do 202 —
2) (v —p)?
. _n 27T i=1 B 0
2 202 4 (02)2 N
> (i — p)? > (i — p)?
=1 =1
= = — = =
2 (02)2 202 o2 "
1 n
=0 == ;— )2
e (2 — p)
=1
et
— 452 N . — 1)’
PInL(xy, ..., xp; 1,0%)  2n “ Zzzl (s = 1)
0 (02)2 4 (02)2 4 (02)4
n 2
o ; (2 — 1)
2 (02)? (02)°
- 2
B (52)2 | 2 o2
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CONSTRUCTION D’UN ESTIMATEUR

~92 1 2 3
o1 =~ (x; — p)*, sip est connue;
D’ou : ot
N 1 ~ . .
o5 ==Y (x;— X)? sip estinconnu.
n

La méthode fournit un estimateur non biaisé de la moyenne (F(p) = p) mais

. . s n—1 ) .
par contre, l'estimateur de la variance est biais¢ (E(6?) = ——0?). Néanmoins
n

I’estimateur est asymptotiquement sans biais.

3.5 Simulation

Dans cette section, on s’est intéressé a ’estimation de la parameétre inconnu de
loi de probabilité spécifié, par la méthode du maximum de vraisemblance et on
montrer graphiquement la performance de I'estimateur EMV par convergence de
Pestimateur paramétrique de la fonction de densités f,(z) par la méthode du
maximum de vraisemblance vers la vraie fonction de densités f(z), utilisant le

logiciel d’analyse statistique R. [15].
1. Cas ot loi discréte

Simulation de paramétre \ (lambda) de la loi de Poisson P(\)

On a un ensemble des réalisations (1, ¥, ..., T, ) d’une distribution de Poisson avec
un paramétre X\. On suppose que f représente la fonction de densité de probabilité
avec la forme :

A\
f(I,)\) =€ )\Ea

la fonction de vraisemblance s’écrit
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CONSTRUCTION D’UN ESTIMATEUR

La méthode d’estimation du maximum de vraisemblance consiste & choisir pour

estimation la valeur du parameétre A pour laquelle la probabilité est la plus élevée.
Algorithme de simulation

— Générer des données a partir de la distribution de poisson P (3). Dans le langage
de R, nous pouvons générer facilement des nombres aléatoires a partir d’une
distribution de probabilité spécifique. Cela est réalisé en utilisant la fonction :
rpois(n, 3) et on donner le nombre d’observation n = 100 de cette simulation.

— Donner l'intervalle de parametre simulé \.

— Calculer la log-vraisemblance de tous ’ensemble de données.

— Tracer le graphe des estimations par maximum du vraisemblance de la valeur

de A\ qui est inconnu.
Résultats de simulation

Estimation de A par MLE pour la distribution de poisson est : X = 3.039844.

Log_Vraisemblance

FiGc. 3.1 — Estimation du maximum de vraisemblance de parameétre A.

-200

-600 -400
I I

-800

-1400 -1200  -1000

La valeur de lambda A
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CONSTRUCTION D’UN ESTIMATEUR

n | les valeurs de A par méthode EMV |  biais())
50 2.820313 —0.1796875
100 2.929688 —0.0703125
500 3.052344 0.05234375

TAB. 3.1 — Estimation de parameétre lambda par la méthode de EMV et son biais
avec taille n=>50,100,500.

2. Cas ou loi continue

Simulation de parameétre (i, o) (mu,sigma) de la loi Normale

On a un ensemble des réalisations (z1, s, ..., T, ) d’une distribution normale N (1, o).

On suppose que f représente la fonction de densité de probabilité avec la forme :

T — )2
f(l.vu?(j) = U\}%exp <_%>7 r>0

L(z;p,0) est appelé une fonction de vraisemblance pour une réalisation d’un

échantillon de i.7.d est :

n

L('Tla ooy Ty Uy 0) = Hf(xi;:uvo—)7

=1

on applique la méthode d’estimation de maximum du vraisemblance pour estima-

tion la valeur des paramétres (i, 0?) pour laquelle la vraisemblance maximale.
Algorithme de simulation

— Génération de données aléatoires suivant une distribution normale N((5,3).
Dans le langage de R, nous pouvons utilisant la fonction : rnorm(n, 5, 3) et on
donner le nombre d’observation n = 100 de cette simulation .

— Donner les intervalles des parametres simulées (1, 02).

— Calculer la log-vraisemblance de tous I’ensemble de données

— Tracer le graphe des estimations par maximum du vraisemblance de la valeur
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de 1 et o qui sont inconnus.

Résultats de simulation

1. Estimation de la moyenne p par EMV pour la distribution normale est :

i = 5.034556.

pour la valeur estimé de paramétre o2 (variance) est :

52 = 8.985305.

-300

—

Log_Vraisemblance
-500 400

-600

-700

La valeur de mu

Fic. 3.2 — Estimation du maximum de vraisemblance de paramétre p.

2. Estimateur de variance o par MLE pour la distribution normale est :

02 = 8.905478.

pour la valeur estimé de parameétre 1 est :

7i = 4.961819.
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-2000

Log_Vraise

-2500

1500

6

La valeur de sigma o

F1G. 3.3 — Estimation du maximum de vraisemblance de paramétre sigma o?.

n | les valeurs de ;i (EMV) | biais(z) | les valeurs de 02 (EMV) | biais(c?)
50 4.303069 —0.6969305 8.169505 1.3035745
100 4.782310 —0.2176904 8.549007 1.7824158
500 5.041300 0.04130015 9.206625 2.04079925

TAB. 3.2 — Estimation de paramétre mu et sigma 2 par la méthode de EMV et
son biais avec taille n=50,100,500.
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3. Utilisation du maximum de vraisemblance pour ’estimation para-

métrique de la densité de la loi exponentielle de parameétre A\ > 0.

Pour 'estimation de la densité paramétrique nous avons choisi de simuler la den-

sité de probabilité de la loi exponentielle (de parameétre \) est :

flx)=Xe™*, >0

Algorithme de simulation
L’algorithme de simulation que nous avons utilisé :

— Simuler un échantillon de taille n = 50 et n = 500, cela est réalisé en utilisant
la fonction : rexp(n, 2).

— Construire I'estimateur paramétrique par la méthode du maximum de vrai-
semblance de A qui est inconnu a partir des observations.

— Tracer les deux graphes : densité test (théorique) et la densité estimée.

Résultats de simulation

Estimateur parametrique de densitié

F1G. 3.4 — Comparaison entre la densité théorique £(2) et celle estimée par EMV
pour n = 50.

Telle que I'estimation de A par MLE pour la distribution de exponentielle avec

n =50 est : A = 1.712305.
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Estimateur paramétrique de densitié

T T T T T T T
00 05 10 15 20 25 30

F1G. 3.5 — Comparaison entre la densité théorique £(2) et celle estimée par EMV
pour n = 500.

Telle que l'estimation de A par EMV pour la distribution de exponentielle avec

n =500 est : A = 2.165625.

Remarque 3.5.1 Nous remarquons sur le graphe ci-dessus que quand n est grand
lestimateur de densité est proche de la densité théorique c’est a dire [’estimation
de parameétre de densité par la méthode du mazximum de vraisemblance donne de

bons résultats.

Conclusion de simulation : De cette simulation on peut conclure que la mé-
thode du maximum de vraisemblance a donné de bons résultats pour estimé n’im-
porte quel paramétre inconnu relatif & une loi de probabilité et on peut dire que

son estimation par EMV est asymptotiquement sans biais.
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Conclusion

ans ce travail, nous nous sommes intéressés a une méthode d’estimation

paramétrique, basée sur maximum de vraisemblance. Cette méthode
nous a permis de construire des estimateurs performants des parameétres du la
lois des probabilités, c’est les plus utilisées, parce que le vraisemblance est une
fonction qui contient toute 'information des données sur le parameétre inconnu.
L’estimation par maximum de vraisemblance constitue une méthode populaire,
puissante, fondamentale, d’'une grande utilité en statistique, surtout dans les si-
tuations les plus complexes ou 'estimation des parameétres est cruciale aux fins
de I'analyse et de la prédiction des données sous considération. Mais elle n’est
pas sans difficulté surtout du point de vue du calcul de la vraisemblance avec des
modeles complexes, tout en s’avérant incontournable pour les statisticiens et les

analystes des données.
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Résumé

La méthode de I'estimation du maximum de vraisemblance (EMV) est
une méthode statistique dont |'objet est de calculer des estimations
des parametres d'un modele probabiliste a partir de données
observées. Cette méthode consiste a trouver les valeurs de ses
parametres qui maximisent la fonction de vraisemblance, c'est-a-dire
la fonction qui rend les données observées les plus vraisemblables.
En statistique, et dans le cadre de |'apprentissage statistique, cette
méthode est employée pour réaliser des estimations a partir de
données mais aussi pour des distributions et des modeles
paramétriques connus.
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Abstract

Maximum likelihood estimation (MLE) is a statistical method whose
aim is to calculate estimates of the parameters of a probabilistic
model from observed data. This method consists in finding the values
of its parameters that maximize the likelihood function, i.e. the
function that makes the observed data most likely. In statistics, and
as part of statistical learning, this method is used to make estimates
from data, but also for known distributions and parametric models.
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