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Introduction

Dans ce travail, nous allons étudier certaines propriétés d’une classe particuliére
d’équations différentielles stochastiques (EDS), appelées équations différentielles sto-
chastiques de type McKean—Vlasov (EDSMV) ou équations de type champ moyen.
Pour ce type d’équations, la dérive et le coefficient de diffusion dépendent non seule-
ment de la variable d’état X;, mais aussi de sa distribution marginale Px,, ce fait
introduit une difficulté supplémentaire non triviale par rapport aux EDS classiques
d’Ito6. Les solutions de telles équations sont appelées dans la littérature des diffu-
sions non linéaires. Les EDSMYV ont d’abord été étudiées en physique statistique par
Kac comme contrepartie stochastique de I’équation de Vlasov du plasma. L’étude
probabiliste de telles équations a été menée par McKean. Ces équations ont été ob-
tenues comme limite de certains systémes de particules faiblement interactifs lorsque
le nombre de particules tend vers 'infini. L’équation de McKean—Vlasov représente
en quelque sorte le comportement moyen d’un nombre infini de particules. Depuis les
premiers travaux, la théorie des jeux & champ moyen et le controle & champ moyen
ont suscité un vif intérét, motivé par des applications dans divers domaines tels que
la théorie des jeux, la finance mathématique, les réseaux de communication et la

gestion des ressources pétroliéres.

Dans le cadre du controle stochastique de systémes gouvernés par des équations
différentielles stochastiques de McKean—Vlasov, nous établissons que les problémes

de controle strict et relaxé partagent les méme fonctions des valeurs. Dans I’absence



Introduction

de la condition de convexité, il n’est généralement pas possible de garantir ’existence
d’un contréle optimal. Pour pallier cette difficulté, 1'idée consiste alors a inclure
les controles stricts habituels dans un ensemble plus large de controles a valeurs
mesures, appelés controles relaxés, qui sont des mesures sur 1’espace des actions et
posseédent de solides propriétés de compacité. Pour que le controle relaxé constitue
une véritable extension du probléme initial, il faut que les fonctions des valeurs des
deux formulations soient identiques. Sous ’hypothése de Lipschitz sur les coefficients,
nous démontrons que cette équivalence est bien vérifiée. Ce résultat a été obtenu dans
[1] lorsque les coefficients sont lipschitziens, et dans [6] lorsque les coefficients vérifient

une condition d’'unicité trajectorielle.
Ce travail est structuré en trois chapitres principaux :

Premier chapitre : C’est une introduction aux notions de processus stochastiques,
de mouvement Brownien et de martingales, est aussi sur l'intégrale stochastique et

I’équation différentielle stochastique.

Deuxiéme chapitre : Dans ce chapitre, on va étudié I'existence et 1'unicité de la
solution en adoptant deux approches, le théoréme du point fixe et le schéma itératif

de Picard.

Troisiéme chapitre : Dans ce chapitre, on va formulé le probléme de control et la
continuité de la dynamique et de la fonction de cotit par rapport & la variable de
controle, pour garentir que les fonctions des valeur dans le controéle strict et relaxé

sont les mémes.



Chapitre 1

Rappel sur le calcul stochastique

C’est une introduction aux notions de processus stochastiques, de mouvement Brow-
nien et de martingales, est aussi sur 'intégrale stochastique et les équations différen-

tielles stochastiques, en vue de les appliquer dans la suite. ( Voir [4], 5] 7] )

1.1 Processus stochastique

Définition 1.1.1 (Processus stochastique) Un processus stochastique (ou fonc-
tion aléatoire) est une famille de variables aléatoires (Xy;t €[0,00[) défnies sur le

méme espace de probabilité.

Remarque 1.1.1 L’applicationt € T — X; (w) est appelée la trajectoire du proces-

sus stochastique.

Définition 1.1.2 (Modifcation) On dit que deux processus X et'Y sont égauzx a

une modifcation prés si, ¥ <T on a P(X; =Y;) =1 C’est- a-dire :
VT, Xi(w)=Y(w) P—p.s

Définition 1.1.3 (Indistingable) Deux processus X et Y sont dits indistingables

3



Chapitre 1. Généralités

si, P — p.s les trajectoires de X et'Y sont les mémes, C’est- a-dire :

P(X,=Y,¥teT)=1

Définition 1.1.4 (Filtration) Une filtration est une famille croissante de sous tri-
bus de F, c’est-a-dire :

Vs <t=F, CF.

1. L’espace (Q2,F, (F;) ,P) s’appelle espace filtré.

2. On dit qu’un espace filtré (Q,F, (F;) ,P) satisfait les conditions habituelles si :

(i) Les ensembles négligeables sont contenus dans Fy i.e N C Fy.

(ii) La filtration est continue & droite i.e : F; = Ny Fy , Vi.

Définition 1.1.5 (Filtration naturelle) Filtration naturelle (propre) d’un proces-

sus X = (Xi)ier est définie par :

Fi=o(Xs:s<t teT)

F; est la classe des événement que ’on peut identifier au temps t.

Remarque 1.1.2

1. Une filtration {£y, t € T} est dite plus grosse que la filtration {F;, t € T'} si

Fi C £y, VteT.
2. Une filtration est continue & droit si F; = Fi+ = N> F.

3. Une filtration est continue a gauche si F; = Fi- = 0 (Ug>¢Fs).

Définition 1.1.6 (Processus adapté) On dit qu’un processus X est adapté par

rapport a la filtration (Fy),sq, si pour tout t, X, est F, -mesurable.
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Remarque 1.1.3 Un processus X est toujours adapté a sa filtration naturelle.

Définition 1.1.7 (Processus mesurable) Un processus X est dit mesurable si
Uapplication (tw) — X; (w) de Ry xQ dans RY est mesurable par rapport a B (R,)®
Fet B (]Rd) .

Définition 1.1.8 (Processus continu) On dit que le processus est a trajectoires
continues (ou est continu), si les applicationst — X, (w) sont continues pour presque

tout w.

Définition 1.1.9 (Processus cadlag) Le processus X est dit cadlag si les trajec-

toires sont continues a droite, pourvu de limites & gauche.

Définition 1.1.10 (Processus caglad) Le processus X est dit caglad si les trajec-

toires sont continues a gouche, pourvu de limites a droite.

Définition 1.1.11 Deux processus sont égauz en loi X Yy s pour tout (ty,ts ....t,)

loi

et pour tout n on a (Xy,, X4y, Xp) = (Ve Yoo Ye,)-

Définition 1.1.12 .(Processus progrressivement mesurable) On dit que X est
un processus progressivement mesurable si pour tout t € T, Uapplication (w,s) —

X (w,s) défnie sur 2x [0,t] dans R? est mesurable par rapport a F@ B ([0,t]) et B(R?)

1.2 Mouvement Brownien
Définition 1.2.1 Soit F wune filtration.Un F-mouvement brownien (standard) est

un processus B vérifiant :

1. B est F-adapté

2. Bp=0, P—p.s.
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3. B est continu , i.e. t — By (w) est continue pour P-presque tout w €

4. B est a accroissements indépendants : By — B est indépendant de Fy pour tous

t,s € [0,Ttels que s < t.

5. B est a accroissements stationnaires et gaussiens : By — By ~ N (0,t — s) pour

tous t,s € [0,T] tels que s < t.

Certaines fois, lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur la filtration a considérer ou lorsque
F est la filtration naturelle du processus B, on parlera de mouvement brownien tout

court.

1.3 Martingales
Définition 1.3.1 Une famille de variables aléatoires (Xt € [0,00]) est une martin-
gale par rapport a. la fitration (F;) si :

1. X, est F;-mesurable et intégrable pour tout t.

2. Vs <t
E (X Fs) = X

Définition 1.3.2 Une famille de variables aléatoires (X;,t € [0,00]) est une surmar-
tingale (resp. sousmartingale) par rapport a la filtration (F;) si :
1. X; est Fi-mesurable et intégrable pour tout t.

2. E(X/Fs) < X Vs <t (resp.E(X;/Fs) > Xs).

Remarque 1.3.1 X; est une martingale si il est a la fois une sous-martingale et

sur-martingale.
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1.4 Intégrale stochastique en général

Définition 1.4.1 (Bon processus) On note {.EW} la filtration naturelle du mou-

t>0

vement Brownien.du mouvement brownien W .

On dit que {6;, ¢t > 0} est un bon processus s’il est (ftW)—adapté, caglad et si :

t

E /dis < 00, pour tout ¢ > 0

0

Cas de processus étagés

On dit qu'un processus 6 est étagé (ou élémentaire) s’il existe une suite de réel
tj, 0<t <ty <..<t,=1t, et une suite de variables aléatoires 0; telles que 0; soit

Fi-mesurable, appartienne a L? (Q) et que 6; = 6;, pour tout ¢ € |¢;,t;41], soit :

Os (w) = 0; (w) 1]tj,t]-+1] (s)

<.
Il
o

On définit alors :

[T 0w =3 0,00 00w )

On a
E < / esst) =0,Var ( / esdw> =F { / szws}
0 0 0
On obtient :
o0 n—1
/ 00, =30, (W (801 A ) — W (1, A 1))
0 J=0

Cas général



Chapitre 1. Généralités

Si 6 est un "bon processus", on montre d’abord qu’il existe {6",n > 0}, suite de

processus étagés telle que :

n—oo

{E/Ot(Gg—Gg)st] — 0

puis pour tout ¢ > 0, il existe une v.a. [;(0) de carré intégrable telle que :

E[|L0) - L(6")?] — 0

n—oo

avec

t
I (9):/95dW8, vt > 0.
0

Par indépendence, on remerque que :

E L (6™)] = Z E0;] (Wy,,, —W,,) =0,

de sorte que en passant a la limite que :

E [It (‘9)] =0

De méme on obtient :

Var [I; (0)] = lim Var [I; (6)"]

n—oo

o]
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Propriétés 1.4.1 (Propriétés des intégrales stochastiques)

1. 0 — fg OdW, est linéaire.

2. 00— fot 0,dW, est continue p.s.

Qo

) (fot HSdW5> est un processus JF;— adapté.

0<t<T

4. propriété d’isométrie

2

E

(o)

:E{/Otegds}

d.
t t 2 t
E [/ oW, ]}"s] =0 e F </ HvWU> J/Fs| =F {/ Hﬁdv/fs}
6. ( J. K (9de8> est une F-martingale.
0 0<t<T
2
7. Le processus ((f(f QSdWs) — fot 6’3(18) est une JF-martingale.
0<t<T

1.5 Equations différentielles stochastiques

Définition 1.5.1 Une équation différentielle stochastique (EDS) est une équation

de la forme :

t t
X = :c—l—/ b(s,Xs)ds —I—/ o(s,Xs)dWs (1.1)
0 0

ou sous la form :
dXt = b(t,Xt)dt + O'(t,Xt)th
XO =T
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Ou X est n—dimentionnel, v € L°(Fy,R"™), et les fonctions :
b:[0,T] x Qx R* - R", ¢ :[0,T] x Q x R* — R

sont F'-mesurables par rapport a (t,w,x). Le coeffcient b s’appelle le drift et o s’appelle
le coefficients de diffusion. L’inconnu est le processus X;. Le probléme est de montrer
que sous certaines conditions sur les coeffcients, l’équation différentielle a une unique

solution.

Définition 1.5.2 On dit que X € L°( F,R"™) est une solution de Z’EDS st

() Pp.s, f! [|b(s,Xs)| ds + [! |a(s,XS)|2] ds

(il) X wvérifie c’est-a-dire :
t t
X,=u +/ b(s,Xs)ds +/ o(s,X)dW,, V0 <t <T, Pp.s
0 0

.On note

S%(F) = {X € L%(F) : X est continue ,p.s et |\X||z02 =FE

sup |X,| < oo,
0<t<T
Définition 1.5.3 (Ezistence et unicité) Sib et o sont des fonctions continues, telles

qu’il existe L < 400 , avec :

1. [b(t,2) — b(t)] + lo(te) — o(ty)| < Llz — yl, pour tout 2.y € R™,
2. 1b(t,)] + lo(t,2)] < L(1+[a]).

3. F (\x|2) < 00.

Alors, pour tout 7" > 0, I’équation [1.1] posséde une unique solution dans l'intervalle

[0,T]. De plus cette solution X = (X;),,.p € S*(F,R").

10
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1.6 Quelque Résultats importants

Lemme de Granwall : Soit 7' > 0 et f une fonction positive, mesurable et bornée

telle que :
t
f(t)§a+b/ f(s)ds a>0
0

Alors, pour tout ¢ € [0,T], on a :

f(t) < aexp(bt)

Inégalité Burkhoder-davis-Gundy "BDG" :
Soit (M;);>0 une martingale continue réelle locale, avec M, = 0, et soit (M);sa
variation quadratique. Pour tout p € [1,00), il existe des constantes positives ¢, et

Cpdépendant uniquement de p, telles que :

(VS|

)

Inégalité de Holder : Soit p et ¢ € [1,00] tel que ¢ est exposant conjugué de p.

¢, B [(M, M)g] <E [ sup |Mt|P} <C,E [<M, M)

0<t<T

Si f.g € C([a,b],R) alors :

INZE (/abuv”);.(/:!g!q)

Inégalité de Cauchy-Schwarz ( cas particulier de Hélder ) : Si f , g €

[ 1741 < (/ab|f|2)§.(/ab|g|2)é

Théoréme de convergence dominée de Lebesgue : Soit (f,,),cy une suite de

Qe

C([a,b],R), alors :

fonctions mesurables définies sur un espace mesurable (X, A, 11),et supposons que :

11
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(i) Convergence pointwise : f,(z) — f(z) pour presque tout x € X, c’est-a-dire
qu’il existe un ensemble F C X de mesure nulle tel que pour tout x € X \ E,

on ait limf,(z) = f(x).

(ii) Fonction dominée : Il existe une fonction mesurable g : X — [0,00) telle que

| fu(z) |< g(x) pour tout n et presque tout x € X.

Alors,la suite (f,,)nen converge vers f dans le sens de I'itégrale, c’est-a-dire :

lm [ fudy = / fdu

12



Chapitre 2

Equations différentielles

stochastiques de type
McKean-Vlasov

Ce chapitre est dédié a I’étude approfondie des équations différentielles stochastiques
de McKean-Vlasov (EDSMV). Ces équations représentent une classe particuliére
d’équations différentielles stochastiques ou la dérive et le coefficients de diffusion
dépendent non seulement de la solution, mais aussi de la distribustion marginale de
la solution. Nous explorerons la structure fondamentale de ces équations et les défis
spécifiques qu’elles posent en raison de leur nature non-linéaire et de leur dépendance

& la distribution de la solution.

Un aspect crucial de notre analyse sera la question d’existence et unicité de la solution
pour les EDSMV. Pour aborder ce probléeme fondamental, nous nous concentrerons
sur deux méthodes puissantes et complémentaires, la méthode des approximations
successives de Picard, qui construit itérativement une suite de fonctions convergeant
vers I'unique solution, et le théoréme du point fixe. Ces approches nous permettront

de comprendre les conditions sous lesquelles les EDSMV possédent des solutions

13
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bien définies, ouvrant la voie & leur application dans divers domaines scientifiques et

techniques.

2.1 Distances de Wasserstein

Soit P(R?) I'espace des mesures de probabilité sur R¢, pour tout p > 1, dénote par
P,(R?) le sous-espace de P(R?) des mesures de probabilité &4 moment fini d’ordre p,

et p,v € Po(R?), on définit la distance de Wasserstein :

1/p

WHMV%=inf[A;;w—mWﬂLw

mell(p,v)

ot IT(u, v) désigne I’'ensemble des mesures de probabilité sur R? x R¢ dont la premiére

et la deuxiéme marginales sont respectivement u et v.

Si i = Px et v = Py sont les lois des variables aléatoires X et Y & valeur dans R?

d’ordre p, alors :

wumwh=im"LéEm—mwﬂaw

well(p,v)
g/‘|x—mwaxn@w>
ExFE

< B[IX - YP).

2.2 hypothéses

Soit (2, F, P) un espace de probabilité, équipé d’une filtration (F;), satisfaisant les

conditions usuelles, et (B;) un mouvement brownien.

14
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Considérons 'EDSMV suivante, appelée aussi EDS du champ moyen :

dXt :b(t,Xt,PXt)dt+O'(t,Xt,PXt)dBt (2 1)

XQZIL'

Il est & noter que, pour ce type d’équations, la dérive b et le coefficient de diffusion o
dépendent non seulement de la solution X;, mais aussi de la distribution marginale

de la solution P,.
Les hypothéses suivantes sera considérée tout au long de ce travail.

Notons P, (R?) I’espace des mesures de probabilité avec un moment de second ordre

fini.C’est-a-dire que pour chaque p € Pr(R?), on a [ |z? i (dz) < 400

H,) Condition de la croissance linéaire : Supposons que

b:[0,T] x R? x Py(RY) — RY,

o [0,T] x R x Py(RY) — R4,

sont des fonctions mesurables de Borel et il existe C' > 0 tel que pour tout (¢, z, 1) €

[0, 7] x RY x Py(RY)
b(t, 2, )| + lo(t, z, p)| < C(L + [x])

H;) Condition Lipschitzienne : Il existe L > 0 tel que pour tout ¢t € [0,T], x ,

yeRYet p,v e Py(RY) ona:

[b(t, 2, 1) = b (8, y,v)| < Lle =yl + Wa (4, v)]

ot 2, 1) = o (ty,v)| < Lz =y + Wa (p, V)]

15
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ou Wj désigne la distance de Wasserstein.

2.3 Existence et unicité de la solution

2.3.1 Existence et unicité de la solution utilisant le théoréme
du point fixe :

Dans cette partie du travail, nous étudions I’existence et 1'unicité de la solution des

équations différentielles stochastiques de McKean-Vlasov [2.1, notre approche repose

sur l'utilisation de théoréme du point fixe. Sous des hypothéses de Lipschitz et de

la croissance linéaire sur les coefficients b et o, nous construisons une application

contractante dont le point fixe correspond a la loi de la solution recherchée.

Théoréme 2.3.1 Sous les hypothéses (Hy) et (Ha), Uéquation [2.1] admet une solu-
tion unique telle que :

E { sup \Xt\2] < 400 (2.2)

0<t<T

Preuve. Soit 1 € P,(R?) fixé, considérons 'EDS classique d’Ito suivante :

dXt = b (t, Xt7 ,u) dt + g (t, Xt7 IM) dBt
X() =T

cette équation peut s’écrire sous forme intégrale :

t t
Xt:x—i—/ b(s,Xs,,u)ds—i—/ o (s, Xs, p) dBg
0 0

Nous désignons sa solution par X* = (X}),.,.p. Ce résultat d’existence classique

implique également que la loi de X; est d’ordre 2, de sorte que nous pouvons définir

16
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I’application :

U; C ([0, T, P2(RY)) — C([0,T], P2(RY))

H— W(N) = (L (X#))0<1<T

ou (L (X)), _,_, estlaloide X/ m

0<t<

Puisqu'un processus X = (X;),,p satisfaisant est une solution de I’équation
[2.1] si et seulement si sa loi est une point fixe de ¥, nous prouvons l'existence et
I'unicité de la solution en montrant que ’application ¥ a un point fixe unique. Nous

commencons par choisir y et vdans C ([0, 7], P2(RY)) .
Etant donné que X* et X" partagent les mémes conditions initiales, pour tous t €
0,77 :

2

t t t t
|XF— XP)? = /b(s,Xg‘,,u)ds—i—/ U(S,Xé‘,,u)st—/ b(s,X;;,y)ds—/ o (s, X", v)dB,
0 0 0 0

2

t t
/ (b (s, X¥, 1)) — b (s, X", 1)) ds + / (o' (s, X", 1) — o (5, X*, 1)) dB,
0 0

on utilisant le fait que |a + b°> < 2]a|> + 2]b]* on a pour tout 0 < s <t < T':

2
X —XrP<2
t t

/o (b(s, X! pu)—0b(s, X7, v))ds

2

¢
+2 / (o (s, Xt ) —o(s,X2,v))dBs
0

en passant aux ésperances, on obtien :

t 27]
B | sup [Xf— X{*| <28 | sup | [ (b(s. X0 0~ b (5. X2, ) ds
0<t<T 0<t<T 0 ]
¢ 2
+2FE | sup /(U(S,Xg,,u)—o(s,X;’,y))st
o<t<T [0

17



Chapitre 2. Equations différentielles stochastiques de type McKean-Vlasov

Une application de I'inégalité de Schwartz et de Burkholder-Davis-Gundy nous donne :

E'| sup |X{‘—Xt”|21 §2TE[sup / 1b(s, X! 1 —b(S,X;/,V)FdS}

s<t<T s<t<T

+2C2E{sup / lo (s, X¥, 1 —a(s,X;’,l/)|2ds]

s<t<T

2(T+Cy) E {sup / b (s, X" 1) —b(s, XV, )|
s<t<T

+|O-<87X57ﬂ) - U(SaXvaV)FdS]
comme les fonctions b et ¢ sont Lipschtizienne, alors :

t
E| sup |X#—X:\2] s2<T+02>L2E[sup / |X5—X:|2+W§<us,us>ds]

s<t<T s<t<T Jo
t t

<m(T) (/ E ds +/ W (pts, vs) ds)
0 0

avec m (T') dépend de T',L et Cs, tel que m (1) est croissante en fonction de T'.

sup | X/ — X!

0<t<T

On va utiliser la méme notation m (T") bien que la valeur de cette constante puisse

changer d’une ligne a l'autre.

F sup |X§‘—X;’|2

0<t<T

OSS?SPTIX#—XHQI <m(7T) (/OtE d8> +m (T) (/Ot (W2 (us,us))zdS)

L’utilisantion de I'inégalité de Granwall, nous permettons de concluons que :

E

0<t<T

sup | X}’ —Xt”!2] <m(T) (/Ot (Wa (us,vs))2d8) pour ¢ € [0, 7]

En utilisant les propriétés de la distance de Wasserstein :

sup W (0 1), ¥ )7 < (1) ([ 0 i) )

0<t<T

18



Chapitre 2. Equations différentielles stochastiques de type McKean-Vlasov

En itérant cette inégalité et en notant W* le k-iéme composition de 1’application ¥

avec elle-méme, on obtient que, pour tout entier £ > 1 :

T (T . 8>k—1

2

sup (W2 (\II]’C (1), oF (1/)5))2 <m (T)k/0

0<t<T

p TF 9
<m(T) T (sup Wa (s, vs) )

0<t<T

Pour un grand k, U* est une contraction, cela implique que I'application ¥ admet

un point fixe unique dans l'espace C ([0, T], Po(RY)).

2.3.2 Convergence des approximations successives de Picard

Nous allons démontrer la convergence du schéma d’itération de Picard. Ce schéma
est utile pour les calculs numériques de la solution unique de 1’équation [2.1] Nous
définissons (X?) = x pour tous ¢ € [0, 7], puis, on définit (X;"*!) comme la solution

de I’équation suivante :

AX{H = b (4, X7, Pxp) dt+ o (1, X7, Pxy) dBy

X6L+1 —

Théoréme 2.3.2 Sous les hypothéses (Hy) , (Haz), la suite (X™) converge vers
lunique solution de[2.1]

lim F

n—oo

o 357 - 5P| <o

0<t<T

Preuve. Soit n > 0, en appliquant des arguments usuels tels que l'inégalité de

Schwarz et l'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy pour la partie martingale, on ob-
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Chapitre 2. Equations différentielles stochastiques de type McKean-Vlasov

tient :

t
X+ X[ = [ /0 (b (s, X7, Pra) — b (5, X", Pyo)) ds
t 2
+/ o (s, X7, Pxn) —a(s,Xg—l,PXgl)st]
0 t )
<2 (/ b (s, X7, Ps) — b (5, X7, Pyt )| ds)
ot \
2 (/ o (5, X7, Pxp) — 0 (s, X!, Pynr)| dBS>
0

En passant aux ésperances, on obtien :

E | sup ‘Xt”H —Xt”}Q

0<t<T

T
<2TE U |6 (s, X7, Pxn) — b (s, X", Pyn—1) ‘2d8}
0

T
+20,F {/ o (s, X, Pxn) — 0 (S’Xg_l,PX§_1>|2 ds]
0

Les coeffcients b et o étant Lipschitziens, on obtient :

T -
E E|X2 = X2+ Wa (P, Pyp) ds

0<t<T

sup | X/ —Xff] <2(T+Cy) L

LT +C) 12 | B[|Xr - xids

~

4(T+ Cy) L

o\.‘aﬁc\

E | sup ’Xf — X§1‘2] ds

0<t<T

Pour toutn > 1 ett <T, on a la premiére itération :

E | sup ‘th —Xf|2

0<t<T

T T
<of [ psopfs s G [ ool ds
0 0

2(Co+T)M (1+E [|z’]) T

< AT
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Chapitre 2. Equations différentielles stochastiques de type McKean-Vlasov

ot la constante A; dépend de Cy, M, T et E[|z|?].

Par induction sur n, on obtient donc :

A721+1 Tn+1
<

E — (n+1)!

sup | X[t — X'

0<t<T

| 2

Ceci implique en particulier que (XJ') est une suite de Cauchy dans L*(Q, C ([0, T], RY)),
qui est complet. Par conséquent, (X]') converge vers une limite (X;) qui est ['unique

solution de[2.1. m
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Chapitre 3

Approximation des problémes de

controle relaxé

Ce chapitre est consacré a 1’étude de controle relaxé. Il est bien connu que, dans
les problémes de controle, qu’ils soient déterministes ou stochastiques, un controle
optimal n’existe pas nécessairement dans I’espace des controles stricts, en 1’absence
de conditions de convexité. La méthode classique consiste alors a introduire des
controles a valeurs mesures, qui décrivent I'introduction d’un parameétre stochastique
(voir [3] ). Ces controles a valeurs mesures, appelés controles relaxés, généralisent les
controles stricts dans le sens ou ’ensemble des controles stricts peut étre identifié
comme un sous-ensemble dense de I'ensemble des controles relaxés. Le probléme de
controle relaxé constitue une véritable extension du probléme de controle strict si les
deux possédent la méme fonction de valeur, c¢’est-a-dire si I'infimum sur les controles
stricts est égal & I'infimum sur les controles relaxés. Cette derniére propriété repose
sur la continuité de la dynamique et de la fonction de cotit par rapport a la variable

de controdle, laquelle constitue 1’objectif de notre étude dans ce chapitre.

Soit A un espace métrique compact, appelé espace des actions. Un controle strict est

un processus (u;) mesurable et adapté a la filtration F;, prenant ses valeurs dans A,
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Chapitre 3. Approximation des problémes de controle relaxé

I’ensemble de ces controles admissibles est noté U, .

Le processus d’état associé a un controle strict est I'unique solution de I’équation de

McKean-Vlasov suivante :

dXt :b(t,Xt,PXt,ut) dt+0(t,Xt,PXt,ut) dBt (3 1)
XQ =T

et la fonction de cotit correspondante est donnée par :
T
J(u):E|i/ h<t7Xt>PXt7ut)dt+g(XT;PXT)
0

Le probleéme général de controle est consiste a minimiser J(u) sur 'ensemble U,
des controles stricts et de trouver le contrdle optimal u* € U,qtel que J(u*) =

inf{J(u),u € Upq}-

3.1 hypothéses

Supposons que les hypothéses suivantes valable tout au long de ce chapitre :
(H3) b:[0,T] x R x Py(RY) x A — R? | o : [0, 7] x R? x Po(R?) x A — R4 | sont
des fonctions continues et bornées.

(Hy) b(t,-,-,a) et o(t,-, -, a) sont continuellement Lipschitz uniformément en (¢,a) €

[0,7] x A.

(Hs) h: [0,T] xRxRxA —Ret g:R xR — R, sont des fonctions continues et

bornées, telles que h(t, -, -, a) est Lipschitzienne en (z, ).

Sous les hypotheses (H3) et (Hy), et d’aprés le Théoréme , pour tout u € U,q,
l’équationadmet une solution unique, telle que pour tout p > 0, on ait F(|X;|") <

+o0.
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Chapitre 3. Approximation des problémes de controle relaxé

3.2 Mesures de martingale

Soit (2, F, F;, P) un espace de probabilité filtré et (F, £) un espace métrique. { M;(A),t >

0,A € £} est appelé une mesure de martingale F;,—adaptée si et seulement si :

1. {Mi(A),t > 0} est une Fi-martingale, VA € £.

2. Vt > 0, My(.) est une mesure o—finie & valeurs dans L? au sens suivant : il

existe une suite croissante (E,) de E avec U, E, = E telle que :

(i) pour tout ¢ > 0, sup E[M (A, 1)*] < oo, £, = Ble,).
A6£n

(ii) pour tout ¢ > 0, E[M(A;,t)*] — 0, pour toute suite A; de £,, décroissante

vers 0.

Pour A, B € E, il existe un processus prévisible unique (M (A), M(B)), tel que
M(A,t)M(B,t)-(M(A), M(B)); est une martingale.

3.3 Le probléme de contréle relaxé

Soit V I’ensemble des mesures produit p sur [0,7] x A dont la projection sur [0, 7]
coincide avec la mesure de Lebesgue dt. L’ensemble V, en tant que sous-espace fermé
de T'espace des mesures de Radon positives M ([0,7] x A) est compact pour la

topologie de la convergence faible.

Définition 3.3.1 Un controle relazé sur l’espace de probabilité filtré (Q, F,F;, P)
est une variable aléatoire p = dt.ui(da) a valeurs dans V, telle que pi(da) soit
progressivement mesurable par rapport o (F;) et telle que, pour tout t, 1o q.pu soit

Fi—mesurable.

Remarque 3.3.1 L’ensemble U,y des controles stricts est inclus dans [’ensemble des

controles relaxés en identifiant u, par dt o,,(da).
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Chapitre 3. Approximation des problémes de controle relaxé

Il a été démontré dans [2], que le processus d’état associé & un controle relaxé doit
satisfaire une équation dirigée par une mesure martingale au lieu d’un mouvement
brownien. Ainsi, le processus d’état associé au controle relaxé vérifie I’équation sui-
vante :

dXt - fA b (t7 Xt7 PXtJ (l) :U’t(da)dt + fA g (tu Xtu PXw CL) M<da’7 dt)?

(3.2)
Xo==x

ou M est une mesure de martingale continue et orthogonale d’intensité dt u;(da). En
utilisant les mémes outils que dans le Théoréme[2.2] il n’est pas difficile de démontrer

que ’équation admet une solution forte unique.

Le lemme suivant, connue dans la littérature du controéle sous le nom de lemme du

Chattering.

Lemme 3.3.1 (i) Soit () un contréle relaxé, il existe une suite de processus adap-
tés (uy) a valeurs dans A, telle que la suite de mesures aléatoires (. (da)dt)

converge vers py(da) dt dans V, P — p.s.
(ii) Pour toute fonction g continue sur [0,T] x My (A),telle que g(t,-) soit linéaire,

pour tout t, on a :

t

t
i [ g(s.8)ds = [ gl mis
0

n—-+o0o 0

uniformément en t € [0,T], P — p.s.

Preuve. Voir [3] =

Soit X' la solution de ’équation correspondant au controéle strict u™, ot u" défini

dans le dernier lemme. Si 'on note :

t

M (t, F) = / / S (da)d WV,
0 F
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alors M™(t, F') est une mesure martingale orthogonale, et X}'peut étre exprimé sous

une forme relaxés comme suit :

dXZ’L = fAb(t,XZL,Pth,CL) 5ug(da)dt+an(t,Xt,PX?,a) Mn (dt,da)
XOZZL’

Par conséquent, X/'peut étre considéré comme la solution de 1'équation [3.2] corres-

pondant au controle relaxés p" = dtd,; (da).

Puisque d,»(da)dt converge faiblement vers ji;(da)dt, alors pour tout processus pré-

visible borné ¢ : Q x [0, 7] x A — R, tel que p(w,t,-) est continue, on a :

(/OT/AQD(W,t,a)Mn(dt,da)_/OT/Ago(w,t,a)M(dt,da))zl i 0 (3.3)

le théoréme suivant donne la continuité de par rapport a la variable de controle.

E

Théoréme 3.3.1

i) Si X; , X'désignent les solutions de I’équation d’état [3.2| correspondant respec-
t g

tivement & p et u”, alors pour tout ¢t <7 on a :

lim E[|X]" — X,[*] =0

n—-+00

(ii) Soient J(u") et J(u) les cotts espérés correspondants respectivement a u” et p,

alors (J(u™)) converge vers J ().
Preuve.

1. Soient X; et X}' les solutions de 1’équation correspondant respectivement

aux controles p et u".
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On a
¢

| X, — X['| < b (s, Xs, Px,,a) ps(da)ds — / / b(s, X7, Pxn,a) 0y (da)ds
0o Ja
¢

g (87XS7 PXs7a) aM (S,CL) - / / o (S7X;L7 PX;L7CL> dM” (S,CL)

0 Ja

| X — X['| < b(s, Xs, Px,,a) ps(da)d / b(s,Xs, Px,,a) 0y (da)ds
o Ja

_|_

S~
S s

b(s,Xs, Px,,a) 0y (da)d / /b PXg,a) dun (da)ds

t
+ //U(S X, Px,,a)dM (s,a) //0 s, Xs, Px,,a) dM" (s,a)
A o Ja

+// (s, Xs, Px,,a)dM™ (s,a) — //0 2 Pxn,a)dM"™ (s,a)
0o Ja

en passant aux ésperances,on trouve :

S~

=)
>

E[|X, - X <E { b (s, X, Px,,a) 0, (da)ds

0 JA
t 2
—/ /b(S,Xg,PX;z,a) 6u7sz(da>d8 ]
0 JA
t

o (s, Xs, Px,,a)dM" (s,a)

|

+F

t
—/ /U(S,X?,ngz,&) dM" (s,a)
0o Ja

n

En appliquant 'inégalité de Burkholder—-Davis—Gundy pour la partie martin-

27
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gale

E[|X,— X!’ <E

¢ t
/ / b(s,Xs, Px,,a) 0y (da)ds — / / b(s, X7, Pxn,a) b, (da)ds
0 Ja 0 Ja

+CE {/Ot/A‘a(s,Xs,PXS,a) — 0 (5, X7, Pxa,a)|* d(M)" (s,a)]

+kn

Comme les coeffcients b et o étant Lipschitziens,on obtient :
T 2

E(1X, - X['f°) < 0/ (E (1Xs — X71?) + Wy (Px, Px,) ) dt + ky, C>0

0
En se basant sur le fait que :

Wa (Pxs, Px.)" < E (1X, — X'
L’utilisantion de I'inégalité de Granwall, nous permettons de concluons que :

T
E (X, - X2 < 20/ (X, — X')*dt + K,
0

avec

kn:E(
+E<

t t
/ /b(s,Xs,PXS,a)us(da)ds—/ /b(s,XS,PXS,a) dun (da)ds
0o Ja 0o Ja

)

t t 2
//U(S,XS,PXS,G)C[M(S,CL)—/ /J(S,XS,PXS,a)dM”(s,a) )
0o Ja 0o Ja
1

Etant donné que la suite (d,»(da)dt) converge faiblement vers j(da)dt, et que

b est bornée et continue par rapport a la variable de contréle, en appliquant le
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théoreme de convergence dominée de Lebesgue, nous obtenons lim .J, = 0.

n—-+o00

D’autre part,comme o est bornée et continue par rapport a a , en appliquant

nous obtenons lim I, = 0.

n—-+00

En utilisant le lemme de Gronwall, on trouve lim E [|X]" — Xt|2] =0.

n—-+00

2. Soient u" et u comme dans (1), alors :

|J(u") — J(p)| < E [/OT/A |h (t, X}, Pxp,a) — h(t, X, Px,,a)| 6ug(da)dt]

v |

T
[ [ X P gyt - )|
0 JA
+FE Hg (XF, Pxn) — g (X7, PXT)H
Etant donné que la suite (X]') converge vers X, et en s’appuyant sur les

hypothéses posées sur les fonctions h et g, avec I'utilisation de théoréme de la

convergence dominée, il est facile de démontrer qur J(u") converge vers .J(1).

Remarque 3.3.2 D’aprés la derniére proposition, il est clair que linfimum parmi
les controles relaxés est égal a l'infimum parmi les contréles stricts, ce qui implique

que les fonctions des valeurs pour les modéles relaxés et strict sont les mémes.
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Conclusion

Ce mémoire a été consacré a I’étude des équations différentielles stochastiques de type
McKean-Vlasov (MVSDESs), ainsi qu’a l’analyse des problémes de controle optimal.
Dans un premier temps, nous avons abordé le probleme fondamental de 1’existence
et de l'unicité des solutions de ces équations. Deux approches classiques ont été
mises en ceuvre pour établir ce résultat : la méthode du point fixe, qui consiste a
reformuler ’équation étudiée comme une application contractante, et la méthode des
approximations successives de Picard, permettant une construction explicite de la

solution sous des hypothéses de Lipschitz et de croissance linéaire.

Dans un second temps, 'attention a été portée sur les problémes de controle re-
laxé. Cette approche se révele particulierement utile lorsque 'existence d’un controle
optimal n’est pas garantie. Pour assurer l'existence d’un tel controle, il suffit de

démontrer que les fonctions des valeurs des modeéles relaxé et strict coincident.
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Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont

expliquées ci-dessous :

EDS
EDSMV
MFSDE
BDG
E()

P —p.s
B()

Fi

B,

Px

Rd

Wp(:ua V)
Py (R?)

C ([0, 7], Po(RY))
C ([0, T],R%)

I[Joul.|

Equation Différentielle Stochastique.

Equation différentielle stochastique de McKean-Vlasov

Mean Field Stochastic Differential Equation (FDS du champ moyen)
Inégalité de Burtholder-Davis-Gundy.

Espérance mathématiquede .

Présque stiremente pour la mesure de probabilité

Tribu Borélienne.

Filtration.

Mouvement Brownien.

Loi (distribution de probabilité) de la variable aléatoire X

Espace euclidien de dimension d

Distance de Wasserstein d’ordre 2 entre les mesures p et v

Ensemble des mesures de probabilité sur R%avec moment d’ordre 2 fini
Espace des trajectoires continues & valeurs dans Py(R?)

Espace des fonctions continues de [0, 7] dans R?

Mesure de Dirac en a € A

Norme euclidienne
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/ Résumé \

Ce mémoire étudie les équations différentielles stochastiques de McKean—Vlasov, dont les
coefficients dépendent de la solution et de sa distribution marginale. Aprés une introduction
aux processus stochastiques, nous montrons 1’existence et I’unicité des solutions via le
théoreme du point fixe et le schéma itératif de Picard. Nous analysons ensuite les problemes
de contrdle relaxés, en prouvant 1’équivalence des fonctions des valeurs pour les contréles
stricts et relaxés.

Mots-clés : Equation différentielle stochastique de McKean-Vlasov, Lipschitz, point fixe,
approximations successives de Picard, controle optimal, contrdle relaxé.

/ Abstract \

This thesis studies McKean—Vlasov stochastic differential equations, whose coefficients
depend on the solution and its marginal distribution. After an introduction to stochastic
processes, we demonstrate the existence and uniqueness of solutions via the fixed-point
theorem and Picard’s iterative scheme. We then analyze relaxed control problems, proving
the equivalence of value functions for strict and relaxed controls.

Keywords : McKean-Vlasov stochastic differential equations, Lipschitz, fixed point, Picard
successive approximations, optimal control, relaxed control.
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