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Introduction

Dans ce mémoire, nous avons essayé d’éclairer d’une fagon générale, un principe
de maximum stochastique nécessaire pour un modele stochastique gouverné par
des équations différentielles stochastiques Itd6 controlées non linéairement a type
Mckean—Vlasov. Les coefficients de notre modéle sont non linéaires et dépendent
explicitement de la variable de contréle, du processus d’état ainsi que de sa distri-
bution de probabilité. La région de controle est supposée bornée et convexe. Notre
résultat est obtenu en appliquant les dérivées partielles de Lions par rapport a des
mesures aléatoires dans ’espace de Wasserstein. La formule d’It6 associée et ’ap-

proche de variation convexe sont appliquées pour établir le contréle optimal.

Soit (2, F, {J/Et}te[o 0 P) un espace de probabilités filtré fixé et 7 un nombre réel
positif fixé. Dans ce travail, nous étudions le probléme de controle non linéaire

optimal stochastique de type Mckean—Vlasov suivant :

Probléme A. Minimiser une fonction de cotit de type Mckean—Vlasov

Ja() = E / B (yal(r). 15y,

Rd

ol Yo (.) est une solution de I’équations différentialle stochastique suivante :
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t€[0,7]
dya(t) = fpa @ (tyal(t), 120, (1)) p(dya)dt
+ Jaa ¥ (6 a(t), 1@, (1)) p(dya)dW (1)

Ya(0) = Yo,

ol «f.) est la variable de controle valorisée dans un sous—ensemble convexe bornée
U C R*y,(.) est la variable d’état controlée, W(.) est un movement brownien
standard, p¥*® est la distribution de y.(t), et ®, ¢ et ¢ sont des applications

données.

La théorie du controle de type Mckean—Vlasov a trouvé des applications impor-
tantes et devenue un outil puissant dans de nombreux domaines, telles que la fi-
nance mathématique, I’économie et les jeux de type Mckean—Vlasov stochastiques,
sous information partielle, le principe du maximum nécessaire d’optimalité pour
les EDSs — MV'. Le controle optimal stochastique des systéemes de diffusion par
sauts de Mckean—Vlasov avec retard. Sous information partielle, les condition né-
cessaires et suffisantes pour des controles optimales continues et singuliers pour les
EDS; de type Mckean—Vlasov avec martingales de Teugels. ont été étudiées par
Hafayed et al [4]. Les conditions nécessaires pour les (EDSR) de type Mckean—
Vlasov ont été étudiées par Hafayed et al [6]. Le principe général du maximum
pour les EDS; — MV a été établi dans Buckdahn et al [2]. Le principe général
du maximum pour le controle stochastique optimal a été établi par Peng [14].
Un principe du maximum de type Peng pour les EDS, de type Mckean—Vlasov
a été prouvé par Buckdahn et al [2]. Le principe du maximum nécessaire pour le
probléme de controle optimal continu—singulier pour les EDS;, — MV générales,
sous des hypothéses de convexité, a été étudié par Hafayed et al [7]. Le principe

du maximum du second-ordre a été démontré par Boukaf et al.[I].

Dans ce travail, nous appliquons les dérivées partielles de Lions par rapport a la



Introduction

mesure de probabilité pour établir notre principe du maximum. Motivés par les
travaux récents ci—dessus, nous dérivons dans ce travail le principe du maximum
pour notre probléme de controle optimal de type Mckean—Vlasov. Les dérivées
partielles de Lions par rapport a mesure de probabilité dans l'espace de Was-
serstein et la formule d’It6 associée avec quelques estimations appropriées sont
appliquées pour prouver notre résultat. Cette approche des dérivées sur I'espace
de Wasserstein s’est avérée cruciale dans I’étude de notre principe du maximum.
Notre modele de type Mckean—Vlasov apparait naturellement dans les modéles

probabilistes des problémes d’optimisation financiére.

Dans ce qui suit, on donne une brévé descripition de ce mémoire : Le premier
chapitre est consacré a la théorie du calcul stochastique( processus stochastique,
mouvement brownien, Intégrale stochastique, Intégrale de Wiener, formul d’Ito,
EDS,.....), En ce qui concerne le deuxiéme chapitre, il port sur les dérivées sur
lespace de Wesserstein( distance Kantorovich entre deux mesures de probabilité,
Fonction de portance, Dérivées partielles de Lions par rapport aux mesures de
probabilité, Classes des controles,.....), Dans le troisiéme chapitre, un principe de
maximum stochastique pour un modéle stochastique gouvernées par des équations
différentielles stochastiques d’Itd controlées non linéaires de type Mckean—Vlasov
est démontré. Nous étudions le probléme de controle optimal stochastique de type
Mckean—Vlasov suivant : Minimiser la fonctionnelle de cott de type Mckean—

Vlasov de la forme :

H@() = E [ lun(r). i pld),

R4
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telle que y,(.) solution de V ¢ € [0, 7]

dya(t) = Jpaw (t,ya(t), 1@, a(t)) p(dya)dt
+ fRd (8 (t7 Ya (t)v :uya(t)v Oz(t)) M(dya)dW(t)

Yo (0) = o,

ot «(.) est la variable de controle donnée dans un sous-ensemble convexe borné,
Ya(.) est la variable d’état controlée, W (.) est un mouvement brownien standard,

p¥e®) est la distribution de y, (t).



Chapitre 1

Rappel sur les calculs

stochastiques

1.1 Concepts de base des Processus stochastiques

1.1.1 Processus stochastiques

Definition Processus stochastique : est une famille de variable aléatoires
X(t),t, qui appartient & un ensemble d’indices Q définie sur un méme espace de

probabilité (2, F, P) il peut étre représenté mathématiquement par :
X (t,w)={X(t),t € Q}

En d’autre termes, un processus stochastique est une fonction dépendant de deux

variables :
1. Le parametre t, qui indexe la famille de variables aléatoires .

2. L’élément aléatoire w , qui introduit 'incertitude et fait varier les réalisation
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du processus .

Remarque 1.1.1 1. si (t fixé, w € Q) = X;(w) est une variable aléatoire .

2. si (w firé, t € Q) = Xy (w) est une trajectoire du processus

Définition 1.1.1 Ensemble d’indices :L’ensemble (), qui représente les valeurs
possibles du paramétre t dans le processus stochastique X (t), t € Q, est appelé

ensemble d’indices.

Définition 1.1.2 Espace des états : L’ensemble des valeurs que peuvent prendre
les variables aléatoires X (t) pour t € Q) est appelé espace des états du processus
stochastique.il est défini comme ['union des ensembles des valeurs possibles des

variables aléatoires X (t),noté S,tel que S =, St-

Définition 1.1.3 Un processus stochastique X (t,w) ,t € Q est dit a temps dis-
cret si 'ensemble ) est infini dénombrable. Il est dit o temps continu si Q)

correspond a un ou plusteurs intervalles de temps.

Définition 1.1.4 un processus (Xi)ieq est dit adapté a une filtration F si :

X; est Fy-mesurable , Vt € Q).

Définition 1.1.5 Une filtration F = (F;)i=0, définie sur un espace de probabilités

(Q, P) est une famille croissante de sous—tribus F, c’est-a—dire :

F,CFRCFNOLs<t, teq.

Remarque 1.1.2 L’espace (2, F, (Fi)i=0, P) est appelé espace de probabilités fil-

tré.
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Définition 1.1.6 La filtration naturelle (ou canonique) de processus X est une

filtration F que vérifiant :

FX =0(X,,0<s<t), teq.

1.1.2 Martingale et Mouvement Brownien

Martingale a temps continu

Définition 1.1.7 Soit (Q, F,{Fi},,P) un espace de probabilité filtré, et soit

Y = (Y})i=0 un processus adapté et intégrable (E |Y;| < 00), on dit Y est une

e martingale si

V0 < s

N

E(Y: | Fs)

Y.

e sur-martingale si

V0o <s

N
\.C*

E(Y,| F) < Y.

e sous—martingale si

VO<s<t, E(Y;|F) =Y.

Proposition 1.1.1 :Soit X; est une sous—martingale, alors (—X;) est une sur—

martingale

Proposition 1.1.2 soit B un mouvement brownien standard, les processus sui-

vants sont des martingale par rapport a la filtration o(Bs,0 < s < t) :

7
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1/ Le processus B; lui-méme.
2/ Le processus B? — t.

3/ Le processus exponentiel W = exp(aB; — ‘%Qt), Vz € R.

Définition 1.1.8 Soit Fest une filtration donnée et X une variable aléatoire in-

tégrable, X; est une martingale telle que :
X, =E[X | F

Proposition 1.1.3 (1I’inégalité de Jensen)

Soit X une variable aléatoire réelle, et soit ¢ : R — R est une fonction convexe.

Si B[|X|] < et Ellp(X)]|] < oo, alors :

o(E [X]) < Ep(X)].

Proposition 1.1.4 Si X, est une martingale, alors (d’aprés l'inégalité de Jensen)

| X3P est une sous—martingale pour p > 1 a condition que :E[|X;|"] < oo Vt.

Définition 1.1.9 Soit (Q, F,{Fi},.o, P) un espace de probabilité filtré, et soit
(Y.)ns0 une suite de variables aléatoires, on dit que (Y,)n>oest une uniformément

intégrable si :

1) sup E'[|Y;]] < oo,

2) Ve >0, 3 a > 0 telle que
A€ Fet P(A) <a=supE [l |Yi]] <e.

Définition 1.1.10 Soit Y = (Y})i=0 un processus stochastique bornée dans

8
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LP (p > 0), alors Y est uniformément intégrable.

Proposition 1.1.5 Soit X = (X¢)i=0 et Y = (Yy)=0 deux processus croissants

adaptés, on appelle X et'’Y sont associés si et seulement si

M = X —Y est une martingale.
On, viréfiant les deux conditions suivants :
a) V0 < s <tona
E[<Xt_Y;f)|]:s] :E[<Xs_}{9)|fs] p.s.

b) pour tout temps d’arrét 7', on a

E[X7r] = E[Yr].
Théoréme 1.1.1 (martingale arrétée)

Soit W = (W});>0 une martingale et 7" un temps d’arrét, alors

WT = (WtT)t;O - (WT/\t)t>O

est une martingale appelée martingale arrétée.
Théoréme 1.1.2 (Inégalité mazximale de Doob)

SiY = (Y})i=0 est une martingale continue a droite, alors :

sup Y

0<s<t

Vp > 1, [E[

P — L ogs<t
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Proposition 1.1.6 (Décomposition de Doob) : si (Y,)n>0 une (Fp)n=0—-S0ous
martingale, alors :

(YN)TL?O = (An)n>0 + (Mn)n>07

telle que (M,,),>0 est une martingale, (A, ),>0 est un processus croissante prévi-

sible et intégrable,

cet décomposition est unique.
Proposition 1.1.7 Soient T' et S deux temps d’arrét bornés avec S < T, alors

d M € R,Vw, telle que :

S(w) < T(w) < M < oo.

pour tout processus X adapté et intégrable :

Xs < E[Xr | Fs| ps.

L’égalité a lieu si X est une martingale.de plus, X est une martingale pour tout

pair de temps d’arrét, si et seulement si :

E[Xs] = E[Xg].

1.1.3 Mouvement brownien

Le mouvement brownien a été découvert en 1827 par Robert Brown (1773—
1858), qui a observé sous microscope le déplacement aléatoire de particules de
pollen dans 'eau. Il a ensuite réalisé que ce phénomeéne s’appliquait a toutes les

particules microscopiques.

10
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En mathématiques, il est modélisé par le processus de Wiener, noté (W;);~o

ou (By)i=0 en hommage & Brown.

Définition 1.1.11 Soit (2, F, P) un espace de probabilité, On appelle Y; = (By)i>o-
mouvement brownien standard un processus stochastique a valeurs dans R et tra-

jectoires continues que vérifier :

1. B est a des accroissements indépendantes i.e : st 0 <t <ty < ... < t, < 00,

les variables aléatoires

Btn (BtQ - Bt1)> seeey (Btn - Btn—l)

sont indépendantes.
2. By =0.
3.V0<s<t< oo, B— By, — N(0,t—s).

4. Yw € U, les trajectoires t — By(w) sont continues.
Proposition 1.1.8 Un processus B est un mouvement brownien $si :

1) E(B) =0,

2) cov(By, Bs) = s At = min(t, s).

Si (B¢) est un mouvement brownien, alors les processus suivants est lui méme :
1) Y, = LB,z pour a # 0.

2)1@:153% pour t > 0 et Yy = 0.

3) Y, = By — B,

4) Y, = —B;.

Y = (—=By)i=0 est un mouvement brownien car :

11
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1. Soit (Y, = Y;, ) = (B, , — B, )et que VO <ty <ty < ... <t, € Ry, les

n—1

variables aléatoires :
(Bto - Bt1)> (Btl - Bt2)> sy (Btn—l - Btn)

sont indépendantes.
2.0< s <t <00, Y, =Y, =—(B,— Bs) = (Bs — B;) — N(0,s — t);
3. La trajectoire B;(w) est continue alors : La trajectoire Y;(w) = —By(w) est

continue.

4. (Yo) =0 car (By) =0

Proposition 1.1.9 : Soit (B;)>o est un mouvement brownien alors By est une

martingale .

Proposition 1.1.10 : Soit (B;)i=0 est un mouvement brownien alors

2

A
(exp(/\Bt - ?t))t;(),v A€ R,

est une martingale .

Proposition 1.1.11 :Soit (B;);>0 est un mouvement brownien alors (B —t) est

une martingale

1/ (B;) est F;—mesurable alors (B2 —t) est F;—mesurable (est une fonction conti-

nue).

2/ E[|B—t|| < E[|B}]|+t=t+t =2t < oco,car (E[|B?|] = var [B;] =1).

12
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3/VO<s<t<oo:

E[(Bf —t) | 7] [((B: = B+ B,)* — t) | 7]

E
E[((B, — B,)* + 2B,(B; — B,) + B —t) | ]
E

[(B: = Bo)? | 7] +2BE (B, — By) | Fo] + B} — t.

on a :

E[(B: = By)* | Fs] = E[(B: = B)’] =t=s, et E[(B, = By) | 7] = B(B,~B;) = 0

— E[(B} —t) | F] =t—s+B2—t = B —s = (B} — t), jest une martingale.

1.2 Intégrale stochastique

1.2.1 L’intégrale de Wiener

L’intégrale de Wiener qui est I'intégrale d’une fonction f par rapport & un mouve-
ment brownien standard (By);=0, avec f € L?[a, b]. Cette intégrale de Riemann—
Stieltjes, puisque les trajectoires browniennes ont une p—variation bornée pour

p > 2 et non bornée pour p < 2. On peut définir 'intégrale :

[ sz

avec f est de variation bornée avec p < 2.

Définition 1.2.1 (L’intégrale de Wiener)

13
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On commence par les fonctions en escalier, ou l'intégrale
b
| raBiw),

est d’abord définie pour ces fonctions, puis généralisée a toutes les fonctions appar-
tenant & I’espace L?[a, b]. Cet espace est constitué des fonctions qui sont intégrables

au carré, c’est—a—dire qui vérifient la condition suivante :

b
/ FOP dt < .

Définition 1.2.2 (L’intégrale de Wiener d’une fonction étagée)

Soit f une fonction en escalier qui peut étre représentée sous la forme :

f(t) = Z f(ﬁi)j[tntwl](t)’vz. = 1,_71,

i=1

ou [3; sont des constantes réelles et a = tg < t; < ... < t, = b constitue une

subdivision de 'intervalle [a, b] .

L’intégrale de Wiener de la fonction f est alors définie comme suit :
b n
1) = [ F0dB= 3" £3) [B(t) - Bt
@ i=1

ot B(t) désigne un processus de Wiener.

Théoréme 1.2.1 Si f est une fonction en escalier, alors l'intégrale stochastique

I(f) suit une loi normale. Plus précisément, 1(f) est une variable aléatoire gaus-

sienne dont E(I(f)) =0, et var(1(f)) =[5~ f2(t)dt.

Puisque f est une fonction en escalier, son intégrale de Wiener s’écrit comme :

14
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— {/abf(t)dBt} = [g fBi) [B(t:) = B(tia)]|

1.Gaussianité de I(f)

Les accroissements B(t;11) — B(t;) du mouvement brownien sont gaussiens et

indépendants. Comme I(f) est une combinaison linéaire de ces termes, il suit
également une loi normale.
2.Calcul de I’espérance E(I(f))

par linéarité de ’espérance et sachant que

on obtient :

3.Calcul de la variance var(I(f))

var(I(f)) = var [Z f(B:)(B(t:) — B(ti-1))

Z(f(ﬁz)) var(B(t;) — B(ti-1))

i=1
n

= > (FBH = i)

= /j f2(t)dt.

Ainsi, I(f) suit une loi normale N (0, fab F2(t)de).

Proposition 1.2.1 Soit f,g € L*([a,b]) et I(f), I(g) leurs intégrales de Wiener

respectives. Les propriétés suivantes sont vérifiées pour tout o, 5 € R :

15



Chapitre 1 : Rappels sur les calculs stochastiques

1. Linéarité :

I{af + Bg) = al(f) + B1(g).

2. Espérance du produit :

b
_ / F(Hg()dt

3. Isométrie :

/de /de /de

4. Intégration par parties (pour f de variation bornée) :

b b
/ f(t)dB(t,w) = [f(t)B(t, w)]z —/ B(t,w)df(t), VY w € Q.

Théoréme 1.2.2 Soit f € L*([a,b]). On définit le processus stochastique X; =
f f(s)dB(s,w), ¥V t € [a,b].

Alors, (X;) est une martingale continue par rapport a la filtration naturelle du

mouvement brownien donnée par F; = o(Bs, s < t).
1.2.2 Propriétés d’intégrale stochastique

t
Mt:/ O'SdBS
0

telle que : &/ [f(f afds} < o0, 0na:

Proposition 1.2.2 on a

1. E[M;] = 0 et E[M?] = [fot 2d3] .
2. Le processus M; est une martingale.

16
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3. Si (My)s=0 est un processus Fi-adapté, on a :

E l(stl;g /0 t asst)Q} < 4F l( /O t asst)ﬂ _ 4 /0 ' B(o?)ds.

4. Isométrie :
t t
E [(/ MSdBS)Q} =F [/ Mfds} :
0 0

5. soit W, = M? — [ o2ds, Le processus (W;);=o est une martingale.

Preuve. on a
t S t
EW, | F]=FE [(/ 0.dB,)? | .7:31 = (/ 0.dB,)? +/ o2du, ¥t > s,
0 0 s

Alors

s t t
E [Wt ‘ fs] = (/ UudBu)2 +/ Uidu —/ Uidu, Vit=s
0 s 0

En simplifiant
E[W, | £ _(/ audBu)Q—/ 2y =W V1> s
0 0

Cela prouve que W; est une martingale. m

1.2.3 Formule d’ Ito6

Définition 1.2.3 Un processus (Y;) est un processus d’Ité si
t t
Yt:YO+/ 98d3+/ o.dB;
0 0

Ou sous la forme

d}/;g = Qtdt + UtdBt

17



Chapitre 1 : Rappels sur les calculs stochastiques

- Yy est une variable aléatoire Fy-mesurable
- § est un processus adapté ([ [0,]ds < co p.s)

- o est un processus appartenant a H? ([} |o,|* ds < oo p.s)

Définition 1.2.4 La variation quadratique d’un processus stochastique (Y;) est
donnée par :

d{Y,Y), = olds
Remarque 1.2.1 Pour calculer d(Y,Y),, on peut appliquer la régle suivant :

(ds,ds) = (ds,dBs) = (dBs,ds) =0, (dBs,dBs) = ds.

1/ Si W est une martingale telle que W; = fg Osds avec (0s) un processus a
variation bornée alors :

Wy=0psVtel0,T].

2/ La décomposition d’un processus d’It6 est unique

3/ Un processus d’Ito est une martingale ssi :

t
/ f,ds = 0.
0

Théoréme 1.2.3 (Premiére forme) : Soit [ : R — R.de classe C?, alors :

1) = £00)+ [ FORavi+ g [y,

=10 = f09)+ [ F a5 [ fyotas

Théoréme 1.2.4 (Deuxiéme forme) : Soit f : (RT x R) — R, de classe

18



Chapitre 1 : Rappels sur les calculs stochastiques

Clpar rapport a t

C?par rapport o' Y

alors :

t ! t !
F(LY) = F(0.Yo) + /0 fi(s, Yo)ds + /0 £(s, Y)Y,
1 t
w3 | s yamy),
=500+ [ S Yas+ [ g vy,
0 0

1 t
+§/0 fo (s, Ys)olds.

Proposition 1.2.3 (Formule d’intégration par parties ) : La formule d’in-

tégration par parties d’Ito s’écrit de maniére concise comme suit :

A(X,Y,) = Xy dY; + Y,dX, + dX,dY;

ou le terme dX;dY; est issu de la formule d’Itd et vaut (byd;dt) si les processus

sont donnés par:

dXt = G/tdt + btdBt’ d}/;/ = Ctdt + dtdBt

1.3 Equations différentielles stochastiques (EDS;)

Soit (2, F, F;, P) un espace de probabilité filtré Soit (X¢).ejo,r1 un processus sto-

chastique .
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Chapitre 1 : Rappels sur les calculs stochastiques

1.3.1 Définition des EDS;,

Une équation différentielle stochastique est une équation de la forme

dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt>dBt
Xo =0,

ou sous forme :
t t
X, = X0+/ b(s,Xs)ds—i—/ o(s, Xs)dBs. (2)
0 0

ou :

e b et o sont deux fonctions mesurables bornnée et definit sur [0,77] x R
e Yj est la condition initiale .

e {B;t > 0} est mouvement Brownien .

e Le coefficient b(t,Y;) est appelé dérive, o(t,Y;) est appelé terme de diffusion.

1.3.2 Existence et unicité des solutions

L’étude des équations différentielles stochastiques repose sur la garantie de I’exis-
tence et de l'unicité des solutions fortes, ce qui permet d’assurer la cohérence
mathématique du modéle sous—jacent. Ces résultats sont établis sous certaines
hypothéses, notamment la condition de Lipschitz et une borne de croissance, qui
permettent d’éviter les divergences des solutions. Nous présentons ci—dessous le

théoréme fondamental d’existence et d’unicité.

Théoréme 1.3.1 d’existence et d’unicité

1/ Mesurabilité : Les fonctions b et o sont mesurables et adaptées a la filtration
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Chapitre 1 : Rappels sur les calculs stochastiques

naturelle du processus de Wiener.

2/ Condition de Lipschitz : Il existe une constante K > 0 telle que, pour tout

t€[0,T] etz,y € R, on a

’b(t,l‘) - b<t7y)| < K ’Q} - y’a

3/ Condition de croissance linéaire : Il existe une constante M > 0 telle que

[b(t, )[* < MP(1 + [2*),
<M

lo(t, )" < MP(L+ |al).

Sous ces hypotheéses, il existe une unique solution (Xi)icpm qui est adaptée a la
filtration (F;) et qui satisfait presque strement ’équation intégrale (@

Cette solution est dite forte, car elle est construite a partir d’un processus de

Wiener donné.

Remarque 1.3.1 Le processus stochastique {Xt}te[o 7 est appelé une solution

forte de L’EDS— .
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Chapitre 2

Dérivées sur ’espace de

Wesserstein

2.1 Distance de Kantorovich entre de mesures

de probabilité

La distance de Monge-Kantorovich est une métrique entre deux mesures de pro-
babilité sur un espace métrique. La distance de Monge-Kantorovich trouve son
origine dans la théorie mathématique des transports de masse. En 1781, Monge
a proposé pour la premiére fois le probléme mathématique de I'optimisation du
colit du déplacement d’un tas de terre d’une configuration de départ donnée a
une configuration d’arrivée donnée. Dans sa formulation originale, le probléme
était hautement non linéaire, donc extrémement difficile. En 1942, Kantorovich a

introduit une autre version simple et relachée de ce probléme.

La métrique de Kantorovich apparait dans des contextes trés différents et sous des

noms différents. Dans les applications statistiques, elle était connue sous le nom de
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Chapitre 2 : Dérivées sur ’espace de Wesserstein

distance de Wasserstein et plus récemment, elle est apparue avec le développement
de la géométrie fractale et ses applications a I'infographie sous le nom de distance

de Hutchinson.

Pour étre plus précis, nous supposons que l'espace de probabilité (2, F, F;, P)
est suffisamment riche en le sens ot pour tout p € Xy(R?), il existe une variable

aléatoire v € L?(F;RY) telle que p = P,.

2.2 Dérivées partielles de Lions par rapport aux

mesures de Probabilité

Rappelons maintenant brievement la notion innovante de dérivées de Lions par
rapport a la distribution de probabilité sur les espaces de Wasserstein, qui a été
étudiée par Lions[IT].

L’idée principale est d’identifier une distribution p € Xy(R?) avec une variable
aléatoire v € L?(F;RY) telle que p = P,.

Soit Xy(R?) lespace de toutes les mesures de probabilité p on (RY, B(R?)) de

second moment fini, c’est-a-dire, [, |z|* u(dz) < oo, muni de la métrique de

R

Wasserstein (., .) ; pour p,v € Xy(R9),

D = inf P o(dn,dy) |
2(14, ) 6(.7.)61%(&%){[/@% y|” o(dw, y)} }

Ou 6(.,.) € Xo(R2), §(A,RY) = pu(A), 6(RY, B) = v(B).
Cette distance est simplement la distance de Monge-Kankorovich lorsque p = 2.
De plus, il a été montré que (Xz(R™), I(.,.)) est un espace métrique complet.

Exemple : Par exemple, si 1 = 0., et uy = 0,, sont deux mesures de Dirac
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dégénérées situées aux points x; et xa (respectivement) dans R, alors nous avons
HDQ(,Ula,UQ) = ’371 — T2| -

2.3 Fonction de portance (Lift function)

Définition 2.3.1 (Fonction de portance) Soit ® une fonction donnée telle que

P : Xo(RY) — R. On définit la fonction de portance :

d : L2(F;R%) — R telle que

O(Z) = ®(Py), Z € L*(F;RY).

Clairement, la fonction de portance ® de ®, dépend que de la loi de la variable

aléatoire Z € L?(F;R%) et est indépendante du choix du représentant Z.

Une fonction f : X5(R?) — R est dite différentiable en py € Xy (R?) s'il existe
Zy € LA(F;R%) avec g = Py, € X3(R%), telle que f fonction de portance soit

différentiable en Z;. Plus précisément, il existe une fonctionnelle linéaire continue

Df(.): L*(F;R?) — R telle que

F(Zo+7) = F(2Z) = (DF(Z0). 7) + (|17l (2.1)

= D: f(po) + o(||7|l5),

Ou (., .) est le produit dual sur L?(F;R?), et nous appellerons D, f(u) la dérivée

de Fréchet de f en g dans la direction 7.

Dans ce cas, nous avons
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D.f(o) = {DF(Z0), )

f(Zo +t7)|i=0, telle que pog = Py, .

d
dt
Donc

D.f(Pa) = 5 [F(Z +7)] o

De[2.1], on obtient alors la forme suivante du développement de Taylor

f(Pz) = [(Pz) = Daf(Pz) +&(7),

Ou (1) est d’ordre o(||7||,) avec o(||7||2) — 0 pour 7(.) € L*(F;R%).

2.3.1 Théoréme de représentation de Riesz

(2.3)

Soit H un espace de Hilbert Soit f une fonctionnelle linéaire continue f € H*,

alors il existe un unique y € H telle que

f(z) =(y,),

pour tout = € H, De plus, ||y|| = ||f]|-

En utilisant le théoréme de représentation de Riesz, il existe une variable aléatoire

unique Z, dans l'espace de Hilbert L?(F;R?) telle que

(DF(2).7) = (Z0,7)2 = El(Zo, 7).

25



Chapitre 2 : Dérivées sur ’espace de Wesserstein

Ou 7(.) € L*(F;RY).
Il a été montré, qu’il existe une fonction Borale [uo] : R — RY, dépendant
uniquement de la loi g = Pz mais pas du choix particulier du représentant Z

telle que

Zo = [pol(2).

Ainsi, nous pouvons écrire comme Vo € L?(F;R?).

f(B) = f(Pz) = ([10](Z), 0 = Z)2 + o([o — Z][,).

On note 9, f(Pz,y) = [po] (y), y € RY.
On note que pour tout u € Xy(R?), 0, f(Pz,.) = [Pz] (.) n’est défini que dans un

sens Pz(dx) — p.p, ou u = Py.

2.3.2 Espace des fonctions différentiables

Espace des fonctions différentiables dans X (IR?).

Définition 2.3.2 On dit que la fonction f € Cp' (Xo(RY)) si pour tout de v €

L2(F;R%), il existe une P,-modification de

0.1 (Py,.) telle que 9, f : Xo(R?) x RY — R? est bornée et continue de Lipchitz.

C’est-a-dire que pour un certain C' > 0, on a que
(D) 10uf (1, 2)] < C, ¥ € Xp(RY), V 2z € RY;

(i) 0, f (11, 2) — 0 ()| < CDalpn, pa) +lw = y1), ¥ pua,pis € Ka(RY), Y,y €
R<.
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Dérivées du second ordre par rapport a la loi de probabilité : Nous présentons une

dérivée du second ordre par rapport a la mesure de probabilité
Soit g € CPH(I'y(R™)) et considérons I'application
(0,9 )15, 0,9(., D2y s 0,9(-, )n)T 1 To(R") x R* — R

Définition 2.3.3 On dit que la fonction g € Co'(Xo(R™)) si g € Cp'(Xo(R™))
telle que 0,9(., z) : X5(R") — R”

(1) 0ug(.,y)i € Cp' (X2(RY)),Vy € R™ et i € {1,2,...,n}.
(2) Oug(ps,.) : R* — R”
(3) Les applications

0,0,9(.,.) : Xo(R") x R" — R" @ R"

et

29(Puy,y, 2) : Xo(R") x R* — R" @ R"

sont bornées et continues en Lipshitz, ot

039(Pros y: 2) = 04 [0,9 (-, y)] (g, 2).

2.4 Classes de controle

1. Controle admissible Un controle admissible est un processus u(t) F;—adapté

avec des valeurs dans un A C R" borélien
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U:={u(.): [0, 7] x Q@ — A:u(t)estF, — adapté}. (2.4)

2. Controle optimal Le probléeme du contréle optimal consiste & minimiser une

fonctionnelle de cofit

J(u) sur I'ensemble des controles admissibles ¢/. On dit que le controle u*(.) est

un controle optimal si

J(u*(t)) < J(u(t)), pour tout u(.) € U.

3. Controle présque-optimal Soit ¢ > 0, un contole u®(.) est un controle

présque-optimal (ou e-optimal) si pour toute u(.) € U on a

J(us(t)) < J(u(t)) +e. (2.5)

Voir [3] pour quelques applications.

4. Controle singuliér. Un controle singulier est une paire (u(.), £(.)) de processus
mesurables a valeurs A; x Ay, Fi-adapteés, telles que &(.) soit a variation bornée,
continue non décroissante a gauche avec des limites a droite et £(0) = 0. Puisque
d¢(t) peut étre singulier par rapport a la mesure de Lebesgue dt, nous appelons
&(+) la partie singuliere de la contrdle et le processus u(.) sa partie absolument

continue.

5. Controle feed-back (Controle par rétroaction) : Nous disons que u(.) est

un controle rétroaction si u(.) dépend de la variable d’état X|(.).

Si FX est la filtration naturelle générée par le processus X, alors u(.) est un

controle rétroaction si u(.) est F;X-adapté.
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6. Controle robuste. Dans les problémes formulés ci-dessus, la dynamique du
systéme de controle est supposée connue et fixe. La théorie du controéle robuste est
une méthode permettant de mesurer les variations de performance d’un systéme

de controle lorsque ses parametres changent .

Bien stir, cette méthode est importante dans les systémes d’ingénierie, et elle a

récemment été utilisée en finance en relation avec la théorie de la mesure du risque.

En effet, il est prouvé qu’une mesure de risque cohérente pour un gain incertain

x(T) a linstant T est représentée par :

a(=X(t)) = sup EC(X(T)),
QeM

ol M est un ensemble de mesures de probabilité absolument continues par rapport
a la probabilité initiale P.

7. Probléme de contréle par observation partielle. On suppose jusqu’a
présent que le controle observée complétement le systeme d’état. Dans de nom-
breuses applications réelles, il n’est capable d’observer que partiellement 1’état via
d’autres variables (appelées variables observées) et il y a du bruit dans le systéme
d’observation. Par exemple, dans les modeéles financiers, on peut observer le prix
de lactif, mais pas complétement son taux de rendement et/ou sa volatilité, et
I'investissement du portefeuille est basé uniquement sur les informations sur le
prix de lactif. Ceci peut étre formulé sous une forme générale comme suit : nous

avons un processus controlé (non observé) gouveérné par I’'EDS suivante :

da(t) = f(t, (1), y(t), u(t))dt + o (t, x(t), y(), u(t)) dW (1),

et y(t) un processus d’observation défini par
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dy(t) = h(tv $(t), u(t))dW(t),

ol B(t) un autre mouvement brownien, éventuellement corrélé a W (t). Le controle
u(t) est adapté par rapport a la filtration générée par l'observation FY et la

fonctionnelle de cotit & optimiser est :

J<u<.>>:E[h<x<T>,y<T>>+ [ ateat0).u0. w0t

8. Controéle ergodique Certains systémes stochastiques peuvent présenter
sur une longue période un comportement stationnaire caractérisé par une mesure
invariante. Cette mesure, si elle existe, est obtenue par la moyenne des états sur
une longue période. Un probleme de controle ergodique consiste & optimiser sur le
long terme un critére prenant en compte cette mesure invariante. La fonctionnelle

de cotit est donnée par

lim  sup lE f(z(t), u(t))dt.

9. Horizon aléatoire. Dans un probléme classique, I’horizon temporel est fixé
jusqu’a un temps terminal déterministe 7. Dans certaines applications réelles,
I’horizon temporel peut étre aléatoire, la fonctionnelle de cotlit est donnée par ce

qui suit :

ol 7 est un temps aléatoire fini.

10. Controle relaxé. L’idée est de compactifier 'espace des controles U en éten-

dant la définition des controles pour inclure I’espace des mesures de probabilité
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sur U. L’ensemble des controles relachés u(du)dt, out u; est une mesure de pro-
babilité, est la cloture sous topologie faible des mesures d,)(du)dt correspondant
aux controles usuels, ou stricts. Cette notion de controle relaché est introduite

pour les problémes de controle optimal déterministe

11. Controle impulsif. (Controle impulsionnel). Ici, on est tout a fait obligé de
réinitialiser la trajectoire aux instants d’arrét 7; de X,-(la valeur immédiatement
avant i) a une nouvelle valeur (non anticipative) X, respectivement, avec un
cotit associé M (X, , X,,). Le but du contréle est de minimiser la fonctionnelle de

cotut :

Dans ce modele, nous devons supposer que M (X, , X, ) > § pour un certain

0 > 0 afin d’éviter une infinité de sauts dans un intervalle de temps fini.
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Principe de maximum et dérivée
par rapport a mesure de

probabilités

3.1 Dérivée partielle par rapport a mesure de
probabilités

Nous rappelons maintenant briévement une notion importante dans les problémes
de contréle type Mckean—Vlasov : les dérivées partielles de Lions par rapport aux

mesures de probabilité sur 'espace de Wasserstein.

Dans ce travail, nous considérons K5(R"™) comme l'espace de Wasserstein des

mesures de probabilité sur (R™, B(R™)) avec un second moment fini, c’est—dire :
Jan ly)? u(dy) < oo, muni de la métrique de Wasserstein suivante :

pour p, pg € Ko(R™),
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1
2

T(u )= inf [42n|x—y|2p<dx,dy>, W)

p(..) €K (R?™)

ou p(.,R") = iy, et p(R",.) = pua.

Cette métrique est simplement la métrique de Monge—Kankorovich (avec p = 2).
De plus, il a été montré que (Ko(R™),T'(.,.)) est un espace métrique complet. Par
exemple, si p; = 0, et ps = 0,, sont deux mesures de Dirac dégénérées situées

aux points 1 et xy (respectivement.,) dans R, alors on a
T(p1, p2) = |71 — 22| . 2

L’idée principale des dérivées partielles de Lions est d’indentifier une distribution

(mesure de probabilité) u € Ko(R™) avec une variable aléatoire

y(.) € L*(F,R"™) de telle sorte que u = P, soit la loi de y(.). Nous supposons que
I'espace de probabilité (2, F, P) est suffisamment riche dans le sens ou pour tout
1 € ko(R™), il existe une variable aléatoire y(.) € L*(F, P) telle que u = P,. Nous

supposons qu’il existe ¢y C F telle que un sous—corps so suffissamment alors :

ko(R™) := {p¥ = P, : y(.) € L*(p0,R™)} .

Par F = (F)icp,], on note la filtration engendrée par W (.), complétée et aug-

mentée par ¢,. Ensuite, pour toute fonction

f :ko(R™) — R on définit une fonction f : L2(F,R") — R telle que

fy)=f(?) = f(R,), y() € L*(F,R"). (3)

Clairement, la fonction f, appelée fonction de relévement de f, ne dépend que de
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la loi de y € L*(F,R"™) et est indépendant du choix du représentant y.

Définition 3.1.1 Soit g : ko(R") — R La fonction g est différentiable a une
distribution po € ko(R™) Sl existe yo € L*(F,R") avec p* = B, telle que
son relévement g soit Fréchet—différentiable en yo. Plus précisément, il existe une

fonctionnelle linéaire continue Dg(yo) : L*(F,R") — R

9o + &) = 3(yo) = (Dg(yo)-£) + o(l€ll5) = Deg(p*) + o(ll€]l,), (4)

ou (.,.) la produit dual sur L*(F,R"). On appelle D¢g(u*°) la dérivée de Fréchet

de g en py dans la direction £ on a :
Yo bt d bt Yo
Deg(u™) = (Dg(yo)-€) = = 9(yo + t€)li=o, avec ™ = Py, ()

Or, d’aprés le théoreme de représentation de Riesz, il existe une unique variable

aléatoire ¥y € L?(F,R") telle que

(Dg(y0)-6) = (VoWo.8)2 = E[(Vo.£)s] 0§ € L*(F,R")

Il a été montré dans [2] qu’il existe une fonction borélienne ¥ %] (.) : R* — R”,
dépendant seulement de la loi y¥° = P,; mais pas du choix du représentant y, telle
que ¥y = U [1%] (y0). Ainsi on peut écrire |4 comme : pour tout y € L?(F,R")
on a:

g(p¥) — g(pu*) = (¥ [11*°] (0)-y — yo)2 + o(lly — voll,)-

on note d,g(pu¥,y) = ¥ [u*](y),y € R". De plus, nous avons les identités sui-

vantes :

Dg(yo) = to = V¥ [11°] (10) = Fpg(1*°; y0),
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et Deg(p*) = (Dug(1*, yo)-£) , o0 & = (y — wo)-
(1) Pour chaque avec p € ko(R™), les dérivées partielles d,g(p?,.) = ¥ [1¥] (.) ne
sont définies qu’au sens p(dy).

(2) Une fonction f est dite différentiable en g € ko(R™) sl existe une variable

aléatoire yq de loi pg telle que la fonction de portance ]?soit différentiable en .

Définition 3.1.2 On dit que la fonction g € C," (ko(R")) si pour tout y €

L*(F,R"), il existe une Py,—modification de 0,g(p¥,.) (notée 0,9) telle que

0,9 : ko(R") x R® — R" est bornée et lipshitzienne continue. Autrement dit,

pour un certain C' > 0, on a

(1) [0,9(1,y)| < C, ¥ p € ko(R™), V y € R™

(2) |0ug (1, y) = Bug (i, y)| < CIT(p, ) + 1y = '],V 1 € ka(R"), Wy, € R™
1l convient de noter que si la fonction g € C,"' (ky(R™)), la varsion de

d,9(p¥,.),y € L*(F,R"™), présentée dans la dé finition 2 est unique. Nous noterons
0,9(t,y, po) la dérivée par rapport & 4 calculée en g lorsque toutes les autres
variable <t7 y) sont ﬁXéeS7 8Mg(t7 Y, MO) = aug(t7 Y, :u)|ll=u0:u(dy) —pp

Tout au long de ce travail, nous utilisons les notations suivantes, pour

w=fh:
0(0) = G 0,07 0), alt) = G (1070 (1),

et

Du(t) = 80 (t,y(t), p, a(t); G(1)), u(dy) — p.p.

35



Chapitre 3 : Principe de maximum et dérivée par rapport a musure de
probabilités

3.2 Formulation du probléme de contréle du type

Mckean—Vlasov

Soit 7 > 0 un nombre réel positif fixée et (€2, F, {Fi},c(,), ) un espace de pro-
babilités filtré fixé satisfaisant les conditions usuelles pour les quelles le movement
brownien unidimensionnel W (t) = {W(t) : 0 <t <7} et W(0) = 0 sont définis
.Nous étudions les solutions optimales d’un probléme de contréle stochastique

piloté par un modele de type Mckean—Vlasov controlé :

dy(t) = f]Rd So(t7 y(t)a :uy(t)a a(t))u<dy)dt
+ Jpa (ty(t), 10, a(t)) u(dy)dW (t), ¢ € [0, 7]

y(0) = yo,

Ou ) = P,y est la distribution de probabilité de y(t). L’objectif de notre
probléme de controle optimal de type Mckean—Vlasov est de minimiser la fonc-

tionnelle de cotit suivant :

Ja() = E / B(y(r), 1) u(dy), (7)

Rd

ou

0 :[0,7] x R" x ko(R") x U — R",
P [0,7] X R" x ky(R™) x U — R™,

O R" x ky(R") — R,
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sont des fonctions déterministes.

a(.) est un processus prédictible dont les valeurs appartiennent & un sous—ensemble
convexe non vide U de R* telle que E [ la(t)|? dt < co. On appelle U le domaine

de controéle et on le note U([0, 7])

L’ensemble de toutes les controles admissibles. On suppose qu'une contréle opti-

male existe. Tout controle admissible a*(.) € U([0, 7]) satisfaisant

Jer ()= dnf  J@)), (8)

est appelé controle optimal. Les applications
ft.wa) = [ (e, a)ulde),
R

oltpa) = | | Dt y(), 1w, alt)) u(de),

) = [ @(r). w "l
R
sont données des fonctions déterministes telles que

f:00,7] X ko(R™) x U — R",
o:[0,7] x ka(R") x U — R™*¢,

h:ky(R") — R.
Pour éviter une complexité excessive dans les notations, nous ferons ’hypothése

simplificatrice que tous les processus sont unidimensionnels (c—a—d, n = m = 1)

dans les sections suivantes.
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Nous définissons une métrique d(., .) sur l'espace des controles admissibles ([0, 7])

telle que (U([0,7]),d) devienne un espace métrique complet. Pour tout

a(.) et /() € U([0,7]), nous posons
d(a(.),d(.) = [E /OT la(t) — o/ ()] dt ’ : (9)

Les hypothéses suivantes seront en vigueur tout au long de cet travail, o y désigne

la variable d’état et « la variable de controle.

— Hypothése(H1) La région de controle est supposée délimitée et convexe.

— Hypothése(H2) Pour une mesure fixée p € ko(R), pour tout (y,a) € R4 x
U, les fonctions ¢, ¥sont mesurables dans toutes les variables et continiment
différentiables par rapport a y, «, et leurs dérivées partielles sont uniformément

bornées.
La fonction ® est continiment différentiable par rapport & y. De plus

|®(y)] < C(1+ |y*), et par |®,(y)| < C(1 + |y|), ot C > 0 est une constante

positive générique, qui peut varier d’une droite a droite.

— Hypothése(H3) (1) Pour un y fixée,

pour tout a(t) € U: p, 9 € Cp' (ky(RY); R) et & € Cp' (ko(R); R).

(2) Toutes les dérivées par rapport a la mesure ¢, 1, sont bornées et continues
de Lipshitz, avec des constantes de Lipshitz indépendantes de a.

Sous les hypotheses (H2) et (H3), pour chaque o € U([0, 7]), I'équation [6] a une

solution forte unique y(.) donnée par :

y(t) = yo + /Ot /Rd % (s, y(s), uy(s), a(s)) w(dy)ds

n / B(5,9(5), 1), a(s)) a(dly) AW (s),
0 R4
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telle que F [SUPte[o,T] |y(t)|2} < 00, et la fonction J(.) est bien définie.
Soit a*(.) € U([0, 7]) un contréle optimal pour le probléme A, et y*(.) = y*(.)
le processus d’état optimal corespondant.

Hamiltonien. Définissons 'hamiltonien associé & notre probléme de controle.

Pour tout (¢,y, u,a,p,q) € [0,7] x R x ko(R) x R xR xR

H(t,y, u, o, p(t), q(t)) (10)

=0lt) [ ¢ (e ®.0) )+ a(0) [0 (b))

ou (p(.),q(.)) est une paire de processus adaptés. Les dérivées de H par rapport

a la variable de controle a(.) ont la forme

Z_Z(t’ y* (1), 1D, (), p(t), q(t))

=/ Pa (t,y,uy(”,a)p(t)u(dy%r/ Yo (ty, 177, a) q(t) u(dy). (11)
R4 Rd

équation adjointe : On considére la nouvelle équation adjointe, qui est la

EDSR — MV :

dp(t) = —E 0, (t,y. 1, @)B(t) + [10 0P (£, y, o ) Pt) u(dly)
FO, (L, Y, 1, Q)TE) + fau D0, y, 1, )G(E) pu(dy))dt + q(t)dW (1), (12)
p(7) = =B [0,8(9.1,0) + [ % (y. . 0) p(dy)]
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pour ¢ € [0, 7], nous avons

E(@u(1) = E [9,8(, 7 (1), p”" & (t); 2)] o=y (13)

B@u(0) = Bpd(t) = B [0,0(0. 70, o O, 2)] Loy (14)

De méme, nous

E(®,()) (1)) = [GM?UF%WQWWW (15)

/a¢ Pyray; " (7, w))dP (@),

Sous les hypothéeses (H2) et (H3), PEDSR type Mckean—Vlasov |12] admet une

solution forte F;—adaptée et unique (p(.), ¢(.)) telle que

E( sup |p(t |+/|q )| dt) < oo.

te[0,7]

3.3 Principaux résultats

3.3.1 Principe du maximum

Dans ce travail, notre objectif est de dériver le principe du maximum nécessaire
de type Mckean—Vlasov pour la contréle optimale, ol la dynamique est pilotée par
le modele de Mckean—Vlasov controlé [6] Pour établir nos conditions d’optimalité
nécessaires, nous appliquons la méthode de perturbation convexe de la controle

optimale. Cette méthode de perturbation est décrite comme suit : soit a*(.) une
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controle optimale et a(.) un élément arbitraire de variable aléatoire F;—mesurable
dont les valeurs sont dans ’ensemble borné convexe U que nous considérons dé-

sormais comme fixe. Nous définissons une contrdle perturbée af(.) comme suit :

a’(t) = a*(t) + O(a(t) — a*(t)), (16)

Ou 6 > 0 est suffisamment petit. Puisque la région de controle U est convexe,
a?(.) € U([0,7]). On note y(.) la solution de 1’équation [6] associée a?(.).

Sous les hypotheéses (H1), (H2) et (H3), nous introduisons la nouvelle équation
variationnelle suivants pour notre probléme de controle.

équation variationnelle : Soit ¢t € [0,7],et v(t) = «(t) — o*(t). Ensuite, nous

définissons 1’équation variationnelle comme :

4Z(t) = [B (0,8(t,y 11, ) Z(1) + [ 0 (1,9, . 0) Z(D)u(dy)

+0a(t,ys 1, V() + [pa a (ty, 1 o) v(t) p(dy)]dt

1B (9,8t y. 1. 0)Z(8) + [0 007 (1.9, 1, @) Z(D)u(dy) ) (a7
ot y, th, )0 (t) + [patba (t,y, 1, o) v(t)pu(dy)|dW (t),

Z(0) = 0.

\
Ici, le processus Z(.) est appelé le processus variationnel du premier ordre associé a
a(.). Comme les dérivées dans |[17|sont bornées, il s’ensuit qu'il existe une solution

unique Z(.) telle que

E | sup [Z(1)]"

te[0,7]

< C, pour k > 2. (18)

ou C% > 0 est une constante positive générique dépendant uniquement de k, qui

peut varier d’une droite & 'autre. Nous établirons quelques estimations fondamen-
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tales qui joueront un roéle crucial dans la preuve de notre principe de maximum

stochastique.

Notre objectif dans cette section est d’établir un principe de maximum stochas-
tique pour un contréle optimal des systémes pilotés par des £ DS, non linéaires.
Le domaine de controéle étant supposé convexe, la preuve de notre résultat repose
sur la méthode des perturbations convexes. Le principal résultat de cet travail est

énoncé dans le théoréme suivant.

Théoréme 3.3.1 (Principe du maximum sous forme intégrale via la dé-
rivée de Lions).Soient les hypothéses (H1), (H2) et (H3). Alors, il existe une
unique paire de processus JF;—adaptés (p(.),q(.)) solutions de l’équation de dis-

tribution de type Mckean—Viasov[I1 telle que pour oo € U

TOH

B [ G 000" 0,00, g (0(t) —a* ()t 0. (19

Corollaire 3.3.1 Sous les hypothéses du théoréme 4.1, il existe une paire unique
de processus F;— adaptés (p(.), q(.)) solution de EDSRH19 de type Mckean—Vlasov

telle que pour tout o € U

aa—z(t,y*(t),uy“), a* (1), p(t), q(t)) (au(t) — a*(t))dt > 0.

P—pp,pstel0r7].

le Théoreme 4.1, nous avons besoin des résultats suivants.
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3.3.2 Preuve du résultat principal

Soit (a*(.),y*(.)) la solution optimale du probléme de controle [6}[7}On déduit

I'intégalité variationnelle de :
T () = J(@(), (20)
ott a’(.) est la perturbation dite convexe de o*(.) définie comme suit : V s € [0, 7]
a’(s) = a*(s) + 0(a(s) — a*(s)), (21)

ot § > 0 est suffisamment petit et a(s) € U est un élément de U([0, 7]).

Proposition 3.3.1 Soient y°(.) et y*(.) les états de |29 corespondant respective-

ment o’(.) et a*(.). Soit également Z(.) la solution de[17.On a alors

lim Si%g]}ye(s)—y*(s)‘%] =0, (22)
i 2 [sup|07* [1°(5) ~ ()] - Z6)fF] =0 (23)

Preuve. utilisant la proposition 3.3.1, nous avons

2k

E | sup |y'(s) —y*(s)|" | < Cub",

s€[0,7]

La preuve de 'estimation [22| suit immédiatement en posant § — 0. Passons main-

tenant a la preuve de l'estimation 23] Nous considérons

V(s) = 07" [y (s) =y (s)] = Z(s), s € [0.7]. (24)
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Depuis

Def(u%) = (DF(Z).€) = 4 F(Zy + 1)l

nous avons la forme simple suivante du développement de Taylor du premier ordre

F(uPoOFE) — f(u?0) = De f(u7®) + £(8),

ou &(&) est d’ordre O(J[]|,) avec O(||€]l,) — 0 pour & € L2(F,R?). D’abrés

’equation [24], nous avons

7 (#) (25)
= %/Ot /Rd [w(s,ye(S),uye(s),ao(S)) — (5,57 (s), 1" (S),a*(s))] u(dy)ds

i % / /R (05,5 (5), 1", a?()) = (s, (), 1) 0 (5))] pdy) vy (s)

— Z(1).

Fltsma) = [ etty(o). w7, a®)n(dy),
otne) = [ ol a)utdn) (26)
) = [ @)t
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En appliquant 25, on obtient

1
g
1
7
— [ B [ 0007 D Z)] + s ()t s

{E [ou(s, 07,0 (5377 ()Z(5)| + oals, 0% ())u(s) | VW (s).
Par des calculs simple, nous avons

[ .0t = s, s
- / (F(s, 1", 0 (5)) — F(5, 1), 0% (s)))ds
+ / (F(5, 17", 0%(s)) — F(5,17"), 0 (5)))ds.

En appliquant le développement de Taylor du premier ordre, nous obtenons

5 [ 7 9.a%s) = Flo "))

0
t 1
= [ [ B[00, s) 7 () 3(s) + Z(s)] dnas.
0 0

En utilisant des arguments similaires développés ci—dessus, nous pouvons facile-

ment prouver que

% /ot(f(sa 1" a’(s) = fls, 1, 0% (s)))ds
— /Ot/o1 [fa(s,uye(s),a*(s) + Ae(a(s) — a*(s))v(s)] dAds.
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Les arguments analogiques sont valables pour o, alors nous obtenons

79,00(s)) = (s, p" ), 0 (5))] ds

|~
O\w
Q
2
=

E [a o (s p TIOIZO) 00 ()7 (5)) (3 (s) + Z(s)| dAds

"), 07 (5) + Ae(as) — o (s))o(s)] dAds.

Donc
2
E | sup [47(s)|
s€[0,t]
2
< GiE / / ‘f Y *(s)+Ae(F(s)+Z(s)) a9<5);@\k(8)):}/\9(3)) d\ds
2
+E/ / E‘ e *(8)+Xe( "r(s)—&-Z(s)) ( ),@*(8))/7\9(3)’ d\ds
+ E | sup ‘Ae(s)|2]]7
s€(0,t]
ou
A%(

0
// Fulis, " OGN 00(5):5(5)) = Fuls, 1), 0% () 5*(5))

s)dAds

/ / [Falso 170 () 4+ Acv(t)) — fals p ), 0*(5)] w(t)dAds

/ [ oo T, (41 36) 517056
() AW (s)

/ / Gl 1) 0 (5) + Acv(t)) — 0als, 10", a*(s)] w(t)ANIW (s).
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Or, puisque les dérivées partielles de f et o par rapport aux variables p,o sont

continues lipschitziennes en p, o, alors on obtient

lim £
6—0

sup ‘A9(5)|2] -

s€[0,7]

De plus, comme les dérivées partielles de f et o par rapport aux variables y et «

sont bornées, on obtient V¢ € [0, 7] :

E | sup ‘79(5)‘2

s€[0,t]

< C(t) {E/Ot |79(3)|2d8 +E

sup \A"(SHZH'
s€[0,t]

En utilisant le théoréme de Gronwall, on obtient

¢
sup ‘Ae(s)}Ql exp </ C’sd5> .
s€[0,t] 0

Enfin, en posant ¢ = 7 la preuve de la proposition 3.3.1 est satisfaite en mettant

E

sup }70(5)}2] < C,E

s€[0,¢]

0 & zéro. m

Proposition 3.3.2 Pour tout o(.) € U([0,7]), nous avons
0 £ (0,0 (4 )+ [ B@0 ()07 )utan)) 2(0). - (2)
R
Preuve. D’apres [ et 20 on a

0< 7 (a’()) = Ja"()) = B [ (1), 1) = by, "]
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En appliquant le développement du premier ordre, on obtient

7)1 7) = hy”, p" )
1

[y () + p2sa? (7)), " 555" Az dp

h(y’

—

[y

+
&)

S— S— S S—

[y (7) + psa” (), 0220 (1) A ()] dp

S

0, (y7(r) + pAa® (7), w30, (1)) ) AF (7)dp

+

B0, (' (7) + pa’ (7), w0370 (7)) ju(dy) AT (7)dp,

—

d

Ou Ax2Y(t) = 3(t) — y*(¢).Enfin, en utilisant la proposition 1, le résultat souhaité
est satisfait. Ceci compléte la preuve de la proposition 3.3.2. m

Preuve. du théoréme 3.3.1.La formule d’It6 est 'un des éléments de base
les plus fondamentaux du calcul stochastique et du principe du maximum. En
appliquant la formule d’It6 au processus stochastique p(t)Z(t) et en prenant 1’es-

pérance,ou Z(0) = 0, alors un simple calculs montre que

(p(1)2(7)) = E(p(0)Z(0))

E/OTp 2(1) /szdp()
v 8 [ alE (0,5t nma)Z0)+ [ 0ptymaZiud) e

+ ot y, 1, )o(t) + g Valt, y, 1, a)v(t) u(dy)]dt

:]1+]2+I37
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ou

B [ o0 |E (08000020 + [ 0ppmaZ0ua)]d eo
+B [ pOlnttma)e®) + [ gty aoutinldr

Passons maintenant a l’estimation du deuxiéme terme I5. De [I2nous avons

L=E / " 20 dp(t)
- -F / 20 (8,600,000 + [ 0,800 . opOn(an) ) de (30)

VAL
ZOF (0,6t i) + | 0,000, cdouta) ) o

Rd

De [I7nous avons

=5 [ i (ay@<t,y7u, )+ [ bl Zion <dy>) (31)
+ alty g, 0) / bty o ) (E)u(dy)dt.

En remplacant et [31) dans 28] avec le fait que

p(r)=E {aﬁ (y(r), 1) + [ 0, (y(r), 1) p(dy)| ,

R4
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nous obtenons

E (E {aycﬁ (y(r), @) + N 0, (y(7), ") u(dy)} Z (T))

=LK /0 Tp(t) {wa(t,y, pr ) (aft) —a*(t)) + /R paltyy, ) (a(t) - a*(t))u(dy)} dt

8 [a0) [uattppaal) — o 0) + [ valtpmalal) - o)) .

En appliquant la proposition 1, nous obtenons

0< E/OTp(t) {%(t,y,u,a)(a(t) —a’(t)) + /Rd Palt,y, s a)(alt) — a*(t))u(dy)} dt

v [ at0) [satt ol - o O) + [ valtmalalt) - o)l .

Finalement, par des calculs simples, a I’aide de [I1] en obtient

E/OTp(t) [soa(t,y,u,a)(a(t) — (1)) +/Rd val(t,y, my ) (alt) — Oé*(t))u(dy)} dt
8 [ att) [Walta ol ~ 0 0) + [ altoa)(alt) = a)ula)| o
= [0) (altemm)a) =) + [ paltorpcuta))

#alt) (wnlt s 0)(a) = @) + [ valt v uta) ) alo) - a* )t
TOH

= S Gy (@), 10, 0 (1), p(1), a(t)) (t) — a* (1))t

Alors [19] est satisfait, ce qui compléte la preuve du théoréme 3.3.1. =
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3.4 Exemples :processus gamma via la mesure
de Lévy

Le processus Gamma est un processus de Lévy (& variation bornée) (G(t))i>o0,

avec mesure de Lévy donnée par

p(dy) = 71{y>0}dy- (32)

On I'appelle processus Gamma car la loi de probabilité de G(.) est une distribution

Gamma avec une moyenne t et un parameétre d’échelle égal a un.

3.4.1 Exemples (Dérivées par rapport a la mesure)

Soit (G(t))¢>o un processus gamma de mesure de Lévy p(.) donné par Voici
quelques exemples.

1) Si ®(p) = [ e(y)p(dy),alors les dérivées de Lions de ®(y) par rapport a la

mesure a z sont données par

0.(n)(2) = 55(2)

2) Si ®(p) = [ oy, 1) u(dy),alors les dérivées de Lions de ® () par rapport a la

mesure a z sont données par
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3.4.2 Principe du maximum

Concider p(t,y(t), u, a(t)) = y(t)a(t), U(t, y(t), p, a(t)) = y(t)a(t). Notre objectif
est de minimiser Var(y(7)) — u¥).

a partir de [26] un calcul simple montre

ﬂMM@ZA@@MWWMﬂ@WMWZMW (33)

dewzéwwmmwmﬂwmww:mw (34)

De [10l nous obtenons
H(t,y, p, a,p(t),q(t)) = a(t)p(t) + at)q(t). (35)

étant donné que ’hamiltonien H est linéaire dans la variable de controle «f.),
en considérant la condition du premier ordre pour minimiser I’hamiltonien, on

obtient

Ho(t,y, o, p(t), q(t)) = p(t) +q(t) = 0. (36)

A partir de [12] et par des calculs simples, nous avons

dp(t) = q(t)dW(2),

p(r) =2 [ylt) - ] — 1.

(37)

Conjecture du processus adjoint. En considérant la condition terminale p(7), il

est raisonnable de tenter une solution de la forme

p(t) = Ui(t) [?J(t) - My(T)] + Us (1), (38)
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ou Uy(.), et Uy(.) sont des fonctions dérivables déterministes,

et Ui(1) = 2, et Us(7) = —1. D’autre part, en appliquant la formule d’Itd a
Uy (1) (y(t) — @) dans B8] on obtient

dp(t) = d(U1(t)(y(t) — p*™)) + dUs(t)
= Uy (8)d(y(t) — p) + (y(t) — Uy (t)dt + Uy(t)dt

= Uy(t)a(t)dt — Uy (t)dp + (y(t) — p)U,(t)dt + Uy(t)dt + Uy (t)eu(t)dW (t).

(39)
De [38 et [36], nous concluons
(y(t) — W)Uy (1) + Ur(D)alt) + Ur(t)p + Un(t) = 0, (40)
et
q(t) = Ur(t)a(t). (41)

En substituant [41] dans 36}, nous obtenons un controle optimal candidat sous forme

de rétroaction

_q(t) _ —p(t) _ —Ui(t)(y(t) — p) + Ua(t)
a(t) = AR 0 (42)
S gjgg

comparant le coefficient de y(t) et p, dans nous obtenons

Ui(t) = Ui(t) = 0,Us (1) = 2, (43)
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et

UL(t) = 0,Us(7) = —1. (44)

En résolvant les équations différentielles ordinaires|43H44} on obtient pour ¢t € [0, 7]

Ur(t) = 2exp[t — 7], (45)

Enfin, en substituant 2] dans le controle optimal est donné sous forme de

rétroaction par

* * ].
ot (g (), ") = —y*(t) + O + 5o [r 1. (46)
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons étudié un probléme de controle optimal pour un
systéme gouveérné par une équation différentielle stochastique de type McKean-
Vlasov. Ce modele se distingue par le fait que ses coefficients dépendent a la fois
de la variable de controle, de ’état du systéme, ainsi que de sa loi de probabi-
lité. Ce qui introduit une dimension non locale au probléme. Nous avons établi
des conditions nécessaires d’optimalité sous la forme du principe du maximum
de Pontryagin. Pour cela, nous avons utilisé des outils issus du calcul stochas-
tique, notamment les dérivées partielles par rapport a une mesure de probabilité,
connues sous le nom de dérivées de Lions, ainsi qu'une version adaptée de la for-
mule d’It6. Cette approche nous a permis de formuler rigoureusement le principe

du maximum de type Mckean—Vlasov.
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Annexe : Abréviations et

Notations

(Q,F,P) :  Espace de probabilité.
(2, F {Fi},»9,P) : Espace de probabilité filtré.

Fo : Tribu trivial.

(Ft)e>0 . Filtration.

MB : un mouvement Brownien.

L3(F,R") . L’espace des fonctions quadratiquement intégrable.

ko (R™) : L’espace de Wasserstein des mesures de probabilité.

I : Indicatrice de A,définie par : I4(x) = heed
0,z ¢ A.

cadlag : Continue & droite,admet limite a gauche.

P —p.p. : Présque partout pour la mesure de probabilité.

EDS, . Equations différentielles stochastiques.

EDS, — MV . Equations différentielles stochastiques de type Mckean—Vlasov.

EDSR . Equations différentielles stochastiques Rétrograde.
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EDP

f,o.h
(X)

t

Gy (K*(R"))

Gy (K*(R"))

(u(.),€())
Deg(po)

Equations aux dérivées partielles.

L’ensemble des issues possibles d'une expérience aléatoire.

Fonctions déterministes.

Crochet stochastique de X.

L’espace des fonctions bornées, contintiment dérivables avec une dérivée
Lipschitzienne,définies sur un sous—-ensemble compact de R".

L’espace des fonctions bornées et continues,qui sont une fois dérivables par
rapport & la variable x, deux fois dérivables par rapport & la mesure de probab
Controle continu-singulier.

La dérivée de Fréchet de g a ppdans la direction (.

Les dérivée par rapport aux mesures.

60



Résumé

Dans cette mémoire, nous étudions un principe de maximum stochastique
nécessaire pour un modele stochastique régi par des équations différentielles
stochastiques It6 contrblées non linéairement a champ moyen est démontré. Les
coefficients de notre modéle sont non linéaires et dépendent explicitement de la
variable de contréle, du processus d'état ainsi que de sa distribution de probabilité.
La région de contrdle est supposée bornée et convexe. Notre principal résultat est
obtenu en appliquant les dérivées partielles de Lions par rapport a des mesures
aléatoires dans l'espace de Wasserstein. La formule d'ltd associée et I'approche de
variation convexe sont appliquées pour établir le contrdle optimal.

Mots-clés : Modéles stochastiques de type McKean-Vlasov, contréle stochastique,
dérivées partielles de Lions par rapport a des mesures, principe du maximum,
mesure de probabilité.

Abstract

In this memory, we study a necessary stochastic maximum principle for stochastic
model governed by mean-field nonlinear controlled It6-stochastic differential
equations is proved. The coefficients of our model are nonlinear and depend
explicitly on the control variable, the state process as well as of its probability
distribution. The control region is assumed to be bounded and convex. Our main
result is derived by applying the Lions's partial-derivatives with respect to random
measures in Wasserstein space. The associated It6-formula and convex-variation
approach are applied to establish the optimal control.

Keywords: Stochastic McKean-vlasov models, stochastic control, Lions's partial-
derivatives with respect to measures, maximum principle, probability measure.
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