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Introduction

Les systémes dynamiques constituent un outil fondamental pour comprendre
et modéliser le comportement de nombreux phénomeénes naturels et technologiques
dans des domaines variés tels que la physique, 'ingénierie, la biologie et encore
I’économie. Avec 'essor du numérique, les modéles a temps discrets ont pris une
place prépondérante, en raison de l'utilisation croissante des systémes a traitement
numérique ou les signaux et les décisions sont manipulés & des instants de temps

discrets.

Dans ce contexte, les systémes non linéaires a temps discret se présentent comme
une classe de modeles particuliérement complexe et riche. Ils échappent aux simpli-
fications des modeéles linéaires classiques et présentent un comportement souvent

imprévisible.

[’analyse de leur stabilité devient alors une tache cruciale, non seulement pour
comportement dynamique, mais aussi pour garantir leur bon fonctionnement face aux
perturbations ou aux conditions initiales défavorables. En effet, la stabilité ne signifie
pas seulement que le systéme reste en équilibre, mais aussi qu’il est capable de revenir
a un état souhaité prés avoir subi une pe La plupart des systémes physiques non
linéaires peuvent étre décrits comme une interconnexion entre un systéme dynamique
linéaire et un autre qui est non linéaires. Le probléme de la stabilité absolue cherche
a conditions suffisantes liées aux systémes linéaires pour garantir que 1’origine soit

globalement uniformément asymptotique stable pour une catégorie spécifique de non
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linéaires.

L’'ure a été le premier a formuler ce probleme en 1994. A lheur actuel, les
systémes non linéaires dynamiques illustrent un vaste éventail de phénomeénes scien-
tifiques : la physique scientifiques, la médecine, la chimie, la médecine, et bien plus
encore. Hormis la question de la représentation, il n’existe aucun outil pour analyse
les systemes dynamiques non linéaires. On sait maintenant que de nombreux sont
peuvent étre caractérisés dans 'espace d’état a travers des équations différentielles
non linéaires. Les automaticiens utilisent ce genre d’instrument mathématique pour

s’occuper des problémes associés & ces systémes.

La présente mémoire est divisée en trois parties :

Le premier chapitre : la présentation des concepts de base liés aux systémes
discrets linéaires et non linéaires, ainsi qu’a la définition de la stabilité a trouver la
fonction de Lyapunov.

le deuxiéme chapitre : traite de la problématique de la stabilisation, de ses condi-
tions et de certaines méthodes utilisées pour garantir la stabilité du systéme via des
loi de commande appropriées.

Le troisiéme chapitre : est une application aux systémes en cascade illustrée par

des exemples et des systémes périodiques.



Chapitre 1

Généralités sur les systémes a

temps discrets

1.1 Introduction

Le comportement dynamique des systémes physique peut-étre décrit par des
équations différentielles non linéaires tres souvent difficiles & résoudre de fagon ana-
lytique. Afin de contourner ce probléme, les chercheurs ont développés des outils
numériques pouvant nous renseigner sur I’évolution temporelle de ces systémes mais
également prédire leurs comportements & un horizon donné. Ces outils numériques,
devenus trés sophistiqués et performants, consiste & transformer les modéles mathé-
matiques en des équations & temps discret afin de les simuler sur ordinateur. Malgré
une littérature abondante sur I'analyse et la synthése des systémes dynamiques a

temps continu, peu de résultats concernent les systémes & temps discret.

Cette partie s’intéresse aux descriptions mathématiques des systémes qui nous
intéressent, a savoir les systémes linéaires et non linéaires & temps discret. Les ori-
gines des systémes linéaires sont souvent des systémes non linéaires puisque de tels

systéemes sont habituellement le résultat d’un processus de linéarisation de systémes
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non linéaires, ou le résultat du processus de modélisation de systémes dans lesquels

les effets non linéaires ont été supprimés ou négligés.

1.2 Systémes dynamiques a temps discrets

Un systéme discret est un systéme dans lequel les variables évoluent par étapes,
généralement a des intervalles de temps réguliers- Contrairement aux systémes conti-
nus, ou 1’évolution est représentée par des équations différentielles continues, les sys-

témes discrets sont souvent modélisés par des équations aux différences:[9J]

1.2.1 Systémes discrets linéaires

Les systémes sont des systémes dynamiques qui évoluent dans le temps selon une
relation linéaire entre 1’état actuel et les entrées, ce qui signifie que le changement

d’état futur dépend directement de I’état présent et des entrées de maniére constante.

Définition 1.2.1 Un systéeme dynamique discret linéaire est définie par une équation

aux différences suivante :

z(k+1) =ax(k)+b
( ) (k) BN

xo donne
ou :
-a,b € R : sont des constantes.
- x, € R : variable d’état.

- xo : valeur initiale.
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Point d’équilibre

La notion de point d’équilibre est fondamentale dans I’étude des systémes dy-
namiques, car elle permet de comprendre le comportement & long terme du systéme

et d’analyser sa stabilité.

Définition 1.2.2 Le point d’équilibre d’un systéme dynamique x(k + 1) = f(z(k))
est x. € R tel que :

f(ze) = .

ou f: R — R fonction dérivable. C’est a dire z. est invariant sous f.

Parfois, ce point est appelé aussi point stationnaire ou point fize.

Existence et unicité du point fixe

On suppose que le systéme est a ’état d’équilibre : x. = ax. + b

b
epoura#lona:z, = 1 donc il existe un unique point fixe.
—a
epoura=1etb=0,ona:VteN, z(k+1)=z(k). C-a-d toute condition initiale
est un point fixe.

e pour a = 1 et b # 0, le point fixe n’existe pas .

Finalement, on déduit que :

psta# 1
T, = 1—a

ro;sta=1etb=0

Proposition 1.2.1 Le point fize d’un systéeme dynamique x(k+1) = ax(k)+b existe

si et seulement sia#1 ou (a=1et b=0).

Proposition 1.2.2 Le point five d’un systéme dynamique x(k + 1) = ax(k) + b est

unique si et seulement si a # 1.
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1.2.2 Systémes discrets non linéaires

Les systémes sont des systémes dynamiques ot le comportement dépend d’une fonc-
tion non linéaire f(z(k)) a chaque instant discret, ce qui signifie que le changement

d’état futur dépend de maniére non linéaire de I’état actuel.

Définition 1.2.3 Un systéme dynamique discret non linéaire est définie par l’équa-

tion aux différences suivante :

z(k+1)= f(z(k)) ,keN
(1) =S, keN 0

zo donné

Ou f : R® — R™ une fonction non linéaire de classe C*! et z(k) € R™ est la variable

d’état, telle que le systéme discret admettent au moins une solution.

Point d’équilibre

Un point z, est un point fixe du systéme(1) (ou de 'application f) si :

f(xe) = Te

Exemple 1.2.1 Soit f : R — R tel que : f(z) = 3z(1 — x) . Les points fizes de f

vérifie :

f@)=z=32(1-2)=2=3r-32" =2
— 322+ 22 =0

— z(—-32+2)=0
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donc :

W

I =

I‘QZO

Les point fixe sont :{%, 0}

Graphiquement est comme le montre la figure suivant :

F1G. 1.1 — Points d’équilibe de Iapplication f(x) = 3z(1 — z)

1.3 Systémes controlés

Le systéme controlé est un systéme dont le comportement peut étre modifié ou
ajusté par une intervention externe appelée commande u(k), dans le but d’atteindre

un objectif précis ou de suivre un trajet désiré avec précision-

1.3.1 Systéme controélé discret

Soit le systéme dynamique & temps discret controlé suivant :

z(k+1) = f(k,z(k),u(k))
y(k) = h(k,z(k), u(k))

7
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ou xz(k) € R", u(k) € R™ et y(k) € RP sont respectivement les vecteurs d’état
d’entrée et de sortie. f : N X R" x R™ — R" et h: N x R” x R"™ — RP. Pour un kg
donné, et pour une entrée u(k), k = ko, ko + 1, ..., 'équation (1.1) admet une unique
solution z(k) pour tout k = ko, ko + 1, ....Sous ces condition, y(k) est unique pour
k = ko, ko+1,....Le systéme (1.1) est dit linéaire si f(k, z(k), u(k)) et h(k, z(k), u(k))
sont deux fonctions linéaires. A partir de cet ensemble d’équations, un systéme LTV

peut étre déduit. Sa structure est la suivante :

w(k +1) = AR)x (k) + B(k)u(k)
y(k) = C(k)a(k) + D(k)u(k)

avec A(k) € R™" B(k) € R™™, C(k) € RP*™ et D(k) € RP*™.
Dans le cas ou les matrices A(k), B(k), C'(k) et D(k) sont constantes, on est en

présence d’un systéme linéaire invariant. Ce systéme est décrit par :

x(k+1) = Az(k) + Bu(k)
y(k) = Cx(k) + Du(k)
Linéarisation

La Linéarisation d’'un processus réside dans le remplacement de son modéle non
linéaire par sa contre partie linéaire dans une région définie et autour d’un point
d’équilibre.

Soit le systéme non linéaire suivant :

w(k+1) = f(z(k), u(k)) (1.2)

ouf(.) est une fonction continue différentiable. Le point d’équilibre (z.,u.) pour le

systéme (1.2) est défini par :
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f(we,ue) = e

Le systéme (1.2) peut s’écrire sous la forme générale de la maniére suivante :

zi(k+1) = fi(x1(k), ..., zn(k),ur(k), ...;um(k)), i =1,...,n

Soit ue = (Uie, Uge, ---, Ume) UNe entrée constante qui oblige le systéme & atteindre un

état d’équilibre constante z. = (Z1e, Toe, -+, Tne) telle que f(ze, u.) = 0 soit vérifiée.

L’état d’équilibre est maintenant perturbé et les nouveaux vecteurs d’état et

d’entrée sont définis comme suit :

r=z,+Ax, u=1u,+ Au

Le développement de Taylor donne :

Ax(k+1) = f(xo(k) + Ax(k), u(k) + Au(k))

B aof af
= f(@e, ue) + 5 Ax(k) + auAu(k) + ...
avec :
of . 9h
of o Ot
O |@ewer — : :
fn . Ofa
0x ox,,
et :
oh o
of O O
u |@ener — : : J
o 0l
(9u1 8um
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sont les matrices Jacobiennes de f, évaluées au point d’équilibre (z., u.).

Soit A = 8—f(xe,ue) et B = a—f(xe,ue). Comme f(x.,u.) = 0, et en négligeant

ox ou

les termes de haut degrés, une approximation linéaire est obtenue sous la forme

suivante :

Ax(k +1) = AAz(k) + BAu(k). (1.3)

De la méme maniére, si les sorties du systéme sont de la forme :

yi(k) = hi(z1(k), ...,z (k) ui(k), ...,um(k)), 1 =1, ..., p,

ou sous forme vectorielle :

alors, le développement en série de Taylor peut étre réutilisé pour avoir une approxi-
mation linéaire des équations de sortie. Si y = y. + Ay alors une approximation

linéaire de I’équation de sortie est de la structure suivante :

Ay(k) = CAx(k) + DAu(k) (1.4)
avec :
Oy O
o ?xl ox,,
C= Og |@ewe) = | : ;
Ohy Oy
8x1 a.%n
et
o om
ah 8xu1 8Um
C = % (ze,ue) = : :
Oh, ~ Ohy
8u1 aum

10
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L’ensemble des équations (1.3) et (1.4) sont les équations du modeéle linéarisé autour

de z..

1.4 Stabilités des systémes discrets

1.4.1 Notion de la stabilité

Il n’est pas facile de trouver des solutions de systémes non linéaires. Souvent, ces so-
lutionnes fournissent pas suffisamment d’informations sur les facteurs qui controlent
la stabilité du systéme. Par conséquent, nous avons besoin de méthodes analytiques
. ) . o, , . .
pour faciliter I’étude du comportement de ce systéme non linéaire. L’approximation
linéaire du systéme non linéaire est I'un des moyens les plus efficaces d’étudier la

stabilité des systémes non linéaires.

Définition 1.4.1 Soit un systéme non linéaire & temps descrits par les équations

suivantes :
x(k+1) = f(x(k), k) | (15)
x(ko) = xo
avec z(k) € R" et f: R" x N — R". Soit z(k, ko, zo) la solution de (1.5), ¥V k > ko
initialisée en xg & kg.
Les définitions de la stabilité, la stabilité uniforme, I'attractivité et la stabilité asymp-

totique sont les méme dans le cas temps continu et temps discret. Seule la définition

de la stabilité exponentielle change.

Définition 1.4.2 . (Stabilité). SiVe > 0 et Vkq > 0, il existe un scalaire a(e, ko) > 0
tel que :

lzoll < (e, ko) = [lz(k, ko, zo)l| <€, Vk = ko,

alors I'origine est un point d’équilibre stable au sens de lyapunov pour (1.5). Si non,

’origine est instable.

11
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t

t

F1G. 1.3 — Point d’équilibre instable

Définition 1.4.3 (Stabilité uniforme). SiVe > 0 , il existe un scalaire a(e) > 0 tel
que :

[zoll < a€) = [|a(k, ko, mo)|| <€, Yk = ko,

alors l'origine est un point d’équilibre uniformément stable pour (1.5).

12
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Définition 1.4.4 (Attractivité). Si Ve > 0 , il existe un scalaire a(€) > 0 tel que :
||l’0|| < Oé(]{?[)) - khIJP l’(k’, ]{3071’0) = 0, Vk > ]{50,

alors 'origine est un point d’équilibre attractif pour (1.5).

L’origine est un point d’équilibre globalement attractif si a/(ky) = +o0.

Définition 1.4.5 (Stabilité exponentielle). S’il existe deux constantes f > 0 et 0 <

v < 1 telles que :

||$(k), kUVTO)” < 6 ||*170|| 7(k_k0)a Vk > kO > 07 Von € Br7

alors l'origine est un point d’équilibre localement exponentiellement stable pour (1.5).

L’origine est dite globalement exponentiellement stable si B, = R".
Définition 1.4.6 (Stabilité asymptotique).

xo est asymptotiquement s’il est stable et attractif.

xo est asymptotiquement stable s’il stable et globalement attractif.

F1G. 1.4 — Point d’équilibre globalement asymptotiquement stable

13
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Définition 1.4.7 (L’ensemble w — limite). Un point ¢ € M est dit point w — limite
pour la trajectoire Xy(x1), il existe une suite (kp)pen, kn — +00 quand n — 400

telle que Xy, (1) tend vers q.

1.4.2 Stabilité au sens de Lyapunov
Méthode indirecte de Lyapunov

Soit le systéme non linéaire suivant :

z(k+1) = f(x(k)) (1.6)

En développant en série de Taylor autour d’un point d’équilibre z., et en négligeant
les termes de haut degrés, le systéme non linéaire (1.6) est approximé par le modéle
linéaire suivant :

Ax(k +1) = AN (k) (1.7)

avec :

Ax = — x,.

Le systéme non linéaire (1.6) est asymptotiquement stable autour de . si et
seulement si le systéme (1.7) est asymptotiquement stable, c’est a dire toutes les
valeurs propres de A sont a l'intérieur du cercle unité. Cette méthode est populaire

vu la simplicité de son application. Cependant, si les valeurs propres de A ne sont

14
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pas toutes a l'intérieur du cercle unité, on ne peut pas conclure sur la stabilité, ce qui
présente un désavantage. En effet, I’équilibre peut étre stable ou instable. De plus,
cette méthode est appliquée aux situations ot les conditions initiales sont proches
de I’équilibre. Mais elle ne fournit aucune indication quant & la proximité du point

d’équilibre, ce qui peut étre important dans des applications pratiques.

Méthode directe de Lyapunov

L’étude classique de la stabilité des systémes non linéaire repose sur la linéa-
risation et les valeurs propres du systéme linéaires. Lyapunov a proposé une autre
méthode inspirée du principe de stabilité des systémes mécaniques, qui consiste a
trouve une fonction scalaire dont la dérivée est négative, ce qui indique que le systéme

converge vers ’origine.

Théoréme 1.4.1 S’il existe une fontion V : U — R, continue sur un voisinage U
de xo et différentiable sur U — {xzo} telle que :

o Vi(xg) =0 et V(z) >0 siz# x,

o AV(z)=V(f(x))—V(z) <0,V €U alors xy est un point d’équilibre stable pour
(1.5). Si de plus la fonction V' est telle que :

o AV(x) <0,V eU—{xp} alors xq est asymptotiquement stable.

Définition 1.4.8 (Fonction de Lyapunov)

Une fonction V' qui satisfait (a) est appelée fonction de Lypounov pour (1.5) en xq.
V sera dite fonction large (ou faible de lypounov si elle vérifie en plus (b)). Si (¢) est
vérifié alors V' est appelée fonction de Lypounov stricte pour (1.5) en zy. V est dite
propre si 'image réciproque d’un compact de R* est un compact de R" ou encore

lime”Hﬂ)o V(.’L‘) = +00.

15
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Exemple 1.4.1 : Considérons le systéme :

ZL‘Q(]C)

qui admet (0,0) pour point d’équilibre. On définit la fonction : V (1, xs) = 22 + 23
on a la fonction V' est continue et admet (0,0) comme minimum. De plus :
3(k)? z1(k)? V(x(k))

V(z(k+1)) = 0t 2o 2P - T o7~ (1m0 < V(x(k)).

D’ou V' est une fonction de Lyapunov pour ce systéme et donc ce point d’équilibre

est asymptotiquement stable.

Théoréme 1.4.2 (Version globale). S’il existe V : R™ — R définie positive et propre
telle que AV (x) < 0, Vo € R" — {xo}, alors zq est un point d’équilibre globalement

asymptotiquement stable.

Théoréme 1.4.3  (instabilité). S’il existe V' : B(xg,e) — R continue, et une

constante c telle que : AV (x) > ¢V (x)Vr € B(xg,€) et donc xo € {x /V(x) >0},
alors xy est un point d’équilibre instable pour le systéme.
Soit z € R™. On désigne par L™ (z) l’ensemle des point y, w—limite de x, i.e. tels qu’il

existe une suite extaite f**)(x) de la solution f*(z) telle que limy_, o f*F) () = y.

Principe d’invariance de LaSalle

Pour établir la stabilité asymptotique d’un point d’équilibre, il suffit, comme
indiqué précédemment, de trouve une fonction de Lyapunov stricte. Cependant, au-
cune méthode constructive ne permet de garantir cette recherche. En revanche, il est
plus facile d’identifier une fonction de lyapunov large, ce qui permet alors d’appliquer

le résultat suivant pour conclure.

16
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Théoréme 1.4.4 (Principe d’invariance de LaSalle)

Si V' est une fonction de Lyapunov pour le systéme (1.5) sur U, et si f*(z) est une

solution bornée, et dans U pour tout entier k, alors il existe un nombre c tel que :

ff(z) = G V).

Remarque 1.4.1 Soit le systéme linéaire a temps discret suivant :

z(k +1) = Ax(k)
y(k) = Cx(k)

Soit la fonction de Lyapunov :

avec P = PT > 0, alors :

AV(K) = V(k+1) — V(k) = 27 (k)(ATPA — P)a(k)

Dans ce cas, le systéeme (1.8) est asymptotiquement stable au sens de Lyapunov si

et seulement s’il existe une matrice P > 0, telle que :

AV(k)<0= ATPA—- P <0.

Théoréme 1.4.5 S’il existe un voisinage de l'origine B C U et une fonction V €

C°%B,R) tel que :

o V(z) > 0 pour tout x € A et V(0) = 0.
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Généralités sur les systémes a temps discret

o AV(x)=V(f(x)) —V(x)) <0 pour tout v € A.
e 0 et G*—asymptotiquement stable, ot G* est le plus grand sous ensemble positive-

ment invariante contenu dans :

G={reB:V(f(x)) - V(z) =0},

alors l'origine est asymptotiquement stable.

Théoréme 1.4.6 S’il existe une fonction V € C°(R",R") satisfaisant :

o V(x) >0 pour x € R" et V(0) = 0.

o AV(z)=V(f(x)) —V(x) <0 pour tout = € R™.

e 0 est G*—globalement asymptotiquement stable, ot G* est le plus grand sous en-

semble positivement invariant contenu dans :

G ={zeR": V(f(z)) - V(z) = 0}.

e Toutes les solutions du systéme sont bornées , alors l’origine est globalement asymp-

totiguement stable.
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Chapitre 2

Stabilisation des systémes discrets

2.1 Stabilisation

Stabilisation d’un systéme consiste & concevoir une commande qui permet de
rendre le systéme stable, C’est a dire que ses états convergent vers zéro au cours
du temps. Plus précisément, il s’agit d’un processus de conception d'une loi de com-
mande visant & ce que tous les étas du systéme dynamique converge vers le point

d’équilibre (généralement 1'origine), et ce quelles que soient les conditions initiales.

2.1.1 Stabilisation d’un systéme linéaire discret

Stabilisation d'un systéme linéaire discret est une technique de controle des
systémes dynamiques discrets (représentés par des équations aux différences) qui

vise & rendre le systéme stable en utilisant un retour d’état linéaire.

Considérons un systéme dynamique discret linéaire invariant dans le temps, décrit

par :

x(k+1) = Az(k) + Bu(k)
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Stabilication des systémes discrets

ou : xz(k) € R" est le vecteur d’état a l'instant k. u(k) € R™ est le vecteur de

commande (entrée de controle) A € R"*™ et B € R™™ sont des matrices constantes.

Un controleur par stabilisation linéaire discréte prend la forme :

u(k) = —Kx(k),

ou K € R™™ est la matrice de gain du controleur.

Le systéme en boucle fermée devient alors :

z(k+1) = (A— BK)x(k).

e Le systéme est asymptotiquement stable si toutes les valeurs propres de (A — BK)

sont & l'intérieur du cercle unité (|A;] < 1 pour tout 7).

e Un systeme est dit stabilisable s’il existe une matrice K telle que les valeurs propres

de (A — BK) soient a I'intérieur du cercle unité.

2.1.2 Stabilisation d’un systéme non linéaire discret
Condition nécessaire de stabilisation

Soit le systéme :

2(k +1) = fla(k),u(k)), £(0,0)=0, k=0,1,.. (1.10)

ou xz(k) € R"u(k) € R™ et f est une fonction continue sur voisinage A x U de
(0,0). On a le systeme (1.10) est C°-stabilisation s’il existe une loi de commande
u(z),u(0) = 0, continue au voisinage de l'origine telle que pour le systéme bouclé

z(k+ 1) = f(z(k),u(x(k))) Vorigine soit un point d’équilibre asymptotiquement
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Stabilication des systémes discrets

stable.

Théoréme 2.1.1 La condition nécessaire pour que le systéme :

2k +1) = fx(k), u(k)), £(0,0)=0, k=0,1,..

soit C°—stabilisable est si l'application :

vy:AxUr— R”

(x,u) — f(z,u) —x

soit surjective sur voisinage de l’origine.

Preuve. Posons a(z) = f(x,u(z)), si I'origine est un point asymptotiquement stable
pour z(k + 1) = a(z(k)), il existe sur A une fonction de Lyapunov de C*; V(z) > 0

pour x # 0,V (0) = 0, telle que pour x au voisinage de 'origine :

Vo #0,V(a(x)) — V(z) <O0.

Pour o > 0 suffisamment petit, 'ensemble : V* = {z € A/V(z) < a} étant
compact, on a sup {V (a(z))/z € V*} = f < a et il existe n > 0 tel que pour x € V*

ete€ B, ={zeR"/|z|| <n}:

[V(a(z) —¢) = V(a(2))| < Ke],

K = Supy&V“—&-Bn VV (y” )

il s’en suit que pour |¢| < § = min {77, QT_B} on a :

Via(z) —¢e) < a.
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Stabilication des systémes discrets

Ainsi x — a(x) — € est une application continue de V¢ dans lui-méme. Par ailleurs,

en considérant I’homotopie :

¢:Vex[0,1] — Ve

Donnée par :

¢($a t) = @D({E,
¢(x,1) =0

)t

ou v est défini par :

o
5 =-VV)

P(x,0) ==z
on constate que V* est contractile et donc que V¢ a une homologie triviale. On peut

alors conclure par application du théoréme du point fixe de lefschetz.

Exemple 2.1.1 Comme en temps continu, un systéme non linéaire en temps discret
peut étre complétement contrélable sans étre CO—stabilisation. C’est ce qu’illustre

l’exemple suivant :

.I’l(k + 1) = .%'1(]{7) -+ Ul(k’)
zo(k + 1) = x9(k) + v (k)
x3(k+ 1) = z3(k) + x2(k)vi (k) — x1(k)ve (k)

L’image de Uapplication vy : R3xR? — R3 définie par : v(z,v) = (v1, V2, xovy —2102)T
ne contient aucun point de la forme (0,0,e)T, ¢ # 0. Ainsi, le systéme n’est pas C°-
stabilisation. On peut, cependant, établir aisément, grice o des techniques d’algébre
de lie, que c’est un systéme complétement controlable. Notons que le linéairisé a

l'origine ne posséde aucun mode incontrolable et instable.
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Condition suffisante de stabilisation

Soit le systéme :

z(k+1) = f(x(k)) + g(x(k))u(k), f(0) =0, z(k) € R", u(k) € R™ (1.11)

ouf:R"” — R™etg:R" — R"™™ sont continues sur R” et ot I'on suppose que :

i) Le systéme en régime libre z(k + 1) = f(z(k)) est stable et I'on connait une

fonction de Lyapunov V (z), de classe C?, telle que V(f(z)) < V(z), Vo # 0.

ii) Les ensembles :

Wi = {z € [R"V(f* () - V(f*x)) =0,k =0,1,..},

et :

Wa = fo € RO (7 (@)a(7H () = 0.k = 0,1, .3,

satisfont W3 N Wy = {0}. Posons, pour x € R" et u € R™ :

Proposition 2.1.1 Si, pour tout = la fonction ¢(x,.) admet un point fize u(x) = p(z, u(z))
dépendant contintement de  tel que u(0) = 0, le systéme (1.11) est globalement sta-
bilisable par la loi de commande v — u(x) . En effet, la variation de V' le long des

trajectoires du systéme en boucle fermée est donnée par :

AV(z) = V(f(z) + g(x)u(z)) = V(2).
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Stabilication des systémes discrets

Or, en utilisant les propriétés de V', on obtient :

ce qui 1mplique la stabilité du systéme.

Par application du principe d’invariance de LaSalle, pour assurer la stabilité
asymptotique globale, il suffit de montrer que le plus grand ensemble invariant €2

contenu dans ’ensemble :
{z e R"|V(f(x)) —V(z) =0 et u(z) =0}

est réduit a 'origine de R".
ov
Notons que u(z) = 0 = %(f(x))g(x) = 0.

Considérons alors une solution z(k) telle que z(0) = x € Q. Comme u(x) s’annule

identiquement sur €2, on a :

x(k) = f*(x), Vk.

Il en résulte que x € Wy N W5 et par conséquent, x = 0.

Comme premiére illustration de ce résultat, notons que lorsque V' (f(x) + g(x)u)

est un polynome de degré 2 :
ol u) =~ — 50)" T (F@)g(a)u

Si, on suppose que :
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Stabilication des systémes discrets

On aboutit a :

u(r) = M (@) (F)gla)",

M(x) = ~1 + 2" (r) S (7(x))ol).

2

o*V
En fait, on n’a pas besoin de I’hypothése aT(f(f)) > 0 car si on désigne par p(x)
x
1 >V
le rayon spectral de la matrice §gT(x)aT( f(x))g(z), le changement de controle
x

@ = (1 + p(z))u transforme p(z,u) en :

Pl 1) = (9 (7)) — 3 + 2p(a)g" (2)20() Ty (F())g(a)
qui admet le point fixe :
() = 3P (@) (o))",
M) = 5y 070 G (o).
Il s’ensuit que la commande u(x) = N —i—lp (x)ﬂ(x) vérifiant u(0) = 0, stabilise globa-

lement le systéme (1.11). Le résultat suivant montre que tout systéme de la forme

(1.11) vérifiant (i) et (i1) est globalement C-stabilisable par une commande bornée.

Théoréme 2.1.2 Si les conditions (i) et (ii) sont satisfaites, alors pour touts n €
R*, le systéme (1.11) est globalement C°-stabilisable par une commande u(x) véri-

fiant ||u(z)|| < n, pour tout x € R™.

Soit a : R” x R™ — R™ la fonction définie par :

= 1 (,u)
T 11 Ka(2) + 2nEa(x)

az,u)

0
0

Ky(r) = sup [lp(z,u)]|, Ka(z) = sup ,u)

l[ull<n lull<n

)
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Stabilication des systémes discrets

Pour tous z € R" et u € R™ tel que ||ul| <7, on a:

Oa

1
(0] < P < —.

Par application du théoréme du point fixe, pour tout = € R" la fonction a(x,.)
admet un point fixe unique u(z) = a(z, u(x))

dépendant continuement de x et vérifiant ||u(z)| < n, u(0) = 0. Il vient alors :

AV (z)=V(f(x)) —V(x)— %(1 + Ki(x) + 2nKy(2))u® (x)u(z) <0

Le théoréme découle, comme précédemement, du principe d’inveriance de LaSalle. [T]

Exemple 2.1.2 La condition de Brockett est nécessaire, mais loin d’étre suffisante

pour qu’un systéme soit stabilisation. En effet, soit :

z(k+1) = —y(k) + uz(k)?
y(k+1) = z(k) + ux(k)y(k)
(z(k), y(k)) € R

Quelque soit (€1, €5) € R? le systéme suivant :

—r —y+ur?=¢

—r—yY+ury =€

(z(k),y(k)) € R?

(e2 —e1) —(e2 —e1)

—ety=—"7-—-).
5 ety 5 )

L’application f(z,y,u)—(z,y) est donc surjective sur tout voisinage de I’origine dans

admet une solution (par exemple u = 0,z =

R2,
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Soit maintenant, V (z,y) = 2> + y*. On a :
AV (z,y) = v*2?V (x,y) > 0.

Donc l'origine n’est pas stabilisable quelque soit le choix de la commande u. Remar-

quons que le linéarisé est critique.

2.2 Meéthodes de Stabilisation des systémes non

linéaires discrets

2.2.1 Méthode de Lyapunov discréte

La méthode de Lyapunov discréte constitue un outil fondamental et puissant
pour 'analyse de la stabilité et la conception de lois de commande stabilisantes pour

les systémes non linéaires a temps discret. Pour un systéme :
x(k+1) = f(x(k),u(k)), x € R", ueR™,

on cherche une fonction de Lyapunov V(x) vérifiant :

1. V(z) >0, Vo #£0, V(0) = 0.

2. AV(x(k)) = V(f(x(k),u(k))) = V(x(k)) <0, Va(k) # 0

Choix de V(x) :

Formes quadratiques : V(z) = 27 Pz avec P > 0.
Formes non linéaire : adaptées a la dynamique de systéme, ex : V(z) = ||z]|*.

Condition de décroissance :
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Pour un choix quadratique V(z) = 27 Pz, on a :

AV = z(k)'(ATPA - P)a(k) < 0= ATPA—- P <0,

ol A est la matrice Jacobienne linéarisée.

Synthése de la commande :

Considérons le systéme discret suivant :

z(k+ 1) = sin(z(k)) + u(k)

Etapes de conception :

1. Choix de V(x) : On choisit une fonction de Lyapunov candidate simple :

V(z) = 2?

cette fonction est positive définie et satisfait V' (0) = 0.

2. Calcul de la variation de Lyapunov : La variation de la fonction de Lyapunov

est donnée par :

AV =V(z(k+1)) = V(x (k) = (sin(x(k)) +u(k))* — z(k)>

3. Détermination de la loi de commande stabilisante : Pour assurer la décroissance

de V(x), on choisit une loi de commande :

u(k) = —sin(z(k)) — ax(k)

et a > 0,est un parametre a déterminer. Substituons cette loi dans I’expression
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de AV :

Pour que AV < 0 pour tout x(k) # 0, il faut que o — 1 < 0, soit a < 1. Par

exemple, en choisissant o = 0.5, on obtient :

u(k) = —sin(x(k)) — 0.52(k) = AV = (a? — 1)a(k)* = -0, 75z(k)* < 0.

Ce qui garantit la stabilité asymptotique du systeme.

Cette méthode illustre comment la sélection judicieuse d’une fonction de Lya-
punov et la conception d’une loi de commande appropriée permettent d’assurer la

stabilité d’un systéme non linéaire a temps discret.

2.2.2 Feedback linéarisant pour systémes non linéaires dis-

crets

Le Feedback linéarisant (ou linéarisation entrée- sortie)(ou linéarisation par re-
tour d’état) transforme un systéme non linéaire en un systéme linéaire équivalent via

un changement de variables et une loi de commande appropriée.

Considérons un systeme discret de la forme :

x(k+1) = f(z(k),u(k)).

L’objectif est de déterminer une commande u(k) = g(x(k),v(k)) telle que la sortie
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du systéeme suive une dynamique linéaire souhaitée, c’est-a-dire :
y(k+1) = v(k),
ot v(k) est la nouvelle entrée de controle.

Procédure de mise en ceuvre :

1. Détermination du degré relatif r : Il s’agit du nombre minimal d’itérations néces-

saires pour que la sortie y(k) dépende explicitement de l'entrée u(k).

2. Construction d’un diffeomorphisme z(k) = ®(z(k)) : Cette transformation d’état
permet de reformuler le systéme dans une nouvelle base ot la dynamique devient

plus simple & controler.

3. Calcul de la loi de commande linéarisante :
u(k) = a(x(k)) + B(z(k))v(k).

4. Concevoir un contrdleur linéaire pour v(k) : Une fois le systéme linéarisé, on peut

appliquer des techniques de commande linéaire classiques pour concevoir v(k).
Exemple 2.2.1 (Systéme de pendule discret)

Soit le modéle :

0(k + 1) = 0(k) + Tw(k)

w(k +1) = w(k) + T(% sin(0(k)) — —=w(k) + 57

ou 0 (k) : angle du pendule,T" : pas d’échantillonnage, w(k) : vitesse angulaire, g :
accélération due a la gravité, b : coefficient de frottement, [ : longueur du pendule,

m : masse du pendule, u(k) : torque appliqué.
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e Objectif : Linéariser le systéme autour de la position d’équilibre 6 = 0.
e Solution :

1. Degré relatif : Le degré relatif est » = 2, car il faut deux itérations pour que la

sortie dépende explicitement de I'entrée.
2.Nouveaux états : z1(k) = 0(k), z2(k) = w(k).

3. Commande linéarisante :

u(k) = mi®(v(k) — %me(k;) + #wuﬁ))

4. Systéme linéarisé :
Zl(k + 1) = Zl<k’) + TZQ(]{Z)
2(k+1) = 2(k) + TV (k)

Cette approche de linéarisation par retour d’état est particuliérement efficace
pour les systémes non linéaires ou une transformation adéquate peut rendre le sys-
téme linéaire et controlable, permettant ainsi 'application directe des techniques de

commande linéaire classiques.

2.2.3 Stabilisation via des Modéle Flous Incertains de type

Takagi- Sugeno (TS)

Soit le modeéle TS discret en boucle fermée suivant :
w(k+1) =Y hi(2(k))(Ai(k) + Bu(k)) (1.12)
i=1

La loi de commande PDC globale est obtenue en combinant les lois de commande

locales associées & chaque régle du modele flou TS, pondérées par les fonctions d’ap-
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partenance correspondantes. Elle s’exprime généralement sous la forme :

—Zhi(Z(/f))Kix(k) (1.13)

Ou u(k) est le vecteur de commande global, z (k) est le vecteur d’état du systéme,
hi(z(k)) est la fonction d’appartenance associée a la i-éme régle, dépendant des va-
riables prémisses z (k) , K; est le gain de retour d’état pour la i-éme regle, r est le

nombre total de régles dans le modeéle flou.

On remplace I’équation (1.13) dans l'équation (1.12), la représentation du mo-

dele global en boucle fermée avec une loi de commande PDC est donnée par :

w(k+1) ZZh (k))(A; — B;K)x(k) (1.14)

i=1 j=1

Théoréme 2.2.1 Le modeéle flou discret (1.12) et globalement asymptotiquement
stable via la loi de commande PCD (1.3), s’il existe une matrice commune défi-

nie positive P = PT > 0 qui satisfait les inégalités matricielles suivants :

(A, — BiK;))"P(A; — BIK;) =P <0 VYi,j=1,...,r

On peut écrire (1.14) comme suit :

avec :
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Gij — Az - BZKJ

Théoréme 2.2.2 Le modéle flou discret (1.12) et globalement asymptotiquement
stable via la loi de commande PCD (1.13), s’il existe une matrice commune dé-

finie positive P qui satisfait les conditions suivants :

GZPG“ —P< O, Vi = 1,...,7“

T
(@) p<w)_p§0’ i<j<r

On utilise le méme changemement de variable que dans le cas des modéles continue.
Les conditions de stabilité des modéles TS discrets dans le théoréme peuvent
étre réécrites sous forme de LMIs en utilisant le complément de Schur :

;

X >0
X (A; — BMi)T
<0
(A; — BM;) X
X (A +A)X — Nij)T
<0
(Ai+A)X —N;; X

Telle que N;; est donnée par :

et les gains de retour d’état peuvent étre déterminés par :

K,=MX"' i=1.,r

Le probléme fondamental qui se pose lors de la synthése de commande du type PDC
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est celui du conservation des condition sur les gains de retour.

Conditions de stabilité relachées

Les conditions classiques de stabilité pour les modéles discrets T'S sont souvent trop
conservatrices, car elles négligent certaines propriétés des fonctions d’interpolation
non linéaires. Pour y remédier, des conditions relachées on été proposées. Elles per-
mettent que certains termes positifs apparaissent dans la fonction AV (z(k)), tant
que la somme reste négative, ce qui réduit le conservatisme. Des approches comme
I'utilisation de fonction de Lyapunov multiples ou la prise en compte du nombre de

régles actives ont montré leur efficacité dans ce cadre.

Cas des modéles TS discrets
Théoréme 2.2.3

Le modele flou discret est globalement asymptotiquement stable via la loi de com-
mande PDC, s’il existe une matrice définie positive P = PT > 0, et une matrice

semi positive Q = QT > 0, qui vérifient les inégalités ssuivantes :

GIPGy;+(s—1)Q <0,Vi=1,..,r

T
(Gij‘;_Gji) P(W)_P—QSOJ<]'§T

Le modele discret est globalement asymptotiquement stable via la loi de commande
PDC, s'il existe une matrice défine positive P = PT > 0, et des matrices symétriques

_NT : _NT PP A o . .
Qi = Q;; et des matrices Q;; = Qij, qui vérifient les inégalités suivantes :

Gz;PG“—P+Q“<0 Vizl,...,r

GLPGij —P+Qi; <0 i<j<r
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et :
Qll Q12 T er
Q21 e Q2r <0
er e er

e Les conditions du théoreme?2.2.3| se rapprohent des conditions données dans le cas

ou @ = 0.[7]
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Chapitre 3

Applications aux problémes de

stabilisation

Ce chapitre présente des applications liées a la stabilisation de systémes non
linéaires discrets. Nous étudions d’abord les systémes en cascade, dont la structure
permet une analyse hiérarchique de la stabilité a 1’aide de fonction de Lyapunov.
Ensuite, nous abordons la stabilisation des systémes périodiques, en adaptant les
outils de stabilité aux dynamiques répétitives. Ces exemples illustrent concrétement

I’application des méthodes de stabilisation a différents types de systémes.

3.1 Systémes en cascade

Les systémes en cascade sont des systémes dynamiques formés de sous-systémes
connectés en série, oul la sortie d'un sous-systéme devient I'entrée du suivant. Ces
systémes sont trés fréquents dans les systémes non linéaires et peuvent étre continus
ou discrets. Leur analyse repose souvent sur des techniques de linéarisation partielle.
Dans ce qui suit, nous établissons, & 'aide du théoréme , des résultats relatifs

a la stabilisation locale des systémes en cascade en temps discret.
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Considérons un systéme non linéaire discret :

( ri(k+1) = fi(z1(k),u1)

{ Tk +1) = fo(z1(k), s 2 (k) ur, oy Uim)

2(k) = (21(k), oo 2 (k) € R™ x -+ - x Rm

U= (U, ..., Up,) € RPL X - X RPm

et fi,..., fm sont des fonctions continues telles que f;(0,...,0) = 0. A (1.15) on

associe les systémes ) . pour ,...,m :

I2<]€ + 1) = fz(O, ...,O,xi(k),(), ...70,UZ',0, ce ,0)

> (1.16)

7 IEZ(]{) e R™ , Uy € RP:

Pour 1 < i < m, on dira que (1.16) est stabilisable en z; = 0, s’il existe une loi de
commande z; — u;(x;) continue vérifiant u;(0) = 0, telle que 'origine de R™ est un

point d’équilibre asymptotiquement stable pour le systéme :
JZZ(]C + 1) = fz(O, ceey O,SL’Z(]{Z), 07 ceey O,Uz‘ (k?) 70, ce ,0)

Le théoreme suivant s’obtient par application directs du théoréme aux sys-
témes (1.15) et (1.16) respectivement bouclés par u(z) = (uy(z1), ..., Um(Tm)) et

Théoréme 3.1.1 Le systéme (1.15) est asymptotiquement stable si et seulement si
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les sous systémes (1.16) sont asymptotiquement stables.

Preuve. L’implication directe est immédiate (il suffit de voir que les ensembles
({0...,zy;...,0}) sont invariant par Ie systéme (1.15). On montre la réciproque par
récurrence sur le nombre rn d’équations du systéme (1.15). En effet, supposons que
la propriété est vraie & I'ordre m — 1, et que les sous systémes de type (1.16) et
d’ordre m sont asymptotiquement stables. Alors, la stabilité asymptotique des m — 1
premiers systémes entraine, par hypothése de récurrence, que le systéme de type
(1.15) d’ordre m — 1 est asymptotiquement stable. Il existe alors une fonction de

Lyapunov V (21, ..., T,,—1) qui satisfait :

L V(21 .y 1) > 0, V(0) = 0.
2. V(f(xly ...,xm71)> - V(Zl, ...,$m71> < O7 V(gjl’ ---717m71) c R7—"m

Pour le systéme (1.15) d’ordre m, la fonction définie par :

est une fonction semi-définie positive décroissante le long des trajectoires, et

on a :

Go=C =" { 1y Tm) § V(T1y ooy T) = o}
{(0,...,0,2,), @, € R™™}.

L’origine est G*—asymptotiquement stable par hypothése de récurrence donc

toutes les hypothéses du Théoréme (| sont satisfaites, ce qui implique que

Dorigine est asymptotiquement stable pour le systéme (1.15) d’ordre m.

Théoréme 3.1.2 Le systéme (1.15) est stabilisable si et seulement si les sous sys-

témes (1.16) sont stabilisables.
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Exemple 3.1.1 Considérons les systémes :

z(k+1) = f(z(k),y(k))
y(k+1) = g(y(k),u) : (1.17)
(x(k),y(k)) e U x R™ ueRP

w(k+1) = f(x(k),0) | (1.18)
z(k) e R?

y(k+1) = g(y(k),u)
y(k)) e R™, ueRP

, (1.19)

ou f et g sont des fonctions continues telles que f(0,0) = 0 et g(0,0) = 0. On
suppose que (1.18) est asymptotiquement stable et qu’il existe une loi de commande
y — u(y) stabilisant (1.19). Alors Ie systéme (1.17) est stabilisable. En effet, d’apres

le théoréme inverse, il existe une fonction de Lyapunov V' pour :

y(k+1) = g(y(k), u(y(k))).

La fonction W (z,y) = V(y) est semi définie positive et décroissante le long des

trajectoires du systéme (1.17) bouclé par u(y) car :

AW =V (g(y,u(y))) —V(y) <O0.

De plus :
{W =0} ={(z,0)} ={AV =0},
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et donc Gy = G* = G. Or G* est invariant par (1.17) et le systéme sur G* est réduit a
(1.18) qui est asymptotiquement stable. Le systéme (1.17) bouclé par u(y) est donc

asymptotiquement stable.

Exemple 3.1.2 Les systémes partiellement linéaire en temps continu qui sont ana-
logues a (2). Ici on donne I’équivalent discret de leur résultats. La preuve, basée sur
T'utilisation des fonctions semi définies, est simple mais les résultats sont locaux.
Soit :

z(k+1) = f(z(k), y(k))

y(k+1) = Ay(k) + Bu ; (2)

(x,y) e R™ x R"2, y € RP

ot A € My, n,(R) et B € M,, ,(R) sont deux matrices, et f(0,0) = 0. On suppose
que la paire (A, B) est stabilisable, et que le systéme :

2k +1) = f(x(k),0)

est asymptotiquement stable. Alors, d’aprés le théoreme , le systéme (2) est

stabilisable par un feedback linéaire.

En effet, la paire (A, B) étant stabilisable, il existe une matrice K € M, ,, tel
que le spectre de la matrice A + BK soit dans le disque unité ouvert. Il existe alors

une matrice symétrique définie positive Q) € M, n,(R) telle que :
(A+ BK)"Q(A+ BK) — Q = —1,,
ot I,, est la matrice identité de M, ,(R). Soit V(z,y) = (y)*Q(y). C’est une fonction

de Lyapunov semi définie pour le systéme (2) bouclé par u = Ky.
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La différence de V' le long des trajectoires de (2) est :

AV = (A + BK)y)' Q(A+ BK)y — y"Qy

et Pensemble {AV(z,y) =0} = {(x,0)} est positivement invariant par le systéme
(2). De plus on a G* = G et comme le systeme z(k+1) = f(x(k),0) est asymptoti-
quement stable, 'origine est donc G*—asymptotiquement stable. Par conséquent, a

partir du théoréeme la solution nulle de (2) est asymptotiquement stable.

Proposition 3.1.1 Siz(k+1) = f(x(k),0) est globalement asymptotiquement stable
et la paire (A, B) est controlable alors le systéme (2) est globalement asymptotique-

ment stable par un feedback linéaire.

Preuve. Comme la paire (A, B) est controlable, il existe une matrice F' telle que
A = A + BF soit une matrice nilpotente, A" = 0. Soit (20,70) € R™ x R et
(xk, yk) la solution de systéme bouclé,(avec u(x) = Fx), issue de (zg, yp). On montre
que (y, yi) est bornée. En effet, la matrice est nilpotente A = A+ BF donc, y(k) = 0
Vk > no, on a alors :

z(k+1) = f(z(k),0)

y(k+1)=0
Comme l'origine est supposé étre est globalement asymptotiquement stable pour
z(k+1) = f(z(k),0), il s’ensuit que la suite (xy)g>n, est bornée. Et donc (x>0 est
la réunion d’un ensemble fini {zg, z1, ..., x,, } et d’une suite bornée (xy)g>n,. D’autre
part la composante y; de la solution vérifie (yx)r>0 C {0, Yo, Y1, -, Yny } , donc elle est

bornée. En résumé, la solution (xy, yx) est bornée et le systéme est G*—globalement

asymptotiquement stable. On conclut alors application du le théoréme . ]
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3.2 Stabilisation des systémes périodiques

Considérons un systéeme de commande non linéaire en temps discret :
w(k+1) = F(e(k),ulk), k), £(0,0,k) =0, k €N (2.1)

ot z(k) € R™ est Iétat au temps k et u(k) € R™ est le controle. On suppose que f :
R™ x R™ x N — R" est continue en (x,u) et périodique par rapport au temps k, de

période T > 2.

Le probleme étudié ici est le suivant : existe-t-il une loi de commande périodique
par retour d’état u(z, k), avec u(0, k) = 0, telle que I’'origine soit un point d’équilibre

globalement asymptotiquement stable pour le systéme en boucle fermée :
w(k+1) = fa(k), u(z(k)), k),

Nous allons donner une condition suffisante pour qu’une telle loi de commande existe.

Pour cela, nous introduisons les notations suivantes. Soit V' (x, k) une fonction

de Lyapunov, de classe C? par rapport a x et T—périodique par rapport a k.

On définit alors V : R” x R” x N = R et ¢ : R” x R” x N x R” — R par :
V(w,u, k) = V(f(x,u, k), k+1) (2:2)

1 -
o(x,u,v, k) /l—t (xtuk)vdt
0

Soit fo(x, k) = f(x,0,k). Pour une constante fixée n > 0, soient Ki(x,k) et

Ks(x, k) deux fonctions réelles, continues et T'—périodiques satisfaisant, pour tout
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(x,k) e R" x N, Ky(x,k) + Ka(x, k) #0 et :

Ki(z, k) > sup  |p(z,u,v, k)|,

l[ull<m,|lv]|=1
alo 1) 2 |l + D5 0.0
On définit :
K(x, k) = 1 (2.3)

nKi(r) + Ka()

On peut remarquer que K est T'—périodique par rapport & k. Nous pouvons main-

tenant énoncer le résultat principal de cette section :

Théoréme 3.2.1 Supposons que le systéeme x(k+1) = fo(x(k), k) soit stable et qu’il
existe une fonction de Lyapunov V(z, k) de classe C*, T—périodique par rapport a

k. Si pour tout k € {0,...,T} l’ensemble :

U gw’ (2),p+1) = f(f%()) .

i @)+ DI (fa)m) =0

On suppose que le systéme est réduit a l'origine, alors pour toute constante positive

n, le systéme (2.1) est globalement asymptotiquement stabilisable & l'aide d’une loi

de commande continue définie par :

u=—K(z,k) (av(fo(a: k), k + 1)%(%0, k:))

Cette loi satisfait les conditions suivantes :
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lu(z, k)| <n, V(z,k) € R* xN
u(0,k) =0, Vk € N 5
u(z,k+T) =u(x, k), Y(z,k) € R" x N

Nous appliquons & présent le théoréme précédent au systéme de commande non
linéaire suivant :

z(k+1) = z(k) + ®(x(k), u(k)) (2.4)

otz €ER", u e R"et & : R" x R™ — R" est une fonction de classe C? vérifiant
®(z,0) =0, Vo € R™.

Il est bien connu que si I'application ® n’est pas localement surjective, alors
le systéme (2.4) ne peut pas étre stabilisé a ’aide d’un retour d’état continu de la
forme u(k) = u(x(k)). Dans ce qui suit, nous présentons une condition suffisante
garantissant la stabilisabilité du systéme (2.4) a 'aide d’une commande dépendant

du temps de la forme u(k) = u(z(k), k).

Théoréme 3.2.2 On suppose que pour tout 1 <i,j < m

0*®,

2 (u) = R" x R™ 2.
o, (z,u) =0, Y(zr,u) € R" x (2.5)

et qu’il existe une fonction de Lyapunov V (z, k) de classe C?, ainsi qu’'une fonction
réelle continue o(x, k), toutes les deux T—périodique par rapport au temps k, la

fonction fqo définie par :

folz, k) = a(z, k)g1(z) + =,

satisfont les conditions du théoréme [3.2.1. Alors pour toute constante positive 1, le
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systéme (2.4) est globalement asymptotiquement stabilisable au moyen d’une loi de

retour d’état continue de la forme :

u(z, k) = v(x, k) +a(z, k), (2.6)

v(z, k) = [a(z, k), 0, ...,O]T,

ov 0P T

w(z, k) = —K(x,k) %<f0(l’, k), k+ l)a(x,v(x, k)

Ou K (z, k) est obtenu a partir des équations (2.2) et (2.3) en considérant :

V(z,u, k) =V(x+ ®(x,v(x, k) +u),k+1).

Puisque les conditions et la conception des lois de commande dans le théoréme
[3:2.2) font intervenir les fonctions V' et «, il est naturel de chercher des systémes par-

ticuliers de la forme (2.4) pour lesquels V' et a peuvent étre explicitement déterminés

en posant :
0P
9(@) = (91(2), oo, gm(@)) = (2, 0), (2.7)
il s’avére, comme en temps continu, que si :
0P 0
= " (7.0) = — 2.8
9= 5 (.0 = 5 (23)

il est alors effectivement possible de concevoir explicitement les fonctions V' et «

et par conséquent les loi de commande. Par la suite, pour tout x € R", on définit
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T = (79,...,7,)T et pour un entier fix¢ T > 2 on pose :

V(e k) = 51 + bz, B + 2]?)

oz, k) = —%([931 R )] - h(E k4 1)

ol h est une fonction de classe C? vérifiant h(z,k+T) = h(z, k), V(z,k) € R"! x N
et h(0,k) = 0,k € N. Un choix possible pour h est h(z, k) = U(Z)H (k) ou U est
une fonction définie positive par rapport a x, et H (k) est une fonction T-périodique

dans le temps.

Ainsi, V' et a sont T'—périodique par rapport au temps k, la fonction V' s’annule si

seulement si x = 0.

Proposition 3.2.1 Supposons que les conditions (2.5) et (2.8) sont satisfaites. S’il

existe une fonction h comme spécifiée ci dessus telle que pour tout T € R 1,

ou gi(z) = (0,3%(x), ..., g*(x)), alors pour toute constante positive n, le systéme (2.4)
est globalement asymptotiquement stabilisable au moyen de la commande par retour

(2.6).2]
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Conclusion

ﬁl u terme de ce travail, nous avons pu constater que I'analyse de la stabilité

des systémes non linéaires discrets est cruciale pour comprendre et maitriser
leur comportement, notamment en présence de dynamiques complexes. A travers
I'utilisation de la fonction de Lyapunov, nous avons établi des outils efficaces pour

vérifier la stabilité d’un systéme. Par ailleurs, la stabilisation nécessite non seulement

une analyse approfondie de la stabilité, mais aussi la conception de stratégies de

commande adéquates permettant de guider le systéme vers 1’état souhaité.

Ce mémoire a permis de présenter certaines conditions et méthodes de stabilisation,
ouvrant ainsi la voie & des études plus approfondies, notamment dans des contextes
d’applications pratiques ou sur des systémes plus complexes. Nous espérons que ce
travail contribuera & enrichir la recherche dans le domaine du controle des systémes

discrets.
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Résumé

Ce mémoire traite du théme de la stabilité et de la stabilisation des systémes non
linéaires discrets. Nous avons d'abord présenté les concepts de base liés a ces
systemes discrets, a la fois linéaires et non linéaires. Nous avons ensuite abordé la
question de la stabilisation dans ces systémes, en présentant leurs conditions et

quelques méthodes courantes a cet effet. Enfin, nous avons pris un exemple pratique.
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Abstract

This thesis addresses the topic of stability and stabilization of discrete nonlinear
systems. We first present the basic concepts related to these discrete systems, both
linear and nonlinear. We then address the issue of stabilization in these systems,
presenting their conditions and some common methods for this purpose. Finally, we

consider a practical example.
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