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Introduction

La recherche en équations différentielles ordinaires (EDO) ou plus particulierement les
problemes aux limites est un domaine extrémement important en mathématiques appli-
quées. En effet, de telles problématiques sont quelquefois naturellement envisagées sous la
forme modélisante que proposent les nouvelles méthodes. On les retrouve par ailleurs cou-
ramment dans différentes modélisations de phénomeénes scientifiques, tels que la conduc-

tion thermique, les déformations mécaniques, les circuits électriques, etc.

Dans la réalité, les modeles que 1’'on étudie a I’aide de ces problemes se révelent vite tres
élaborés. Les solutions analytiques sont peu accessibles; méme si elles sont tres précises ;
dans le cadre des cas simples uniquement. Au contraire, on a plutdt recours dans la
plupart des cas a des méthodes numériques permettant de résoudre ces problemes de

maniere approchée et sous un controle de la précision de cette approximation.

Le processus de résolution numérique dans ce cadre passe généralement par plusieurs
étapes méthodologiques successives : la description du phénomene a modéliser, la modé-
lisation mathématique (d’apres les variables et parameétres du probléme), 'analyse théo-
rique (existence, unicité, stabilité), la discrétisation puis enfin la résolution numérique

elle-méme.

Ce mémoire accorde une attention particuliere a I'explication de trois approches nu-
mériques pour résoudre les problemes aux limites liés aux EDO du second ordre :
— La méthode des différences finies,
— La méthode de Rayleigh-Ritz,
— La méthode du tir.

Ce travail vise a montrer comment les mathématiques numériques peuvent non seule-
ment remplacer les approches analytiques lorsqu’elles deviennent impraticables, mais aussi
fournir des outils puissants d’analyse et de simulation dans des contextes scientifiques va-

riés.



Introduction

Chaque méthode repose sur une stratégie propre, et leurs performances seront compa-
rées a travers des exemples concrets. En particulier, deux applications physiques seront

étudiées pour illustrer concretement les méthodes analysées :
— La distribution de température dans une tige soumise a un transfert thermique.

— Le déplacement d’une barre soumise a une force axiale.

Ce mémoire est structuré en trois chapitres :

— Le premier chapitre présente les notions de base sur les EDO, les problemes aux
limites, les théoremes d’existence et d'unicité ainsi qu’'un apergu des méthodes ana-

lytiques.
— Le deuxieme chapitre détaille les trois méthodes numériques retenues.

— Le troisieme chapitre est réservé a I’étude de cas pratiques.

L’objectif principal est de démontrer I'efficacité des méthodes numériques pour traiter
des problemes ou les solutions exactes sont inaccessibles, tout en mettant en lumiere leur

pertinence scientifique dans des domaines variés.



Chapitre

Problemes aux limites

Dans la modélisation des phénomenes scientifiques, les probléemes aux limites sont
souvent rencontrés. Leur but est de trouver des solutions d’équations différentielles qui
répondent a des conditions spécifiques aux limites du domaine. Ce chapitre présente les
principes de base en lien avec les équations différentielles ordinaires, en se focalisant sur
les notations, les conditions aux limites, les théorémes d’existence et d’unicité, ainsi que

sur les techniques analytiques traditionnelles.

1.1 Notions de base

Dans cette section, on va donner quelques notions générales sur les équations différen-

tielles ordinaires a conditions initiales et finales.

Définition 1.1 : Une équation différentielle ordinaire (EDO) est une équation reliant
une fonction inconnue y = y(t) d’une variable réelle ¢ a ses dérivées successives.

D’une fagon générale, une EDO d’ordre (n € N*) s’écrit :

F(t,y,y',y”,...,y(")> =0. (1.1)

Définition 1.2 : Si I'équation (I.1)) peut étre résolue explicitement par rapport & y™,
alors 'équation différentielle ordinaire (EDO) est dite sous sa forme normale ou forme

résolue, et elle s’écrit :

y ™ = f (L), Y (), 970,y (0). (1.2)

ou y : Rt — R est une fonction inconnue et f : Rt x R" — R.



CHAPITRE 1. PROBLEMES AUX LIMITES

1.1.1 Probleme de Cauchy

Un probleme de Cauchy, ou bien un probléme a conditions initiales consiste a déter-
miner la solution d’'une équation différentielle ordinaire (EDO) en imposant la valeur de
la fonction et de ses dérivées jusqu’a 'ordre n — 1 en un point donné t, (point de départ).

Considérons une EDO d’ordre n définie sur un intervalle I C R contenant ty. Le

probléme s’écrit :

{ y () = f (Ly®).y @),y (D), tel, 13

y<t0) = Oy, y/(t0> = Oy, ey y(n_l)(tﬂ) = Op—1-

Pour faciliter la résolution, ce probléme peut étre transformé en un systeme d’équations

différentielles du premier ordre. On introduit alors le vecteur :

dont la dérivée est donnée par :

Y'(t) = : : (1.5)
f(y@)y @),y D(8)

On définit également le vecteur des conditions initiales :

Qo
aq
Y(t)=a=| _ |. (1.6)
Op—1
Enfin, en introduisant la fonction :
Uo U1
u u
Flo| || = ? : (1.7)
Up—1 f(t,U(),Ul, 7un—1)
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donc , le probleme peut étre réécrit sous la forme compacte :

{ Y'(t) = F(t,Y(t), tel, (1.8)

Y(t()) = (.

Cette reformulation est particulierement utile pour appliquer des méthodes numériques

congues pour les systemes d’EDO du premier ordre.

1.1.2 Problémes aux limites

Dans les problemes mathématiques , on trouve tres souvent des équations différentielles

non seulement a condition initiale mais aussi on ajoute une condition au bord du domaine.

Définition 1.3 : Commencons par examiner le probleme aux limites unidimensionnel

suivant :

{y”(t) = fty(),y'(#), t€lab]
yla) =a, y(b) =5,

avec les conditions aux limites :

Ce probleme est appelé probleme de Dirichlet .

1.2 Théoreme d’existence et d’unicité

Pour résoudre n’importe quel probleme, il faut assurer l'existence et 'unicité de ce

probleme. Pour aboutir a ce but, on va exposer la notion d’une fonction Lipschitzienne.

Définition 1.4 : (Condition de Lipschitz) La fonction F' : Rt x R" — R" est dite

Lipschitzienne par rapport a Y si elle vérifie I'inégalité suivante :

L >0, V>0, VU, VER": |F(tU)—FtV)|<L|U-V]|. (1.10)

Théoréme 1.1 : (Cauchy-Lipschitz-Picard) Si « € R™ et F': RT x R" — R" est une
fonction continue vérifiant la condition de Lipschitz (1.10)), alors le probleme (1.3)) admet

une solution unique.

Preuve : L’idée principale de la preuve repose sur le théoréme du point fixe de Picard,

qui garantit 'existence et 'unicité d’une solution sous certaines conditions.
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(i) Existence de la solution

On définit 'opérateur £ suivant :

t
LV (t) =« —I—/ F(s,V(s))ds.
0
Une fonction Y (¢) est une solution si elle est un point fixe de L.

On travaille dans I’espace de Banach :

X{ ={vec(0,T,R") : [V]xr < +o0},

avec la norme :
IV]lxr = sup eV (#)].
t€[0,T
Vérification de la contraction : On montre que £ est contractant :

L
ILU = LV |xr < U = Vixr.

(1.11)

(1.12)

(1.13)

(1.14)

Si k> L, alors % < 1, ce qui permet d’appliquer le théoréme du point fixe de Picard,

garantissant 1’existence d’une solution.

(ii) Unicité de la solution
1. Supposons qu’il existe deux solutions : Y; et Y5.

2. Calcul de la différence : On a :

Vilt) = Yalt) = [ [F (s, Yi(s) = F(s, Ya(s)lds.

3. Application de la condition de Lipschitz

I¥i66) = Ya(o)ll L [ [¥i(s) = Ya(s) s,

4. Application du lemme de Gronwall : Cette inégalité implique que
|Y1(t) — Ya(t)|| = 0, donc la solution est unique.
L’équation différentielle est équivalente a 1’équation intégrale :

Y(t)-Y()= [l F(s,Y(s))ds,
Y(0) =a.

(1.15)

(1.16)

(1.17)

Cette formulation est essentielle pour les méthodes numériques afin d’approcher les

solutions.
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Alors, nous avons prouvé que sous la condition de Lipschitz, 'EDO admet une solution

unique. Cette approche est essentielle pour les schémas numériques.

1.3 Méthodes analytiques de résolution des EDO

Pour faire une comparaison entre les méthodes analytiques existantes et les méthodes
numériques qu’on va exposer prochainement, on va faire une étude simple en analyse réelle
pour la résolution des EDO. Dans notre étude, on s’intéresse a la résolution numérique
des équations différentielles & conditions finales et on veut démontrer qu’on ne peut pas
continuer par les méthodes analytiques parce qu’elles ne répondent pas a notre besoin de

précision.

1.3.1 Equation différentielle linéaire du premier ordre

Une équation différentielle linéaire du premier ordre s’écrit sous la forme :

m(t)y'(t) + n(t)y(t) = g(t) (1.18)

ou m(t) et n(t) sont des fonctions continues appelées les coefficients de 1’équation, et g(t)
est une fonction donnée appelée le second membre.
Une fonction y de classe C! sur un intervalle I est une solution de cette équation si

elle vérifie I’égalité pour tout t € I.

e Solution de I’équation homogene

L’équation précédente est dite homogene si le second membre est nul ; ¢’est-a-dire :
m(t)y' (t) + n(t)y(t) = 0. (1.19)

Pour faire la résolution de ce type d’équations, on distingue deux cas :

Cas des coefficients constants :

Sim et n sont des constantes, la solution générale est :

n
y(t) =Ce™, otr=——.
m
Cas des coefficients variables :
Si m(t) et n(t) sont continues sur un intervalle I, avec m(t) # 0, alors la solution

générale est :

y(t) = Ce"®  onu'(t) = ———=.
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e Solution générale

Si yo(t) est une solution particuliere de 1’équation (1.18)) , alors la solution générale

est :
y(t) = yo(t) +v(t),

ou v(t) est la solution générale de I’équation homogene (1.19)).

e Recherche d’une solution particuliere
Dans cette partie, pour faire I’étude, on présente deux méthodes principales :
1. Cas ou g(t) = eMP,(t) (avec P, un polynome de degré n) :
- Si A # r = —7, on propose une solution particuliere de la forme :
Yo(t) = eMQu(t).
- Si A =1, on propose :
Yo(t) = teMQ, ().

2. Méthode de variation de constante :

Si v(t) est une solution de I’équation homogene, on pose :

9(t)
m(t)v(t)

Pour faciliter I'apprentissage, on propose deux exemples d’équations différentielles.

Yo(t) = C(t)o(t),on C'(t) =

Exemple 1 : Résoudre y/(t) + 3y(t) = 2sint :

Pour ¢/(t) + 3y(t) = 2sint, on résout d’abord ’équation homogene y'(t) + 3y(t) = 0
qui donne y,(t) = Ce 3. Ensuite, on suppose une solution particuliére sous la forme

yo(t) = Acost + Bsint et on résout pour A et B. La solution générale est :
y(t) = yn(t) +30(t).
Exemple 2 : Résoudre ty/(t) + 2y(t) = Int, pour ¢t > 0 :

Int

Pour ¢y/(t) 4+ 2y(t) = Int, on divise par t pour obtenir ¢/(¢) 4+ 2y(t) = *. La solution
homogene est y,(t) = Ct~2. On applique la méthode de variation des constantes pour

trouver yo(t), et la solution générale est y(t) = yn(t) + yo(t).
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1.3.2 Equation différentielle linéaire du second ordre

C’est exactement de la méme maniere qu’on va faire notre étude dans le cas du second
ordre :

Tout d’abord, on propose une équation différentielle linéaire du second ordre de la forme :

m(t)y"(t) + n(t)y'(t) + p(t)y(t) = g(t), (1.20)

ou m, n et p sont des fonctions données, g(t) est le second membre. Une solution y(t) est
une fonction de classe C? sur un intervalle 1.

La solution générale de cette équation est :

y(t) = yn(t) + yo(?),

ou Y, (t) est la solution homogene associée et yy(t) est une solution particuliere.

e Solution de I’équation homogene

L’équation homogene est donnée par :

m(t)y"(t) + n(t)y'(t) + p(t)y(t) = 0.

Les solutions de cette équation sont de la forme :

y(t) = Ayi(t) + py(t),

ol y1(t) et y2(t) sont deux solutions linéairement indépendantes. Pour déterminer y; () et

y2(t) , on propose la méthode de réduction d’ordre :

— Trouver une solution y;(t) (par essais : polynomes, exponentielles, etc.).
— Chercher une solution y,(t) = C(t)yi(t), ou C(t) est une fonction non constante.

— La solution générale est alors y(t) = Ayy(t) + pya(t).

e Cas des EDO homogeéenes a coefficients constants

D’une fagon générale, une équation linéaire du second ordre a coefficients constants

est de la forme :
my"(t) + ny'(t) + py(t) = 0.

L’équation caractéristique associée est :
mr® +nr+p =0,

avec le discriminant A = n? — 4mp; on a alors trois cas :

9
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— Si A > 0: On a deux solutions réelles distinctes r; et 79 :
y(t) = Cre™* + Coe™.
— Si A <0 : On a deux solutions complexes conjugées r = a + i3 :
y(t) = e**(Acos(fSt) + Bsin(ft)).

— Si A =0: On a une racine double r = —5

y(t) = (A+ Bt)e™.

e Recherche d’une solution particuliere

On passe maintenant a la résolution d’'une EDO générale ; non seulement homogene.

Pour résoudre 'EDO complete :

m(t)y"(t) +n(t)y'(t) + pt)y(t) = g(t),

on peut utiliser plusieurs méthodes selon la forme de g(t) (polynéme, sinus, exponentielle,

etc.), on expose alors les deux cas :

Cas d’une EDO A coefficients constants :

La forme proposée de yo(t) pour trouver une solution particuliére est :

— Si g(t) = acos(t) + Bsin(t), on pose :
Yo(t) = ¢y cos(t) + cosin(t)

— Si f(t) = eMP,(t), avec P, un polynoéme de degré n, on distingue trois cas :

1. Sia)? +b\+c#0, alors :
yo(t) = eMQn(t).
2. Si A =1y ou ry; deux racines simples de 1’équation caractéristique :
Yo(t) =t eMQn(t).
3. Si A = ry = ry; une racine double :
Yo(t) = 2 eMQn(1).

10
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Méthode de variation des constantes : Soient y;(t) et y2(f) deux solutions linéai-
rement indépendantes de I'équation homogene. Une solution particuliere de I’équation

complete s’écrit alors :

yo(t) = A(t)yr(t) + B(t)ya(t),

ou A(t) et B(t) sont des fonctions a déterminer. Elles vérifient le systéme suivant :

(A (t) +y2(t)B'(t) =0

(5) )

HOA W) + h0)B () = L0

a(t)

Ce systeme admet une solution unique si le Wronskien W (t) est non nul :

~—

= (8 (t) — y1(D)ya(t) # 0.

On résout pour A’(t) et B'(t), puis on intégre pour obtenir A(t) et B(t), ce qui nous

permet de déduire la solution particuliere yo(t).

1.4 Neécessité des méthodes numériques

Pour démontrer la grande utilité des méthodes numériques dans certains problémes
scientifiques qu’on ne peut pas les résoudre analytiquement, on propose les deux exemples

suivants et pour mieux illustrer cela, considérons le premier exemple :

W y'(t) =-m*y, tel0,1]
y(0) =0, y(1)=4d

Ce probleme peut parfois n’admettre pas deux solution. En effet, la solution générale

de cette équation est :

y(t) = Acos(nt) + Bsin(nt).

En tenant compte la condition y(0) = 0, on obtient A = 0, donc la solution devient :
y(t) = Bsin(mwt).

Puisque, sin(7) = 0, donc la condition y(1) = d ce qui implique que d = 0.
Cela signifie que :
— Si d # 0, I'équation n’a aucune solution.

— Si d = 0, toute valeur de B convient, donc il existe une infinité de solutions.

11
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Cet exemple montre que, selon les conditions imposées, il se peut qu’aucune solution
ne soit possible, ou qu’il y en ait plusieurs.

Prenons maintenant un second exemple, un peu différent :

y/(t) = y(l‘), te [avb]
yla) =d— Ay(b),

ou A et d sont des constantes. La solution générale de cette équation est :

xT

y(x) = ce”,
avec ¢ une constante a déterminer. En appliquant la condition initiale, on obtient :
ce® =d — Ace® = c(e” + Ae’) = d.

Ainsi, pour qu'une solution existe, il faut que e® + Ae® # 0. Sinon, on aurait une

équation de la forme 0 = d, ce qui est impossible si d # 0.

En particulier, si A = —e® % et d # 0, alors il n’existe aucune constante ¢ qui satisfasse

la condition, donc le probleme n’a pas de solution.

Avant d’achever ce chapitre, on peut dire que 'existence d’une solution pour un pro-
bleme aux limites n’est pas toujours garantie. En effet, certaines équations différentielles,
a cause de leur complexité ou des conditions imposées, peuvent ne pas admettre de so-
lution exacte (analytique), ou en admettre une infinité. Dans ce contexte, les méthodes
numériques deviennent indispensables : elles permettent d’obtenir des solutions appro-
chées avec une précision que I'on peut maitriser, méme lorsque la résolution exacte est

hors de portée.

12



Chapitre

Résolution numeériques des problemes aux

limites

La résolution numérique des problémes aux limites est crucial en sciences et en ingé-
nierie Dans ce chapitre, on va présenter trois méthodes classiques et complémentaires : la
méthode des différences finies, la méthode de Rayleigh-Ritz, et la méthode du tir. Bien
que chacune repose sur des principes distincts, elles partagent le méme objectif : rendre
accessible un probleme analytique souvent complexe en le transformant en un probleme

numérique, avec des avantages et des limites propres que nous comparerons.

2.1 Méthode des différences finies

Il est tres connue qu'une équation différentielle du second ordre

y” = f(t7y7y,)v (21)

est dite linéaire si elle peut s’écrire sous la forme :

y'(t) = p2(1)y'(t) + pr(t)y(t) + po(t),

avec des conditions aux limites constantes.

Pour appliquer n’importe qu’elle méthode numérique, il faut assurer tout d’abord

I’existence et I'unicité de notre probleme.

13



CHAPITRE 2. RESOLUTION NUMERIQUES DES PROBLEMES AUX LIMITES

Théoréme 2.1 : ( Existence et unicité de la solution)

On donne le probleme aux limites :

y'(t) = p2(t)y' (1) + pr(D)y(t) + po(t), T € [a,b]

Si les fonctions ps(t), pi(t) et po(t) sont continues avec pi(t) > 0 pour tout ¢ € [a, b],

on peut dire que le probleme (I) admet une solution unique.

La méthode des différences finies, c’est I'une des méthodes de discrétisation numérique

qui transforme le probleme aux limites en un systeme linéaire facile a calculer.

e Discrétisation du domaine

Soit I'intervalle [a, b] sur lequel est définie 1’équation différentielle. On divise cet inter-

valle en N 4+ 1 sous-intervalles égaux de pas h; tel que :

B b—a
N+4+1

On définit les points de discrétisation : t; = a +th, pouri=0,1,... N+ 1

to t to In-1 Ity Ingr
° . ° s

2h b

FIGURE 2.1 — Points de discrétisation pour la variable ¢, avec to = a et tyy1 = b

e Approximations des dérivées

La méthode des différences finies consiste a approximer les dérivées existantes dans une
équation différentielle a ’aide d’expressions discretes basées sur les valeurs de la fonction
aux points du maillage.

Pour faire cette approximation, on considere tout d’abord le probleme ponctuel sous

forme d’une équation différentielle du second ordre, de type :

y" (i) = pa(ta)y' (t:) + pr(t:)y(t:) + polts), (2.2)

avec y € C*[a, b], ensuite, en utilisant le développement de Taylor autour du point ¢; :

o) =yt + (0~ gy (e) + Uy 4 Loy o o

14



CHAPITRE 2. RESOLUTION NUMERIQUES DES PROBLEMES AUX LIMITES

ol & est compris entre ¢ et ¢;. Evaluons y(t) aux points ¢;_; et ¢;;1, nous obtenons :

(ti) = (t) — by (1) + /(1) ~ ’;,y“() PO, & el

2 h4
y(tien) = y(ts) + hy'(8) + 5y (8) + 55 y(3)< ti) + 7 (&), & € [t ti]

Pour trouver I'approximation de la dérivée seconde, nous additionnons membre a

membre les deux équations précédentes :

h* _
y(tin) +y(tio) = 2y(t:) + W% (6) + 75 [0 (6D +y(E)]
d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe ¢; € [z;_1, ;1] ; tel que :

@) (¢,) = y (&) J2F y(4)(§2_)’

avec une erreur de troncature d’ordre O(h?) :

Donc :

Y; 1_2yz+yz 1
Y <t1> *

= (2.4)

C’est exactement de la méme maniere qu’on peut trouver I’approximation de la dérivée

premiere lors qu’on faire la soustraction membre a membre.

On a alors : la formule progressive (avant) :

(1) ~ Wl 200 (2.5)

avec une erreur de troncature de 'ordre O(h).

y(ti—H) B y(tz) _ Zyll(£i>7 5@

y'(t;) = A € [ti, tita), (2.6)

et la formule régressive (arriere) :

(2.7)

avec une erreur de troncature aussi de 'ordre O(h).

15



CHAPITRE 2. RESOLUTION NUMERIQUES DES PROBLEMES AUX LIMITES

y'(ti) = W - Z?/’(fz% §i € [tioa,ti], (2.8)

ou encore la formule centrée :

y'(ti) ~

L
~~

N

Nej
~—

avec une erreur de troncature également d’ordre O(h?) :

Yy —yi1 B
y'(t:) = % - gy(g)(fi)a &i € [tio1, tiga]: (2.10)

La méthode des différences finies consiste a remplacer les dérivées y/(t;) et y”(t;) dans

I'équation différentielle (2.2]) par ses dérivées approchées (2.9) et (2.4) pour obtenir un

systeme linéaire.

e Forme du systeme linéaire
En négligeant les erreurs de chaque dérivées et en posant w; = y(t;), on obtient, pour

1=1,2,..., N, I’équation suivante :

—(1+ ZPQ(ti))wi—l + (2 + 1Ppa(t))w; — (1 = ];p2(ti))wi+1 = —I’po(t:),

avec les conditions aux bords : wy = a, wyy1 = .
Ce schéma donne lieu a un systeme linéaire tridiagonal d’inconnues wy, ..., wy, s’écri-

vant sous forme développée :

Biw; + Ciwy = dy — A« pour i =1
A2w1 + ngg + CQU)g = dz pour 1=2

A3w2 + ngg + 03w4 = d3 pour 1=3

An_ywn_o + Byoiwn—1 + Cnoqwy = dy-1 pour i =N —1

ANwN_1+BNwN :dN_CNB pOUI’iZN

Ce systeme peut étre réécrit sous forme matricielle :

16
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ol les coefficients sont définis par :

avec .

La question qui se pose ici : sous qu’elle conditions , le systéme linéaire obtenu a une

solution unique. Pour répondre a cette question, il est nécessaire d’exposer le théoreme

suivant :

Théoréme 2.2 : Supposons que les fonctions ps, p; et py soient continues sur 'inter-

valle [a, b] et que py(t) > 0 pour tout ¢ € [a,b]. Alors, le systéme tridiagonal ainsi obtenu

b

B ¢ 0 0] [ w
AQ BQ 02 w9
0 0 :
5 Ay-1 By Cnoi| |WN-1
0 0 An By L WN
L i
A w
h
Aj=—-1— 5292(151)

_dl — Aloz_
da

dn—1

dy — Cn{|

—h2p0(t1) + (1 + gpg(t1)> [0
—h?po(ts)

—h2po(ty) + (1= pa(tn)) B

admet une solution unique si le pas h vérifie :

Démonstration : Pour faire la démonstration, en faisant appel aux coefficients :

h
Ai=—-1- §p2(ti)7

2
h < —,

L

ou L = max |ps(t)]

a<t<b

Bi =2 + h2p1(ti),

h
Ci=-1+ 5]92(751')-

En tenant compte la condition du théoreme pour trouver :

ce qui implique :

h
5 [p2(ts)]

h

< — max
2 a<t<b

17
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CHAPITRE 2. RESOLUTION NUMERIQUES DES PROBLEMES AUX LIMITES

h h

Comme py(t) > 0, B; > 2, on trouver donc les inégalités suivantes :

|Bi1| > Cy

|Bn| > An

|A;| + |Cs] < |Ail, pouri=2,...,N—1
AC; =0

Ces conditions assurent que le systeme tridiagonal : Aw = py possede une solution

unique, ou le second membre est donné par :

poa = —hpo(ty) + (1 + %p2(t1)> Wo
Do = —h2po(t;), i=2,...,N—1

poN = —h?po(ty) + (1 — %p2(tN)> WN41-

2.2 Meéthode de Rayleigh-Ritz

La deuxieme méthode qu’on va exposer dans cette section est la méthode connue

également sous le nom : Rayleigh-Ritz qui commence par une Formulation variationnelle.

e Formulation variationnelle

Considérons le probleme aux limites suivant :

-5t (%) 4 mlowt) =00, te 01
y0) = (1) =0,

(D)
et I'espace :
C310,1]) = {u € C*[0,1] | u(0) = u(1) = 0}.

Avant de développer la méthode de Rayleigh-Ritz, donnons d’abord un théoreme qui

permet de reformuler le probleme (I) sous forme variationnelle.

Théoréme 2.3 : Soient p, € C[0,1], p1,g € C[0, 1], avec pa(t) > 6 > 0 et py(t) >0
pour tout ¢ € [0,1]. Alors y € CZ[0,1] est la solution unique du probléme aux limites (I)

si et seulement si elle est I'unique fonction qui minimise I'intégrale suivante :

1) = [ {pa0)(w (1)) + pr () (ult))? — 20(6)u(r) .
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La méthode de Rayleigh-Ritz consiste a approximer la solution en minimisant I(u),
non pas sur tout C2[0, 1], mais sur un sous-espace vectoriel engendré par des fonctions

linéairement indépendantes 1, ¥y, . .., 1, vérifiant :

$i(0) = ¥i(1) =

On cherche alors une approximation de la forme :

n

¢(t) = Z Ciwi(t)a

i=1
ou les constantes ¢y, ¢s, . . ., ¢, sont déterminées lorsque en minimisant la fonctionnelle
suivante :
F(Cl,CQ,...,Cn) = <ZC,1/J1(t)>
i=1
1 n 2 n 2 n
i=1 i=1 i=1

e Minimisation de la fonctionnelle F

Il est clair mathématiquement, que la fonctionnelle F' admet un minimum, si la condi-

tion suivante est vérifiée :

OF

9, =0, pouri=1,2,...,n (2.11)

Autrement dit, on impose :

ol
aCi

_ {2p2<t>w;(t>iciwg(t>+2pl Zcm ot %(t)} o

En simplifiant, pour obtenir le systéme linéaire suivant :

n

Z: (/01 [p2 () (£) i (t) + pr(t)s(t) i ()] dt) c; = /01 g(O;(t)dt pouri=1,...,n
— (2.12)

Maintenant, il reste a choisir les éléments de base 1;(t).

e Choix des fonctions de base

Considérons une partition de l'intervalle [0, 1] donnée par :
{to,t17...,tn,tn+1} avec hz :ti+1 —ti, Z:O,,TL
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On définit alors les fonctions de base 1;(t) :

0 si 0 S t S ti—l
t—ti—1 :
—= sit;_1 <t <
wi(t) = t_}“;t _ ’ " pouri=1,2,...,n
S sit; <t <t
0 si tz‘+1 S t S 1

et leurs dérivées sont :

0 sit<ti_pout>t

Yﬂ;(t): hi siti <t<t pourt=1,2,... n

=
1

_h% sit; <t <Tiq1

e Systeme linéaire

Puisque les fonctions 1); et leurs dérivées 1, sont nulles partout sauf sur les intervalles

(ti—1,tiy1), le systéme linéaire se réduit a un systeme tridiagonal de la forme : AC' = b,
ou :

CT = [Cl Cy - Cn} y bT = [bl bg s bn} s A= (az’j)nxn-

Les éléments de la matrice A sont donnés par :

wi= [ {pOWHOP + pi(O)@0)} dtsi = 1,2, .0

Ou encore :

2
ti 1 ti 12
aj; = / po(t)dt +/ " ( ) pa(t)dt
ticn \ i1 ti hi

2
it —t;_ A R A
+ ( . 1) m@dt+ [ ( -1 )pl(t)dt,
1—1

ti—1 t; hZ
sur la diagonale supérieure pour : =1,2,...,n—1:
tir /1N /1 tier (b — 1\ [ty —t
= ) (=) po(t)at / ( )(* ) t)dt,
e /tZ < hz> (hz>p2( ) i t; hz hz pl( )
et sur la diagonale inférieure pour pour ¢t = 2,3,...,n:

— ti 1 1 ti tl - t t — ti*l
= (‘ h,-_l) (hH) pt)d s | < b ) ( e ) pilt)d:

On définit aussi le vecteur b tel que : chaque composante b est donnée par :

20
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ti ft — ti_ tit1 tl —t
bi:/ 1g(t)dt—|—/ ST dt,
ti—1 hz‘—l 13 hl

On a bien remarqué que cette méthode repose principalement sur la construction
d’une approximation t(¢) de la solution exacte y(t) du probleme (I) par la résolution
d’un systeme linéaire AC' =10 .

plus précisément le systeme obtenu est tridiagonal qui posséde une solution unique.

Pour une meilleure précision, on pourrait utiliser d’autres fonctions de base (par

exemple cubiques), mais le systeme AC' = b ne serait alors plus tridiagonal.

2.3 Méthode du tir

La méthode du tir est une approche numérique utilisée pour résoudre des problemes
aux limites pour les EDO. Elle consiste a transformer un probléeme aux limites en un ou

plusieurs problemes de Cauchy.

2.3.1 Equation linéaire

Considérons le probleme aux limites linéaire :

, {y"<t>=p2<t>y'<t>+pl<t>y<t>+po<t>, t€ [a,b)
y(a)=a, y(b)=5.

Le théoreme suivant, nous permet de donner une idée générale sur la solution cherchée.

Théoreme 2.4 : (Formule de la solution) Si yy(t) et y2(t) sont les solutions des deux
problemes de Cauchy :

y1(t) est la solution du probléme avec des conditions initiales : y(a) = a, 3/(a) = 0.
y'(t) = p2(t)y'(t) + pr(D)y(t) + po(t), t € [a,b]
(IT) ;
yla)=a, y'(a) =0,

et ya(t) est la solution du probleme avec des conditions initiales : y(a) =0, ¢/(a) =1

(1) y'(t) = pa(0)y'(8) + pr(D)y(8) +po(t), 1 € [a,b]
y(a) =0, 9'(a)=1.
Alors, la solution du probléme aux limites (I) est en fonction de y; () et y2(t) comme

I'indique la formule suivante :

B = (b)
y2(b)

y(t) = vi(t) + ( > ya(t). (2.13)
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En effet, on détermine c tel que y(b) = f :

y(b) = y1(b) + ¢ - y2(b) :B:>c:7(, (2.14)

finalement, la solution cherchée est :

B — yl(b)

0 =0+ (0

) Y2 ().

2.3.2 Equation non linéaire

Dans ce cas, on propose un probléeme aux limites du second ordre général ; ¢’est-a-dire

il n’est pas nécessairement linéaire :

"= f(tayv y/)a y(a) = Q, y(b) = B (215)
Ce type de probleme ne peut pas étre résolu directement comme un probleme de
Cauchy. Pour utiliser la méthode du tir, on peut procéder comme suit :

1. On transforme le probleme aux limites en un probleme de Cauchy en introduisant

un parametre inconnu z :

2. On résout ce probleme de Cauchy avec une valeur initiale supposée de z; notée z;

et on obtient une solution y(t).

3. On calcule () et on compare a 3. Si yo(b) = 3, alors z, est la bonne valeur. Sinon,

on ajuste z.

4. On répete le processus pour une autre valeur z;, ce qui donne une solution y; (t)

avec y1(b); (c’est-a-dire y;(t) pour t = b).

5. On utilise 'interpolation linéaire pour estimer une nouvelle valeur de z :

= Z —5_y0(b) 21 — 2
T AT <?Jl(b) —yo(b)>( ' 0)'

6. On répete jusqu’a ce que |y(b) — B| < e avec une précision fixée.

2.4 Comparaison entre les méthodes numériques

La méthode des différences finies adopte une approche discrete qui consiste a
approcher les dérivées par des différences sur un maillage régulier. Cette technique est
particulierement simple a mettre en ceuvre et génere un systeéme linéaire tridiagonal qui

se résout facilement. Toutefois, elle atteint ses limites dans les domaines irréguliers ou
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avec les équations non linéaires.

En revanche, la méthode de Rayleigh-Ritz utilise la minimisation d’une fonc-

tionnelle d’énergie associée au probleme pour offrir une grande souplesse et un meilleur

controle de l'erreur, particulierement dans le cadre de problemes physiques complexes.

Cependant, elle demande une sélection soigneuse des fonctions de base et une formulation

mathématique plus complexe.

La méthode du tir, pour sa part, convertit le probleme aux limites en un probleme de

Cauchy en ajustant la pente initiale afin de satisfaire la condition finale. Bien qu’intuitive

et appropriée pour les équations non linéaires, elle peut nécessiter plusieurs essais pour

atteindre la convergence et elle est sensible aux erreurs d’intégration numérique.

Méthode

Principe

Avantages

Inconvénients

Différences Finies

Discrétiser 1’équation
en approximant les
dérivées par des
différences sur un
maillage

- Facile a implémenter
- Systeme tridiagonal
simple a résoudre

- Excellente précision
avec un maillage fin

- Moins adapté aux
domaines irréguliers
- Dépendance directe
de la précision au pas

h

Rayleigh-Ritz

Minimiser une
fonctionnelle
d’énergie en utilisant
une combinaison de
fonctions de base

- Approche générale
et puissante

- Controle meilleur
sur l'erreur

- Adaptable aux cas
complexes

- Formulation plus
lourde

- Qualité dépend du
choix des fonctions de
base

Méthode du Tir

Transformer le
probleme aux limites
en un probleme de
Cauchy en ajustant la
pente initiale

- Intuitive et simple a
comprendre

- Convient bien aux
équations non
linéaires

- Peut nécessiter
plusieurs essais

- Sensible aux erreurs
numeériques

- Risque d’instabilité

TABLE 2.1 — Comparaison entre les méthodes numériques de résolution des probléemes

aux limites
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Chapitre

Applications

Dans ce chapitre, nous appliquons les méthodes numériques étudiées pour résoudre
deux phénomenes scientifiques : le déplacement d’une barre soumise a des forces axiales
et la distribution de température dans une tige chauffée. Ces exemples démontrent la
conversion d'un probléeme physique en une représentation mathématique et sa résolution

numeérique.

3.1 Distribution de température dans une tige chauf-
fée

Position du probleme

On cherche a déterminer la distribution de température le long d’une tige soumise a un
transfert de chaleur par conduction interne, ainsi qu’a une perte de chaleur par convection
avec le milieu ambiant. Ce phénomeéne est modélisé par une équation différentielle du
second ordre obtenue a partir d'un bilan d’énergie appliqué a un élément différentiel de

la tige.

Ty ¥
] Convection

Conduction —]—h
|

Ax

F1GURE 3.1 — Un bilan thermique pour un élément différentiel d’une tige chauffée soumise

a la conduction et a la convection.
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3.1.1 Modélisation mathématique du phénomene
Pour trouver le modele mathématique de notre probleme étudié comme un probleme
aux limites, il faut suivre les étapes :

1. Bilan d’énergie sur un élément de longueur Az :
— Flux de chaleur entrant : g(z)A.
— Flux de chaleur sortant : ¢(z + Az)A,
— Perte par convection : hA,(Ty, — T)

2. En appliquant le principe de conservation de I’énergie :
0=gq(z)A. — q(x + Ax)A. + hA(Too — T')

3. En divisant par le volume de 'élément mr2Ax :

q(z) —qlz + Ax)  2h
+ P
Az r

(T —T) =0

4. En passant a la limite quand At — 0 :

dg 2h
—— 4+ —Tsx—T)=0
dx + r ( )
T
5. En utilisant la loi de Fourier : ¢ = — ili
x
6. On dérive q :
dg __,&T
de dz?
7. Substitution dans I’équation du bilan :
d*T  2h
k—+—(Tw—T)=0
dz? + r ( )

8. Division finale par k£ pour obtenir I’équation normalisée :

On définit biensur chaque parametre dans cette formule
— T(t) : température a une position ¢ le long de la tige,
— T : température du milieu environnant,

— h : coefficient de convection (W/m? K),

— r : rayon de la tige,
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— k : conductivité thermique du matériau (W/mK),

h
— b= T coefficient global d’échange thermique (en m~2).
r

On obtient alors la forme finale de 1’équation différentielle :

42T 4 h,<Too o T) — 0

dxz?

TO)=T, et T(L)=T.

Ce probléme est complété par deux conditions aux limites (conditions de Dirichlet)

qui fixent la température aux extrémités de la tige :

TO)=T, et T(L)=T,

Ces conditions traduisent physiquement le fait que les températures aux extrémités de

la tige sont imposées par le contact avec des sources thermiques a température constante.

3.1.2 Etude analytique

En analyse numérique pour mesurer 'efficacité de notre méthode, il faut comparer
les résultats numériques ( approchés) obtenus avec les valeurs exactes; alors on essaye de
trouver tout d’abord la solution exacte.

Considérons une tige de longueur L = 10m, soumise a un échange thermique avec
un fluide ambiant de température constante T,, = 200 K. Le modele mathématique du
transfert thermique est donné par I’équation différentielle suivante :

Cj;]; +hW (T —T) =0,

ou le parametre A’ est défini par :

2 2x1

h=—=—"——+
rk 0.2 x 200

=0,05m™?,

avec :
— h=1J/(m?-K-s).
—r=02m
— k=200J/(m-.K-s).

Les conditions aux limites imposées sont :

T(0) = 300K, T(10) = 400K.
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e Méthode de résolution

Pour faire la résolution analytique par les étapes qu’on a vu au chapitre 1, on réécrit

I’équation sous forme équivalente :

2
T _ WT =—hT,.

dx?

Cette équation est linéaire a coefficients constants. La solution générale est la somme :

T(x) = Too + Ac™ + Be ™™, ou A = VI = /0,05.

A

Afin de trouver la solution homogene, on pose T'(z) = e**, ce qui donne apres la substi-

tution :

N2eM _plerd ) = N2 =] = A=V

La solution générale de 1’équation homogene est donc :
Ty(x) = AeVPE 4 Bem Ve

ou, la solution particuliere est constante : T}, = T.

Par une somme directe, on trouve que la solution compléte :

T(z) =Ty + AeVWT 4 BemVie
Maintenant il reste a déterminer les constantes par 1'utilisation des conditions aux
limites :
T(0) =Ty + A+ B =300.
T(L) = Ty + Ae* + Be™F = 400

On trouve alors deux équations a deux inconnues A et B :

(T, — Two)e ™ — (T, — Ti) B (Ty — To) — (T — Tio )M
e—AL _ oML ’ o e~ AL _ AL :

A:

Par la substitution numérique avec A’ = 0,05 = \ = /0,05 =~ 0,2236, T, = 200, T,, = 300,
T, = 400, L = 10, on obtient :

A~ 20,4671, B~ 79,5329.

Alors, notre solution finale est :

T(x) = 200 + 20,4671 e*2230% 1 79 5329 ¢~ 02236
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K

FIGURE 3.2 — Solution analytique pour la tige chauffée

Remarque : La courbe de température est symétrique et elle montre une dépression
thermique au centre de la tige, due aux pertes de chaleur par convection avec le milieu

environnant plus froid.

3.1.3 Etude numérique

Dans cette section, on veut résoudre le probleme numériquement ; C’est-a-dire qu’on
essaye de trouver des résultats approchés par I'utilisation des méthodes de tir et de diffé-

rences finies.

e Etude numérique par la méthode du tir
Considérons I’équation différentielle suivante, représentant un probléme aux limites :

CL 4 W (Too —T) =0

T(O0)=T, et T(L)=T,
ou: L =10m,h = 0.05m 2, Ty = 200K

d*T
—— = —0.05(200 = T
= (200~ 7),

avec les conditions aux limites :
T(0) =300 et T(10) = 400.

On introduit deux nouvelles variables pour transformer ’équation du second ordre en

un systeme de deux équations du premier ordre :

dr

=T = —.
n ($)7 Yo dr

Ainsi, le systeme devient :
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dy1 __
e Y2

B2 = —0.05(200 — y1),

avec les conditions :

y1(0) = 300, ;(10) = 400.

La valeur initiale de y2(0) est inconnue. On va la deviner, résoudre le systéme, puis

ajuster cette valeur pour satisfaire la condition y;(10) = 400.

Résolution numérique en code MATLARB :

Tir initiale :
On choisit une valeur initiale arbitraire pour y»(0), par exemple s = —5, et on intégre

le systéme avec un solveur numérique comme ode45 en MATLAB :

function dy = Ex2402(x,y)

dy = [y(2);0.05%(200 y(1))1;

Nous pouvons alors générer la solution comme suit
>> [t,y] = ode45(@ Ex2402,[0 10],[300, 51);

>> Tbl = y(length(y))

Tbl =

569.7539

On obtient une valeur approximative 7} = y;(10). On répete avec une autre valeur,
par exemple s = —10, pour obtenir Ty = y;(10).

Comme 'équation est linéaire, on peut interpoler linéairement les deux solutions pré-

cédentes pour trouver le tir exact :

S92 — 81
T, =T

stl—l— (Tb—Tl),

ou :
— $1, S sont les valeurs initiales de y2(0).

— T4, T, sont les températures obtenues a z = 10.

— Ty, est la température cible (ici 400),
avec :
—20 — (=5)
569.7539 — 259.5131

Tir final avec le bon s

§=—5+ (400 — 259.5131) = —13.2075.
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% Tir final
[tf, yf] = ode45(@Ex2402, [0 10], [300, -13.2075]);
Tf = yf(end,1); % Tf 400

600

400 ®

200

600

400 ®

200

600

400 /

200 | I | | J
0

FIGURE 3.3 — Température (K) en fonction de la distance (m) calculée avec la méthode

du tir : (a) le premier ’tir’; (b) le deuxiéme ’tir’ et (c¢) le ’coup’ final exact.

Remarque : Avec le tir ajusté, on obtient une solution qui respecte parfaitement
les deux conditions aux limites. Egalement, puisque cette méthode utilise une équation
linéaire, sa convergence est rapide. Presque toutes les solutions obtenues sont identiques a

celle donnée par la méthode analytique. On applique la valeur calculée de s pour une der-

niere intégration avec (ode45), ce qui donne une solution qui satisfait les deux conditions

aux limites.

Cette méthode du tir permet donc de transformer un probléme aux limites en un
probléme a valeur initiale, que I’on peut résoudre efficacement avec des outils numériques

comme ode4>5.
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o Etude numeérique par la méthode des différences finies

Nous reprenons ici le méme probleme traité précédemment par la méthode du tir :

o
dz?

et on veut le résoudre cette fois par la méthode des différences finies.

— —0,05(200—T), avec T(0) =300 et T(10) = 400,

Tout d’abord, on commence par la discrétisation; c’est a dire, On divise la tige en

n = 4 noeuds intérieurs avec un pas Ax = 2 m, ce qui donne :

o = O, Ty = 2, To = 4, T3 = 6, T4 = 8, Iy = 10.

To =300, T5 =400 (conditions aux limites)

Ensuite, on remplace la dérivée seconde par la dérivée approchée, on utilise alors

I’approximation par la différences finies centrées :

d*T T -2+ Ty
dz? (Ax)? ’

on obtient alors I’équation :

Tioy — 2T+ Tipa
4

On multiplie par 4 pour simplifier :

= —0.05(200 — T7).

Ty — 2T, + Tpy = —0.2(200 — T}) = —40 + 0.27;.

On transforme notre probleme en un probleme ponctuel, en regroupant les termes :

Tig+ (=22)T;+ Tjyy = —40 < T, 4+ 2.2T; — T;,, = 40.

Enfin, en appliquant la formule pour chaque nceud intérieur pour trouver le systeme

linéaire :

22 -1 0 0|7 340
~1 22 -1 0| |T% 40
0 -1 22 —1| |7} 40
0 0 -1 22||7y 440

ou les termes 340 et 440 sont dus aux conditions de bord Ty = 300 et 15 = 400.

31



CHAPITRE 3. APPLICATIONS

Résolution numérique avec MATLAB

Le code MATLAB correspondant est :

> A =[2.210 0;

12.210;
012.21;
001 2.2];
>> b

> T
T =
283.2660
283.1853
299.7416
336.2462

A\b

[340 40 40 440]';

Avec les conditions aux limites :

Ty = 300,

Il est clair que la méthode des différences finies permet de transformer un probleme

aux limites en un systéeme d’équations linéaires, résolu facilement a l’aide de solveurs

numériques. Cette approche est particulierement efficace pour les équations linéaires a

coefficients constants.

Pour résumer, nous regroupons les points afin de comparer les valeurs exactes (analy-

tiques) avec les valeurs expérimentales obtenues.

Position = (m)

Solution analytique

Méthode du tir

Méthode des différences finies

0

2
4
6
8

10

300.0000
282.8634
282.5775
299.0843
335.7404
400.0000

300.0000
282.8889
282.6158
299.1254
335.7718
400.0000

300.0000
283.2660
283.1853
299.7416
336.2462
400.0000

TABLE 3.1 — Comparaison entre la solution analytique exacte et la solution approchée

par la méthode du tir et la méthode des différences finies pour la température.

32




CHAPITRE 3. APPLICATIONS

3.2 Déplacement d’une barre soumise a des forces

axiales

Position du probleme

Dans cette partie, on va appliquer la méthode de Rayleigh-Ritz (utilisant des poly-
nomes de degrés différents) pour étudier le déplacement axial d’une barre élastique, avec

une extrémité fixée et sous l'effet d’une charge répartie p = C' X; et d’une charge ponctuelle
P.

J11 Xy doyy
«— o1 + aTd){l
1
*o

FIGURE 3.4 — Une barre sous forces axiales

Pour bien comprendre cette figure, on définit X; ,uq(X;),A,E,C,P,01; respectivement
par :
— X : position le long de la barre (en metres).
— uy(Xy) : déplacement axial de la barre.
A : aire de la section transversale.
E : module d’Young du matériau.
— (' : constante de charge répartie (force par unité de longueur).

P : force appliquée a 'extrémité libre de la barre.

011 : contrainte normale dans la barre.

3.2.1 Etude analytique

Pour mesurer 'efficacité (précision) de 1’étude numérique, on va calculer tout d’abord,
la solution exacte qui satisfait les équations d’équilibre. Ces équations sont obtenues, sous

charge axiale, lorsque F et A sont constants :
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d2U1 CXl

dX? EA’

faisant quelques calculs mathématiques pour trouver la solution exacte sous la forme :

oxg
6EA

ou C et Cy sont déterminés a 'aide des conditions aux limites :

Uy = + C1 X5 + Oy,

Xi=0:u;=0=Cy=0.

du; P P CL?
Xi=L:opn=E—F=—=0C=—— .
! RO, T AT T AE T 2EA
On trouve alors, la solution exacte pour le déplacement u; et la contrainte oy :
cxX3 P CL?
=— X;. 1
) (AE ToEa) ™M (8.1)

3.2.2 Etude numérique

On va faire I’étude numérique par 'utilisation de la méthode de Rayleigh-Ritz.
La premiere étape de cette méthode consiste a minimiser I’énergie potentielle du sys-

teme, qu’on I’écrire comme suit :

011€11
2

On remarque que ’énergie potentielle perdue par 1'action de la force appliquée P est

_ L L
PE = /UdX1 W= / AdX, — Puy|y_, — / purdX.
0 0

un produit de P et du déplacement u; évalué en X; = L, tandis que 1’énergie potentielle
perdue par 'action des forces corporelles distribuées est une intégrale, car elle agit sur
chaque point le long de la longueur de la barre. De plus, on utilise ’équation obtenue

pour réécrire la fonction d’énergie potentielle en fonction de u; :

LEA (duy \’ L

Pour compléter cette étude afin de trouver une solution approchée, il faut introduire

une hypothese sur la fonction u;.

Pour répondre a notres besoins d’intégrabilité et dérivabilité, on peut prendre u,

comme un polynome.

Les études faites dans|[10] montrent la non-efficacité d’un polynoéme de degré zéro; on

trouve apres quelques calculs que u; = 0 ce qui sera automatiquement rejeté.
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C’est la méme chose si on suppose que u; est un polynéme de degré un, on trouve un

résultat qui n’est pas tres précis, car elle ne satisfait pas I’équation différentielle d’équilibre.
Dans la suite, il nous reste a supposer que u; est un polyndéme de degré deux ou trois.
On commence tout d’abord par le cas ou u; est un polynéome de degré deux.

Si on écrit u; sous la forme générale d'un polynoéme de degré deux et on utilise les

conditions aux limites X; = 0, u; = 0, on trouve facilement :
2
Uy = CL1X1 + agXl.

Le composant de la déformation 17 peut étre calculé comme suit :

du1
€11 X, a1 + 2a9.X1,

ou £1; : allongement relatif le long de I'axe Xj.

En substituant dans I’équation de I’énergie potentielle du systeme :

PE = /0 ’ EQA (a1 +2a:X)) dXy — P(aL +asl?) — /0 ‘o (X} +apX?) dX,

2EAL? EAL CL* CL?
:Tag + FEAL?aya, + Ta% — PL?ay — PLay — 1 as — 3

ai.

Pour minimiser I’énergie potentielle du systeme, en effet :

OPE crL?
=0= FAL?ay + EALa; — PL — =0,
8@1 3
et
OPE AEAL? CL*
=0= az + EAL*ay — PL? — = 0.
8@2 3 4
En résolvant les deux équations ci-dessus, on obtient :
B 7CL* + 12P (L
T Tpa 0 T TuEA

Alors, le meilleur polynome de degré deux selon la méthode de Rayleigh-Ritz est :

CL 7TCL? 4+ 12P
w = CL xp O +12P

4FA 12FEA

Un déplacement parabolique produirait une contrainte linéaire :

1-

CL 7CL*+12P
011 = —7X1 —_— .

2A 12A
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C’est exactement la méme chose lorsqu’on choisit un polynoéme de degré trois comme une
fonction approximative de déplacement c’est-a-dire : elle est de la forme canonique d’un
polynome :

uy = agp + a1 X1 + ax X7 + a3 X3,

on dérive pour obtenir une approximation de la déformation axiale :

11 = a1 + 2(12X1 + 3(13X12.

En tenant compte les conditions aux limites pour trouver ag = 0. Ce qui nous permet

de déduire que ’énergie potentielle du systeme est de la forme :

LEA
PE = / == (a1 + 20X, + 305X7)" dX, — P(aiL + axL? + asL?)
0
L
- / C (X7 + X} + s X1) dX. (3.2)
0

Elle est clair que la méthode donne un grand ensemble d’équations, ce qui est difficile
a résoudre manuellement ; en faisant appel au Mathematica pour trouver les valeurs des

constantes ap, as, et ag qui minimisent ’énergie potentielle du systeme.

Enfin, on peut dire que la méthode de Rayleigh-Ritz géneére une solution exacte
( pour le déplacement et les contraintes) parce qu’elle est tres similaire a la fonction d’essai

choisie comme un polynéme de degré trois au début.

_ COX{ (P O\,
W= TsEA T\AE Topa ) T

0'11:E =

dX, 2A

Y

du;  CX? (P (JL2>
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Résumé

Ce mémoire porte sur I’étude des problemes aux limites associés aux équations différen-
tielles ordinaires du second ordre a travers l’application de trois méthodes numériques
différentes : la méthode des différences finies, la méthode de Rayleigh-Ritz et la méthode
du tir. Apres avoir présenté un cadre théorique pour chacune de ces méthodes, nous éva-
luons leur précision et efficacité sur des applications physiques pratiques; telles que la
conduction thermique et la déformation d’une barre soumise a une force axiale. Enfin
de compte, les comparaisons mettent en évidence les avantages et les inconvénients de
chaque méthode, démontrant que ’analyse numérique est un outil utile pour résoudre des
problémes qu’on ne peut pas trouver leurs solutions analytiques.

Mots-clés : équations différentielles ordinaires, problemes aux limites, méthodes numé-
riques, différences finies, Rayleigh-Ritz, méthode du tir, applications physiques.

Abstract

This memory will address the study of boundary value problems associated with second-
order ordinary differential equations through the application of three different numerical
methods, such as the finite difference method, the Rayleigh-Ritz method, and the shooting
method. After providing a theoretical background of the different methods, I will evaluate
the accuracy and efficiency of the methods applied to a practical physical application
such as heat conduction and the deformation of a bar under axial force. Ultimately, the
comparisons illustrate the strengths and weaknesses of each method, demonstrating that
numerical analysis can be a helpful tool when attempting to solve problems that do not
have feasible analytical solutions.

Keywords: ordinary differential equations, boundary value problems, numerical meth-
ods, finite difference method, Rayleigh-Ritz, shooting method, physical applications.
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