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Introduction

Dans ce mémoire de master, on s’intéresse a étudier un probléme de controle optimal

partiellement observé pour les EDSs avec saut ot le systéme est de la forme suivante :

.

dz®(t) = f(t,2"(t),v(t))dt + o(t,z"(t),v(t))dW (t)
+alt, 20 (t), v(t))dW (t)
+ [y g(t,x" (t2),v(t),0) N (db,dt), telo,T),

\ z¥(0) = xo,

ou f,o et a sont des fonctions déterministes telles que :

f:00,T| xR"x U — R",
0:[0,T] x R* x U — R™ 4

a:[0,T] x R" x U — R™ <.

Nous supposons que le processus d’état xV(.) n’est pas complétement observable,
mais qu’il est partiellement observé a travers le processus associé Y(.), qui est décrit

par ’équation suivante :

dY () = h(t,z°(t), v(t))dt + dW (t)

ouh:[0,T]xR*"xU — R", et W(t) est un processus stochastique dépendant du
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Introduction

controle v(.). Notre fonction de cotit est donnée par :

() = B° [ [ttt o0y + o0 ()

oul:[0,T] xR*x U — R,1 : R" — R sont des fonctions déterministes, E¥ désigne
lespérance par rapport a l'espace de probabilités (2, F,F, PY).

En pratique, les controleurs ne peuvent généralement pas observer I'information com-
pléte, mais seulement une information partielle avec du bruit. Cela justifie 'attention
accrue portée aux problémes de controle optimal partiellement observé. Le controle
optimal stochastique des diffusions partiellement observées a été étudié par de nom-
breux auteurs ; voir par exemple [I] 0], 25]. Pour les diffusions de type champ moyen,
le probléme de controle optimal partiellement observée a été donné par [5, 17, [I]. Le
controle optimal stochastique pour les équations différentielles stochastiques avant-
arriére partiellement observées a été discuté par [16] I8, 21]. Wang et al. Le prin-
cipe du maximum stochastique pour les problémes de controle optimal partiellement
observés de type Mckean-Vlasov a été prouvé par Lakhdari, Miloudi et Hafayed,
2020 [10]. Les conditions nécessaires au controle optimal partiellement observé des
équations différentielles stochastiques générales de McKean—Vlasov avec sauts a été
prouvé par Miloudi, Lakhdari et Hafayed, 2021[12]. Récemment, le probléeme de
controle linéaire-quadratique stochastique partiellement observé temps-incompatible

avec saut aléatoire a été étudié par Wu et Zhuang [22].

Notre présentons notre mémoire de la maniére suivante :

Chapitre 1 : nous avons donné un rappel sur le calcul stochastique (le mouvement
brownien, les martingales, et la formule d’It6...etc.) et on definissons certaines classes

de controdles stochastiques.

Chapitre 2 : Nous prouvons le principe du maximum stochastique pour le probléme

de controéle optimal partiellement observés pour EDSs avec saut.
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Chapitre 3 : Nous appliquons les résultats théoriques obtenie dans le chapitre 2 a

le probleme de controle linéaire quadratique partiellement observé.



Chapitre 1

Rappel sur le calcul stochastique

1.1 Processus stochastiques

Définition 1.1.1 Un processus stochastique X = (Xy),.; est une famille de va-

riables aléatoires X; (w) : (2, F) — (R, B(R?)) indexée par un tempst € T.
Remarque 1.1.1 Pour un processus stochastique X = (X¢),cp ,On a

1. Pour t fixé , w € 2 — X; (w) est une variable aléatoire.
2. Pour w fixé, t € T'— X, (w) est une fonction réelles, appelée trajectoire du
processus.
- T'C N le processus est a temps discret,

- T =10, a] tel que a > 0 le processus est a temps continu.

Soit (Q, F, F= (Fi)er, P) est un espace de probabilité filtré.

Définition 1.1.2 (Filtration) Une famille croissante de sous-tribus de F pour s <

t, Fs C Fr C F, elle définit une filtration (F;)i<r de (2, F).

- la filtration naturelle (ou canonique ) de processus X; est donner par F;¥ =

0(X,,0<s<t), tefT,
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c’est la plus petite o-algebre par rapport a laquelle X, est mesurable pour tous

0<s<t.

Remarque 1.1.2 On dit que la filtration est :

1. Continue a droite si Fy+ := Ny Fs = Fy.
2. Satisfait les conditions habituelles si elle est continue & droite et si Fy contient

tous les ensembles P—négligeables de F.

Définition 1.1.3 On dit que un processus (Xt)tzo est mesurable si l’application dé-

finie sur (Ry x Q,B(Ry) ® F) par (t,w) — X (w) est mesurable.

Définition 1.1.4 Un processus (Xt)tzo est dit adapté par rapport a F st pour tout

teT, X; est Fi-mesurable.

Définition 1.1.5 Un processus est a trajectoire continue si

P{w € Ot — X;(w) est continue}) = 1.

Définition 1.1.6 Soit (X;),5, un processus, On dit que (X;),5, est progressivement
mesurable par rapport a F si ¥V t € T' Uapplication (s, w) — X,(w) est mesurable

sur ([0,t] x Q,B([0,t]) @ F).

Définition 1.1.7 Un processus (X;),, est dit cadlag (continue a droite et pourvu
de limite & gauche ) si ses trajectoires sont continues & droite et pourvues de limite

a gauche pour presque tout w.

Remarque 1.1.3 Un processus (X;),s, progressivement mesurable est un processus

mesurable et adapté.

Proposition 1.1.1 Soit (X,g)t20 un processus stochastique dont les trajectoires sont
continués a droite (ou a gauche), alors X; est mesurable et progressivement mesu-

rables s’il est de plus adapté.



Chapitre 1. Problémes de contréle optimal stochastique

1.2 Mouvement brownien

Un processus stochastique (W (t),t > 0) est appelé un mouvement brownien standard
sl :

- P[W(0) =0] =1.

— t — W(t,w) est continu P — p.s.

- Vs < t,W(t) — W(s) est distribué normale centré avec une variance (t — s) i.e
N(

W(t) — W(s) ~ N(0,t — s).

~Vn,v0 <ty < t; < ... < ty,, les variables (W, — Wy, |, ..., Wy, — Wy, Wy,) est

indépendents.

1.3 Martingale

Définition 1.3.1 (Temps d’arrét) Une variable aléatoire T valeurs dans [0, +0o0]

est un temps d’arrét si pour toutt >0 on a {T <t} € F.

Définition 1.3.2 Soit (X;);>0 un processus adapté par rapport une filtration (F)i>o

et tel que pour tout t > 0, X, € L' est appelé :

— Une sous-martingale si pour s < ¢ :

E[X/F] > Xs.
— Une martingale si pour s <t :

E[Xt/j:s] = X.
— Une sur-martingale si pour s <1t :

E[Xt/fs] S Xs‘
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Proposition 1.3.1 Soit (B;,t > 0) un mouvement brownien standard, alors B, est

une martingale par rapport & sa filtration naturelle

FP =0(B,, s <t).

1.4 Intégrale stochastique

Proposition 1.4.1 (Propriétés d’intégrale stochastique) Soit (X;)i>0 un pro-
cessus adapté (par rapport & la filtration FP et soit (B, t > 0) un mouvement brow-

nien standard. Les propriétés suivantes sont parmi les plus importantes de ['intégrale

stochastique [ X;dB;.

1. Additivité : pour 0 < s <u <t <T

t u t
/deBv:/ deBv+/ X,dB,

2. Linéarité : si X! et X? sont deux processus adaptés, et a,b € R, alors
t t t
/(axg +bX?2)dB, = a/ Xslster/ X2dB,
0 0 0
3. Propriétés de martingale : Pour tout processus X; les processus :
t
t— L(X)ett— L(X) - / X,dB;
0
sont des (F7)-martingale continues.

B(L(X) - 100/ 72) - B( ' X.dBJFP).
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4. Soit (x1)o<t<r un processus Fi-adapté et E(fOT |z,]> ds) < +00, on a l'inégaliteé :

t 2 T
E | sup / |z,|? d B, §4/ |24|? ds.
0<t<T |Jo 0
5. Isométrie :
t 2 t
E (/ XSdBS) :E[/ des]
0 0

1.5 Processus d’Ito
Soit (2, F, (F:)i>0, P) un espace probabilisé filtré.

Définition 1.5.1 On dit que un processus stochastique défini sur (2, F, (F;)>0, P)

est un processus d’Ito, qui peut étre représenté sous la forme :
t t
Vi e [0,T], X,= Xo —|—/ @Sds+/ 0.dB,
0 0

Le coefficient ¢ s’appelle drift (ou dérive) du processus et  son coefficient de diffu-

sion, telle que :

t t
/ psds < 400, et / 10,]1* ds < +o0.
0 0

La formule d’It6 est un outil de base du calcul stochastique, qui est trés utile pour

I’analyse des intégrales stochastiques.

1.6 Formule d’It6

Définition 1.6.1 Soit X un processus d’Ité et f : [0, +oo[xR — R une fonction de

classe CY2 ¢ dérivées bornée, alors :

ft, X)) = f(O,X0)+/O 1 (S,Xs)ds~|—/0 fi (S,Xs)dXsﬂL%/o fo (s, X5)d (X, X),.
8
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Proposition 1.6.1 (Formule d’intégration par parties) SoitY; et X; deux pro-

cessus d’Ito alors, la formule d’intégration par parties est donnée par :

t t
Vo= VaXo+ [ VidXo+ [ XYoo+ (70,
0 0

1.7 Formule d’intégration par parties
Supposons que les processus z;(t) soient donnés par : pour i = 1,2,¢ € [0,77] :

dz;(t) = f(t,2;(t),v(t))dt + o(t, x;(t), v(t))dW (t)

Et on trouve

E(ay(T)aa(T)) = E [ /0 (O (t) + /0 ' xQ(t)dxl(t)}

+E/0 o' (t,z1(t),v(t))o(t, zo(t), v(t))dt.

1.8 Certaines classes de controles stochastiques

Soit (2, F,{Fi}+>0, P) un espace de probabilité filtré complet.

1.8.1 Controle optimal

L’objectif du probléeme de controle optimal est de minimiser une fonction de cotit
J(v) sur 'ensemble des controles admissibles ¢. On dit que le controle u(.) est un

controle optimal si

J(u(t)) < J(v(t)), pour tout v(.) € U.
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1.8.2 Controle admissible

Un processus v(t) Fi-adapté a valeurs dans un borélien A C R"™ est un controle
admissible

U:={v(.):[0,T] x Q — A:o(t) est F; — adapté}.

1.8.3 Controle par retour d’état (Feedback control)

On dit que v(.) est un contrdle par retour d’état si le controle v(.) dépend de la
variable d’é¢tat X (.). Si F;X est la filtration naturelle générée par le processus X,

alors v(.) est un controle par retour d’état s’il est F/*-adapté.

1.9 Théoréme de Girsanov

Soit (B;,t > 0) un mouvement brownien standard sous la probabilité P, et soit

(F) > une filtration naturelle (satisfaisant les conditions usuelles).

Soit un processus (), adapté tel que :

P L[
E" |exp 5 0ids )| < oo.
0

On définit un nouveau processus :

t 1 t
L, =exp (—/ 0,dB; — 5/ 9§ds) , te|0,T7].
0 0

Si L; est une martingale, on peut définir une nouvelle probabilité Q sur (€2, Fr) par :

aQ _

= L.
dP r

10
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Alors, sous @, le processus suivant :
- t
B, := B, +/ O.ds
0

est un mouvement brownien.

1.10 Inégalité de Gronwall

Soit u : [0.7] — R une fonction réelle continue vérifiant :
¢
u(t) <a +/ b(s)u(s)ds  pour tout t € [0.T],
0

ou:a>0,b:[07] — Ry est une fonction continue (ou localement intégrable).

Alors, on a :

u(t) < axexp (/Otb(s)ds),we 0.7].

11



Chapitre 2

Problémes de contrdle optimal

partiellement observé pour les

EDSs

2.1 Formulation du probléme

Nous notons R" I’espace euclidien de dimension n, R"*? I’ensemble des matrices n xd.
Pour un espace euclidien donné, nous notons |.| la norme et < .,. > le produit scalaire.
Et nous notons par T exposant la transposée de matrices ou de vecteurs. W (.),Y(.)
sont deux mouvements browniens standards indépendants, évalués respectivement
dans R? et R". Soit (2, F, {F; }+>0, P) un espace de probabilités filtré complet. Soit
k(-) un processus ponctuel F;-Poisson stationnaire de mesure caractéristique m (df) .
Nous désignons par N (df, dt) la mesure de comptage ou mesure de Poisson induite
par k(-), Définie sur © x R, ou O est un sous-ensemble fixe non vide de R muni

de sa tribu borélienne B (0) et soit N (df, dt) = N (df,dt) — m (df) dt un bruit de

12
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Poisson compensé, satisfaisant :
/(1 A J0)m (d8) < 00 and m (©) < +oo.
e

Soient £}V, F) et F les filtrations naturelles engendrées respectivement par W (-), Y(+)

et N(-), respectively. On suppose que
Fo=FVVF VFNVN,

ou N désigne ’ensemble de toutes les parties nulles pour P.
Soit F := F;, et soit T" > 0 une durée finie. F désigne 'espérance sur l'espace de
probabilité (2, F, {F:}i>0, P). Soient

— L?(r,s;R") désigne 'espace des fonctions déterministes 7(t) a valeurs dans R”,

telles que :

/ In(t)|2dt < +o0.

— L*(F;; R™) désigne I'espace des variables aléatoires a valeurs dans R", F;-mesurables
, tel que

E|<,0|2 < 400,

— L?(r, s;R") désigne également ’espace des processus Fi-adaptés 1(.) & valeurs R”,
tels que

E/ () [2dt < +o0.

— M2 ([0,T];R) désigne I'espace des processus g(t,0), a valeurs réelles, mesurables

et adaptés a la filtration {F;}, tels que :

E/OT/eyg(t,e)|2m(d9)dt< o0,

13
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On définit
FY =a{Y(s);0<s <t}

Soit U un sous-ensemble convexe non vide de R,

Définition 2.1.1 Une variable de controle admissible v : [0,T] x Q — U est une

variable de controle F} adaptée et satisfait

sup Elv|™ < oco,m = 2,3, ...
t€[0,T]

On note U,, I’ensemble des variables de controle admissibles.

Pour v(.) € U,q donné, nous étudions une classe de problémes de controle stochas-

tique du type

( dz(t) = f(t,z"(t),v(t))dt + o(t,x"(t),v(t))dW (t)

+alt,a (t), o(t))dW (1) (2.1)

+ Jo gtz (t=), v (t),0) N (d,dt), t €[0,T],

z%(0) = xo,

\

ou f,o et a sont des fonctions déterministes telles que

f:00,T| xR"x U — R",
0:[0,T] x R* x U — R"™ 4

a:[0,T] x R" x U — R™ <.

Nous supposons que le processus d’état xV(.) n’est pas complétement observable,

mais qu'il est partiellement observé a travers le processus associé Y'(.), décrit par

14
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I’équation suivante :

dY (t) = h(t,z*(t), v(t))dt + dW (£) (2.2)

ouh:[0,T]xR"x U — R", et W(t) est un processus stochastique dépendant du

controle v(.). La fonction de cott est difinie comme suivant :
T
J(v(.)) = E" {/ U(t, 2" (t),v(t))dt + (2 (T))] . (2.3)
0

EV désigne l'espérance par rapport a l'espace de probabilités (2, F,F, PY) et [ :
0,T] x R*x U — R,¢ : R" — R.

Tout au long de ce chapitre, nous devons formuler I’hypothése suivante.

Hypothése (A1) Nous supposons que les coefficients f,o,a,0 : [0,T] x R™ X
U — R et la fonction ¢ : R® — R sont mesurables dans toutes les variables. De
plus, f(.,.,v), (., ., v), (., ,0), I(,,v) € Cp (RLR), g(+,-,v,0) € Cpt (RER) et
Y(.,.) € Cp' (R4 R) pour tout v € U.

Hypothése (A2) En notant

Qb(‘r) = f(fL‘,’U),O‘(:E,U), a(x,v), l(x,v),g(x,v,@),¢(x),

la fonction ¢ (-) satisfait les propriétés suivantes :

(i) Pour tout € R ,la fonction ¢ (-) € C} (R).

(ii) Toutes les dérivées 0,¢ pour ¢ = f, 0, a, [, 1 sont bornées et Lipschitz continues,

avec des constantes de Lipschitz indépendantes de v € U. De plus, il existe une

15
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constante C' (T, m(0©)) > 0 indépendante de v et de O telle que :

sup |09 (¢, z,u,0)| < C.
6cO

sup 0.9 (t, z,u,0) — 0pg (t, 2’ u,0)| < C'[lx — 2'|]
PO

Les fonctions f, o, a, g et [ sont continiment différentiables par rapport a la variable

de controle v, et toutes leurs dérivées sont continues et bornées.

(iii) h est une fonction uniformément bornée, continue différentiable en x et continue

en v, et ses dérivées sont également uniformément bornées.

Pour tout v(.) € U,q, 'hypotheése(A1) implique que 2.1 admet une unique solution
adaptée a F;.

Définir dP” = p¥(t)dP avec

(0= o { [ ho.a" (0106 (5) =5 [ hts. () o) s .

et p(.) est la solution unique FY —adaptée de I'équation différentialle stochastique

linéaire (EDS) suivant :
(2.4)

Par la formule d’It6, on peut prouver que sup,cjo 7 E|pj|™ < 0o, m = 2,3,...D’aprés
la théoréme de Girsanov et ’hypothése (A1), PY est une nouvelle mesure de pro-
babilité et (W (.), W()) est un mouvement brownien standard bidimensionnel défini

dans le nouvel espace de probabilités (2, F,F, P?).

Notre probléme de controle optimal partiellement observé consiste & minimiser la

16
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fonction de cott pour v(.) € U,q sous réserve de et 2.2 c’est-a-dire a trouver
u(.) € U,q satisfaisant

Jw()) = inf Jw()). (2.5)

la fonction de cotit peut étre réécrite comme suit :
T
J(v(.) =E U p! (U, " (t), v(t))dt + p*(T)p(x"(T)) | - (2.6)
0

Le probléme initial [2.5est alors équivalent & minimiser 2.6]sur v(.) € Uyq sous réserve
de2dlet 24

Notre objectif est de rechercher la condition nécessaire du controle optimal wu(.)

partiellement observé sous la forme du principe du maximum stochastique.

2.2 Principe du maximum stochastique pour les
problémes de contrdle optimal partiellement

observés

Dans cette section, nous développons le principe du maximum stochastique pour
notre probléme de controle optimal partiellement observé. Nous avons basée sur
la théoréeme de Girsanov et sur l'introduction des équations variationnelles avec

quelques estimations de leurs solutions.

Soit x la trajectoire optimale correspondant au controle optimal u(.). Pour v(.) € U,g

donné et pour tout ¢ € (0, 1), nous définissons le controle variationnel comme suit :
v°(.) = u(.) +ev(.), onv(.) € Usa.

Avec des notations évidentes, nous désignons par z°(.), z(.), p°(.), p(.) les trajectoires

17
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d’état de [2.1] et correspondant & v°(.) et u(.). Nous introduisons maintenant les

EDS suivantes :

(

dp(t) = {fo(t, (1), u(t))o(t) + fult, 2(t), u(t))v(t) }dt
+ {ou(t, (1), u(t))p(t) + ou(t, 2(t), u(t))o(t) }dW (1)
+ {8, 2(t), u(t))p(t) + cu(t, 2(8), u(t) o) W (1) (2.7)
+ Jo lga(t,@(t-),u(t), 0)6(t) + gu(t, x(t-), ult), 0)o(H)] N (d0, dt)

et
dp1(t) = {p1(O)(t, x(t),u(t)) + p(t)ha (T, (L), u(t))p(t)
+ p(6)ho(t, 2 (), u(t))v(t) }dY (D), (2.8)
p1(0) = 0.
Par I’hypothése (A1), il est clair que les équations différentielles stochastiques (EDS)

et admettent des solutions adaptées uniques ¢(.) et p;(.), respectivement.

Lemme 2.2.1 Soit ’hypothése (A1). Alors, nous avons

lim £ sup |2°(¢) — z(t)]* = 0.

e=0  o<i<T

Preuve. A partir d’estimations standard, nous obtenons en utilisant I'inégalité de

Burkholder-Davis-Gundy m

18
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E sup |2%(s) = z(s)|” < E/O |f(s,2%(s),v°(s)) — f(s,2(s), u(s))[*ds
+ E/o lo(s,2°(5),v°(5)) — o (s, x(s), u(s))[*ds
+ E/o la(s, 2°(s),v°(s)) — a(s, x(s),u(s))|*ds

+]E/O /@ 197 (5,25 (5_),0°(5),0) — g (s, 2(s_),u(s),0)|* m (df) ds.

En utilisant des conditions de Lipschitz sur les fonctions f, ¢ ,a et g par rapport a

z et v, nous trouvons

E sup |2°(s) — x(s)]* < C’TE/O |2 (s) — x(s)[*ds (2.9)

0<t<T

t
+CTE2E/ lv(s)|?ds.
0
D’aprés [2.9 on obtient

t
E sup |2°(s) — x(s)]* < C’TE/ sup |2°(r) — x(r)|?ds + Mpe2.
0

0<t<T 0<r<s

En appliquant le lemme de Gronwall, le résultat suit immédiatement en laissant &

aller & zéro.
Lemme 2.2.2 Soit I’hypothése (A1).On a alors

lim sup £ | S =) o (2.10)

e—0 0<t<T g

Preuve. Soit 7°(t) = w —o(t),t€ [0, T]. m

Pour plus de simplicité, On prendre les notations suivantes
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Donc,
(0 = 2 [ 600,076 = 75,069,
# 2 [ lolo,(5,07(6) = oo, u() IV )
+ 2 [ lats.2(9,7(5)) — s (o), uls) T ()
/ / 51" = g(s,a(s),u(s), 0)] N (d6, ds)
/ [l 2(5), u(s) () + fuls,a(s), u(s)o(s)}ds

/{%(8 w(s),u(s))p(s) + au(s, x(s), u(s))v(s) ydW (s)

0

/ (5, 2(3), u(3))(s) + (s, 2(s), u(s))v(s) }dIW (s)
/ / g.(s,2(s 9)¢(s )+gv(3,x(s,),u(s),9)v(s)]N(d@,ds).

Décomposons maintenant %fg[f(s,xg(s),vs(s)) — f(s,2(s),u(s))]ds en les parties

suivantes :

5
= é/o [f(s,2°(s),v°(s)) — f(s,2(s),v°(s))]ds
2 [ sia(s).07(6) = st u(s)lds
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Chapitre 1. Problémes de contréle optimal stochastique

Notant que

1/0 [F(s,0%(5),0%(5)) — (s, 2(s),0%(s))]ds

3

_ / / [, 54(5), 05 (5) (1 (5) + o(s))]dAds,

et

1/ (f(sax<s)7vg(8)) - f(S,:L‘(S),U(S)))dS

3

-/ /O (£ (s, 2(5), v ()0(s))]dAds.

Avec le méme travail, nous pouvons obtenir une décomposition similaire pour o, a

et g. Par conséquent, nous obtenons

B ) = o[£ [ [ 1o Faas
8 [ [ ot )0 Pards
w8 [ [ et 6o s
+/Ot/@/01 |9 (5,2 (s_),v°(5), 0) 1 (5)|* dAm (dB) ds

+C (1) E sup W(S)IZI :

s€[0,¢]
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Chapitre 1. Problémes de contréle optimal stochastique

telle que
0= [ 10076 = ol () ards
—l—/o /0 [fo(s,2(5), v (5)) — fo(s, 2(s),u(s))|v(s)d\ds
+/0 /0 [02(s,27°(8),v°(8)) — 0u(s, 2(s),u(s))]p(s)dNdW (s)
+/0 /0 {ou(s, 2(s),v7(s)) = ou(s, 2(5), u(s)) }o(s)dAdIW (s)
+/0 /0 [z (s, 27°(5),v°(8)) — (s, z(s), u(s))]p(s)dNdW (s)
+/0 / {ou(s,2(s), v7(s)) — (s, 2(s), uls)) Ju(s)dAdW (s)

—i—/o /@/0 (92 (5,2™°(s2),0%(5),0) — ga (s, 2(s2), u(s),0)] ¢(s_)dAN (d6, ds)
+/0 /@/O (90 (s, 2(s2), 0™ (5),0) — go (5,2(s2),u(s),0)] v(s)dAN (db, ds) .

Maintenant, nous avons la propriété de Lipschitz continue en (z,v) pour les dérivées

des fonctions f, o, « et g par rapport a (z,v). Par conséquent, nous obtenons

lim E[ sup |*(s)|*] = 0.

=0 “sefoy

On a les dérivées de f, o, « et g par rapport a (z,v) sont bornées, Allors V¢ € [0, 7] :

Elsup | (s / 7 (s)[2ds + Bl sup |*(s)|))

s€[0,t] s€0,t]

En appliquant le lemme de Gronwall, nous trouvons V¢ € [0, T]]

s 77 (s)] ] < c(t) (E[Eﬁ] 7 (s)] ]ewp{/o 0(8)d8}> :

E
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Enfin, en posant t = T et en laissant ¢ atteindre zéro, la preuve est terminée.

Nous obtenons également des estimations d’ordre ¢ de la différence entre le processus
observé perturbé p°(.) et la somme du processus observé optimal p(.) et du processus
variationnel observé p;(.). Le lemme suivant joue un role important dans le calcul

du processus variationnel. Inégalité pour la fonction de cott [2.6 soumise a[2.T] et [2.4]

Lemme 2.2.3 Soit I’hypothése (A1). Alors, on a

lim sup F
e=00<¢<T

P~ (1) 5_ p(t) — oi(t) ’ —0. (2.11)

Preuve. D’apres la définition de p(.) et pi(.),on a =

p(t) +epi(t) = 1+/0 p(s)h(s, x(s), u(s))dY (s)
+€/0 [1(s)h(s, 2(s), u(s)) + p(s)ha(s, x(s), u(s))e(s)
+ p(8)ho(s,2(s), u(s))v(s)]dY (s)

—1+e [ phlsal). )Y ()
+/O p(s)h(s, x(s) +ep(s),u(s) +ev(s)dY (s) — 8/0 p(s)[Ae(s)]dY (s),

ou

5) + Aep(s), u(s) + Aev(s)) — ha(s, 2(s), u(s))]drp(s)

+

NN

)+ Aep(s), u(s) + Aev(s)) — hy(s, z(s), u(s))]dAv(s).
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Alors, on a

(p(s) +epi(s))[h(s, 2°(s), v"(s)) — h(s, 2(s) + ep(s), u(s) + ev(s))]dY (s)
p(s ) +ep(s), u(s) +ev(s))dY (s)

pr(s 9)dY (s) + / p(5)(A%(3)]dY (s)

ou

Ai(s) = h(s, 2°(s),v°(5)) = h(s, x(s) + ep(s), u(s) + ev(s)),

A5(s) = h(s,z(s) + ep(s), u(s) + cv(s)) — h(s, z(s), u(s)).
Noter que

Ai(s):/o [ha (s, 2(s)+ep(s)+ A (27 (s) —x(s) —ep(s)), v°(s))|dA(2" (s) —x(s) —ep(s)).
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Par le lemme [2.2.2] nous savons que
/ [(p(s) + ep1(8))A5(s)]?ds < C.e?, (2.12)

ou C. désigne une constante positive telle que C. — 0 lorsque € — 0. De plus, il est

facile de voir que

1 2
sup F (5/ p(s)A%s)dY(s)) < C.e?, (2.13)
0<t<T 0
et
1 2
sup F (5/ pﬂs)AZ(s)dY(s)) < O (2.14)
0<t<T 0
D’apreés [2.12], .13 et 2.14] on a

E|(p*(t) — p(t)) — epa (1)

O [ B 6~ an 6+ B [ 1006) + epus i)
+ s B (= / (5 A% ()Y (s >) +sup B (= / <s>A;<s>dY<s>)2

0<s<t 0<s<t

< C/ E|p°(s) — p(s) — ep1(s)[’ds + C.e®.

Finalement, en utilisant 1'inégalité de Gronwall, on obtient le résultat souhaité.

Lemme 2.2.4 Sous ’hypothése (A1), on a

0<E / {or (DIt 2(t), u(t)) + p(OL(E 2(t), u(®))o(2)

+ ()8, x(t), u(t))v(t) ydt

+ Elpi(T)¢(2(T))] + Elp(T) e (x(T))p(T)] (2.15)
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Preuve. En utilisant les lemmes [2.2.2] et [2.2.3] et le développement de Taylor, on a

lim e ™! E[p"(T)y (2%(T)) — p(T)¢h(a(T))]

e—0

= Elp(T)¢(2(T)) + p(T) 2 (x(T))o(T))],

et

lime 'K /0 {05 (0)I(t, (), w5 (£)) — p(B)I(t, (t), u(t))}dt

e—0

= E/O {p @I, 2(1), u(®)) + p(O)L (1, (1), u(t)) (1)

+ p(O) 1y (t, (L), u(t))v(t) }dt.

Ensuite, par Poptimalité de u(.), nous tirons la conclusion souhaitée.

On definisson la fonction d’hamiltonien H : [0, T] X Rx U XxRXRxRxR xR — R,

par

H(t,z,v,®,Q,Q,K,R) =(t,z,v) + f(t,z,v)® + o(t,z,v)Q + a(t,z,v)Q (2.16)

+ h(t,z,v)K + /g(t,x,v,@) R(0)m (df) .

Nous introduisons maintenant les équations adjoints impliquées dans le principe du

maximum stochastique :

—dy(t) = 1(t, 2(t), u(t))dt — 2(£)dW () — K (£)dW (£) — [, R(t,0) N (0, dt) ,,
y(T) = ¢(x(T)),
(2.17)
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et

—d®(t) = {fa(t, x(t), u()) (1) + 0u(t, 2(2), u(?))Q(?)

o (t,2(t), u(t) Q) + la(t 2(t), ult) + [g g2 (8, 2(t-), u(t), 0) R (. 0)] m (db)
B (8, 2(8), w(£) K () }dt = Q)W (1) = Q(6)dW (1) — [ R (t,0) N (8, dt),

) = ta(x(T)).

(T

\

(2.18)

Posons p(t) = p~1(t)p1(t). En utilisant la formule d’Ttd, nous obtenons

{ dp(t) = {ha(t, 2(8), u()p(t) + o, (t), u(t))o(t) }W (2), (2.19)

p(0) =0,

Ensuite, en appliquant la formule d’1t6 & ®(t)p(t), y(t)p(t) et en prenant ’espérance

respectivement, nous obtenons

=L+ L+ 13+ 14 (2.20)
ol

L —Eu/o @(t)dso(t)—Eu/O D) fo(t, 2(t), u(t))p(t) + folt, z(t), u(t))v(t) }dt
:Eu/o @(t)fm(t,:c(t),u(t))w(t)dt+Eu/0 O(t) fo (L, 2 (1), u(t))v(t)dt
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Par conséquent,

I, = E" /0 o(t)dd(t) = —E" /O (O falt, x(t), u(t)) () + ou(t, z(1), u(t))Q(t)

T (b2 (0), u() Q) + Lt o(t), u(t))

[ 0o (ale).u(0).6) R (6)m (d9) + ot 0(0), u() K (0}t
e
Par un calcul simple, on obtient :

b= [ R 0u 000 - B [ oot 0.u0)Q0
5 [ ottt a0 u0)Q B [ o000, 00
— E* /OT /@ O (t) ge (t,x(t),u(t),0) R(t,0)m (df)dt
— B /OT(p(t)hx(t,a:(t),u(t))K(t)dt

De méme, on obtient :

I = B / QU)o (¢, (), u(t))p(t)dt + E / Qo (8, 2(t), u(t))o(t)dt

+ Ev /0 Q(t) . (t, z(t), u(t))p(t)dt + E* /O Q(t)au(t, z(t), u(t))v(t)dt,

L =B /0 /@ R (1,6) [gu(t, 2(t_), u(t), 0)0(8) + go(t, (2 ), u(t), 6)0(t)] m (d) dt.
et
PUTAT] = B [ o0dit)+ E [ o)
o /0 K0 {ha(t, 2(t), u()o () + ho(t, 2(8), u(®)o()}dt  (2.21)

:J1+J2+]3,
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ou J; = £ fOT y(t)dp(t) est un martingale avec une espérance nulle, et
T T
J=E" [ Byt = ~E* | poiea(o, un)de
0 0
De méme, nous pouvons obtenir
T
Sy =B [ @Oha(t 0, 0(0)0) + halt, (0, ule)ole)
0
Enfin, en substituant [2.20] et 2.21] dans nous obtenons
E'[H,(t,x(t),u(t), ®(t), Q(t), Q(t), K(t), R (t,0))v(t)] > 0. (2.22)

En utilisant la méthode similaire développée dans [7], notre principal résultat de

cette section est le théoréme suivant.

Théoréme 2.2.1 Soit U’'hypothése (A1). Soit u(.) optimal. Alors, le principe du

E* [Ho(t,z(t),u(t),®(t),Q(t),Q (), K (t),R(t,0) (v(t) —u(t) | F ] >0, as., ae.,

est vérifié, ou la fonction hamiltonienne H est définie par [2.16
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Chapitre 3

Application : Probléme de contréle
linéaire-quadratique partiellement

observé

Dans cette chapitre, a titre d’application, nous étudions un probléme de controéle
optimal partiellement observé pour un probléme linéaire quadratique avec diffusion a
sauts, ol le systéme stochastique est décrit par un ensemble d’équations différentielles

stochastiques linéaires, et ot le cotit est défini par une fonction quadratique.

En appliquant notre principe du maximum stochastique établi dans le chapitre 2
ainsi que la théorie classique de la filtration, nous obtenons une expression explicite
du controle optimal, représentée sous forme de rétroaction (feedback), impliquant a
la fois le processus d’état controlé x(t), via les solutions d’équations différentielles

ordinaires (EDO).
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Considérons le systéme de controle partiellement observé suivant.

;

dz¥ (t) = f(t,z" (t),v(t))dt +o(t,x" (t),v(t)) dW (t)
Fa(t,2v (), v () dW (¢)

+ fo g (t,a? (t2), v (t),0) N (do, dt)

¥ (0) = o,

ou

avec une observation

(3.2)
Y(0) =0,
et la fonctionnelle de cotit quadratique
T
J(v(.)) = EB* / L(t)v*(t)dt + Mpz*(T) (3.3)
0

Ici, les coefficients A () ,C(-), D (), F(-), G(-) et L(-) sont des fonctions continues
et bornées, et My > 0. Pour tout v € Uy, les équations (3.1) et (3.2) admettent

respectivement une solution unique.

Notre objectif est de trouver un controle optimal explicite minimisant la fonction de

cotit J (v (+)) sur ’ensemble des controles admissibles v () € U,q, sous les contraintes

des équations (3.1)) et (3.2).
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Nous allons a présent chercher une expression explicite du controle optimal en deux
étapes.
Premiére étape. Trouver le controle optimal.

Nous commengons par écrire la fonction hamiltonienne H :

H(t,z,v,2,Q,Q,R() =[A{)z () + C(H)v ()] 2 (1) + D (1) Q () (3.4)

+G(t)K(t)+L(t)vz(t)+/F(t)R(t,9)m(d«9),

ou z (-) est la trajectoire optimale, solution de 1’équation (3.1]) correspondant au
controle optimal w ().
D’apres le Théoréeme 2.1 et (3.4)), le controle optimal u () satisfait 1’expression sui-

vante :

w(t) = 5L (W CWE@ @) | F], (35)

ot (®(-),Q(-),Q(-),R(--)) est la solution de la BSDE suivante

(

—d® (t) = [A(t) ()] dt — Q (1) AW (t)

— Q(t)dW (t) — /@ R(t,0) dN (d6, dt) (3.6)

& (T) = 2Mya (T).

\

Deuziéme étape. Donner I'expression explicite du controle optimal dans (3.5)).

D’apres [9, Theorems 8.1] et [23, Lemma 5.4], on peut déduire le systéme d’équations

de filtrage suivant.

—dB () = [A ()3 (t)] dt —Q (1) dW (1), (3.7)
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o £ (t) = B*[€(t) | F'] est Destimation filtrée de I'état & (t) dépendant de la

filtration observable FY, ¢ =z, ®, Q.

Maintenant, pour résoudre 1’équation , ci-dessus, nous conjecturons un processus

® (-) de la forme suivante :

()=o) T(t) +¢ (HE[E ()], (3.8)

ot ¢ (), (-) sont des fonctions différentielles déterministes

En dérivant ’équation (3.8) et en la comparant avec ’équation (3.7]), on obtient :

—{A® @)z +¢ OBz ()}

{ z(t) ; L7 () C%(t) (¢ (t)&:\(t)+¢(t)E[§(t)])}
{ — —L ) C*(t)E[p (t)i?(t)+¢(t)E[5E(t)]]}. (3.9)

En comparant les coefficients de z (t) et E[Z (t)] dans (3.9), on obtient les EDO

suivantes :
¢ (t) +2A () ¢ (t) — L7 (1) C* () ¢* (1) =
(3.10)
¢ (T) = 2Mr,
et
) () +2A () (1) = L1 () C2 () b () ¢ (t) — 2L (1) C2 (1) 92 (t) =
Y (T) = 0.
(3.11)

A noter que les équations 1) et 1) sont, respectivement, une équation diffé-
rentielle de Bernoulli et une équation différentielle de Riccati. Pour résoudre ((3.10))

et (3.11]), on peut utiliser une méthode similaire a celle proposée dans [10), Sect. 4].
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Alors, le controle optimal u () € U,q pour le probléme (13.3) est donné sous forme de

rétroaction (feedback) :

u(t,2(t) = -5 L () C M) [p (0T () +v ()BT )],

o ¢ (-),1 (-) sont déterminées respectivement par les équations (3.10) et (3.11)).
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons développé les conditions nécessaires pour un pro-
bleme de controle optimal stochastique partiellement observé, ot le processus d’état
controlé est régi par des équations différentielles stochastiques avec saut. Nous uti-
lisons le théoréme de Girsanov ainsi que la technique variationnelle standard pour
transformer notre probléme de contréle optimal partiellement observé en un pro-
bleme complétement observable. A titre d’illustration, nous étudions un probléme
de controle linéaire-quadratique partiellement observé, ot le domaine de controle est

supposé convexe.
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Annexe B : Abréviations et

Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont
expliquées ci-dessous :

— (Q,F, P) : Espace de probabilité filtré.

— {F:}i>0 : Filtration.

— R : Nombres réels.

— N désigne 'ensemble de toutes les parties nulles pour P .

— B(O) : tribu borélienne.

— k(-) un processus ponctuel F;-Poisson stationnaire de mesure caractéristique m (df) .
— N (df,dt) la mesure de comptage ou mesure de Poisson induite par k().

— N (df,dt) = N (df, dt) — m (df) dt un bruit de Poisson compensé, satisfaisant :
l/ﬂAWWmM@<oowdeD<+w.
Q)

— O est un sous-ensemble fixe non vide de R.

— L%(r,s,R") : L’espace de la fonction déterministe 1(t) a valeurs R, telle que

/hﬁWﬁ<+m

— L?*(F;,R") : L’espace des variables aléatoires F; mesurables ¢ a valeurs R, telles
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que

E|p|* < +o0.

— L%Z(r,s,R™) : l'espace des processus v (t) F; adaptés a R™, tels que

E/ b (#)[2dt < 400

— M2 ([0,T];R) désigne I'espace des processus g(-) R-valués, mesurables et adaptés

a la filtration {F;}, tels que

T
E/ / (£, 0) m (d6) dt < +o0.
0o Je
— [z g—f; : Les dérivées par rapport a x.
— E(.) : Esperance
— PMS : Principe du maximum stochastique.

— o : o-algébre générée par A.

EV : désigne l'espérance sur (92, F, F, P").

EDS : Equations différentielles stochastiques.

— F; @ désigne la filtration engendrée par le processus X.
— W(.) : Mouvements browniens.
— FV . filtration naturelle générée par le mouvement brownien W(.).

— EDO : Equation différentielle ordinaire.
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Abstract

In this thesis we are interested by study a partially observed optimal control
problems for SDE, which are the type of partially observed control problems
whose state process cannot be observed directly, but the controller can observe
an associated noise process. This class of problems have a large number of
applications in the fields of economics and finance. By applying Girsanov's
theorem with a standard convex variation technique, we develop the principle
of the stochastic maximum to partially observed stochastic control problems for
the stochastic differential equations (SDE) where the control domain is convex .

Keys words. Partially observed optimal control, Stochastic maximum
principle, stochastic differential equations (SDE).

Résumeé

Dans ce mémoire, nous intéressons a I’étude de problémes de contréle optimal
partiellement observés pour des équations différentielles stochastiques (EDS). Il
s’agit de problémes dans lesquels le processus d’état ne peut pas étre observé
directement, mais le contrdleur peut observer un processus bruité associé.

Cette classe de problemes trouve de nombreuses applications dans les domaines
de I’économie et de la finance. En appliquant le théoréme de Girsanov ainsi
qu’une technique variationnelle convexe classique, nous développons le principe
du maximum stochastique pour les problemes de contréle stochastique
partiellement observés associés aux équations differentielles stochastiques
(EDS), dans le cas ou le domaine de contrdle est convexe.

Mots-clés : contr6le optimal partiellement observé, principe du maximum
stochastique, équations différentielles stochastiques (EDS).
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