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Introduction

Les équations intégrales font partie des domaines les plus remarquables et significatifs en
mathématiques. L’origine de I’évolution systématique de la théorie des équations intégrales di
a la solution des problémes aux limites. Il y a deux catégories fondamentales : les équations de
Fredholm (développées par le mathématicien suédois Ivar Fredholm en 1900) et les équations

intégrales de Volterra (proposées par le mathématicien italien Vito Volterra en 1896).

Une équation intégrale linéaires de Volterra-Fredholm combine les caractéristiques des
équations intégrales de Volterra et de Fredholm. Elle apparait dans divers domaines, notam-
ment en physique, en biologie et dans 1’étude des systémes dynamiques pour modéliser des
phénomeénes complexes. Dans chacun de ces domaines, il est crucial de trouver la solution

exacte de cette équation intégrale.

Il est souvent tres difficile, voire parfois impossible, de déterminer une solution analy-
tique exacte d’'une équation intégrale de Volterra-Fredholm, c¢’est pourquoi nous faisons appel
a des méthodes numériques. Il y a plusieurs méthodes d’obtenir cette solution approchée.
Dans ce mémoire, nous avons utilisé en basant sur la méthode de collocation, les polynomes
d’Hermite et de Laguerre pour trouver la solution approchée d’une équation intégrale de

Volterra-Fredholm. Il se compose de trois chapitres :

Chapitre 1 : Ce chapitre introduit la notion et la classification des équations intégrales. Il
expose également le théoréme d’existence et d’unicité de la solution d’'une équation linéaire
de Volterra-Fredholm.

Chapitre 2 : Dans ce chapitre, nous allons introduire la notion ainsi que certaines propriétés

des polynomes d’Hermite et de Laguerre.

Chapitre 3 : Nous allons exposer la méthode de collocation, ainsi que les méthodes de
collocation-Hermite et de collocation-Laguerre, pour obtenir une solution approchée d’une
équation intégrale linéaire de Volterra-Fredholm. Deux exemples seront présentés pour illus-

trer I'efficacité de ces méthodes et permettre une comparaison entre elles.



Chapitre 1

Généralités sur les équations

intégrales

La premiére section présente le concept d’une équation intégrale, la deuxiéme est consacrée
a la classification des équations intégrales, tandis que la troisiéme partie expose le théo-
réme, accompagné de sa démonstration, concernant l’existence et I'unicité de la solution

d’une équation intégrale linéaire de Volterra-Fredholm.

1.1 Définitions

Définition 1.1.1 Une équation intégrale, comporte une opération d’intégration sur la

fonction inconnue 1, se présente comme suit :

h(x)Y (x) = g (z) + )\/ 7 (z,t,9 (t))dt, x € F, (1.1)

F

ot

. F est un ensemble, qui peut étre un intervalle de R ou une région de R™.
. h et g sont des fonctions, données a l'avance, définies sur F,

. A un paramétre réel ou complexe n’est pas nul,

. 7 une fonction connue définie sur F3, nommée le noyau de l’équation (1.1).



Chapitre 1. Généralités sur les équations intégrales

Remarque 1.1.1 ...

1. La fonction inconnue b est une solution de (1.1) si et seulement si elle vérifié
léquation (1.1).
2. L’équation (1.1) est linéaire si T (x,t,9(t)) = k(z,t)(t), sinon, on la considére

comme non linéaire.

3. L’équation (1.1) peut étre exprimée comme un opérateur de la fagon suivante :
hy = g+ AP,

ou P représente un opérateur et s’écrit :

Pi(x) = /FT (x,t,7 (t)) dt.

1.2 Classification des équations intégrales

Les équations intégrales sont classées en deux branches distinctes, basées sur la classifica-
tion des équations linéaires par rapport aux équations non linéaires. Cette section explique
les équations linéaires et non linéaires les plus connues : les équations intégrales de Vol-
terra, formulées pour la premieére fois par I’éminent mathématicien italien Vito Volterra
en 1896, ainsi que celles de Fredholm, qui ont été formulées par le célebre mathématicien

suédois Ivar Fredholm en 1900.

1.2.1 Equation intégrale linéaire de Volterra

Définition 1.2.1 Toutes les équations intégrales linéaires de Volterra ont la forme :

hab(a) = 9 (o) + A [ Kw. vt (1.2

« h(z), g (z), k(x,t) sont des fonctions connues (k représente le noyau de I’équation (1.2)),

. ¥ (x) est la fonction inconnue & déterminer.,

3



Chapitre 1. Généralités sur les équations intégrales

. x est une variable réelle qui se situe dans [a, b],

. A est un parameétre réel ou complexe qui n’est pas nul.
Remarque 1.2.1 ..

1. Pour h(z) = 0, I'équation (1.2) est nommée une équation intégrale linéaire de Vol-

terra de premiére espéce, et on a
g(x)+ A / k(o D) (D) dt = 0.

2. Si h(z) = 1, alors (1.2) est désignée sous le nom d’équation intégrale linéaire de

Volterra de seconde espéce :
vle) =g (@) +A [ k0w

3. Si h(x) est différent de zéro, alors I’équation mentionnée dans (1.2) est qualifiée

d’équation intégrale linéaire de Volterra de troisieme espéce.

4. Si g (z) n'est pas égal a zéro, alors on qualifie I’équation (1.2) d’équation intégrale

linéaire non homogéne de Volterra.

5. Lorsque g(x) est nul, 'équation (1.2) se transforme :

ha)o(s) = | (e, (e,

et cette derniére appelée une équation intégrale linéaire homogene de Volterra.

1.2.2 Equation intégrale non linéaire de Volterra

Définition 1.2.2 Une équation non linéaire de Volterra se présente sous la forme sui-

vante :
W) () = g () + A / (1), (1.3)

ha)ols) = g o)+ [ "kl t,)0 (1)) dt,

4



Chapitre 1. Généralités sur les équations intégrales

ol vV est une fonction non lineaire, donnée & l’avance.

Remarque 1.2.2 ..

1.

Pour h(z) =0, alors (1.8) est qualifiée d’équation non linéaire de Volterra de pre-
miére espéce :

g(x)+ )\/w T(x,t,1(t))dt = 0.

Si h(z) = u, ot u est une constante réelle non nulle, alors (1.3) est qualifiée d’équa-

tion non linéaire de Volterra de seconde espéce :
wi() = g (@) + A [ o tv(o)ie

Si h(x) n'est pas égal & zéro, alors (1.8) est dite une équation non linéaire de Volterra
de troisiéme espéce.

Si g (x) n'est pas nul, alors l’équation (1.3) est une équation intégrale non linéaire

et non homogéne de Volterra.

Pour g (x) = 0, l’équation (1.3) est une équation non linéaire homogéne de Volterra,

et on a :

h(z)(x) = /\/w T(x, t, 7 (t))dt.

1.2.3 Equation intégrale linéaire de Fredholm

Définition 1.2.3 Une équation intégrale linéaire de Fredholm se définit de la maniére

sutvante :

b
W) () = g (x) + A / ()b (1)t (1.4)

Remarque 1.2.3 ..

1.

Si h(z) = 0, alors I’équation (1.4) devient :

b
g(x)+ )\/ k(x, t)y(t)dt =0,

et elle est nommée une équation intégrale linéaire de Fredholm de premiére espéce.

5



Chapitre 1. Généralités sur les équations intégrales

2. Si h(x) = u, ou u est une constante réelle non nulle, alors (1.4) est qualifiée d’équa-

tion linéaire de Fredholm de seconde espéce et on a :

b
u(z) = g (z) + )\/ k(z,t)(t)dt.

3. Pour h(x) # 0, 'équation (1.4) est appelée une équation intégrale linéaire de Fred-

holm de troisiéme espéce.

4. Pour g (x) # 0, I’équation (1.4) est dite une équation intégrale linéaire non homogene

de Fredholm.

5. Si g (x) =0, I'équation (1.4) est une équation linéaire homogene de Fredholm, et on
a:

b
h(z)(z) = A / ke, t)(t)dt.

1.2.4 Equation intégrale non linéaire de Fredholm

Définition 1.2.4 Nous disons qu’une équation intégrale non linéaire de Fredholm si :

b
h(z)y(x) =g (x) + /\/ T(x, t,1(t))dt. (1.5)

Remarque 1.2.4 ..

1. Pour h(z) = 0, (1.5) est qualifiée d’équation intégrale non linéaire de Fredholm de

premiere espece, ol on a :
b
g(a)+ [ (ot wie)d =0,
a
2. Si h(x) = u, ou u est une constante réelle non nulle, alors I’équation (1.5) devient :

wi() = g () + A / e, b, (1)),

et cette derniére est nommée une équation intégrale non linéaire de Fredholm de

seconde espéce.



Chapitre 1. Généralités sur les équations intégrales

3. Pour h(x) # 0, (1.5) est dite une équation intégral non linéaire de Fredholm de
troisiéme espéce.
4. Si g(z) # 0, 'équation (1.5) est dite une équation intégrale non linéaire et non

homogeéne de Fredholm.

5. Pour g () = 0, alors (1.5) s’écrit :

h()(z) = A / (o, b, (1)),

et elle est appelée une équation intégrale non linéaire homogeéne de Fredholm.

1.2.5 Equations intégrales linéaire de Volterra-Fredholm

Définition 1.2.5 [l ya deux formes des équations intégrales linéaires de Volterra-Fredholm,

la premiére est :

T b
o(x) =g (x)+ /\1/ ki(z,t)p(t)dt + )\2/ ko(z, s)p(s)ds. (1.6)

et la forme mixte suivante :

o(x) =g (x)+ )\/x/ k(s,t)p(t)dsdt. (1.7)

ol

. g, k1, ko et k sont des fonctions connues a 'avance (k; et ks représentent les noyaux de
I’équation (1.6) tandis que k le noyau de I’équation (1.7)),

. ¢ est la fonction inconnu & déterminer,

. x est une variable réelle qui se situe dans I'intervalle [a, 0],

« A1, Ay et X\ sont des parameétres réels ou complexes non nuls.

Remarque 1.2.5 Une équation intégrale linéaire de Volterra-Fredholm de premiére es-

péce a la forme suivante :

x b
g(@) + N / r (2, )0(t)dt + Ao / ka(2, 5)6(s)ds = 0,



Chapitre 1. Généralités sur les équations intégrales

tandis que ’équation linéaire de Volterra-Fredholm de seconde espéce a la forme :

T b
o(r) =g(z)+ /\1/ ki(x, t)o(t)dt + )\2/ ko(x, s)p(s)ds.

1.2.6 Equations intégrales non linéaire de Volterra-Fredholm

Définition 1.2.6 Une équation intégrale non linéaire de Volterra-Fredholm se définit de

la maniére suivante :

T b
o(x) = g () + A / my (1))t + Mg / (2,5, 6(5))ds, (1.8)

ou la forme mixte suivante :

é(z) = g () + A / ’ / (s, t, $(t))dsdt. (1.9)

ol

. g, 71, T2 et 7 sont des fonctions connues a l'avance (77 et 75 représentent les noyaux de
I’équation (1.8) tandis que 7 le noyau de I’équation (1.9)),

. ¢ est la fonction inconnu,

. T € lalb],

« A1, Ay et \ sont des parametres réels ou complexes non nuls.

Remarque 1.2.6 Si la fonction inconnue ¢ (x) n’apparait qu’a Uintérieur des intégrales,
alors on dit que l’équation intégrale non linéaire de Volterra-Fredholm de premiére espéce.
Si la fonction ¢ (x) se trouve a la fois & Uintérieur et o lextérieur des signes des intégrales,

alors nous avons ’équation intégrale non linéaire de Volterra-Fredholm de seconde espéce.



Chapitre 1. Généralités sur les équations intégrales

1.3 Existence et 'unicité de la solution d’une équa-

tion intégrale linéaire de Volterra-Fredholm

Pour démontrer I'existence et I'unicité de la solution d’une équation intégrale linéaire de
Volterra-Fredholm, nous faisons appel au théoréme 1.3.1., appelé théoréme du point fixe
de Banach (ou principe de I'application contractante). Ce théoréme a été énoncé pour la

premiére fois en 1922 par le mathématicien polonais Stefan Banach (1892-1945).

1.3.1 Opérateur contractant

Définition 1.3.1 (Opérateur contractant)

Soit H est un espace métrique complet. Un opérateur borné T : H — H est dit contractant

ou L-contractant s’il existe une constante L € ]0,1[ telle que pour tous ny,me € H, on a :

[Ty — Tnal|| < Ly — 2| .

Théoréme 1.3.1 (Théoréme du point fire de Banach)

SiT : H— H est un opérateur contractant sur un espace métrique complet H, alors,

Tn =n admet une solution unique n dans H. Cette solution est un point five de T.

Preuve. Voir [5] page 26, pour la démonstration. m

1.3.2 Théorémes d’existence et d’unicité

Soit I’équation intégrale linéaire de Volterra-Fredholm
x b
o) =g(a)+ [ oot + [ tala,olds (1.10)
ou nous avons les conditions suivantes :

1. geC([a,b]), ki€ C(Dy) et ko€ C(Dy),
(1.11)



Chapitre 1. Généralités sur les équations intégrales

avec

D= {(x.t) eR*:a <t <w<b}, Dp=[a,b] x [ab],

et C (I) est ’ensemble des fonctions continues sur l'intervalle 1.

2. My = max |ki(z,t)] et My = max |ky(x,s)|.
1 (x%€>lgl| 1(7, 1) 2 (xr’gl)egzh(fﬁ s)|

(1.12)

Théoréme 1.3.2 [3] Sous les conditions (1.11) et (1.12) et supposons qu’il existe une
constante 6 > 0 o

% (M + Mape®® ) < 1.

Donc, léquation (1.10) admet une solution unique ¢ € C (|a,b)]).

Preuve. On définit opérateur T : C ([a,b]) — C ([a, b]) comme suit :

To(x) = g(z) + /»’v ky(z,t)o(t)dt —I—/ ko(z, s)p(s)ds.

Pour prouver que I'équation (1.10) admet une solution, il faut montrer que 1'opérateur T

est contractante. Observe que pour tout ¢,1 € C ([a,b]) et Vz € [a,b], on a

x b
|T¢<x>—Tw<x>|=\g<x>+ [ mat st [t spots)ds

—gl) - / "k, ()t — / k(i 80 (s)ds

/ ki, t) [B(1) — ()] di + / a(, ) [B(5) — (s)] ds

T b
< / e, £)][6(t) — 0(8)| it + / k(e 8)] 6(s) — ()] dis

a a

“ b
: Ml/ [6(t) — (1) eVt 4 M2/ |6(s) — (s)| e ds

< {% (2= — 1) + My

2 @0 -] - vl

ou |||z : C([a,b]) — Ry est la norme de Bielecki définie par

— —5(t—a).
Joll = ma o)

10



Chapitre 1. Généralités sur les équations intégrales

Donc
1 r—a x a—=x
[Té(2) - Ti(a)] < 5 (M’ + Mae’ ™) [lg = Y| 5
et on a
]' r—a x —a—x r—a x
5 (M) M) g — g = < (M + Mae® ™) (|6 = 9]

< =% (M + Moe®™) [|p — ] 5,

0')|P—‘Q'; —

d’ou
1
[To(w) = Too(w)| < <™ (My + Mae™) |6 — | .

Il s’ensuit que

To(x) = Top(w)] e < < (My + Mae™*™V) || — 0] 5.,

Oqlr—\

c’est-a-dire que

|T¢ — T < <M1+Mze5“’ Nl — |-

Puisque  (M; + Me®®=®) < 1, alors T' est un opérateur contractante de C/([a,b]) en
lui-méme et d’aprés le principe de contraction de Banach 'opérateur T' admet un point

fixe unique ¢, qui est une solution unique de ’équation (1.10). =
Exemple
Nous considérons I’équation intégrale linéaire de Volterra-Fredholm suivante :

T % 1
6 (x) = e + /O Sm(f—o+t)¢(t)dt+ /0 Coslfs>¢(s)ds, ze [0, 5]7

Nous avons g (z) = ¢* € O ([0,1]), ki (z,t) = 2 € 0(D)) et
ko(z,5) = <3 ¢ 0(D,), avec

o

1 1 1
Dlz{(x,t)€R2 0<t<zr< - } et D2:|:O,§:|X|:O,§:|

Alors, en choisissant par exemple M; = M, = % et 6 = 2, la condition du théoréme

107
3.1 est satisfaite et ’équation admet une solution unique ¢ € C' ([O, %D .

11



Chapitre 2

Polynémes d’Hermite et de Laguerre

Les polyndémes orthogonaux sont largement utilisés dans les applications en mathéma-
tiques en ingénierie et en informatique. Il y a plusieurs polynémes orthogonaux impor-
tants comme les polynémes de Bernoulli, d’'Hermite et d’Euler. Dans ce chapitre, nous
allons présenter la définition ainsi que certaines propriétés des polynémes d’Hermite et

de Laguerre.

2.1 Polynémes d’Hermite

Nommés d’aprés le mathématicien frangais Charles Hermite (1822-1901) en 1864, les

polynémes d’Hermite sont la solution de I’équation différentielle suivante :

Py dy

2.1.1 Définition

Définition 2.1.1 Les polynéomes d’Hermite de dégré n € N sont définis sur R par :

o2 d" —o?

Hofw) = (1) %

12



Chapitre 2. Polynémes d’Hermite et de Laguerre

1ls peuvent ausst étre exprimés sous forme de développement polynomial

ot |n/2] est la partie entiére de n/2.

Remarque 2.1.1 Les cing premiers polynomes d’Hermite, sont

Les cing premiers polynémes d’Hermite sont representés dans la figure 2.1 ci-dessous.

30 T T T

Fia. 2.1 — Les cinq premiers polyndémes d’Hermite.

13



Chapitre 2. Polynémes d’Hermite et de Laguerre

2.1.2 Fonction génératrice

Il est utile de représenter la suite des H,,(x) & 'aide de la fonction génératrice.

Théoréme 2.1.1 Les polynémes d’Hermite, H,(x), ont la fonction génératrice suivante

n

~+

H,(z).

12 ZOO

n=0

|

S

2
Preuve. En utilisant le développement de Taylor de e'® et e_%, on obtient :

En posant n = s + 2r, on obtient s = n — 2r et alors

Ln/2] n—2r

=1 . x "
2\ X Y s |
2

Ce qu’il fallait démontrer. m

2.1.3 Orthogonalités des polynémes d’Hermite

Théoréme 2.1.2 Les polynémes d’Hermite sont orthogonauz par rapport a la fonction
de poids e==*/2 ;
+00

H, (z) Hy (z) e 2dz = nlv/270,,

—00

0l O =1 st n=m et 0 si m>n, (Op, estle symbole de Kronecker).

14



Chapitre 2. Polynémes d’Hermite et de Laguerre

Preuve. Nous avons

“+oo

H, (z) Hy, (2) e 2de = (-1)™ /+00 ( d” e_;> H, (z) dz.

—00 —00 dx™

Par n intégrations par parties (en utilisant, pour chacune, la nullité en +o0o0 d’un polynéme

2
multiplié par e 2 ), on a:

+0c0 ) a +00 dm—n  _,2
H, (z) Hy, (z) e 2de = (-1)" "/ (d$m_ne2) H™ (z) dzx
+oo  gm—n 2
e [T
0 st m>n

n\W2r st n=m.

Ce qu’il fallait démontrer. m

2.1.4 Relations de récurrence

Théoréme 2.1.3 Les polynomes d’Hermite satisfont les relations de récurrence suivante :

(i) Hp1(x) =2H, (x) —nH, 1 ().
(ii) H! (x) =nH, ().

Preuve. ...

(i) D’apres la formule de Leibniz :

z2 dn+1 —z2 22 dn 2
Hoyp (2) = (=1 e ——e™ = —(=1)"e* (—xeT)

dxnt1 : dx™
=z(-1)"e7 e <e 2 ) —n(=1)" erxneT

=zH, (z) —nH, 1 (x).

21)2 n _-1‘2 . .
(ii) En dérivant H,(z) = (—1)" ez 2-e™2, on obtient le résultat désiré. m
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Chapitre 2. Polynémes d’Hermite et de Laguerre

2.2 Polynémes de Laguerre

Les polynémes de Laguerre, nommés en 1872, d’aprés le mathématicien francais Edmond

Nicolas Laguerre (1834-1886). Ils sont les solutions de ’équation différentielle suivante :

x——l—(l—x)—z—i-ny:O. (2.1)

2.2.1 Définition

Définition 2.2.1 Les polynéomes de Laguerre de dégré n sont les polynomes définis sur

[0, +00[ par :

L(z) =) mx (2.2)

Remarque 2.2.1 Les cing premiers polynomes de Laguerre, sont

Ly(z)=1, Li(z)=—-o+1

1
1

Ly (z) = 5 (—2® + 92° — 18z + 6)
1

Ly () = — (2" — 162° 4 722% — 962 + 24) .

F1G. 2.2 — Les cinq premiers polynomes de Laguerre.
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Chapitre 2. Polynémes d’Hermite et de Laguerre

2.2.2 Fonction génératrice

Théoréme 2.2.1 La fonction génératrice des polynomes de Laguerre, L, (x), est

exp ( —xt )
X o]
1-—1t
Lo(2)t". (2.3)
1—1t —

Preuve. D’aprés le développement en série de Taylor de la fonction exponentielle, on

1 —at I (=)t 1\
l—teXp<1—t>_1—tZ rl (1—t)

obtient :

r=0
Sy
— T! (1 - t)’r‘-l-l
D’autre part
1 1 (r+1) (r+1)(r+2), (C+1)r+2)(r+3),
—(l—t)rﬂ_&-i_ 1 t+ 51 t° + 30 A SR

r+s)!
rls!

|
7

tS

alors

n=0 \r=0 r
=Y L,(z)t"
n=0

Ce qu’il fallait démontrer. m
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Chapitre 2. Polynémes d’Hermite et de Laguerre

2.2.3 Quelques expressions explicites

Le théoréme suivant donne quelques expressions des polynémes de Laguerre.

Théoréme 2.2.2 ..

(i) L, (0) = 1.
(ii) L' (0) = —n.
(iii) [[e "L, (x)de=12(1-1)".

(w) L7 (0) =3n(n—1).

Preuve.

(i) On substitue z = 0, dans (2.3) :

60

1 o0
=—— =) L,(0)t", 24
=AML (24)

et d’autre part, d’apres la formule du binéme de Newton, on a :

1 o
1—_t=;t”.

Alors - -
S L0 => 1",
n=0 n=0
d’ou
L,(0)=1

(ii) On a L, () est la soultion de ’équation de Laguerre (2.1), alors

@)+ (1= 1)L () 4 nl(z) = 0. (2.5)

T da? dz
en posant x = 0 dans (2.5) on a

L' (0) +nL,(0) =0,

18



Chapitre 2. Polynémes d’Hermite et de Laguerre

et d’apreés (i) on obtient

L,(0)=1,
donc
L (0)+n=0,
alors
L) (0) = —n.

(iii) En remplagant I'expression de L, (z) (2.2) dans I'intégrale, on obtient

0 r:o(-2("_7")!

rl
p— (r!)2 (n—m)!'Jo

e} 0 n _ 1\ !
/ e "L, (z)dx e ™ Z #xrdﬂc
0

En posant tx = z = dz = tdx, on obtient

19



Chapitre 2. Polynémes d’Hermite et de Laguerre

(iv) Seul le terme en z? continue & L” (0), dans (2.2), donc

" n! n(n—1)
L (0) = no2i’- 2

Ce qu’il fallait démontrer. m

2.2.4 Orthogonalités des polynémes de Laguerre

Théoréme 2.2.3 Les polynoémes de Laguerre sont orthogonaux sur [0, +oc| par rapport

a la fonction de poids e * :

/ e "Ly () Ly, (z) dx = 0pyn,
0
oUW Opym =1 si n=m et 0 sim#mn, (Onm est le symbole de Kronecker).

Preuve. Nous avons de la fonction génératrice :

1 —xt =
= L, (x)t", t # 0,
e (77) = S hwen 12
et
1 —Ts = m
1_Sexp(1_8> :mz::OLm(x)s , §#0
Donc on peut déduire que
( —at ) ( —xs )
exp exp o0
1—-1 1—s5
= L, (z) L, (x)t"s™,
T L L@ I @)
en multipliant les deux cotés par e~ et en intégrant, on obtient
—at —xs
e (e () & <
/0 e’ T T dx = Z t"s’”/o e "Ly (x) Ly, (z)dx = 1.

n,m=0

20
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Chapitre 2. Polynémes d’Hermite et de Laguerre

D’autre part, on a

(1-t)(1-s + 5+t .
B 1 1
B N e

(1—-t)(1—s)+t(1—s)+s(l—1t)

1 o0
:1—5t:;t8'

Donc, on peut déduire que
[ee]
t”sm/ e "Ly (x) Ly, (x) dx = t"s".
0

Alors, [e @ [L,(z)]?dz=1sin=met [[°e¢ “L,(z) Ly (z)dz=0sin#m. m

2.2.5 Relations de récurrence

Théoréme 2.2.4 Les polynémes de Laguerre satisfont les relations de récurrence sui-

vante :

(1)) (n+1)Lpp1(x) = 2n+1—2) L, (x) —nLl,_1 (x).
(ii) xL! () = nL, () —nl,_ ().

Preuve.

(i) En dérivant la fonction génératrice (2.3), par rapport a la variable ¢, on obtient

> 1 —axt exp (7%
Ln(z)nt”_lz—Qexp< v )— ‘ 5 p(l_t).
2 - "PNi=t) Ty
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Chapitre 2. Polynémes d’Hermite et de Laguerre

La relation (2.3) donne

o 1 0 (o ¢}
Ln = n
St - S S
n=0 n=0 =0
En multipliant les deux cotés de I’équation précédente par (1 — t)Q, on obtient
1=ty Ly(z)nt"' = (1-1)) L, —x§:L
n=0 n=0
et donc
Z Ly, (z)nt"™ ' —2 Z x)nt" + Z Ly, (x) nt"*!
n= n=0

=S "L, (z ZLn_ "—xZLn(:c)t
n n=0

On peut écrire la relation précédente comme suit

i Lo (z)(n+1)t" =2 Z L, (z)nt" + i L, 1(z)(n—1)t" (2.9)

n=-—1

= Z L, (z)t" — Z L1 (2)t" + xZL" )t",

n=-—1

I’égalisation entre les deux cotés de 1’équation ci-dessus donne
(n+1)Lpy (x) —2nL, (x)+ (n—1) Ly () = Ly (x) — Ly—y () + 2Ly (), n>1,

c’est-a-dire

(m+1) Ly (x) = 2n+1—2) L, () —nLl,—q (2).
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Chapitre 2. Polynémes d’Hermite et de Laguerre

(ii) En dérivant la fonction génératrice (2.3), par rapport & x, on obtient

= t —at
L (x)t”:——exp( )
2. =i P\
t

o0

n=0

En multipliant les deux cotés de I’équation précédente par (1 — t), on obtient

(1-1) ZL/ )" = —t iLn(:r)t",

n=0
c’est-a-dire -
IACTED SRR WIS
n=0
qui est

i L (z)t" — i L (o)t =— i Ly (2)t",
n=0 n=1 n=1

On a Ly (z) = 1, ceci implique que Ly (x) = 0. Alors

i (L (2) = L, (x)] t" = Z — Ly (2) 1",

n=1

donc

L (x)—L,  (x)=—Lp1(x), n>1, (2.10)

En dérivant la relation (i), par rapport a la variable x on obtient
(n+1) L, (x) = 2n+1—2) L), (z) — L, (x) —nL,_, (). (2.11)
En changemant l'indice n en n + 1 on obtient

Ly () = Ly, (2) = L (1) (2.12)
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Chapitre 2. Polynémes d’Hermite et de Laguerre

De (2.10) on a
Ly () = Iy (@) + Lo (2). (2.13)

En eemplacant (2.12) et (2.13) dans (2.11) on obtient
(n+ 1) [L;, (1) = Ln (2)] = @n+1 =) L, (x) = Ln (x) = n [Ly, (2) + Ln ()],
c’est-a-dire
—nL, () = —xzL (x) —nL,_ (z).

Donc

zL) (x) =nL, (x) —nl,_1 (z).

Ce qu’il fallait démontrer. m

2.2.6 Formule de Rodrigues

Théoréme 2.2.5 (Formule de Rodrigues) Les polynomes de Lageurre sont définis comme

sut
e’ d" -z, n
Ln(z) = T (e7"a").

Preuve. En utilisant la formule de Leibniz suivante

dp q!

ﬁ(l‘q)=(J(q—1)(q—2)---(q—p+1)xq"’=(

on obtient .
& ay o det
n! da" nl <= rl(n—r)ldzn—"  dar’

D’autre part, nous avons

ol dre .

T
dxn—" 7! dx"
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Chapitre 2. Polynémes d’Hermite et de Laguerre

Donc

et d" .. ' — n! n! S
n! dzn (e7*a") _mzrl(n—r)!ﬁx (=17
r=0
n

(—=1)" nlz"

p— (r!)2 (n—r)!

(]

L,(z).

Ce qu’il fallait démontrer. m
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Chapitre 3

Résolution numérique d’une

équation intégrale de

Volterra-Fredholm

La résolution analytique des équations intégrales de Volterra-Fredholm peut étre tres
difficile, voire impossible dans certains cas. Mais, grace & des méthodes numériques, il est
possible d’obtenir des approximations précises de la solution exacte. Dans ce chapitre,
nous avons utilisé en basant sur la méthode de collocation les polynomes d’Hermite et
de Laguerre pour trouver la solution numérique (approchée) des équations intégrales de

Volterra-Fredholm.

3.1 Meéthode de collocation

La méthode de collocation est une technique numérique vise & trouver une solution ap-
prochée par une fonction d’un probléme mathématique dans un sous-espace de dimension
finie. Le but est de trouver les parameétres de la fonction d’approximation qui rendent la
solution approximative aussi proche que possible de la solution exacte aux points spé-
cifiques, appelés points (ou nceuds) de collocation. En d’autres termes, la méthode de
collocation consiste a rendre le résidu, la différence entre la solution exacte et la solution

approchée, nul en un certain nombre de points (points de collocation).
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Chapitre 3. Résolution numérique d’une équation intégrale de Volterra-Fredholm

La convergence et la stabilité de collocation sont trés importants. La convergence collo-
cation signifie que lorsque le nombre de points de collocation augmente (ou lorsque la
discrétisation devient plus fine), la solution approchée tend vers la solution exacte du
probléme (plus on utilise de points de collocation, plus la solution numérique est proche
de la vraie solution). La stabilité concerne la sensibilité¢ de la solution numérique aux
petites perturbations, comme les erreurs d’arrondi ou les variations dans les données du

probléme.

Dans ce mémoire, le probléme mathématique est une équation intégrale de Volterra-

Fredholm suivante :

o(x) =g (xz)+ N\ /w ki(x, t)o(t)dt + /\2/ ko(z,s)p(s)ds, x € [a,b]. (3.1)

Soit E un sous espace de dimension finie, généralement des sous espaces de C([a;b]) ou
de L*([a;b]) et soit {pg, ..., e, } une base de E, alors d’aprés la méthode de collocation,

la solution approchée de I’équation (3.1) dans E est
én (2) =) ap; (x), x € [a,b], (3.2)
i=0

ou a; sont des coefficients réels inconnus et pour déterminer a;, en substituant, ¢, () dans
I'équation (3.1) (car ¢, est une solution de (3.1)). On peut érire sous la forme matricielle

suivante :

¢n (SL’) = ap¥o (.’L‘) + as o (.T) + o apn (.’L‘)

a2

(0@ @@ - w@ )| ]| (33)

an

Donc, comme ¢,, est une solution de (3.1), nous avons :

T b
oOn () =g () + )\1/ ki(z,t) o, (t)dt + )\2/ ko(z, 8)pn(s)ds, x € [a,b]. (3.4)

a
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Chapitre 3. Résolution numérique d’une équation intégrale de Volterra-Fredholm

En remplagant (3.2) dans (3.4), nous obtenons

n - n b n
Z aipi (r) =g (x)—i—)\l/ ki(z,t) Z a;p; (t) dt+)\2/ ko(z, s) Z a;p; (s)ds, = € [a,b].
i=0 “ i=0 “ =0

(3.5)
En utilisant (3.3), alors on peut écrire I’équation (3.5) sous la forme :
Zj b
FA = qg (l‘j) + )\1 / k‘l(l’j, t)GAdt + /\2/ k’z(l‘j, S)HACZS, (36)
ol z; € [a,b],j=0,...,n, sont les points de collocation,
F=(pole) eola)  pule) ) G=( @ @) - @ult)),
)
aq
H=(po(s) ¢2(s) ~ puls)) ot A=| a
Qn,

Donc, I'équation intégrale de Volterra-Fredholm (3.1) converti en un systéme linéaire de
(n + 1) équations algébriques a (n + 1) inconnues (ag, ay, . .., a,). Ce systéme peut étre
résolu facilement en utilisant la "méthode d’élimination de Gauss" ou d’autre méthode,
c-a~d : obtenir les valeurs inconnues de (ag, ay, ..., a,). Ces valeurs sont substituées dans
(3.2) pour trouver la valeur approximée de la solution de I’équation intégrale de Volterra-
Fredholm (3.1).

Le choix des points de collocation est trés important, car il peut avoir un impact significatif
sur la précision et l'efficacité de la méthode. On peut utiliser les points de Chebyshev ou
les points de Gauss-Lobatto, voir [4] pour plus détails. Dans ce mémoire, nous utilisons :

b_
4 j=0,...,n.

iEj:CZ+
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Chapitre 3. Résolution numérique d’une équation intégrale de Volterra-Fredholm

3.1.1 Meéthode de collocation-Hermite

La méthode de collocation avec des polyndémes d’Hermite sont utilisés pour résoudre
des équation intégrale de Volterra-Fredholm. Cette méthode est appelée la méthode de
collocation-Hermite. Elle utilise des polynémes de Hermite comme base pour approcher
la solution et impose que cette approximation satisfasse I’équation a des points de collo-

cation.

Donc, d’apreés (3.2), on peut écrire la solution approchée de I’équation (3.1) comme suit :

o () =Y bpHy (x), (3.7)

ou by sont des coefficients réels inconnus et Hj sont les polynémes d’Hermite. On peut

écrire la solution approchée (3.7) comme suit :

bo
by
~(Ho@) Hi(@) - H.())
by,
Boo Bor Boz -+ Bon bo
0 Bu Bz -+ B by
=(1 x 2 ... x“) 0 0 Paa -+ Po by |
ou B (1,7 = 0,1,2,...,n) sont des valeurs connues qui sont utilisées pour trouver les

polynémes d’Hermite. Par exemple, si n = 2, on a

10 1 bo
¢2($)=<1aza:2> 01 0 b |,
00 —1 by
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et sin=3,o0na

10 -1 0 by
01 0 -3 b
¢3(a:):(133x2 x3> '
0 0 1 0 bs
00 O 1 b3

Puisque ¢, (z) est une solution de (3.1), nous avons

n T n b n
> bHi (x) = g (x) + M / k() Y bpHy () dt + Ao / ko(r,8) Y biHy, (s) ds.

k=0

Donc b
XPB =g (z;) + M / ki(z;,t)TPBdt + /\2/ ko(z;, s)SPBds,
ol z; € [a,b], j=0,...,n, sont les points de collocation,
X_:(]_ 333 x? e x?),T:(l t t2 e tn>7 S:<1 S 32 ... Sn)7
. Boo Bor Boz -+ Pon
0
. 0 Bu Bz - P
B = ' et P= 0 0 P -+ [on
ba S .
b3

Donc, nous obtenons un systéme linéaire de (n + 1) équations algébriques a (n + 1)
inconnues (bg, by, ..., b,). Les valeurs de (bg, b1, ...,b,) sont substituées dans 1'équation
(3.7) pour trouver la valeur approximée de la solution de I’équation intégrale de Volterra-

Fredholm (3.1).

3.1.2 Meéthode de collocation-Laguerre

La méthode de collocation-Laguerre utilise les polynémes de Laguerre comme base pour

approcher la solution exacte de 1’équation intégrale de Volterra-Fredholm. Donc, nous
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avons

On (1) =D crL (2), (3.8)
k=0

ou ¢, sont des coefficients réels inconnus et L; sont les polynémes de Laguerre. On peut

écrire la solution approchée comme suit :

¢n (x) = coLo (z) + e1ln () + -+ + cnLy (2)

Co
C1
~ (L) L@ - Li@))
Cn
Ooo o1 Oo2 -+ Oon Co
0 O big -+ Ouy C1
:(1 X $2 x”) 0 0 ‘922 an Co 5
0O 0 0 - O Cn
ot #;; (1,7 =0,1,2,...,n) sont des valeurs connues qui sont utilisées pour trouver les
polynémes de Laguerre. Par exemple, si n = 2, on a
1 1 1 Co
¢2(:c)=(1xa:2) 0 -1 -2 a |,
0 0 1/2 Co
etsin=3:
1 1 1 1 Co
0o -1 —-1/2 =3 c
¢3(:U)=(1x:1:2 :1:3> / '
0 0 1/2 3)2 Ca
0 O 0 -1/6 c3
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Puisque ¢,, () est une solution de (3.1), nous avons

Z Ly () =g (2) + )\ /m ki(z,t) Z cx Ly () dt 4+ Ag / kao(z, s) Z cx Ly () ds.

Donc ,
T
XQC =g (xj)+ M\ / ki(z;,t)TQCdt + )\2/ ko(z;,5)SQCds,
ou z; € [a,b], j=0,...,n, sont les points de collocation,
X:(l x] x? x?)’T:(l t t2 tn>7 S:<1 S 52 Sn)7
Co Ooo Oor Oo2 -+ Oon
c1 0 O O -+ Oy
C = Co et Q = 0 0 622 ce 9211
n 0 0 0 - O,

Nous obtenons un systeéme linéaire de (n + 1) équations algébriques & (n + 1) inconnues
(co,c€1,-..,¢Cpn), ot on choisit z; (j =0,1,...,n) dans [a,b]. Ces valeurs sont substituées
dans (3.8) pour trouver la valeur approximée de la solution de l’équation intégrale de

Volterra-Fredholm (3.1).

3.2 Exemples

Dans cette partie, nous présentons deux exemples avec la solution exacte des équations
intégrale linéaires de Volterra-Fredholm et nous cherchons la solution approchée en utili-
sant la méthode de collocation-Hermite et la méthode de collocation-Laguerre, puis nous
comparons la solution exacte avec la solution approximée a différentes degrés et nous com-
parons les deux méthodes étudiées a travers ’erreur absolue. Pour les calculs, on utilise

le logiciel Matlab.
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3.2.1 Exemple 1

Nous considérons I’équation intégrale linéaire de Volterra-Fredholm suivante :

¢(a:):ex—1—x+/0w¢(t)dt+/o s¢ (s)ds, x€]0,1]. (3.9)

Le théoreme (1.3.2) confirme que, I'équation (3.9) admet une solution unique qui est

o(r) = xe®, voir [1].

Nous résolvons I’équation (3.9) par les méthodes de collocation-d’Hermite et de collocation-
Laguerre pour n = 8,10. Par exemple pour n = 2 avec la méthode de collocation-

d’Hermite on a
xj b
XPB = qg (33]) + )\1 / k’l(l‘j, t)TPBdt + /\2/ k’Q(l’j, S)SPBdS,

ol

bo 1 0 1
B = b1 et P = 0 1 0 ’
by 00 -1

Pour déterminer les valeurs inconnues de (by, by, b2), on choisit les points de collocation

z; (j =0,1,2) dans [0, 1] comme suit

z;==, j=0,1,2.

DO | .

Donc, pour xg = 0, on obtient 1’équation :
1 1 3
—by — =by — =by =0
301 5% = b ;

pour x; = 0.5, on obtient I’équation :

1 1 13
ﬁbl+ﬂb2_€2+__oa
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et pour x5 = 1, on obtient 1’équation :

11 11
Shy— by — —by+2—e =0,
gl Tl R t2me=0

Alors, nous obtenons le systéme suivant pour déterminer by, b; et by :

%bl—%bo—%bgzo
2—14b1+ib2—€%+%:()

thy—3bo— b +2—e=0

En subtituant les valeurs de by, by et by qui sont la solution le systéme précédent, on
obtient la solution approchée de 1'équation (8.9) pour n = 2. En suivant les mémes
étapes, on obtient la solution approchée de ’équation (3.9) pour n = 2 avec la méthode

de collocation-Laguerre o1, au lieu B et P on utilise :

Co 1 1 1
e 0 0 1/2

Les tableaux 3.1 et 3.2 donnent la solution exacte, ’erreur absolue par la méthode de
collocation-Hermite et I'erreur absolue par méthode de collocation-Laguerre pour n =

8,10 aux points de collocation x; € [0, 1].

A partir des tableaux 3.1 et 3.2, nous remarquons que la solution approximative se rap-
proche de la solution exacte quelque soit la méthode ceci montre 'efficacité des méthode
présentées. Aussi, nous remarquons que l'erreur absolue par la méthode de collocation-
Hermite est inférieure a lerreur absolue par méthode de collocation-Laguerre pour n = 8 et
n = 10. Donc, la méthode collocation-Hermite est plus précise que la méthode collocation-

Laguerre. Ces résultats ont été confirmé par les figures 3.1 et 3.2.
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TAB. 3.1 — Solution exacte, ’erreur absolue par les méthodes de collocation-Hermite et

de collocation-Laguerre pour n=8, Exemple 1.

Erreur absolue par | Erreur absolue par

x; | Solution exacte | collocation-Hermite | collocation-Laguerre
0.000 0.0000000 2.7300 x 107° 3.0287 x 107°
0.125 0.1416436 5.4612 x 1078 4.5061 x 1077
0.250 0.3210064 2.994 x 1078 2.3348 x 1077
0.375 0.5456218 3.1077 x 1077 4.1099 x 10~7
0.500 0.8243606 3.0017 x 10~° 7.2599 x 10~°
0.625 1.1676537 2.9898 x 107° 8.6088 x 10~°
0.750 1.5877500 1.9981 x 10~ 7 7.1070 x 10~°
0.875 2.0990159 1.7885 x 10~ 7 4.9900 x 10~7
1.000 2.7182818 2.8545 x 10~7 5.0857 x 107°

TAB. 3.2 — Solution exacte, 'erreur absolue par les méthodes de collocation-Hermite et

de collocation-Laguerre pour n=10, Exemple 1.

Erreur absolue par | Erreur absolue par
x;j | Solution exacte | collocation-Hermite | collocation-Laguerre
0.0 0.0000000 3.7348 x 1077 1.0230 x 10~°
0.1 0.1105171 6.4632 x 107 5.4004 x 10~
0.2 0.2442806 3.5960 x 107 3.3289 x 1077
0.3 0.4049576 1.9525 x 107 4.9380 x 1077
0.4 0.5967299 2.0440 x 1077 8.3413 x 10~
0.5 0.8243606 1.7791 x 107 9.6040 x 10~
0.6 1.0932713 1.6898 x 10~ 7 8.4951 x 10~
0.7 1.4096269 1.2672 x 107 5.2245 x 10~°
0.8 1.7804327 2.5954 x 1077 4.1285 x 107°
0.9 2.2136428 4.7925 x 1078 4.9974 x 1078
1.0 2.7182818 1.1737 x 1077 9.8771 x 1077
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Fic. 3.1 — Solution exacte et les solutions approchées pour n = 8 par les méthodes de
collocation-Hermite et de collocation-Laguerre, Exemple 1.
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Fic. 3.2 — Solution exacte et les solutions approchées pour n = 10 par les méthodes de
collocation-Hermite et de collocation-Laguerre, Exemple 1.
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3.2.2 Exemple 2

Soit I’équation intégrale suivante :
¢ (x) =cosx —sinx —2+/xgb(t)dt—l—/ﬂ(x—s)qb(s)ds, x € [0,7]. (3.10)
0 0
D’apres le théoreme (1.3.2), notre équation a une solution unique qui est
¢(x) =cosz, z€l0,n.

En suivant les mémes étapes précédentes (voir exemple 1), on obtient la solution appro-
chée par la méthode de collocation-Hermite et la solution approchée par la méthode de
collocation-Laguerre de 1’équation (3.10). Les tableaux 3.3 et 3.4 présentent la solution
exacte, l'erreur absolue par la méthode de collocation-Hermite et I’erreur absolue par la

méthode de collocation-Laguerre pour n = 8,10 aux points de collocation z; € [0,7].

Nous remarquons que la solution approximative se rapproche de la solution exacte quelque
soit la méthode ceci montre Defficacité des méthode présentées. Aussi, nous remarquons
que l'erreur absolue par la méthode de collocation-Hermite est inférieure a lerreur ab-
solue par méthode de collocation-Laguerre pour n = 8 et n = 10. Donc, la méthode
collocation-Hermite est plus précise que la méthode collocation-Laguerre. Ces résultats

ont été confirmé par les figures 3.3 et 3.4.
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TAB. 3.3 — Solution exacte, ’erreur absolue par les méthodes de collocation-Hermite et
de collocation-Laguerre pour n=8, Exemple 2.

Erreur absolue par | Erreur absolue par

xj Solution exacte | collocation-Hermite | collocation-Laguerre
0.0000000 1.000000 1.0002 x 107° 4.7201 x 107°
0.3926991 0.9238795 2.8813 x 107 2.2098 x 107
0.7853982 0.7071068 3.9622 x 107° 4.8884 x 107°
1.1780972 0.3826834 1.2206 x 107° 2.8720 x 107
1.5707963 | 6.123032 x 10~ 17 1.4845 x 10~ 3.7802 x 10~*
1.9634954 —0.3826834 9.7978 x 10~° 7.9155 x 107°
2.3561945 —0.7071068 6.5822 x 10~° 2.0564 x 107
2.7488936 —0.9238795 2.5551 x 107° 5.0611 x 107
3.1415927 —1.000000 7.9870 x 107° 3.5575 x 107°

TAB. 3.4 — Solution exacte, 'erreur absolue par les méthodes de collocation-Hermite et
de collocation-Laguerre pour n=10, Exemple 2.

Erreur absolue par | Erreur absolue par

x; Solution exacte | collocation-Hermite | collocation-Laguerre
0.0000000 1.000000 0.0909 x 10~° 3.8542 x 107°
0.3141593 0.9510565 2.6259 x 107° 2.7977 x 107°
0.6283185 0.8090170 3.2360 x 1076 5.5501 x 1076
0.9424778 0.5877853 1.8511 x 107° 2.0855 x 1076
1.2566371 0.309017 1.0946 x 107° 1.5544 x 107°
1.5707963 | 6.123032 x 10~ 17 1.2330 x 107 2.2458 x 107°
1.8849556 —0.309017 1.1896 x 10~° 2.8974 x 107°
2.1991149 —0.5877853 9.5981 x 107° 3.5201 x 107°
2.5132741 —0.809017 5.4841 x 107° 2.7891 x 107°
2.8274334 —0.9510565 2.5731 x 1077 4.8888 x 1075
3.1415927 —1.000000 7.2157 x 107° 3.9894 x 1075
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FiG. 3.3 — Solution exacte et les solutions approchées pour n = 8 par les méthodes de
collocation-Hermite et de collocation-Laguerre, Exemple 2.
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F1G. 3.4 — Solution exacte et les solutions approchées pour n = 10 par les méthodes de
collocation-Hermite et de collocation-Laguerre, Exemple 2.
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Conclusion

Nous avons utilisé la méthode de collocation avec des polynomes d’Hermite et de
Laguerre pour trouver la solution approchée d’une équation intégrale linéaire de Volterra-
Fredholm. La représentation matricielle transforme cette équation qui est complexe en un
systéeme d’équations algébriques ou la résolution devient plus facile. Nous avons donné
deux exemples pour comparer entre la méthode de collocation-Hermite et la méthode de
collocation-Laguerre et pour démontrer 'efficacité ces méthodes. Nous avons obtenu que
la solution numérique est trés proche de la solution exacte quelque soit la méthode, ceci
confirme efficacité des méthode présentées. La comparaison, & travers d’erreur absolue,
a prouver que la méthode de collocation-Hermite est plus précise que la méthode de

collocation-Laguerre.

Le développement des nouvelles approches numériques de la résolution des équation
intégrale de Volterra-Fredholm est toujours en cours. J’espére que les étudiants des années

prochaines présenter d’autres méthodes.
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Résumé

Les équations intégrales ont un grand intérét grace au large éventail d’applications dans
plusieurs domaines comme la biologie, la physique et I’économie. 11 est souvent tres
difficile, voire impossible, d'obtenir une solution exacte d’une équation intégrale de Volterra-
Fredholm en raison de sa complexité. Nous utilisons alors des méthodes numériques pour
obtenir des approximations précises de la solution exacte. Dans ce mémoire, nous utilisons
en basant sur la méthode de collocation les polynomes d'Hermite et de Laguerre pour trouver

la solution approchée d’une équation intégrale de Volterra-Fredholm.

Mots-clés: Equations intégrales, Polynomes orthogonaux, Polyndmes d'Hermite,
Polynémes de Laguerre, Approximation numérique.

Abtract

The integral equations have a great interest thanks due to their wide range of applications
in several fields such as biology, physics and economy. It is often very difficult or even
impossible to obtain an exact (analytical) solution for a Volterra-Fredholm integral equation
due to the complexity. Then, we use numerical methods to obtain the approximate solution.
In this work, we use the Hermite and Laguerre polynomials based on the collocation method

to find the approximate solution of a Volterra-Fredholm integral equation.

Keywords: Integral equations, Orthogonal polynomials, Hermite polynomials, Laguerre
polynomials, Numerical approximation.



