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RESUME

RESUME

Dans ce mémoire nous avons étudié le transfert de chaleur par conductions thermique, qui est
I'un des trois types de transfert de chaleur que I'on trouve dans la nature et dans tous les
domaines industriels. Nous avons présenté une modélisation des phénoménes thermiques par
conduction par la méthode des volumes finis, comme étant une méthode de discrétisation. Ce
modele a été appliqué sur un dispositif de chauffage par induction. Pour [’exploitation de ce
probléme thermique, les sources thermiques sont des termes de densités de puissance,
dépendante de la température, déduis par le probleme magnétodynamique. La résolution
analytique et numérique par la méthode des volumes finis de [’équation de la thermique en
régime stationnaire et dynamiques dans le cas d’une distribution radiale de la température a été

établis.

In this thesis, we studied heat transfer by thermal conduction, which is one of the three modes of
heat transfer found in nature and across various industrial fields. We presented a modeling of
thermal conduction phenomena using the finite volume method as a numerical discretization
technique. This model was applied to an induction heating system. To analyze this thermal
problem, the heat sources were represented by temperature-dependent power density terms,
derived from the magnetodynamic problem. The analytical and numerical solution of the thermal
equation, in both steady-state and transient regimes, was established using the finite volume

method, considering a radial temperature distribution.
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INTRODUCTION GENERALE

Le transfert de chaleur est un phénomeéne physique fondamental qui intervient dans une grande
variété de domaines scientifiques, techniques et industriels. Il désigne le processus par lequel
I’énergie thermique se déplace d’un corps ou d’un systéme a un autre, en raison d’une différence

de température. Cette énergie peut étre transférée selon trois mécanismes principaux : la

conduction, qui se produit a travers les solides ; la convection, qui implique le mouvement

des fluides ; et le rayonnement, qui concerne 1’émission d’ondes électromagnétiques. Ces
trois mécanismes de transfert de la chaleur peuvent étre présents, dans un procédé, d’une maniére
séparée, combinée deux a deux ou ensemble a la fois ; doit permettre le calcul du flux thermique
pour le favoriser au maximum dans la conception des échangeurs et réacteurs, ou le restreindre
au maximum dans la conception des isolations thermiques, ainsi le calcul de la distribution des
températures pour s'assurer que le champ de températures des dispositifs étudiés reste dans des
limites raisonnables compte tenu des propriétés physiques des matériaux qui les constituent. Il
s'agit ici d'une opération d'analyse et enfin le calcul des dimensions et des formes géométriques
requises des surfaces d’échange pour satisfaire un cahier des charges. Il s'agit 1a d'une opération

de synthese.

Comprendre et maitriser ces modes de transfert est essentiel dans la conception et le
fonctionnement de nombreux dispositifs, tels que les échangeurs de chaleur, les systéemes de
climatisation, systemes de chauffage/refroidissement, les moteurs thermiques, ou encore les
procédés de fabrication industrielle. L’étude du transfert de chaleur permet ainsi d’optimiser les
performances énergétiques, de garantir la sécurité des équipements, et de répondre aux exigences

croissantes en maticre de durabilité et d’efficacité énergétique.

La chaleur la température et le flux thermique c’est la base de 1’étude des transferts
thermiques ou se trouvent les concepts de quantité de chaleur et de différence de tempeérature.

Les équations aux deérivees partielles (EDP) décrivent les phénomenes thermiques. Le
cas de la thermique, ce sont les lois de la thermodynamique et les propriétés thermiques

(conductivité thermique, capacité calorifique) de ces matériaux.
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Pour la résolution des équations mathématiques, des methodes numériques de la
discrétisation sont utilisées, consiste a ramener la résolution des équations aux derivees partielles
(EDP) dans le domaine d’étude, compte tenu des conditions aux limites. Parmi ces méthodes,
nous avons sélectionné la méthode des volumes finis (MVF). Cette méthode présente, en plus de
son adaptation aux problémes a traiter, une mise en ceuvre et une conception simple que celle
aux éléments finis ; de plus, selon plusieurs auteurs [CHENTOUF 94], [V. PATANKAR]

donne de meilleures convergences pour les équations de conduction avec un terme de vitesse.

La distribution de température est obtenue en résolvant 1’équation de diffusion de la
chaleur, ¢’est I’équation de conduction dont les sources thermiques, fonction du potentiel vecteur
magnétique et de la conductivité électrique, sont décrites par une loi de dépendance suivant la
température. Dans ce travail les sources thermiques, données par le probleme
magnétodynamique.

Ainsi, notre travail sera présenté de la maniére suivante :
Dans le premier chapitre, I’analyse du transfert de chaleur, modes de transmission de la
chaleur, notions fondamentales de conduction thermique en régime non-stationnaire

(dynamique) ainsi les lois fondamentales de transmission de la chaleur sont exposés.

Pour le deuxiéme chapitre sera consacré aux formulations mathématiques des
phénomenes thermiques, ainsi les différentes méthodes de résolutions des équations aux dérivées
partielles décrivant 1’évolution spatiale et temporelle des phénoméenes physiques présents dans

les dispositifs de chauffage par induction.

Pour le troisiéme chapitre, nous présentons les modeles numériques adoptés pour la
résolution des équations thermiques décrivant les phenomeénes thermiques. Il s’agit de la
méthode des volumes finis (MVF) et une implémentation, sous I’environnement MATLAB, des

modeéles mathématico-numériques développés.
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En vue de vérifier I’efficacité du mode¢le étudié établi, nous proposons dans un quatrieme
chapitre, ’application puis la validation de ce modele sur des dispositifs de chauffage par

induction a géométrie cylindrique et a symétrie axiale.

Enfin, nous tirons une conclusion générale résument notre travail et nous proposons

quelques suggestions futures.
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Chapitre I : Analyse Du Transfert De Chaleur

Introduction

Nous allons considérer la chaleur, la température et le flux thermique car la base de
I’é¢tude des transferts thermiques se trouvent les concepts de quantité de chaleur et de différence
de température.

Nous allons aussi considérer 1’analyse du transfert de chaleur, modes de transmission de
la chaleur, notions fondamentales de conduction thermique en régime non-stationnaire

(dynamique) ainsi les lois fondamentales de transmission de la chaleur.

1.1 Chaleur, température et le flux thermique

En physique, on appelle chaleur une forme particuliére de I’énergie. Cette équivalence de
la chaleur et du travail constitue le premier principe de la thermodynamique. Il en résulte

qu’énergie, travail et quantité de chaleur ont une méme unité c’est le Joule.

A la base de I’étude des transferts thermiques se trouvent les concepts de quantité de chaleur et

de différence de température. [Feriel 21]

1.1.1 Chaleur

On appelle température la grandeur physique qui mesure le degré de chaleur d’un corps
ou d’un milieu. Lorsque deux corps sont placés dans une enceinte adiabatique, le corps le plus
chaud ceéde de la chaleur au corps le plus froid, jusqu’ a ce que les deux corps aient la méme

température. L’unité de température est le degré Kelvin [K] ou encore le degré Celsius [C].

1.1.2 Unités de chaleur

On a vu qu’en physique, la quantité¢ de chaleur est exprimée dans les mémes unités que
I’énergie et le travail, a savoir en joules (J). On utilise également la calorie (cal), définie comme
la quantité de chaleur nécessaire pour élever la température de 1 g d’eau de 14; 5°C a 15; 5°C

sous une pression de 1 atm.
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L’énergiec mécanique peut &tre convertie en chaleur par frottement, et le travail
mécanique nécessaire pour produire une calorie s’appelle «<L’équivalent mécanique de la

calorie> . Ona: 1 Cal =4,1855.

1.1.3 Flux de chaleur

On appelle flux de chaleur, la quantité de chaleur qui traverse une surface S par unité de
d
temps : (D:d—f en watt. (1.)

La densité de flux représente la puissance qui traverse I’unité de surface.

Pour une surface perpendiculaire au flux de chaleur, on a

dae

Si le flux est homogéne en tout point de la surface, alors ¢ = % ou ¢ s’exprime en W.m™2

1.2 Analyse du transfert de chaleur

On appel transfert de chaleur le déplacement de la chaleur d’une région a une autre suite a
une déférence de température, ce déplacement peut se produit entre deux corps en contacte
(solide solide, solide-fluide, fluide-fluide) ou entre deux parties d’un méme corps.

[Feriel 21]
L’¢énergie interne du systéme change au cours du déeplacement de la chaleur en produisant :
- Le flux thermique transmis.

- Larépartition de la température al’ intérieur du milieu considéré.

1.2.1 Modes de transmission de la chaleur

Le transfert d’énergie aura lieu a chaque fois qu’un gradient de température existe
a Pintérieur d’un systéme, ou, lorsque deux systémes a températures différentes sont mis en
contact. [ KREITH 67]

Le transfert de chaleur reconnait généralement trois modes de transmission de la chaleur.

Il s’agit de la transmission par conduction, convection et rayonnement [ KREITH 67] Ces
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modes de transfert de la chaleur peuvent étre présents, dans un procédé, d’une maniere séparée,
combinée deux a deux ou ensemble a la fois ; doit permettre :

* le calcul du flux thermique pour le favoriser au maximum dans la conception des échangeurs et
réacteurs, ou le restreindre au maximum dans la conception des isolations thermiques.

* le calcul de la distribution des températures pour s'assurer que le champ de températures des
dispositifs étudiés reste dans des limites raisonnables compte tenu des propriéteés physiques des
matériaux qui les constituent. Il s'agit ici d'une opération d'analyse.

* le calcul des dimensions et des formes géométriques requises des surfaces d’échange pour

satisfaire un cahier des charges. Il s'agit la d'une opération de synthese.

Conduction
La conduction est un phénomene au moyen duquel la chaleur s’écoule a I’intérieur
d’un milieu (solide, liquide ou gazeux) d’une région a haute température vers une autre a basse
température ; ou entre différents milieux mis en contact.

La conduction est régie par la loi de Fourier :
_ dT
Qx— ks i (|3)

Cette formule donne la valeur du flux de chaleur en direction de x, avec : Le signe(-) intervient

puisque la chaleur s’écoule vers le décroissement de la température. On note que
Kk : La conductivité thermique du milieu considéré [W/m.K], S : La surface d’échange de chaleur

[m?],
dT : ) o
x Le gradient de tempeérature dans la direction de x[K/m].

Alors, si un corps a la température T1 est raccord a un corps a la température T2 par
I’intermédiaire d’un corps thermique de section S et d’épaisseur e :

Le flux de chaleur qui s’écoule entre les deux corps est donné par la relation :

Q=—ks 12 (1.4)

e

Convection

On distingue deux types de convection : la convection naturelle et la convection forcée.
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La convection naturelle, qui nous intéresse dans ce travail, est le transfert d'énergie dd a des
mouvements macroscopiques du fluide (air) vers le haut. Ce transfert est di a un gradient de
densité di lui-méme a un gradient de température. Les particules de fluide en contact avec un
corps chaud deviennent plus légéres et montent en cédant leur place a d’autres particules qui ne
sont pas encore chaudes. Ces derniéres, a leur tour s'échauffent, montent et le cycle recommence.
La convection forcée est due a un gradient de pression imposée par une action mécanique
externe telle :

» un pompage dans les échangeurs industriels ou dans un chauffage central.
* une ventilation (moteurs électriques, radiateurs de véhicules, séche-cheveux).

* ou une agitation mécanique dans les réactions chimiques.

La loi de Newton donne le flux échangé entre une surface de valeur S et de température

TS et un fluide de température Tf ; elle s’écrit :

Q=hs (Ts-Tf) (1.5)

ou h : Coefficient d’échange convectif [W=m2:K] et s : la surface d’échange [m2] .

Rayonnement

Le rayonnement est le mécanisme par lequel la chaleur se transmis d’un corps a haute
température vers un autre a basse température, lorsque ces corps sont séparés dans 1‘espace

ou méme lorsqu’un vide les sépare.

Transfert de chaleur lors de la condensation

A une pression donnée la température d’un corps reste constante aussi longtemps que
dure le changement d’état. Les changements de phase qui peuvent étre rencontrés sont présentes

dans la figure suivante :
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Pression

Solidification

Condensatio

Désublimation

Vaporisation

Sublimation Température

Courbe de changement d'états d'un corps pur

Figure 1.1

1.2.2 Notions fondamentales de conduction thermique

1.2.2.1 Régime non-stationnaire (dynamique)
Les transferts de chaleur évoluaient au cours du temps, de telle sorte que les températures,
les flux et, bien entendu, les propriétés thermiques seraient variables pendant un temps
suffisamment long. [ KREITH 67 - KHEZZAR 88]

1.2.2.2 Température

Si la température reste bien définie en tout point M (repéré par ses coordonnées spatiales
(x, y, z)), cette température va évoluer avec le temps de sorte qu’a I’ instant t, la température en
ce point M est : [CRABOL 89]

Tw=fxy,2t)=T(X,y,zt)

Il existe un gradient de température qui fait intervenir les dérivées spatiales de cette

fonction température, tel que, en coordonnées cartésiennes :

gad T = aT LT, Ty

Tyt

10
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- -
Ou i, J, et k sont les vecteurs unitaires des axes de coordonnées cartésiennes.

1.2.2.3 Conductivité thermique
La conductivité thermique des divers matériaux employés dans 1’industrie varie d’une
manicre tres sensible d’une substance a une autre. [ KREITH 67]
Ainsi k exprimée en [Kcal/(h.m.°C)] est de I’ordre de 6 x 10™ pour les gaz a la pression
atmosphérique, de 1.5x10™ pour les liquides et atteint la valeur de 3.5 x 10 pour le cuivre pur.
Les matériaux ayant une conductivité thermique élevée sont appelés les conducteurs ;
tandis que, les matériaux de faible conductivité se rapportent aux isolants thermiques.
En général, la conductivité thermique varie avec la température.

Le tableau 1.1 donne, pour diverses substances, I’ordre de grandeur de la conductivité

thermique k.
Substance k en Kcal/(h.m.°C)
Gaz a la pression atmosphérique 0.006 - 0.15
Matériaux isolants 0.030-0.18
Liquides non-métalliques 0.075-0.60
Solides non-métalliques (briques, pierre 0.030-2.2

a batir, béton)

Métaux liquides 7.50 - 67
Alliages 12.0 - 104
Métaux purs 45.0 — 350

Tableau 1.1 Ordre de grandeur de la conductivité thermique pour diverses substances.
Note: 1Kcal/h =1.163 W

1.3 Lois fondamentales de transmission de la chaleur
On donnera un apergu préliminaire des équations fondamentales relatives a chacun des

trois modes de transmission de la chaleur.

11
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1.3.1 Quantité de chaleur transmise par rayonnement
La quantité d’énergie quittant une surface sous forme de chaleur rayonnée dépend de la
température absolue et de la nature de cette surface. [ KREITH 67]

L’¢énergie Q, rayonnée par unité de temps, par une surface d’un corps noir au radiateur intégral

est donnée par :

Q=B.A.T! [Kcal/h] (1.6)
Ou :

A, : L’aire de la surface [m?].

T, : Latempérature absolue [°K]

B : La constante de STEPHAN -BOLTZMANN dont la valeur, avec les unités
choisis, est de 1’ordre de 4.88x10® Kcal / (h.m? (°K)%).

L’examen de I’équation (1.10) montre que la quantité de chaleur transmise par

rayonnement, a partir d’un corps noir, dont la surface est portée a une température supérieure a

zéro absolu, est proportionnelle a la quatrieme puissance de la température absolue.

La quantité¢ de chaleur effective transmise d’un corps gris (émettent une intensité¢ de
rayonnement plus faible que celle des corps noirs) a la température T, & un corps noir a T,
entourant le premier est :

Q=B.Ae (T -T) (1.7)

Ou g est le facteur d’émission de la surface grise, égale au rapport de 1’intensité

rayonnée par le corps gris a celle émise par le corps noir a la méme température.

1.3.2 Flux de chaleur transmise par convection
Le flux de chaleur transmis par convection entre une surface et un fluide peut étre évalué
par la relation suivante (loi de NEWTON) : [ KREITH 67]
Qc=h.AAT (1.8)
Dans laquelle

Qc : Le flux de chaleur par convection [Kcal /h].

A :L’aire de la surface de transmission de chaleur [m?].

12
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AT : La différence entre la température de la surface Ts et celle du fluide Too loin

de la surface en °C.

he: L’unité de conductance thermique moyenne de convection (souvent appelé
coefficient Superficiel de transmission de chaleur d’échange de chaleur par convection) en
Kcal / (h.m?. °C).

La valeur numérique dehc dans un systeme, dépend de la forme geométrique de la
surface, de la vitesse, et également des propriétés physiques du fluide, et souvent méme de la
différence de température AT .

Le tableau 1.2 donne, a titre d’information générale, I’ordre de grandeur du coefficient

moyen d’échange de chaleur par convection qu’on rencontre dans la technique industrielle.

Condition hc en Kcal /( h.m®.°C)
Air, convection libre 5- 25
Vapeur d’eau surchauffée a I’air, convection forcée 25 - 250
Huiles, convection forcée 50 - 1500
Eau, convection forcée 250 - 10000
Eau en ébullition 2500 - 50000
Vapeur d’eau, condensation 5000 -100000

Tableau 1.2 Ordre de grandeur des coefficients d’échange de chaleur par convection.
Note: 1Kcal/h =1.163W
1.3.3 Densité de flux de chaleur : flux de chaleur

Il est possible de définir un vecteur densité de flux de chaleur en chaque point du corps
étudié, qui est la quantité de chaleur (flux de chaleur) par unité de surface, et possede les unités
W/m?, c’est la loi de FOURIER. Ce vecteur est proportionnel au gradient de la température T, et
orienté dans le sens opposé au gradient de la température :
[ KREITH 67 - KHEZZAR 88]

— —>
q=—kgradT (1.9)

k : Conductivité thermique du matériau [W/(m.°K)].

13
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Ce vecteur est maintenant fonction du temps et varie en général avec celui-ci. La
conductivité thermique du matériau n’est pas une constante, mais, une fonction de la température
pour toutes les phases. Elle dépend de la pression aussi pour les liquides que pour les gaz.
[KHEZZAR 88]

Comme le deuxieme principe de la thermodynamique [ KREITH 67] implique,
nécessairement, que la chaleur s’écoule des points les plus chauds vers les points les plus

froids, le flux serait donc positif lorsque le gradient de température est négatif.

5
Le vecteur q permet d’évaluer le flux de chaleur a travers une surface (S) quelconque

par la relation suivante : [CRABOL 89]
b= q.n.ds (1.10)
Ou pour une surface élémentaire :
b =qg.n.dS (1.11)

Ou nest le vecteur unitaire normal a (S) en tout point M, centre d’un élément de

surface dS.
Bien entendu, ce flux de chaleur ¢ ou &¢ est lui-méme fonction du temps et varie au fur

et a mesure que le phénomeéne qui provoque ce transfert est en évolution.

Conclusion
dans ce chapitre ,nous avons établis I’analyse du transfert de chaleur, notions fondamentales de
conduction thermique et les lois fondamentales de transmission de la chaleur pour formuler

équation de la thermique dans le prochain chapitre.
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Chapitre 11 : Formulations Mathématiques des Phénomeénes Thermiques et électromagnétique

Introduction
Nous allons considérer les équations de Maxwell et les équations caractéristiques du
milieu a étudier car tous les phénomenes électromagnétiques que I'on veut généralement étudier

au sein des dispositifs électrotechniques sont régis par ces équations.

Nous allons aussi considérer les phénomeénes physiques, les lois fondamentales
et les formulations mathématiques importants dans les procédés de transmission de la chaleur
dans la matiére, et plus particuliérement, ceux fortement présents dans les procédés du chauffage

par induction.

I1.1 Modeles mathématiques en électromagnetisme

11.1.1 Equations générales de maxwell

Cest J. C. Maxwell (1831-1879), qui a apporté des travaux sur les champs
électromagnétiques et qui a fait apparaitre, pour la premiére fois, les quatre équations
différentielles qui décrivent I'évolution mutuellement dépendante des champs électriques et
magnétiques dans l'espace et dans le temps. Ces équations constituent aujourd'hui la base de
I’électromagnétisme [Saadallah_19]

Les phénomeénes électromagnétiques qui apparaissent dans les dispositifs
électrotechniques sont régis par les équations de MAXWELL, des lois constitutives des
matériaux. Nous les résumons comme suit : [ SABONNADIERE , COULOMB]

e Equations de MAXWELL :

_)
> o
rotH=Jc+% (I1.1)
%
->>
__0B
rot E=—C (11.2)
%
divB=0 (11.3)
%
divD=p (11.4)
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e Lois constitutives des milieux

- — . — -
B=u(H).H ou H=v(B)B (11.5)
- -

D=¢c.E (11.6)

Ou :

JD=% : Densité des courants de déplacement négligeable a basse fréquence [A/m?],
_) o

H : Vecteur champ magnétique [A/m].
% Ve -

E : Vecteur champ électrique [V/m].

% - - o

B : Vecteur induction magnétique [T].

D : Vecteur induction électrique (vecteur déplacement électrique) [C/m<].

% e s - - 2

Je : Vecteur densité du courant électrique de conduction [A/m<].

1) : Perméabilité magnétique [H /m].

p : Densité volumique de charges électriques [C/m®].

€ : Permittivité diélectrique [F/m].

v - Réluctivité magnétique [m/H].

A ces équations, doit étre associée la loi d’OHM généralisée

e e
Jc=J,+0.E+c(3AB) (1.7)

Ou :
%

9 : Vecteur vitesse des pieces conductrices susceptible de ce déplace [m/s].
c : Conductivite électrique [S/m].
_)

ey : Densité du courant d’excitation (source) [A/mz].
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_)
c.E : Densité des courants induits par variation du champ électrique E [A/m?].
_)

=, . .
o(9AB) : Densité des courants induits par mouvement [A/m?].

11.1.2 Descriptions des équations de maxwell

I1.1.2.1 Loi d’ampére

_)
En intégrant le champ magnétique H sur le long d’un contour fermé (C) qui est égale au

courant I encercle par le contour (C), [saadallah_19] on obtient :

I=ff 7 (11.8)
Donc:
) 7 &= [[ ot #as (I1.9)

De la loi de stockes :

[[ rot H E?:gic H dl (I1. 10)

La comparaison entre (I1. 9) et (11. 10) donne (11.1)
La formule (11.1) exprime la dépendance du champ magnétique en fonction de la densité de

courant total ¢’est-a-dire le courant de conduction.
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11.1.2 .2 Loi de faraday

_>
La force électromotrice (e) induite dans un circuit (C) placé dans un champ électrique E

est donnée par I’intégrale curviligne suivante
_ - >
e—gﬁc E dl (11. 12)

e : [volt]

La variation du flux magnétique passant a travers une surface quelconque (S) limitée par un
contour est égale a la force électromotrice induite [Saadallah 19] c’est-a-dire :

e——@ 1. 12
= T3¢ (1. 12)

Le flux magnétique a travers une surface (S) est donné par :

= [f, B ds (1. 13)

D’apres le théoréme de stocks, on a :

e:S(SC F E’:ffs rot E ds (11 14)

e:ffsaf ds (I1. 15)
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A partir des équations (l1. 14) et (11. 15), nous avons :

ffgr_)"tg d_;:fsaa—f s (1. 16)

Finalement, on obtient (I1.2), cette équation exprime le couplage électrique magnétique en

- >
dynamique ou la variation temporelle de B détermine le rot E a la variation spéciale vectorielle

- 5>
de E ( rotE)

11.1.2.3 Loi de gauss

Le vecteur champ électrique E~, sortant d’une surface fermée (S), est égale au quotient par

€0 de la somme des charges électriques situées a 1’intérieur de la somme des charges électriques

situées a l’intérieur de cette surface (S), [Saadallah 19] tel que :

ffs E ds =% (1. 17)

Si les charges libres se repartent uniformément selon une densité volumique (p), la relation

précédente deviendra :
- - 1 . - -
ffs E ds :gfv div E ds (11. 18)

D’ou le théoréme de Ostrogradoski - Gauss on aura :

I E as=[[f div Fdv (11.19)
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Dans les deux relations précédentes, on a :

dive=2£ (11. 20)
€0

Le vecteur de densité de polarisation p~ le moment électrique d’un petit volume dv on obtient:

ﬂfv div E (F g + » ):fffv p dv (1. 21)
Donc:
div (g E + v )=p (I1. 22)

Le vecteur d’induction électrique est égal a :

_)

_)—
D=gy&, E (1. 23)
Finalement on trouve la formule précédente (11.4).

_)
I1.1.2.4 Théoréme de la divergence de I’induction magnétique B

On constate que le flux magnétique a travers une surface quelconque fermeée (s) est

toujours nul, [saadallah 19] c’est-a-dire :

- - -
Sfﬁs Bds= o0 (11. 24)
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Du théoréme d’Ostragradoski-Green, on aura :

b, Bas [ff, div B dv =10 (I1. 25)

En fin on trouve la formule précédente (11.3).
Cette relation, traduit, mathématiquement, que les seules sources de champ sont fermées sur
elles-mémes, elles n’ont ni point ni de départ ni point de convergence, d’ou la nomination

d’induction conservative.
11.1.2.5 Conservation de la densité du courant total

Le champ dépend du temps et la dérivée par rapport au temps de (I1. 20) est :

. 9D _0p
d'V(at == (11. 26)

Puis, en tenant compte de I’équation de continuité, on peut écrire :

P ap
Jjc = —
div o (11. 27)
. dp
div(=—+7)=0 (11. 28)
dat
Onaalors::
- IR >
Jt=29D 4 jc I1. 29
ot (11. 29)
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Finalement, on trouve I'équation (11.1)

1.2 Loi de comportement des matériaux (milieux physiques)

e Induction et champ électrigues

Pour tout champ électrique, dans un milieu isotrope, de permittivité € , nous avons :

- >
D=¢cE

Ou g=¢g ¢ g 1 Permittivité absolue du vide [F/m],

g, . Permittivité relative du milieu [USI].
Cette équation d’écrit la relation entre le vecteur induction électrique D et le vecteur

%
champ électrique E . Elle est linéaire si ¢ est constante.

Dans le cas des conducteurs non-polarisés, nous avons :

- >
D=¢.E 1

0

=————% [F/m
£ =36m109 L7 /M

- -
La détermination de D de I’équation (I.6) et rotE de 1’équation (II.3) détermine

. -
complétement E .

e Induction et champ magnétigues

- o
B=uH

p=p.p. 5 p, . Perméabilite magnétique absolue du vide,
u, = 4.7.107 [H/m],

p, - Permeabilité relative du milieu [USI].
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Dans le cas d’un aimant permanent, nous avons :

> o >
B=uH+B,,
%

B,e : Vecteur induction magneétique rémanente [T].

L’équation (I.5) détermine la relation entre le champ magnétique et I’induction

magnétique. Cette relation donne la courbe d’aimantation B = f(H).

. —> o . ) . .
Une variation de H conduit a une variation de I’induction B, on trouve par la suite le

cycle d’hystérésis dont la forme se différe d’un matériau a un autre; donc d’un dispositif

électrotechnique a un autre.

11.3 Modeéles en électromagnétiques

Les Modeles de J.C MAXWELL décrivent globalement tous les phénomeénes
électromagnétiques, mais, suivant les dispositifs que 1’on étudie, certains phénomeénes
deviennent négligeables. [ SABONNADIERE , COULOMB]

La modélisation des systémes de chauffage par induction fait appel a I’étude du modéle
magnétodynamique.

Modéle en électromagnétiques sont :

- LE MODELE ELECTROSTATIQUE

- LE MODELE ELECTROCINETIQUE

- LE MODELE MAGNETOSTATIQUE
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11.3.1 Modéle magnétodynamique

Les sources du courant du chauffage par induction sont dépendantes du temps, ainsi, les
champs électrique et magnétique seront alors couplés par la présence des courants induits (ou
courants de FOUCAULT).

Dans ce cas ; le modéle utilisé pour 1’étude du chauffage par induction
est : le modele magnétodynamique

La formulation de 1’équation magnétodynamique dans le cas ou la piece a chauffer est
immobile par rapport a I’inducteur et U (potentiel scalaire ¢électrique) est considérée

uniformément nulle, est donnée par :

(> o R
rot (vrotA) + o =25 =1J,, Y

ﬁ rélectivité magnétique
< (11.30)

— —
divA=0 ; tell que divA=0; appelée Jauge de COULOMB
[ SABONNADIERE , COULOMB]

1.4 Equation de la thermique

\

Pour un fluide compressible, ou pour un solide, ou dans le cas d’un gaz compressible, on
négligeant 1’échauffement provoqué par la dissipation visqueuse, 1’équation générale de

propagation de la chaleur fondée sur I’enthalpie h s’écrit:[ MEKIDECHE 93 CHENTOUF 94]

p%:%—div(q)+Ps—qr (11.31)
tels que :

p : Masse volumique [Kg/m?]

Pr : Pression [Pa].

c’est la loi de fourier : az—k gZdT] donnée par Sources des flux de conduction [W/m a]
k : Conductivité thermique [W/(m.°K)].
T : Température [°K].
o, : Pertes radiatives ou chaleur rayonnée.

P, : Terme source de chaleur correspondant, soit, au travail des forces appliquées au fluide.
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Ou a la dissipation visqueuse, soit a une puissance calorifique par unité volumique induite par
effet joule ou réaction chimique.

dh _ 8h dp: (gh dT
Comme dt Pr T dt p, d

Avec :

(%) =C, c’est la capacité calorifique a pression constante [J/(Kg°K)].
Pr

oh ) _1_
h) -1a-pm)
p désigne la masse volumique

B= —E)' (%) c’est la constante de STEPHAN-BOLTZMANN

L’équation (I1.31) peut s’écrire :

TdPr div(k _d) P 11.32
F’dt =P +div(kgradT) +P, +q, (1.32)
Avec :

dT _oT
ar= at+3gradT

ddl? OPr 9 grad Pr

Tels que :
9 : Vitesse des piéces ou des fluides en mouvement, fonction de 1’espace,

et supposée connue [m/s].

BTde : Terme qui représente le travail de dilatation.

L’équation (I1.32)peut s’écrire alors de la maniére suivante :

pC( T, g gradT) = BT(aP’+SgradPr)+d|v(kgradT)+P +0y (11.33)

Dans le cas ou le transfert de chaleur serait purement conductif, ce qui est le cas dans le

chauffage par induction, en négligent la chaleur rayonnée, 1’équation (I1.33) prenne la forme :
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P i _ -
pCP(E+89radT)=d|v(kgradT)+ P (11.34)

Le champ de température T doit Vérifier le modéle classique de diffusion de la chaleur suivant
I’équation (IL.18).
A cette derniere relation, doivent étre associées, les conditions aux limites appropriées
au probléme physique a traiter.
Qui sont Les conditions initiales temporelles et les conditions aux limites spatiales
complétent la description du probléme électro magnétothermique. Il s’agit de la :
1) condition initiale : la température T, al’instant t0 est donnée par une relation
connue : T(X,Y,z,t0) = To (X,Y,2)
2) conditions aux limites spatiales :
- Condition de DIRICHLET dans son cas général : T connue sur la frontiere.

Condition de NEUMANN (homogene) dans son cas particulier : k(g%) =0, (pas
S

d’échange avec I’extérieur : notamment sur les axes de symétrie).

Condition de FOURIER : —k(g—-r';) =q, (e flux de chaleur échangé est connu).
S

Condition de NEWTON: q=h.(T,-T,), (cas d’un flux de chaleur échangé par

convection avec une zone de température ambiante).

q=¢P(T¢-T4) (cas d’un flux échangé par rayonnement avec une zone de température

ambiante Ty, ou &, B, Ts et Ty désignent respectivement, 1’émissivité du corps, la
constante de STEPHAN-BOLTZMANN (B = 5.67x10® W/m?.K%), les températures

absolues de la surface rayonnante et celle du milieu ambiant).
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1.5 Modele cylindrigue axisymétrique en thermique

Une grande partie de problemes thermiques peut étre traité en bidimensionnel, ce qui est

le cas du probléme des systemes sur lesquels nous appliquerons notre modele proposeé.

L’hypothése d’une modélisation axisymétrique est séduisante, puisqu’elle suppose que
I’inconnue est invariante par rotation et prendre donc en compte, implicitement, 1’hypothese
d’homogénéité de la température due a la rotation.

Probléme thermigue

Rappelons le modeéle classique de diffusion de la chaleur par conduction (11.34), avec une

vitesse de la piece nulle (9 =0).

iv (K rat or
div(kgradT) +P.=pC, (E)

La température, indépendante de la variable d’espace (¢), autorise une étude dans le plan

de symétrie (r, z) du dispositif.

— —
Calculant (k.gradT) et div(k.gradT)

On aura :

oT g 10T aT
gradT ar r+r8e+62eZ

- 10T _
T=1(r, z, 1) e 3o 0

D’ou:

gradT %T Y %T e;

- - -
el aT o) =
kgradT =k ar er+kaz e, =F
a(rF) L 19% R 1 9F

V.F=divF= or r Op 0Z'r Op -

div (kgradT) = d|v(k6T r+k5T e,)

((kr )+ (kr ))
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-10 (k
=12 (krdly + 2 (k)
L’équation de la conduction (I1.38) prend alors la forme suivante :

LD+ L (ke GD) +P, =pc, GF (11.35) EDP

avec T=T(r, z, t).

11.6 Différentes techniques de résolution des équations aux dérivées partielles

Il existe deux grandes catégories de méthodes de résolution des équations aux dérivées
partielles mathématiques caractérisant les problémes physiques, lorsqu’il s’agit de calculer
des effets dont les causes (densité du courant (tension), densité de la puissance dissipée) sont
connues a I’avance. Ces méthodes sont :

e Les méthodes analytiques.

e Les méthodes numériques.

Les méthodes analytiques, s’averent d’applications tres difficiles dés que la complexité de
la géométrie s’accroit et que certains matériaux, dans des conditions de fonctionnement
optimales, présentent des non-linéarités physiques, donc mathématiques .

[ CHENTOUF 94 SADIKU 92]
L’apparition des ordinateurs, de grandes puissances, a mis en valeur D’intérét des

méthodes dites numériques. Celles ci font appel a des techniques de discrétisation.

Ces méthodes numériques transforment les équations aux dérivées partielles (EDP) a des
systetmes d’équations algébriques dont la solution fournit une approximation de I’inconnue en
différant points situés aux nceuds du réseau géométrique correspondant a la discrétisation. Parmi
ces méthodes, nous citons la méthode des différences finies, la méthode des éléments finis, la
méthode des volumes finis, la méthode des intégrales de frontiéres et la méthode des circuits

couplés,...etc.
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11.6.1 Méthode des différences finies (MDF)

La MDF consiste a transformer par un développement en série de TAYLOR 1’opérateur
differentiel en un opérateur aux différences.] CHENTOUF 94] [ PISKOUNQV 80]
[ EUVRARD 87]

La méthode aux différences finies permet d’obtenir des résultats satisfaisants dans de
nombreux problémes comme elle posséde la simplicité de la formulation numérique, mais elle

reste limitée aux configurations a géomeétrie réguliere, donc, relativement trop simple.

11.6.2 Méthode des éléments finis (MEF)

La méthode des eléments finis est tres puissante pour la résolution des équations aux
dérivées partielles (EDP) surtout dans les geométries complexes et quelques soient les
conditions physiques de fonctionnements.| MEKIDECHE 93]

11.6.3 Méthode des intégrales de frontieres (MIF)

Lorsqu’on utilise la MDF ou la MEF, on calcule les variables inconnues dans tout le

domaine. La MIF permet de ramener le maillage a la frontiére du domaine. Ainsi, le calcul des

valeurs de I’inconnue sur les frontiéres du domaine suffit pour obtenir la solution en tout point du

domaine. [ CHENTOUF 94]

Pour ramener le probléeme sur les frontieres, la MIF utilise le théoréme de
d’OSTROGRADSKI- GREEN. Cette méthode peut étre intéressante pour 1’étude de structure 3D
ou lorsque I’air ou les milieux passifs occupent une grande partie du domaine d’étude.

Cependant, cette méthode a 1I’inconvénient de conduire a un systeéme algébrique a matrice

pleine (pas de termes nuls). Ceci augmente le temps utilisateur, donc le colt de calcul.

11.6.4 Méthode des circuits couples (mcc)

La MCC permet de fournir la solution d’'une EDP par une expression intégrale du type loi
de BIOT et SAVARD.

Dans ce cas, on associe a la forme intégrale de la solution, une subdivision de I’inducteur
en spires élémentaires. [M.COEVOET 97] [ CHENTOUF 94]
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En appliquant les lois de KIRCHOFF a ces circuits élémentaires, on aboutit a un systeme
d’équations algébriques dont la solution conduit a la distribution des densités du courant.

La MCC peut étre couplée a une méthode numérique de discreétisation type MEF ou MDF
de la charge.

11.6.5 Méthode des volumes finis (MVF)
La MVF se déduit a partir de la MDF. Le domaine d’étude (€2 ) est subdivisé en

volumes ¢lémentaires de telle maniére que chaque volume entoure un nceud du maillage

(celui des différences finies).

Différence
finie Neeud
| E\ S l /
/ - Q
¥
Elément —p L—e—1 | .
fini Volume fini

Figure II.1 Maillage du domaine d’étude.

L’EDP est intégrée sur chacun des volumes €lémentaires.

Pour calculer I’intégrale sur ce volume élémentaire, la fonction inconnue est représentée a
I’aide d’une fonction d’approximation (linéaire, exponentielle) entre deux nceuds consécutifs.
Ensuite, la forme intégrale est discrétisée dans le domaine d’étude [M.COEVOET 97]
[ CHENTOUF 94] [ V. PATANKAR]

Grace a un libre choix de la fonction de liaison entre nceuds consécutifs, la procédure
conduit a une solution plus précise que celle fournie par la MDF.

Exemple lustratif :

Considérons I’équation de conduction, en régime permanent (stationnaire),

monodimensionnel :
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d kdT -
4 (kdly+p =0 (11.36)

T : Temperature, k : Conductivité thermique, P, : Densité de la source de chaleur.

Pour discrétiser cette équation, le domaine d’étude est subdivisé en un nombre finis de
neeuds. Ce domaine est ensuite divisé en éléments de volume dont chacun contient un nceud,

comme il est indiqué sur la figure ci-dessous.

ks

>4
(Gxw (&)

Figure 11.2 Discrétisation en volumes
finis dans le cas mono-dimensionne

Les lignes en tirés représentent les interfaces entre les éléments. Pour le probléeme a une

dimension, on suppose une épaisseur unité suivant la direction (oy) et (0z).

Ainsi, le volume d’un élément est AX X 1x 1. Si on intégre 1’équation (I1.36) sur

I’¢lément de volume correspondant au nceud P, on obtient :

d (1 dT : —
\,jvdx(kdx)dx+vj\,Pde_O

Soit :

e
(kg—l)e— (k.g—I)W+ [Py dx =0 (11.37)
w
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Avec I’approximation d’une variation linéaire de T entre deux nceuds voisins,

I’équation (I1.21) s’écrit :
ke (Te—Tp) _ Kw (To=Tw)
(6X), (0X),,

+Ps AX =0 (11.38)

Ou Eest la valeur moyenne deP, dans I’élément de volume. ke la conductivité

thermique a I’interface (e).

On met 1’équation (1.44) sous la forme suivante :
a T,=a,Tg+a,T,+ b
Ou

_ ke __ky — -p
a,= IR a,, = o) a,=a,+a, et b=P Ax

Si la discrétisation du domaine comporte N nceuds, on est alors ramené a un systeme de N

équations a N inconnues. Il s’agit des valeurs nodales de T.

Conclusion
Dans ce chapitre, partant des lois de base caractérisant les phénomeénes
électromagnétiques et thermiques, des modeles mathématiques ont été établis, dans leurs formes
générales. Ensuite, et en liaison avec le type d’applications a traiter, le cas cylindrique
axisymétrique considéré comme un cas particulier, a été détaillé. Une fois, ces modéles
mathématiques établies, nous proposons, ainsi de décrire dans le prochain chapitre, les modéles
numeriques optés pour la résolution des équations mathématiques finales décrivant 1’évolution

spatiale et temporelle des phénomenes physiques
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Introduction
Dans ce chapitre Nous présentons un apercue sur la méthode des volumes finis, utilisée pour
la résolution des €équations aux dérivées partielles établies au chapitre précédent. Il s’agit de
I’équation de la condition pour la thermique. Ceci sera suivi par la définition des conditions
aux limites et un expose sur les difficultés rencontrées lors de la définition du domaine

d’étude.

Les méthodes de résolutions des systémes algébriques seront aussi présentées.

I11.1 Résolution des équations de la thermique par la méthod des volumes
finis
La méthode des éléments finis (MEF) est la méthode la plus utilisée pour la résolution des
équations aux dérivées partielles. Sa mise en ceuvre, par contre, est assez compliquée.

Nous avons donc opter pour la méthode des volumes finis (MVF) qui, selon plusieurs
auteurs [ CHENTOUF 94] , [ V. PATANKAR] donne de meilleurs convergences pour les
équations de conduction avec un terme de vitesse.

De plus, elle est moins difficile a réaliser est simple a concevoir que la méthode
des éléments finis (MEF).

La méthode des volumes finis a connu un essor considérable non seulement
pour la modélisation en mécanique des fluides, mais aussi pour la modélisation d’autres branches
de Dingénierie scientifique: transfert thermiques, ¢lectromagnétisme...etc. L’analyse
mathématique de la méthode des volumes finis a récemment permis de développer les principes

fondamentaux qui font d’elle une méthode de discrétisation performante.

La méthode des volumes finis peut étre vue comme étant une variante de la méthode
de collocation par sous-domaines [ CHENTOUF 94] . Le domaine d’étude (€2) est divisé en
un nombre d’éléments. Chaque élément contient quatre nceuds du maillage. Un volume fini
entoure chaque nceud du maillage (Figure III.1). L’équation au dérivé partielle (EDP) est

intégrée dans chacun  des volumes élémentaires. Pour calculer ’intégrale sur ce volume
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¢lémentaire, la fonction inconnue est représentée a 1’aide d’une fonction d’approximation

(linéaire, exponentielle...) entre deux nceuds consécutifs.

Différence
finieI \ | Neeud
<> /
/ 0
, ¥
Elément —§ Le—1 | .
fini Volume fini

Figure I11.1 Maillage du domaine d’étude.

Description d’un volume fini

F 5
o .
e Eléments
[ ] .
—— finis
F 3
—
2
= [T Walume
w fim

Figure I11.2 Description d’un volume fini.

Chaque nceud principal P est entouré par quatre nceuds voisins : celui du nord N, du sud S,
de I’est E et celui de I’ouest W.

Le volume fini est délimité par les points (e : est, w : ouest, n : nord, s : sud) [V. PATANKAR] .

36



Chapitre 111 : Modeles Numeériques

II1.1.1 Discrétisation de I’équation de diffusion de la chaleur

Rappelons I’équation de diffusion de la chaleur en régime transitoire (non-

stationnaire) : pcP%I %gr(rk%—IH (k )+P

Pour résoudre cette équation, nous appliquons la méthode des volumes finis.

On intégre cette équation dans le temps et dans 1’espace, sur le volume fini,
correspondant au nceud P, et délimité par les frontiéres (e, w, s, n), ((voir figure II1.2),

description d’un volume fini, décrite précédemment).

Fy
A :
o Ele.ments
= finis
k4
&
o
= [ Volume
w fini
Figure II1.3 Description d’un volume fini.
(t+At) ne
(] jpcpﬂrdrdzdt_ j H(l 0 (rkaT))rdrdzdt+ j H 2 (kaT)rdrdzdt+
b s w ot ror " 0z
(t+At)ne
[ [] Pyrdrdzdt (11.1)
t sw
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Soit :

(t+At)
A= | Tfpc T rdrdz
t

(t+AD)
B= j T?(rar(rka-r))rdrdzdt

(t+At)
c= J?f 2 kZhyrdrdzat

(t+At)ne
D= [ [[P,rdrdzdt

t sw

P, (T) : est la source de chaleur, fonction de la tempeérature T.

Nous intégrons chaque terme (A, B, C, D) dans I’espace :

(t+At) (t+A)
= j T?pc aTrdrdzdt | pC, (z)”( J aT gt
t w

2 ra (t+At)
:PCp (ZnZs)[?e __W] J ﬂdt

(t+AD) oT (t+At)
B= j H(rar(rk Iyyrdrdzdt = J(
t

_ (t+J_At) [ (rk %_I )e _ (rk %_I )Wj (zq —25) dt

(t+an e t+At( T 2
_ oT — orf|r
C= { Haz(k Myrdrdzdt = | k<L (ZJ

-1 (bg) b)) - |

t

aT
kar (z)dt

N [—

(t+At (t+At) , ¢
= | H P.rdrdzdt = | PS[%] (z)f dt
t SwW t w
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(t+At) 2 r
;P[; g}( "

t
AVec :

2 2
— — r f'w__
e =rp +Ar I’w—l’p_M = S r=rp Al
2 2 2 2

Zn=2p +%, Zs=1Zp _% = zZn—zs= AZ
Avec un profil linéaire, choisi, exprimant ainsi la variation spatiale de la température

(T) entre les nceuds voisins. Les termes (A, B, C, D) prennent les formes suivantes :

Terme A :

A=pC, I, ArAz j aTdt

Terme B :
a0 (Te—To) p) (To—Tw)

A0 ko rAZ Ky rwAZ KoroAZ Ky [ AZ
:I(LJT+[WW T — ele + w 'w Tdt
" (éir)e E (6r)W w (6r)e (8r)W P

Posons :

a :kel’eAZ a :kwrwAZ
T®n, T (),
Ainsi :

(t+At)
I [aeTE taw Tw — (ae+ adw ) TP] dt
t

Terme C:

_ (tran (TN _TP) (TP_Ts)
S e

Al A Kg rp AF Kn rpAr ks rpAr
) CT T CRANCH N
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Posons :

3 :kanAr a :ks re Ar
"), T (32)s

Ainsi :

(t+AL)
C=] [anTN tagTs _(an+ aS)TP] dt
t

Terme D :
(t+At)
D= [ Pr,ArAzdt
t

L’intégration des termes (A, D) dans le temps donne :

Terme A :
(t+A1)
_ OT qt —
A=pC, I, ArAz { ar dt

=pC, 1, ArAz (T, -T))

TF,0 : La température au pas précédent a I’instant t = t,

Terme D :
D=PF,r, ArAz At
Pour I’intégration des termes (B, C) dans le temps, nous appliquons la formule suivante
[ V. PATANKAR] :
(t+At)
| Tpdtz{fTﬁ(l-f)TPO}At (111.2)
t
Avec :
At : Le pas de temps adopté pour la discrétisation temporelle,

f : Le facteur appartenant a I’intervalle [0,1],
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TF,0 . La température au pas de temps précédent a I’instant t = tg

Les termes (B, C) deviennent :
Terme B :

(t+At)
B= I [aeTE taw Tw _(ae"' aW)TP] dt
t

= ae [f Te + (1=F) T2 At + ay [f Tw + (1-F) TS| At — (aet aw ) [ To + (1—F) T2 At
Terme C:

(t+AL)
C= I [anTN +asTs _(an"' aS)TP] dt
t

= an [f Tw + (1=F) TO) At + ag [f Ts + (1—F) T2 At — (an+ as ) [f To + (1-F) T At

D’ou I’équation discréte prenne alors la forme suivante :

pC, T, ArAZ (TP—TF?) = a0 [f Te + 0—F) T2 At + aw [f Tw + @—F) TS| At +
an [f Tn + (1=F) T At + a [f Ts + (1-F) T | At —

(ac+aw+an+ as)[f T + (1—F) TO|At +P,r, ArAz At

Pour la simplicité et les satisfactions physiques, une formulation implicitement de
I’équation discréte précédente est nécessaire, le facteur f prenne alors la valeur 1 (f =1)

[ V. PATANKAR] , ainsi I’équation précédente devient :
pC, I, ArAz (Tp —Tp?j = aeTe At +aw TwAt +an TnAt+asTsAt _(ae+aw+ awt aw)Tp At +

P, rp ArAZ At

:>[pCP I, ArAz +(ae+aw+ an+as)At] Te = [aeTE +aw Twtan Ty +asTS]At +P,rp ArAz At

+pC, I, ATAZ T,

La division par le pas de temps At, nous permettons d’écrire :
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pC, I, ArAz
T+(ae+aw+an+as) Tp = [aeTE +taw TwtanTy +asTs] +Pirp ArAz +

pC, I, ArAZ _,
At P
Posons :

_ PGy T, ArAz

dop At

ap =ae tawTantastap

b=P,r, ArAZ +a,, T,

Ainsi, I’équation algébrique finale peut étre écrite sous une forme, et ou seules les valeurs

nodales apparaissent, son expression, sous forme condensée est donnée par :

apTp=aeTetayTwtanTy TasTs+h

(11.3)
Ou:
e = ke re AZ
(N
- kw rw AZ
N (B
A= Knrp Ar
" (82),
ks rp Ar
7 (B2)s
pC, I, ArAz
S

ap =8 Tawtaptastap

0
b=|:’S rp ATAZ +34, T,

Si la discrétisation du domaine comporte N nceuds, on est amené a résoudre un systeme de
N équations, a N inconnues.
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Conductivité thermique a ’interface

Considérons I’interface (e) entre deux nceuds P et E de la figure (111.4)

Figure I11.4 Interface entre deux éléments d’un volume fini.

Si on suppose une variation linéaire de la conductivité thermique en fonction de la
température K(T), entre les nceuds P et E [ CHENTOUF 94] , [ V. PATANKAR] , on peut
écrire :

Ke= Be K+ (1B ) K, (11.4)

Ou le facteur d’interpolation {3, est donné par le rapport :

_ (Bn.
=G (111.5)

Si (dr),_=(dr),, , cas d’un maillage régulier il vient alors que B,=0,5, ainsi, k sera la
moyenne arithmétique de k_ et k,, ce qui n’est pas correcte si on est dans une région ou la

conductivité thermique est fortement variable en fonction de la température. Dans ces conditions
cette approximation peut conduire a une mauvaise estimation du flux de chaleur sur cette
interface [ V. PATANKAR]:

k(T,-T)

Q.= W (111.6)
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Il existe une autre approche plus correcte, pour évaluer la conductivité thermique a
I’interface. Cette approche consiste a considérer les deux ¢éléments de volume adjacents comme

deux matériaux de conductivités thermiques différentes.

Une analyse a une dimension, sans terme source, conduit a I’expression suivante :
0=~ 75 (TE_TE) (1.7
@, , o0,
K, k

E

La combinaison des équations (111.5), (111.6) et (111.7) donne :
B . (1B )j‘l
k =& 4 X _TeZ
¢ (kp kE

Dans le cas ou I’interface (e) serait placée au milieu entre P et E, c’est a dire,=0,5,

nous avons :

2k, k
ki=05 (ki+kd) Dou k=1-P'c
€ P E € kP+kE

De la méme maniere, et par analogie, nous déduisons pour les autres
coefficients : k,, k. K. Kq

Ke= ikﬂf (111.8)
Kw= i:(j ::VVVV (111.9)
Kn= i:(j EN“ (11.10)
ks = ifj ll;s (1.11)

Conditions aux limites

L’équation de diffusion de la chaleur, doit étre associée aux conditions aux limites
appropriées au probléme physique a traiter. Il s’agit de la :

- Condition de DIRICHLET : la température T est connue sur la frontiére.
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- Condition de NEUMANN homogéne : k (‘g—-rl;)f 0

(valable dans le cas ou il n’y a pas d’échange thermique avec 1’extérieur : notamment sur les axes

de symétrie)
- Condition de FOURIER : gq= -k (g_ps

(valable dans le cas ou le flux de chaleur échangé est connu)

- Condition de NEWTON : d=he (T-Tp)
(valable dans le cas d’un flux de chaleur échangé par convection avec une zone
de température ambiante T, , )
- Q=B (T'—Thp)
(valable dans le cas d’un flux échangé par rayonnement avec une zone de température ambiante

T,m OU he €€t P désignent, respectivement, le coefficient de convection, I’émissivité du corps

et la constante de STEPHAN-BOLTZMAN p =5.67 x 10 Wm?.K*).

L’équation discréte aux points limites

Si la température T est connue sur la frontiere, c’est la condition de DIRICHLET (a
titre d’exemple la valeur de T, est connue, voir Figure I11.5), nous n’avons pas besoin d’une
équation discrete en ce point (P).

Nous devrons formuler 1’équation discréte aux points limites quand la température

en ces points est bien entendue inconnue.

MNe
ot '
Ao .
n i
L A2 » Tf;ﬂ i
*» &
ar TP & l E
2 '?\
Demi-volume
S

Figure 111.5 Demi-volume a coté des nceuds limites.
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Pour trouver I’équation discréte au point (P), nous devons intégrer 1’équation de diffusion

de la chaleur (11.19) sur le demi-volume % de la figure 111.4. Ainsi :

(t+A) n

j H(rar(rkaT))rdrdde [ ”a kaT)rdrdzdtJr
t

(t+At) e
0T pc, L rdrdzdt =

(t+At)ne
[ [] P rdrdzdt

t sp

Avec :

Zn=2p +%. Zs=ZP_% =zn—2zs = AZ

Ar
= + =
I‘e I'e 2

Apres intégration, dans I’espace nous aurons :

(t+At) 2\ (t+At)
ijP(zn—zs)(%J%rdt: f ((rk%-{) (rk%-{)}(zn—zs)dtjt
t b t

T g 7o TR 5 e

t t P

B 2
— AL AP
P2 8
zrp%

Puisque A8r est négligeable devant les autres termes, [ EUVRARD 87].

Nous aurons, alors :
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(t+At)

(t+At)
Ar T 4o — ( aT) ( ﬂ)
F,rPZAz { Cdt= { [rkar rk8r i Az dt

(t+a0) (aT) (aT) Ar
+ { (kaz kaZ P7dt+

(t+At)

f P rp A2rAZ dt

Avec :

dp=—kp %T (flux de chaleur échangé, connu (condition de FOURIER).

Avec un profil linéaire exprimant la variation de la température T entre les nceuds voisins,
nous aurons :

(t+AL)
PCpls A Az ]
t

(t+At) _
8T C-dt= | {re Ke (T(%r)TP) +rp qp} Az dt +
t e

(t+AL) (TN_TP) (Tp Ts) AI’ (t+AL) Ar
{ {kn (52), ~ ks (52), dt + j Pore 5-Az dt

Aprés intégration, dans le temps, et une formulation implicite de 1’équation

discréte précédente, nous aurons :

pCy T Azr AZ(TP_TSJ =
Keredzat| kan%At . ksrp%ﬂ
@0, )T @, |7 e, |

Ar

Ker. Azat) Kn rp*At . Ksre— At N
0. o). G, ||Tr

re AZ q, At+ Py rP%Az At

Soit les notations suivantes :
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Ar K.r.Azat) | Ka rp*At Ks rp*At
= Cc r — Az + +
S R ( ) ] @), D, ||
A A
A Ke re oz at] kl’.:*rAt T ksl’pjrAt T
= | —— + +
’ (o), = (o z)n N (O 2), °
A;=rp AZq, At+Frp %Az At +pC, 1, A2r Az T
D’ou:
=>A=A,+A,
La division de chaque terme (A;, Az, As) par le pas de temps At, donne :
Bi=B, + B,
Tel que :
Ar Ar
Bl: Pr CP rP 7AZ . kere AZ . knrp7 ks e 2 _I_P
At (or), (52), (52),
Ar
B,= k reAZ TE+ knrp7 ) ks e 2 TS
(1), (52), (62),
Ar
pC, I,5-Az
Bs=r, Az q, +P, rP%AZ+ TtZTs
Posons :
_kere Az
©(On)e
_knre Ar
T 2(82),
_kstre Ar
5T 2(82),
pC, I, ArAz
o = T DAL
ap =ae tantastap
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Ar
b:Ps rP7AZ+aOPTPO+rPA2qP

Ainsi, I’équation algébrique prend alors la forme suivante :

apT =T +agTy +tasTst b (I.11)
Ou:
e = Kere AZ

N CHN
an = Knrp Ar

T 2(82),
A= ks rp Ar

<= 2(50);

pC, I, ArAz
dop = T DAL

ap =8¢ taptastagp

Ar 0
b:PS rp?AZJraoprJfl’pAqu

Condition de NEUMANN :
En annulant, la valeur du flux de chaleur q,, dans le cas ou il n’y a pas d’échange

thermique avec l’extérieur notamment sur les axes de symétrie (condition de NEUMANN

e - L OT
homogene.k8n 0).

Dans ce cas I’équation algébrique s’€crit alors sous la forme suivante :

apl =l tap Ty +asTsth (111.12)
Ou:
Ae= kere AZ
& (8
_ knrp Ar
an="2(62),,
_ ks rp Ar
&=72(52),
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pC, I, ArAz
dop = T DAL

ap =ae tantastap
Ar
b=P — A7 + T
s e 5 I

Condition de NEUTON :
Dans le cas ou il y a échange avec I’extérieur, le flux de chaleurq, , échange par

convection libre avec une zone de température ambiante (T,,,) est spécifié en terme de

coefficient d’échange h (coefficient de convection) et de la température ambiante.

0= hC(TP _Tarrb)

Apres substitution de I’expression de(, dans I’équation (II.11), nous obtenons

I’équation algébrique discrete suivante :

a1 =T +agTy +tasTst b (111.13)
ou:
e = Kere AZ

(B
an = Knrp Ar

T 2(82),

A= ks rp Ar

5T 2(82),

pC, I, Ar Az
dop = T DAL

ap =ae Tap+astap —rpAZhg

Ar
b:PS rP7AZ+aOPTPO_rP AZ he Tamb

Remargue
Dans le cas ou la charge a chauffer est pleine et lorsque la fréquence de travail est classee

parmi les hautes frequences, le flux de chaleur est égal a zéro au centre de cette derniére et il est

a spécifier que :
0o=he(Tp—Tanp) Testera valable q’aux limites de cette charge.
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I11.2 Méthodes de résolution des systemes d’équations algébriques
Pour la résolution des systémes d’équations algébriques linéaires, il existe deux grandes
catégories de méthodes [M. BOUMAHRAT, A. GOURDIN] :
e Les méthodes directes
e Les méthodes itératives

111.2.1 Méthodes directes

Ces méthodes conduisent a une solution en un nombre fini d’étapes (éventuellement grand),
cependant, comme 1’ordinateur représente chaque nombre par un ensemble limite de digits,
les méthodes directes sont précis mais demandent beaucoup d’espace mémoire et de temps

de calcul.

111.2.2 Méthodes itératives

Pour les matrices d’ordre élevé, comportant de nombreux éléments nuls (matrice creuse),
on utilise les méthodes itératives qui font passer d’un estimé X&) de la solution a un autre estimé

X&+1) de cette solution, s’il y a convergence, la solution ne pourrait étre atteinte qu’aprés un

nombre d’itérations. Parmi ces méthodes, nous citons :

111.2.2.1 Méthode de Jacobi

Elle est basée sur la transformation du systeme [A][X]=[B] en

N n
x{ 1):{bi—j§13ijxﬂ%lii S(i#]) ,i=1,....n (I11.14)

On estime une valeur arbitraire initiale XE’ pour (k=0), le calcul sera arrété si

‘ngm_X%(

< ¢ Dans le cas d'une précision absolue et <g¢ Dans le cas d’une

‘ X§k+1) Xk

précision relative.
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€ : précision imposée par 1’utilisateur.

111.2.2.2 Méthode de gauss Seidel
Cette méthode se considere lI'une des plus simple des méthodes itérative, a savoir que la
méthode la plus efficace est la méthode de Newton-raphson, mais la méthode de Gauss Seidel
s'intervient pour les raisons suivantes :
1-qui possede une valeur scientifique sur a cause de simplicité.

2-et qui utilise dans le systeme a faible puissance, comme le notre, dans laquelle les

programmes sont simples.
3-Elle s'utilise dans des nombreux cas des grands systemes pour obtenir une solution

approximative.

Cette méthode consiste a transformer le systeme [A][X]=[B] en :

(i-1) n
ka“){bi—i aij X§k+l)__ 3 aijxﬂ%ii Si=l..n (111.15)
=1 J=(i+1)

En donnant aux inconnues X}‘ des valeurs arbitraires initiales Xf (pour k = 0)
Le processus sera arrété si :

‘ (k1) _ X

‘ka“) —XK| <& Dans le cas d'une précision absolue et < ¢ Dans le cas d’une

X
précision relative.

€ : Précision imposée par I’utilisateur

111.2.2.3 Methode de newton Rafeson

La technique itérative de Newton Raphson converge avec une méme vitesse, mesurée par le
nombre d'itérations, pour les larges et courts systemes, en moins de quatre a cing itérations en
géneral. C'est pour cette raison que la méthode de N-R est la plus utilisée pour I'étude des larges

systemes.

-1
xk+D) _ () [ j(k)} ~f(x®) (111.16)
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111.2.2.4 Méthode de relaxation
Pour améliorer la rapidité de la convergence, si on est sur qu’il n’y a pas divergence,

dans le cas des méthodes itératives, on utilise un facteur de relaxation o tel que :
XED = Xk 400 (XD —xK) (11.17)

Conclusion sur les méthodes itératives

Les méthodes itératives sont généralement préférées par rapport aux méthodes dites
directes, pour les grands systémes [A][X]=[B] a matrice creuse parce qu’elles ne modifient pas la
matrice de rigidité [A] et que dans un grand nombre d’application, cette matrice [A] est creuse
et présente une structure particuliere (triangulaire) ce qui lui permet de ne pas étre mémoriser
explicitement et assurer pratiqguement la convergence.

Dans les méthodes élémentaires, la méthode de GAUSS-SEIDEL est préférée a celle de
JAGOBI, parce qu’elle consomme moins de mémoire et converge souvent plus vite.

La méthode de relaxation est généralement beaucoup plus rapide que celle de GAUSS-

SEIDEL, méme si le facteur optimal o est réglé expérimentalement selon I’aspect physique du

probléme a traiter.

111.3 Présentation des modules du code de calcul développé pour la

résolution de I’équation de la thermique

Nous présentons 1’algorithme utilis€ pour résolution de 1’équation de la thermique.
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Algorithme de résolution de I’équation thermique

Introduction des données '

Initialisation du champ de température a un instant temps t donné

|

Calcul des parametres dépendant de la température (k, pC,, P, ), 1=1

la
<

Résolution du systéme d’équations algébriques (I11.3)
en déterminant la température T

v

Relaxation sur T

Tcalculée= Tinitiale
7'y

Non

de convergence

Qui

t=t+At ' /—B'OCA
TozTcaIcuIée '
(‘ts est le temps nécessaire

t>t pour atteindre le régime
permanent du systeme)

Non

v Oui

Vistialisation l

Figure 111.6 Algorithme de résolution de 1’équation de la thermique.
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Conclusion

La modélisation numérique des systémes a induction (chauffage) constitue I’outil de base
pour la conception de ces systemes.

Dans le cadre de notre travail, pour la résolution des systémes d’équations algébriques
en thermique établis dans ce chapitre, nous avons choisi la méthode de GAUSS-SEIDEL couplé
a la méthode de RELAXATION.

Dans le prochain chapitre, nous présentons I’implémentation sous 1’environnement

MATLAB des modéles mathématico-numériques développés.
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Introduction

Nous étudions dans le présent chapitre les comportements thermiques de la piéce a
chauffer a I’arrét, soumise a des sources thermiques fonctions de la température.

Nous intéressons a un dispositif de chauffage par induction dont la charge est un tube

creux en acier inoxydable, mis en ceuvre dans le cadre d’un travail expérimental réalisé sur le site

de I’entreprise Electricité de France (EDF) [FELIACHI 91].

IV.1 Application: chauffage par induction d’un tube creux en acier
inoxydable (EDF)

IV.1.1 Description du dispositif de chauffage EDF
Le systéeme étudié comporte un inducteur en cuivre de diametre intérieur = 104 mm,
diamétre extérieur = 124 mm, hauteur = 3000 mm et des nombre de spires égale 20.
La piece a chauffer (charge), de forme cylindrique (tube creux) de diamétre extérieur = 30 mm,
diametre intérieur = 26 mm, épaisseur = 4 mm et hauteur = 2700 mm.
En raison de la symétrie axiale du dispositif, seule une représentation bidimensionnelle

du systéme sera considéreée.

Le schéma ci-dessous présente le dispositif en coupe, dans le plan (r, z).

<+— Piéce a chauffer (1)

; <«—— Inducteur (2)

(3) (3)

Figure 1V.1 Modeéle géométrique du dispositif.
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Le phénomeéne thermique ne s’applique qu’a la piece a chauffer (région 1).

IV.1.2 Modéles des propriétés physiques

Les modeles de variation de chaque propriété en fonction de la température, désignée par

I’inconnue T sont définis & partir des relevés expérimentaux dont nous disposions

sur un échantillon du matériau constituant la piece a chauffer.

Données thermigues

Les lois de variation relatives aux propriétés thermiques k et pc, ont été décrites par des

expressions analytiques, fonctions de I’'inconnue T

T (°C) 20 93 149 204 260 316 371 427 482 538
K (W/(m°C)) 63.70 [60.20 |58.10 |54.60 |5240 |49.60 |46.80 |43.90 |41.80 |39.00
pC, x10° (J/ (m°°C) |3.666 [3.869 [4.025 [4.181 [4.337 [4.485 [4.703 [4.953 [5.140 |5413
T(°C) 593 |649 |704 |760 |816 871 |927 982
K (W/(m.°C)) 36.80 |34.70 [32.60 [30.50 [28.40 |26.20 [26.90 |27.60
pC, x10° (¥ m*°C)  |5.632 |5.881 |7.800 [7.800 |4.859 |4.797 |4.797 |4.797

Tableau IV.1 variation relatives aux propriétés thermiques k et pc,

Leurs représentations sont données respectivement en figure 1V.2 et I1V.3.
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Conductivité thermique (w/ (m.°C))

chaleur spécifique ( J/ (m3.°C )

65¢

60

55

50

45

40

35

30

25°

r r r r r r r r r

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Figure IV.2 Variation de la conductivité thermique de 1’acier inoxydable

7.5

6.5

5.5

4.5

3.5°¢

Température (°C)

en fonction de la température.

r r r r r r r r r

(o] 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Température (°C)

Figure IV.3 Variation de la chaleur spécifique de I’acier inoxydable

en fonction de la température.
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IV.1.3 Densité de la puissance moyenne en fonction de la température
Lors de I’exploitation du probléme magnétique, les sources de chaleur ont été évaluées
pour différentes valeurs discrétes de température, et pour une valeur de densité de courant

inducteur, fixe : Js = Jso = J,, =2.33 x10° A/m? et une fréquence de travail égale & 7500 Hz,
cette démarche a pour objectif de créer un fichier de points (P, (T), T) faisant correspondre a

chaque valeur de température T, extraite de la plage de variation [Tamp, Tmax], préalablement

fixee, une densité de puissance P, (T) [Becha H 01].
Le tableau ci-dessous présent la variation de la densité de la puissance moyenneP, (T) en

fonction de la température établie lors de 1’étude des phénomenes électromagnétiques, ou la

picce est a I’arrét.

T(°K) 293 298 400 500 600 700 800 900

Ps 10.252 [10.290 |10.987 |11.525 |12.019 |12.405 (12.729 |12.516
(MW/m?)

T(°K) 950 960 970 980 1000 [1100 [1200 [1255
P 13.019 | 13.048 [13.078 [ 13.108 [13.169 [ 13.501 |13.877 | 14.101
(MW/m®)

Tableau 1V.2 présente la variation de la densité de la puissance moyenneP, (T) en

fonction de la température.

La figure IV.4 presente la caractéristique P, (T)décrivant I’évolution de la densité

de la puissance moyenne en fonction de la température.
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1.45

=
~

=
w
a

=
w

=
N
a1

=
N

4
=
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=
-

=
(=}
a

Densité de la puissance moyenne (W / m3 )

1
200 400 600 800 1000 1200 1400
Température (°K)

Figure IV.4 Variation de la densité de la puissance moyenne en fonction de la température.

Par interpolation numérique, la loi de variation, effectuée a partir du logiciel ORIGIN a

été définie comme suit :

/- T< 800 °K \

P, (T) = 6.7399e6 + 18034.9756 x T — 27.62503 x T + 0.0272 x T° - 1.14361e-5 x T*

= 800 °K< T <950 °K
P, (T)= 3.462¢6 + 10060 x T
= 950 °K < T <1255 °K
P, (T) = 6.19936€6 + 21024.6215 x T — 28.53515 x T* + 0.01877 x T° — 4.29189%-6 x T*
= T >1255 °K

\ P, (T) = 14.101 x10° /
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IV.1.4 Etude du comportement thermique de la charge
La deéfinition du terme sourceP,(T), ¢tablie lors de I’étude du phénomeéne

électromagnétiques, ou la piéce est a I’arrét, est nécessaire pour la résolution de 1’équation
de la thermique.
Rappelons que le domaine d’étude thermique est limité a la piéce a chauffer (charge),

siége de courants de FOUCAUT.

<+— Piéce a chauffer (charge)

|
[}
[}
|
|
!
5 Les sources thermiques sont
: localisées dans le tube (charge)
[}
|
|
|

Figure IV.5 Modele géométrique du dispositif adopté pour 1’étude thermique.

1V.1.4.1 Résolution analytique et numérique de I’équation de la thermique
en régime stationnaire dans le cas d’une distribution radiale de la
température
On exposera la solution analytique et numérique de I’équation thermique en régime
stationnaire, dans le but de les comparées pour valider le logiciel développé pour la résolution

de I’équation de la thermique du dispositif de chauffage EDF. Une fois notre outil de calcul

validé, son exploitation pour d’autre application devient valable.

Méthode analytique

Rappelons 1’équation de la thermique :

iv (k orac Gl
div(kgradT) +P,=pC, (ﬁ)

En régime stationnaire, nous avons :
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_)
div(kgradT)+ P,=0

P, : est le terme source

—> .
div(kgrad T) a été calculé comme suit :

I oo
D’ou
—> - -
gradT =%er+ ‘gT e,
kgmdr_k%}§+k%§é;=3
et
VEodvEo1 AR 1% L OF 1 0%

r or r O¢ 0z 'r O¢

- N
i _div (kT oT o
div(kgradT) =div (k ar er+ kaz e;)

((kr )+ (kr ))

=12 (kr T+ 2 (k2N

r et z sont respectivement la coordonnée radiale et axiale, des variables indépendantes
I’une de I’autre.

Dot : (k ”Waﬁ” ”+&:0 (IV.1)

Dans le cas d’une distribution radiale de la température (solution analytique selon r), nous
avons :

rar(kr )+P 0
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Cas ou le terme source est nul : (P, = 0)

10 (kedTy_
rar(kr ar) 0=

0 (krdTy_
ar(krar) 0=

(krdh=c,=

a_ G
rkr

T= % Inr +C, (IvV.2)

Pour r=r,=T=T R, : rayon interne de la charge.

Pour r=Rr,=T=T R., - rayon externe de la charge.

Nous obtenons le systéme d’équations suivant :

.
%h‘l(RCl) +C, =T

{ (IV.3)

C
?lh’](Rcz) +C,=T

Les coefficients d’intégration, C, etC, sont déterminées aprés résolution du systeme

d’équations (V.3) :

C, = kﬂ (IV.4)
In| Rez

RCl
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Cl)

La substitution des équations (I1V.4) et (IV.5) dans (1V.2) donne :

Tr= ﬂ Inr+ 1| Ti— ﬂ In(RCl)
In h In h
RCl RCl

(IV.5)

(IV.6)

Ainsi, on voit bien que la température T, est indépendante de la conductivité thermique K.

Cas ou le terme source est non nul : (P, # 0)

Ona

rar (kr )+ P,=0=

r or ( ): K=
O (krdly = _
ar (kr ar) Pr=
Si le terme source est fixe (constant), nous aurons :

kr%-lr-— % Pre+ C =

dT—_1py +&:>

o~ 2k s Kr

P, C
=__S r2 1
T, 4kr + K Inr+C

Pour r=Rr,=T=T1 R, :rayon interne de la charge.

Pour r=Rr,=T=T

Ainsi, nous obtenons le systéme d’équations suivant :

R, - rayon externe de la charge.

(IV.7)
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4kR +Clln(RCl)+C =T

i (IV.8)

P

4kR +C1In(RC2)+C =T

\

Les coefficients d’intégration, C, etC, sont déterminées aprés résolution du systeme

d’équations (1V.8) :

C,=—~L—|k(Ti-To) +PTS (R2,-R%,) (IV.9)
|n RC1
RCZ
P In R.,)
C =Ttz R, (kc1 1 | k(M-T)+-5 Fs S (RL,-R2) (IV.10)
In Ra
R

c2

Le signe de C, et C, dépend de R, R.,, Tret Tz, il vient donc que :

Si P,=cte=0

P
T=-—>3712 +& Inr+C,

r 4k k
Avec
_ 1 IDs 2 2
C,=——| k(Ti-T2) o (Rg;-Rg,)
In Ra
R

C2

C=Tiere g - MRe) 1 T2)+—(R2—R22)

4k k
In Ra
RCZ
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La conductivite thermique k ne peut intervenir que dans le cas ou le terme source est non
nul (P, = 0) sinon, la propagation de la température se fait indépendamment de la nature du

milieu a chauffer.

Application numérigue

Soit les données numériques suivantes :

Pour r=r_,=0.026m=T=T:i=800°K. R, . rayon interne de la charge.

Pour r=Rr_,=0.030 m=T=T2=400°K. R, - rayon externe de la charge.
P, = 14.28 x 10° W/m®.
k=49.04 W/(m°K).

Nous avons :
P C
T=——r2+-tInr+C,

ro4k k

Avec les données numériques choisies, les équations ((IV.9) et (IV.10)) donnent
respectivement :

C, =-131489.93 °K
C, = -8936.5427 °K

On remplace C, etC, dans I’équation (IV.7), on obtient :

T,=-72797.716 r* -2681.2792 In r -8936.5427 (Iv.11)
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Méthode numérigue 2D
Nous allons maintenant appliquer la méthode des volumes finis décrétée précédemment

(chapitre I11), pour trouver une solution approximative de 1’équation de la thermique en régime

stationnaire, et en utilisant les méme données numériques précédentes.

On integre 1’équation (IV.1) dans ’espace sur le volume fini correspondant au nceud P

(voir figure 111.2), délimité par les frontieres (e, w, n, s)

H(}gr(rkﬁT))rdrdzﬂj (kaT)rdrdz— [P, rdrdz

Sw

On aura:

((rk%-{) (rk%—-{) ]Az + ((k%l_) (k%l)j Ar= —P,r, ArAZ

Ou encore :
{re Ke (T(%r) ) _ F Kw —(-I-(%;)-\I;VW)}AZ—% { Kn (T(gz) o) — ks (-I;PS;):S)}P Ar=—P,r, ArAz

Ainsi I’équation finale s’écrit alors sous la forme :

aplp=aeletaplTwtanTy tasTst b

Ou:
2 = Kere AZ
N CHN
- Kw rw Az
Y (8w
Knre Ar
an="/on
" (82),
A= ks rp Ar
> (32)
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ap =ae Taytantas

b=P, r, ArAz

Conditions aux limites

On présente ci-dessous les limites du domaine

T=T) —= e T =T,

W ow P EEH’P
ar_
E?zD

Figure IV.6 Limites du domaine d’étude thermique.

On général, il y a deux types de conditions :

- DIRICHLET : T est constante sur les deux limites (EST, et WEST)
A r=Rc; (rayon interne de la charge) = T =T;=800°K
A 1 =Rc; (rayon externe de la charge) = T =T,=400°K

- NEUMANN : %: 0 sur les deux autres limites (NORD, et SUD)

On cherche I’équation algébrique qui régit de 1’évolution phénoméne physique ou la
condition de NEUMANN est satisfaite.
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Soit :

l:re Ke=™— i

(k )+ 0 (kr @ r)+PS:0

ror

Formulation intégrale :

- Cas ou le point voisin est le point N :

jj(r = (rkaT))rdrdz +Ha@ (kaT)rdrdz =—]r rdrdz

PW
On aura:

) - ) )+ (kD)) oem e g
((rkar kar Jz +(kazn kazp I, Ar PSrF,Ar2

e

En utilisant la condition de NEUMANN (kaT) =0 on aura I’équation suivante :
P

0z
(TE P) (TP W) (TN B P) Az
k k Ar=—P Ar —
@, Ten, |2 | @y, | s P73
Soit :
:kereAZ
4 =260,
3 :kwI’WAZ
V2080,
_knrp Ar
ap=—0P—
" (82),

ap =ae +tawTan

b=PSrP ArAZ
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Ainsi, I’équation algébrique sera :
b

apTp=aeTetayTutan Ty +D0

- Cas ou le point voisin est le point S :

Dans le cas ou le point voisin est le point SUD (S), I’équation algébrique s’écrit :

apTp=agTetay Tyt asTs+h

Avec :

e = kere AZ

¢ 2(5n),

v = kw rw Az
W2(8rn),,
A= ks rp Ar
* (82)
b=P,r, Ar %

ap =ae tawt as

IV.1.4.1.1 Résultats de la solution analytique et numeérique

Les figures (IV.7, et IV.8) présentent respectivement la distribution radiale de la

température T, obtenue en utilisant la méthode analytique et numérique, on voit bien que pour un

rayon egale au rayon interne de la charge (r = R, = 0.026m), la température égale a :

T = T1= 800°K, puis elle décroit au fur et a mesure que la valeur du rayon augmente jusqu'a la

valeur limite T = T, =400°K ce qui correspond a un pour un rayon r = R, = 0.03m

(rayon externe de la charge).
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Température (°K)
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Figure 1V.7 Evolution radiale de la température (solution analytique).
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Figure 1V.8 Evolution radiale de la température (solution numérique).
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IV.14.1.2 Comparaison des reésultats trouvés analytiguement et
numeriquement

La figure IV.9 présente la distribution radiale de la température calculée par résolution

analytique et numérique pour les données numériques précédentes.

800 <
\
\
\
\

700 —
< . ; -
Su_; ~__ Résultat analytique
5 S~ Résultat numérique
s ~
‘8 600 >~
1< ~__
(<5} ~
— S~

500 S~

400 r 3 ~}

0.026 0.027 0.028 0.029 0.03

Rayon r (m)

Figure 1VV.9 Evolution radiale de la température (solution analytique et numérique).

On voit bien que pour un rayon r = 0.028m, ce qui correspond d’un coté au point milieu,
et d’autre coté, c’est le point ou 1’écart entre la solution analytique et numérique est maximal, la
température T(r) est égale a :

Analytiguement :

D’apres la formule analytique (IV.11), ou la figure IV.8
T, =593.4338°K

Numériguement :

D’apres la figure IV.9
T,,=552°K
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Erreur absolue

samaX:| AT |
:| Tra_Trn |

=41.4338°K

tel que :

€ : Erreur absolue maximale,
qmax

T, . Température calculée analytiquement,

T, . Température calculée numériquement.

Erreur relative

_ Ta=Tin
e =

fmas Ta

=6.98204 %
tel que :

e : Erreur relative maximale.
"mas

Ainsi :

g, <I% Vre[0.026,0.03]

mas

D’apres cette erreur, on peut dire que le logiciel utilisé pour la résolution de 1’équation du
thermique est donc validé.
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IV.1.4.2 Résolution du probleme thermique en régime transitoire du

dispositif

Exploitation :

Nous allons traiter, dans cette partie, en régime transitoire, 1’évolution temporelle au

point M (ce soit le point le plus éloigné de la source de refroidissement) du tube. Nous tenons

aussi d’étudier et analyser la distribution de la température le long de chemin radial (A;-B,) et

axial (C1-D;) passant par le point M.

z (mm)

350

Aq

NA

I
|
|
|
!
175 wh
|
|
|
J

r (mm)

26 30 52

1

D
!
:
!
:
|

M !

!

!

!

«— Charge

B

Figure 1V.10 Exploitation des résultats au point M.

1
C‘I »
>

4 mm

L’organigramme de la résolution de I’équation thermique en régime transitoire a été expose

au chapitre 1lI, ici la seule inconnue du probléme est la température T qui a été définie sur

I’unique région concernée : la piece a chauffe
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Conditions aux limites :

Les conditions aux limites du modele géométrique étudié sont représentées sur la figure

suivante (Figure 1V.11)
T = Tamb = 298°K
|
<«+—+—— Piece a chauffer (charge)

I H
. |300mm <«—Inducteur
I H

|
|
or : :
i<— T = T = 298°K

Figure IV.11 Conditions aux limites du probléme thermique.

IV.1.4.2.1 Résultats thermiques

Nous présentons dans cette partie les résultats obtenus aprés résolution de 1’équation de la
thermique en régime transitoire. Ces résultats portent sur 1’évolution temporelle de la
température au point M de la piece a chauffer. La distribution radiale et axiale de la

température sera aussi explorée.

Distribution spatiale et évolution temporelle de la température

Les figures (1V.12, 1V.13) représentent la distribution radiale et axiale de la température
relevée en fin de chauffage de la piece. Ensuite, Evolution temporelle de la température au
point milieu de la charge (M ) situés dans la région entourée par I’inducteur, 1’évolution

temporelle de la température est présentée (figures (1V.14)

La figure 1V.12 présente la variation de la variable température en fonction de la

coordonnée radiale r pour une hauteur fixe, z = 175mm.

76



Chapitre IV : Applications et Validations

Dans ce cas particulier, nous avons choisi de tracer cette variation au milieu de la piece a

chauffer passant par le point M : M (r = 28mm, z = 175mm)

859.6 A
803.44 /
747.28 / \

691.12 / \
634.96

3
Y
: [

© 578.8
N}

: [

§ 52064
- [

466.48 \

410.32 \

354.16

208 B
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
Rayon r (m)

Figure 1VV.12 Distribution radiale de la température passant par le point M.

Nous remarquons qu’au voisinage de ’axe de symétrie du systeme modélisé, la

température reste pratiguement constante, égale a la température ambiante (T = T,mp= 298°K).

Au fur a mesure qu’on s’éloigne de ’axe de symétrie et on s’approchant du milieu de la
charge la température augmente, cette augmentation d’une forme parabolique, croissante bien
entendue, ce qui s’explique par la forme elliptique de 1’équation de la température
(une équation au EDP dans ’espace), (présence du terme de second ordre expriment la variation

. . . . 0T . : .
de la température en fonction de la coordonnée radiale r (W) dans I’équation de la thermique).

Cette tempeérature atteint la valeur T = T, = 26mm = 775.36°K a I’entrée au niveau de la
paroi gauche. Elle continue I’augmentation et atteint son maximum Tmax = 859.6°K au centre

de la charge (r = 28mm z = 175mm).

77



Chapitre IV : Applications et Validations

Par la suite, la fonction T(r) décroit d’une maniére symétrique par rapport a I’axe médium

a la charge définie par la droite (r = 28mm). Elle atteint la valeur
T = Tr=30mm = 761.32°K & la sortie de la charge (paroi droite) et continue sa décroissance

de la méme forme elliptique jusqu’a ce qu’elle atteigne la température ambiante a I’extrémité

droite du domaine d’étude thermique.

La figure VI1.13 illustre la distribution axiale de la température passant par le méme point

M, milieu de la piece, pour un rayon fixe égale & r = 28mm

859.6 N
[
)
747.28 f
.
/
/
Q f \
L 634.96 /
g ‘ \
@ | |
£ ) \
o 522.64 ‘ :
= / \\
/ \
/ \
/ \\
410.32 // \
/S
298 " xf
0.06 0.12 0.18 0.24 0.3 0.36

0
Coordonnée axiale z (m)
Figure 1V.13 Distribution axiale de la température passant par le point M.
Nous constatons que la température au voisinage de I’axe de symétrie du modele est

pratiquement égale a la temperature ambiante (Tamp = 298°K).

La fonction T(z) croit avec une forme paraboligue et atteint son maximum
Tmax = 859.6°K au centre de la charge (r = 28mm, z = 175mm) puis décroit jusqu’a ce

qu’elle atteint la température ambiante a I’extrémité droite du domaine d’étude thermique.
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Nous remarquons aussi que la distribution de la température le long du chemin axial
passant par le point M, milieu de la piece a chauffer, démontre une concentration de la chaleur
dans la région du tube a hauteur de voisinant celle de I’inducteur. Ceci s’explique par la
concentration du potentiel vecteur magnétique, origine de cette chaleur dans cette région
particuliére.

La figure 1V.14 présente 1’évolution de la température dans le temps en un point

de la charge. Dans ce cas particulier, il s’agit du point centre de la charge M (28mm, 175mm).
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Figure 1V.14 Evolution temporelle de la température au point milieu de la charge (M).
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Figure 1V.15 Evolution temporelle de la température au point milieu de la charge (M)
(Zoom).
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On voit bien que la tempeérature atteigne son maximum Ta = 859.6°K at = 947 s au point
M et se stabilise en ce point, en atteignant ainsi le régime permanent. Cette tempeérature

représentée la température maximale en tout point de la piece et a tout instant.

L’analyse de ces courbes nous permet de constater que :

1.At = to, le processus thermique est a I’état initiale ce qui correspondant a une densité

de puissance P, =0, donc a une température égale a la température ambiante Tomp = 298°K.

2. Avec I’évolution du temps, la température en ces points augmente ceci s’explique par

’augmentation de la densité de puissance moyenne induite P, injecté en ces points. Cette

température atteint son maximum : T = 859.6°K a 't = 947s et se stabilise, en atteignant ainsi

le régime permanent.

L’¢évolution de la température T en fonction du temps t présente une allure non linéaire
croissante (forme elliptique). Ceci s’explique par le fait que, 1’équation de la thermique

est non-linéaire, combinant le temps et I’espace en méme temps.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié un cas pratique de chauffage par induction
électromagnétique appliqué a un tube creux en acier inoxydable, dans le cadre d’une
expérimentation réalisée avec ’entreprise EDF. L’analyse a port¢ sur le comportement
thermique de la piece a chauffer, a ’arrét, en prenant en compte des sources de chaleur

dépendant de la température.

Une double approche a été adoptée : analytique d’une part, et numérique a 1’aide de la méthode
des volumes finis (FVM) d’autre part. Cette démarche a permis d’évaluer la distribution spatiale
de la température dans la piece, tant en régime stationnaire qu’en régime transitoire. La
comparaison entre les solutions analytiques et numériques a montré un trés bon accord, avec une
erreur relative maximale inférieure a 7 %, validant ainsi la précision du modele numérique

développé.
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En régime transitoire, 1’évolution temporelle de la température au point le plus critique (point M)
a été suivie, révélant une montée progressive de la température jusqu’a un maximum de 859,6°K
atteint en 947 secondes, avant de se stabiliser. Ce comportement illustre bien la transition vers un
état permanent sous I'effet de la source thermique induite.

Ainsi, le modéle thermique présenté constitue un outil fiable et robuste pour la simulation du
chauffage par induction. 1l ouvre également la voie a des perspectives d'application sur des

géomeétries plus complexes ou dans des conditions thermiques variées.
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CONCLUSION GENERALE

Dans ce mémoire nous avons étudié le transfert de chaleur par conductions thermique, qui
est I'un des trois types de transfert de chaleur que I'on trouve dans la nature, par conséquence on
le retrouve dans tous les domaines industriels, qui nous intéressent en tant qu'ingénieurs des

machines électriques.

Nous avons presenté une modeélisation des phénomeénes thermiques par conduction par la
méthode des volumes finis , comme étant une méthode de discrétisation a permis de réaliser des

modeles économiques et suffisamment précis.

La résolution analytique et numérique par la méthode des volumes finis de 1’équation de
la thermique en régime stationnaire et dynamiques dans le cas d’une distribution radiale de la

température a été établis.

Pour I’exploitation du probléme thermique, les sources thermiques sont des termes de

densités de puissance, dépendante de la température, déduis par le probleme magnétodynamique.

Les équations de MAXWELL en électromagnétisme, les lois de la thermodynamique et
les propriétés thermiques (conductivité thermique, capacité calorifiqgue) en fonction de la
température des matériaux en thermique menent a 1’obtention de modeles mathématiques

représentant les phénomenes physiques qui régissent le comportement des systemes électriques.

Notre modele permet de considérer la résolution d’une équation de conduction dont les
sources thermiques, fonction du potentiel vecteur magnétique et de la conductivité électrique,
sont décrites par une loi de dépendance suivant la température. Dans ce travail les sources

thermiques, données par le probléeme magnétodynamique.

La conductivité thermique k ne peut intervenir que dans le cas ou le terme source est non

nul (P, # 0) sinon, la propagation de la température se fait indépendamment de la nature du

milieu a chauffer.
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Les dispositifs électromagnétiques modelisés présentent une symétrie de révolution ce qui
a permet leurs traitements en bidimensionnel. L’hypothése d’une modélisation cylindrique
axisymétrique est séduisante, 1’inconnue est invariante par rotation, elle prend en compte

I’homogénéité de la température due a la rotation.

Dans ce travail, ’utilisation de la méthode des volumes finis, comme étant une méthode de
discrétisation a permis de réaliser des modeles économiques et suffisamment précis; ces
modeles mathématico-numériques développés en thermique ont été implémentés sous
I’environnement MATLAB ,qui présentent de nombreux avantages, tels que, le calcul matriciel,

I’interface graphique, la technique des matrices creuses, ...etc.

On peut dire que le logiciel utilisé pour la résolution analytique et numérique de

I’équation de la thermique en régime stationnaire dans le cas d’une distribution radiale de la
température est donc validé

Les reésultats obtenus en appliquant notre modéle sur le dispositif de chauffage par

induction sélectionné sont concluant concernant 1’étude du comportement d’un acier inoxydable,

en régime permanent. Ce dernier est atteint pour une température inférieure au point de Curie.

L’examen attentif des courbes précédentes nous permet de constater que la valeur
maximale de la température se situe au centre de la charge au point M (28mm, 175mm)]. Ceci
s’explique par le fait qu’il s’agit du point physique et géométrique le plus éloigné des sources
de refroidissement ou des points les moins chauds du domaine d’étude. Il s’agit dans ce cas
des limites gauche et droite du domaine d’étude et ou les températures sont pratiquement

constantes, égale a la température ambiante.

En perspective, il serait intéressant de :

Utiliser ce modele tout en se basant sur les valeurs moyennes de la densité de puissance (les
sources thermiques) dissipée par zones.

Etudier le chauffage au défilé de la piece permettant ainsi d’élever la température a des

hautes valeurs
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