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Introduction

Le développement de l�analyse numérique, et des mathématiques en général, a été et

sera toujours nécessaire pour la résolution des problèmes de plus en plus complexes posés

par la physique et les sciences de l�ingénieur.

On peut dire que l�analyse numérique est à la frontière entre les mathématiques et l�infor-

matique. Il s�agit en quelque sorte d�un interprète qui permettra de transposer la connais-

sance mathématique théorique à la pratique d�un ordinateur et de pouvoir ainsi résoudre

des problèmes concrets. Les outils de l�analyse numérique sont utilisés dans toutes les dis-

ciplines et sont appliqués dans toutes les technologies : bureau d�étude pour la conception

des appareils ou machines que nous rencontrons dans la vie courante (four à micro ondes,

automobiles, avions, smartphones...), appareils médicaux comme les scanners, contrôle

dans les machines de travaux publics, prévision du temps etc ... Une formation mathéma-

tique équilibrée devrait comporter une initiation aux techniques du calcul scienti�que, quel

que soit l�emploi auquel on se destine. Classiques de l�analyse numérique, mises en �uvre

pour la résolution de problèmes concrets issus de la physique, la mécanique, la chimie, le

traitement de l�image, etc.

Les deux objectifs principaux de l�analyse numérique sont, d�une part, de pouvoir résoudre

numériquement des problèmes concrets dont on connaît ou pas la solution analytique et

d�autre part, d�analyser le comportement des méthodes utilisées.

On sait bien qu�il est facile d�évaluer un polynôme quand on connaît ses coe¢ cients.

En tant qu�outil théorique, l�interpolation résout le problème inverse et montre qu�un
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Introduction

polynôme de degré n peut aussi bien se représenter par ses (n+ 1) coe¢ cients que par ses

valeurs en (n+ 1) points quelconques. Cette observation est la base des algorithmes les

plus rapides connus pour la multiplication des polynômes. Cela nous conduit à poser la

question suivante :

A quoi l�interpolation sert-elle ?

L�interpolation consiste à trouver une fonction passant exactement par les points à notre

disposition, elle apparaît aussi comme sous problème dans de nombreux problèmes plus

appliqués. Par exemple, pour intégrer une expression compliquée, il su¢ t de l�évaluer en

(n+1) points, d�approximer l�expression par un polynôme de degré n (interpolations) et

d�intégrer ce polynôme.

Pour répondre à cette problématique, on divise mon travaille à trois chapitres :

Chapitre 1 : nous présentons quelques dé�nitions générales des polynômes, l�interpolation

et la matrice de Vandermonde.

Chapitre 2 : nous visons plus particulièrement aux di¤érentes méthodes d�interpolation

(Lagrange, Newton, Hermite, Spline linéaire et Cubique) et de rendre l�erreur entre la

fonction et le polynôme le plus petit possible.

Chapitre 3 : on va voir des applications très précises sur di¤érentes méthodes d�interpo-

lation par application des codes sous le logiciel Matlab.

2



Chapitre 1

Généralité

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques résultats sur les polynômes (ou fonctions po-

lynomiales) et on donne quelques notions dont le besoin dans les autres chapitres. Nous

allons également passer à une introduction sur l�interpolation polynomiale.

1.1 Espace des polynômes

Dé�nition 1.1.1 Un polynôme P est une fonction R! R telle que :

9n 2 N;9(ai)i=0;:::;n 2 Rn+1;8x 2 R; P (x) = a0 + a1x+ :::+ anxn
 
=

nX
i=0

aix
i

!
: (1.1)

P est polynôme de degré n si an 6= 0: Les nombres ai s�appellent les coe¢ cients de P .

L�entier non nul n dans (1.1) est le degré de P et le coe¢ cient an est le coe¢ cient dominant

de P .

Dé�nition 1.1.2 On dit que x0 2 R est racine du polynôme P ssi P (x0) = 0.

x0 est racine simple ssi P (x0) = 0 et P
0
(x0) 6= 0.

x0 2 R est racine multiple d�ordre m du polynôme P ssi P (x0) = 0; P
0
(x0) = 0; :::;

P (m�1) (x0) = 0 et P
(m)
(x0) 6= 0: Si m = 2; 3; 4; :::; on dit racine double, triple, quadruple...

3



Chapitre 1. Généralité

Exemple 1.1.1 Si P (x) = (x+ 1) (x� 3)2, alors (�1) est racine simple et 3 est racine

double.

Proposition 1.1.1 Soit P un polynôme de degré n.

� Si x0 est racine de P , alors il existe un polynôme Q de degré (n� 1) tel que

P (x) = (x� x0)Q(x);

et si P a n racines simples (xi)i=0;:::;n�1, il est de la forme P (x) = k �n�1i=0 (x� xi), où k

est une constante.

� Un polynôme P de degré n qui a (n+ 1) racines est le polynôme nul.

Théorème 1.1.1 (de Rolle) Soit f une application continue de [a; b] dans R et dérivable

sur ]a; b[, avec f(a) = f(b). Alors il existe au moins un réel c 2]a; b[ tel que f 0(c) = 0.

Ce lemme suivant, découle du théorème de Rolle.

Lemme 1.1.1 Soit f une fonction n fois dérivable sur [a; b]. On suppose qu�il existe

(n+ 1) points c0 < c1 < ::: < cn de [a; b] tels que f(ci) = 0. Alors il existe � 2]c0; cn[

tel que f (n)(�) = 0.

Preuve. Par récurrence sur n.

Pour n = 1, c�est le théorème de Rolle.

Supposons le lemme démontré pour (n� 1). Le théorème de Rolle donne des points 0 2

]c0; c1[; :::; n�1 2]cn�1; cn[ tels que f
0
(i) = 0. Par hypothèse de récurrence, il existe donc

� 2]0; n�1[�]c0; cn[ tel que (f
0
)(n�1)(�) = f (n)(�) = 0.

Proposition 1.1.2 (Formule de Taylor)

Soit P un polynôme qui s�écrit se forme : P (x) =
Pn

i=0 aix
i, alors :

P (x) =

nX
i=0

P (i)(x0)

i!
(x� x0)i ;

où P (i) désigne la dérivée i� i�eme de P , et x0 un reel.
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Chapitre 1. Généralité

1.2 Problème général de l�interpolation polynomaile

Le problème posé est de reconstituer une courbe à partir de la donnée d�un nombre �ni

de points, ou une fonction à partir de la donnée d�un nombre �ni de valeurs.

Parmi les di¤érentes méthodes numériques, il existe une méthode très e¢ cace s�appelle

l�interpolation qui permet de répondre à ce problème.

L�interpolation consiste donc à trouver une fonction passant exactement par les points à

notre disposition.

L�interpolation a pour fonction l�estimation de données en des points intermédiaires non

évalués, en d�autres termes l�interpolation sert à transformer un ensemble de points en une

courbe. L�illustration la plus triviale est l�interpolation linéaire où les points de mesure

sont reliés par des segments de droites.

L�interpolation polynomiale est un outil pour la construction des méthodes d�intégration

numérique ou des méthodes d�approximation des équations di¤érentielles.

1.2.1 Position du problème d�interpolation

Supposons qu�on a (n + 1) couples de valeurs réelles ((xi; yi); i 2 f0; 1; :::; ng) obtenus à

travers une mesure expérimentale ou d�une table.

Le but du problème d�interpolation est de déterminer une fonction simple F qui passe par

les points (xi; yi) donnés, c�est-à-dire
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Chapitre 1. Généralité

F (xi) = yi; i = 0; :::; n:

La �gure (1.1) résume la situation :

Fig. 1.1 � Problème d�interpolation.

Les points (xi; yi) sont appelés points de collocation ou points d�interpolation. Générale-

ment, on choisit la fonction F sous forme d�un polynôme, ça ce qu�on appelle l�interpolation

polynomiale.

Existe-t-il un polynôme P tel que P (xi) = yi; i = 0; :::; n ?

Si oui, quel est son degré ? Est-il unique ? Quelle est l�expression de P (x) en fonction des

données (xi) et (yi) ?

Existence et unicité du problème d�interpolation

Proposition 1.2.1 Soient (n + 1) couples de valeurs réelles ((xi; yi); i 2 f0; 1; :::; ng), et

si les xi sont tous distincts alors il existe un unique polynôme Pn de degré inférieur ou

égal à n véri�ant

Pn(xi) = yi ; i = 0; :::; n:

Preuve. 1/ Unicité : On utilise le raisonnement par l�absurde, supposons qu�il existe
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Chapitre 1. Généralité

deux polynômes p(x) et q(x) de degré n tels que :

pn(xi) = yi et qn(xi) = yi; i = 0; 1; :::; n:

Posons Rn = pn � qn, le polynôme Rn dont le degré est au plus n. Ce polynôme véri�e :

Rn(xi) = pn(xi)� qn(xi)

= yi � yi

= 0

et comme i variant de 0 à n, le polynôme R(x) admet (n+ 1) racines, il est donc identi-

quement nul. Rn � 0 d�ou pn � qn (contradiction).

2/ Existence : Posons Pn(x) = a0+ a1x+ :::+ anxn, ou les coe¢ cients ai (i = 0; 1; ::; n)

sont à déterminer. En écrivant les (n+ 1) équations P (xi) = yi pour i = 0; 1; 2; : : : ; n, on

obtient un système linéaire de (n+ 1) équations à (n+ 1) inconnues :

8>>>>>>><>>>>>>>:

a0 + a1x0 + a2x
2
0 + :::+ anx

n
0 = y0

a0 + a1x1 + a2x
2
1 + :::+ anx

n
1 = y1

...
...

a0 + a1xn + a2x
2
n + :::+ anx

n
n = yn

Qui s�écrit sous forme matricielle :

0BBBBBBBBBB@

1 x0 x20 x30 : : : xn0

1 x1 x21 x31 : : : xn1

1 x2 x22 x32 : : : xn2
...

...
...

...
. . .

...

1 xn x2n x3n : : : xnn

1CCCCCCCCCCA

0BBBBBBBBBB@

a0

a1

a2
...

an

1CCCCCCCCCCA
=

0BBBBBBBBBB@

y0

y1

y2
...

yn

1CCCCCCCCCCA
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Chapitre 1. Généralité

Ce système possède une unique solution si et seulement si la matrice carrée qui lui est

associée est inversible. Or, il se trouve que cette dernière est une matrice de Vandermonde

dont le déterminant vaut :

����������������

1 x0 x20 x30 : : : xn0

1 x1 x21 x31 : : : xn1

1 x2 x22 x32 : : : xn2
...

...
...

...
. . .

...

1 xn x2n x3n : : : xnn

����������������
=

Y
0�i<j�n

(xj � xi) =
n�1Y
i=0

 
nY

j=i+1

(xj � xi)
!
:

Les n�uds d�interpolation étant tous distincts, ce déterminant est non nul. Donc, nous

sommes assurés de l�existence et unicité de la solution.

Exemple 1.2.1 Notre but est de rechercher sur un polynôme qui passe exactement par

les 3 points distincts suivantes : (1; 1); (0; 1) et (2;�1): Le polynôme recherché est tout au

plus de degré 2. Donc, il véri�e :

P2(xi) = yi pour i = 0; 1; 2:

() a0 + a1xi + a2x
2
i = yi;

()

8>>>><>>>>:
a0 + a1x0 + a2x

2
0 = y0

a0 + a1x1 + a2x
2
1 = y1

a0 + a1x2 + a2x
2
2 = y2

Qui s�écrit sous forme matricielle :

0BBBB@
1 1 1

1 0 0

1 2 4

1CCCCA
| {z }

A

0BBBB@
a0

a1

a2

1CCCCA
| {z }

X

=

0BBBB@
1

1

�1

1CCCCA
| {z }

B

=) X = A�1B telque : A�1 =
1

detA
(ComA)t

8



Chapitre 1. Généralité

� En calculons d�abord A�1 :

detA =

����������
1 1 1

1 0 0

1 2 4

����������
= �

�������
1 1

2 4

������� = � (4� 2) = �2 6= 0 donc : A est inversible.

ComA =

0BBBB@
0 �4 2

�2 3 �1

0 1 �1

1CCCCA =) (ComA)t =

0BBBB@
0 �2 0

�4 3 1

2 �1 �1

1CCCCA

Alors : A�1 = 1
detA

(ComA)t = �1
2

0BBBB@
0 �2 0

�4 3 1

2 �1 �1

1CCCCA =

0BBBB@
0 1 0

2 �3
2

�1
2

�1 1
2

1
2

1CCCCA
� Maintenant en calculons X :

X = A�1B =

0BBBB@
0 1 0

2 �3
2

�1
2

�1 1
2

1
2

1CCCCA
0BBBB@
1

1

�1

1CCCCA =

0BBBB@
1

1

�1

1CCCCA()
0BBBB@
a0

a1

a2

1CCCCA =

0BBBB@
1

1

�1

1CCCCA
Le polynôme recherché est donc :

P2(x) = 1 + x� x2:
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Chapitre 2

Méthodes d�interpolation

Après avoir con�rmé l�existence et l�unicité de la solution du problème d�interpolation

à l�aide du matrice de Vandermonde. Nous continuons à apprendre sur les di¤érentes

méthodes d�interpolation qui contribueraient à l�enrichissement de ce chapitre.

2.1 Méthodes d�interpolation

2.1.1 Interpolation de Lagrange (1736� 1813)

Si l�on se situe dans un contexte historique, à l�époque de Lagrange, le calcul des coe¢ cients

ne pouvait pas s�e¤ectuer par la résolution d�un système linéaire dès que l�ordre de la

matrice dépassait quelques unités, et Lagrange proposa une technique qui a permis de

réaliser directement l�interpolation sans calculer explicitement les coe¢ cients du polynôme.

C�est cette méthode que nous exposons maintenant.

On se donne (n+1) points de collocation (xi)i=0;:::;n distincts 2 à 2, et (n+1) réels (yi)i=0;:::;n.

Et on cherche un polynôme P de degré n tel que P (xi) = yi pour tout i.

Cas linéaire

On prendre deux points expérimentaux (x0; y0) et (x1; y1). Soit P1(x), l�unique polynôme

d�ordre 1 interpolant ces points. Il peut se mettre sous la forme P1(x) = ax + b. Comme

10



Chapitre 2. Méthodes d�interpolation

il passe par les deux points (x0; y0) et (x1; y1), les coe¢ cients a et b doivent satisfaire :8><>: ax0 + b = y0 (1)

ax1 + b = y1 (2)

Pour résoudre ce système en passe par :

(1) =) b = y0 � ax0

(1)� (2) =) ax0 + b� ax1 � b = y0 � y1

=) a (x0 � x1) = y0 � y1

=) a =
y0 � y1
x0 � x1

;

donc

P1(x) = ax+ b

= ax+ (y0 � ax0)

= a(x� x0) + y0

=
y0 � y1
x0 � x1

(x� x0) + y0

= y0
x� x1
x0 � x1| {z }
L0(x)

+ y1
x0 � x
x0 � x1| {z }
L1(x)

:

On remarque que L0(x0) = 1; L0(x1) = 0 et L1(x0) = 0; L1(x1) = 1:

Le polynôme de degré 1 est donc :

P1(x) = y0L0(x) + y1L1(x):

Ces deux fonctions sont à leur tous illustrées à la �gure (2.1) :

11



Chapitre 2. Méthodes d�interpolation

Fig. 2.1 �Polynômes de Lagrange de degré 1 : L0(x) et L1(x):

Exemple 2.1.1 L�équation de la droit passant par les points (0; 1) et (2; 2) est :

P1(x) = y0L0(x) + y1L1(x)

= y0
x� x1
x0 � x1

+ y1
x0 � x
x0 � x1

= 1
(x� 2)
(0� 2) + 2

(0� x)
(0� 2)

=
1

2
x+ 1:

Cas parabolique

On prendre de trois points expérimentaux (x0; y0); (x1; y1) et (x2; y2). On recherche le

polynôme d�ordre 2, P2(x) interpolant ces points :

P2(x) = ax
2 + bx+ c:

Les coe¢ cients doivent satisfaire :8>>>><>>>>:
ax20 + bx0 + c = y0

ax21 + bx1 + c = y1

ax22 + bx2 + c = y2

12



Chapitre 2. Méthodes d�interpolation

On démontre alors facilement que

P2(x) = y0
(x� x1) (x� x2)
(x0 � x1) (x0 � x2)| {z }

L0(x)

+ y1
(x� x0) (x� x2)
(x1 � x0) (x1 � x2)| {z }

L1(x)

+ y2
(x� x0) (x� x1)
(x2 � x0) (x2 � x1)

:| {z }
L2(x)

Ces trois fonctions sont à leur tous illustrées à la �gure (2.2) :

Fig. 2.2 �Polynôme de Lagrange de degré 2 : L0(x); L1(x) et L2(x):

Le polynôme de degré 2 est donc :

P2(x) = y0L0(x) + y1L1(x) + y2L2(x):

Exemple 2.1.2 La parabole passant par les points (2;�1) ; (0; 1) et (1; 1) est donnée par :

P2(x) = y0L0(x) + y1L1(x) + y2L2(x)

= y0
(x� x1) (x� x2)
(x0 � x1) (x0 � x2)

+ y1
(x� x0) (x� x2)
(x1 � x0) (x1 � x2)

+ y2
(x� x0) (x� x1)
(x2 � x0) (x2 � x1)

= (�1)(x� 0) (x� 1)
(2� 0) (2� 1) +

(x� 2) (x� 1)
(0� 2) (0� 1) +

(x� 2) (x� 0)
(1� 2) (1� 0)

= �x2 + x+ 1:

Cas de (n+ 1) points
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On analyse le cas général de la même façon, on trouve que le polynôme Pn(x) est de la

forme :

Pn(x) =
nX
i=0

yiLi(x);

où :

Li(x) =
(x� x0) : : : (x� xi�1)(x� xi+1) : : : (x� xn)
(xi � x0) : : : (xi � xi�1)(xi � xi+1) : : : (xi � xn)

pour i = 0; n et x 2 R;

tels que :

Li(xi) = 1 8i; Li(xj) = 0 8i 6= j:

Li(x) est appelé : Polynôme de Lagrange aux points xi.

Pn(x) s�appelle : Le polynôme d�interpolation de Lagrange.

Théorème 2.1.1 Soient f(xi; yi) pour i = 0; 1; : : : ; ng(n+ 1) points d�interpolation don-

nées, tels que les xi soient tous deux à deux di¤érents. L�unique polynôme d�interpolation

de degré n passant par tous ces points peut s�écrire :

Pn(x) =
nX
i=0

yiLi(x); (2.1)

où les (n+1) fonctions Li(x) sont dé�nies par la relation (ci-dessus): C�est la formule de

Lagrange.

Remarque 2.1.1 Le principal inconvénient de la méthode d�interpolation de Lagrange est

que le fait de rajouter un n�ud change complètement les interpolants de base de Lagrange

et on doit donc recalculer entièrement le polynôme Pn(x). On va donc considérer une

autre approche qui se comporte mieux lorsqu�on rajoute des n�uds, ce que nous appelons

l�interpolation de Newton.
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2.1.2 Interpolation de Newton (1643� 1727)

Le but principal de cette formule est de déterminer les (n+1) coe¢ cients ai d�un polynôme

Pn(x) qui passe par les (n+ 1) points de collocation (xi; f(xi)) qui véri�ent :

Pn(xi) = f(xi) pour i = 0; 1; : : : ; n:

L�idée de Newton est d�écrire les polynômes de manière di¤érente : à partir du polynôme

constant (de degré 0) :

P0(x) = a0;

ce qui revient à se donner un point x0 et la valeur a0 = f(x0); c�est le premier coe¢ cient.

On ajoute un point (x1; f(x1)) 2 R2 et on veut obtenir le polynôme de degré 1 sous la

forme :

P1(x) = a0 + a1(x� x0) = P0(x) + a1(x� x0):

Comme on doit avoir P1(x1) = f(x1), il vient : a1 =
f(x1)�f(x0)
(x1�x0) ; c�est le deuxième coe¢ cient.

Puis on ajoute un point (x2; f(x2)) pour obtenir :

P2(x) = a0 + a1(x� x0) + a2(x� x0)(x� x1) = P1(x) + a2(x� x0)(x� x1):

Comme on doit avoir P2(x2) = f(x2) , il vient :

f(x2) = a0 + a1(x2 � x0) + a2(x2 � x0)(x2 � x1)

= f(x0) +

�
f(x1)� f(x0)
(x1 � x0)

�
(x2 � x0) + a2(x2 � x0)(x2 � x1);

alors :
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a2 =
1

(x2 � x0)(x2 � x1)

�
f(x2)� f(x0)�

�
f(x1)� f(x0)
(x1 � x0)

�
(x2 � x0)

�
=

1

(x2 � x0)

�
f(x2)� f(x1) + f(x1)� f(x0)

(x2 � x1)
�
�
f(x1)� f(x0)
(x1 � x0)

�
(x2 � x0)
(x2 � x1)

�
=

1

(x2 � x0)

�
f(x2)� f(x1)
(x2 � x1)

+

�
f(x1)� f(x0)
(x1 � x0)

�
(x1 � x0)
(x2 � x1)

�
�
f(x1)� f(x0)
(x1 � x0)

�
(x2 � x0)
(x2 � x1)

�
=

1

(x2 � x0)

�
f(x2)� f(x1)
(x2 � x1)

�
�
f(x1)� f(x0)
(x1 � x0)

��
x2 � x1
x2 � x1

��
=

1

(x2 � x0)

�
f(x2)� f(x1)
(x2 � x1)

� f(x1)� f(x0)
(x1 � x0)

�
:

On poursuit le processus : disposant des points (xi; f(xi)) pour i = 0; :::; k � 1, on ajoute

un point (xk; f(xk)) et le polynôme obtenu s�écrit :

Pk(x) = Pk�1(x) + ak(x� x0)(x� x1):::(x� xk�1);

et donc Pk � Pk�1 est le polynôme de degré k qui s�annule aux k points x0; :::; xk�1 et qui

vaut f(xk) au point xk, ce qui détermine ak.

On remarque que si on ajoute plus de deux points les formules deviennent plus compliquées,

ça ce que demande d�introduire la notion de di¤érences divisées.

Dé�nition 2.1.1 (Di¤érences divisées)

Soit f(xi; f(xi))gni=0 un ensemble de (n+ 1) points distincts.

Les premières di¤érences divisées de la fonction f(x) dé�nie en deux points xi et xi+1

sont :

f [xi; xi+1] =
f(xi+1)� f(xi)
xi+1 � xi

:

Les deuxièmes di¤érences divisées de la fonction f(x) dé�nie en trois points xi; xi+1 et

xi+2 sont :

f [xi; xi+1; xi+2] =
f [xi+1; xi+2]� f [xi; xi+1]

xi+2 � xi
:

De même, les nes di¤érences divisées de la fonction f(x) sont dé�nies à partir des (n�1)es
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di¤érences divisées de la façon suivante :

f [x0; x1; x2; : : : ; xn] =
f [x1; x2; : : : ; xn]� f [x0; x1; x2; : : : ; xn�1]

xn � x0
:

Notation 2.1.1 D�après la dé�nition précédente, on peut résumer la suite :

Le coe¢ cient a1 s�écrit se la forme : a1 = f [x0; x1] ; et le polynôme de degré 1 est :

P1(x) = f(x0) + f [x0; x1] (x� x0) :

Le coe¢ cient a2 s�écrit se la forme : a2 = f [x0; x1; x2] ; et le polynôme de degré 2 est :

P2(x) = f(x0) + f [x0; x1] (x� x0) + f [x0; x1; x2] (x� x0) (x� x1) :

Le coe¢ cient ai s�écrit se la forme : ai = f [x0; x1; x2; : : : ; xi] pour 0 � i � n; et le

polynôme de degré i est :

Pi(x) = f(x0) + f [x0; x1] (x� x0) + f [x0; x1; x2] (x� x0) (x� x1)

+ :::+ f [x0; x1; x2; :::; xi] (x� x0) (x� x1) ::: (x� xi�1) :

Remarque 2.1.2 Pour expliciter le processus récursif, les di¤érences divisées peuvent être

calculées en les disposant de la manière suivante dans un tableau :

xi f(xi) f [xi; xi+1] f [xi; xi+1;xi+2] � � � f [xi; xi+1; xi+2; :::; xn]

x0

x1

x2
...

xn

f(x0)

f(x1)

f(x2)

...

f(xn)

f [x0; x1]

f [x1; x2]

...

f [xn�1; xn]

f [x0; x1; x2]

...

f [xn�2; xn�1; xn]

. . .

� � � f [x0; x1; x2; :::; xn]

(2.2)
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On en déduit immédiatement un algorithme de calcul des di¤érences divisées. On note que

contrairement à ce qu�il se passait pour l�interpolation de Lagrange, l�ajout d�un nouveau

n�ud n�oblige pas à recalculer toutes les di¤érences divisées. Plus précisément, dans chaque

numérateur, les (k � 1) premiers arguments du premier terme sont identiques aux (k � 1)

derniers arguments du deuxième terme et le dénominateur est la di¤érence entre les ar-

guments qui di¤èrent d�un terme à l�autre. Nous en déduisons que f [x0; x1; x2; :::; xk] peut

s�exprimer comme le quotient de la di¤érence de deux di¤érences divisées d�ordre (k � 1)

( ayant (k � 1) arguments en commun ) par la di¤érence entre arguments di¤érents :

f [x0; x1; x2; : : : ; xk] =
f [x1; x2; : : : ; xk]� f [x0; x1; x2; : : : ; xk�1]

(xk � x0)
:

Théorème 2.1.2 (Formule de Newton 1669)

Soient f(xi; f(xi)) pour i = 0; 1; : : : ; ng (n + 1) points d�interpolation données, où les xi

sont distincts. L�unique polynôme d�interpolation de degré n qui passe par tous ces points

et donné par :

Pn(x) = f(x0) + f [x0; x1] (x� x0) + f [x0; x1; x2] (x� x0) (x� x1) (2.3)

+ :::+ f [x0; x1; x2; :::; xn] (x� x0) (x� x1) ::: (x� xn�1) :

Preuve. Démonstration par récurrence. C�est vrai pour P1.

Supposons que ce le soit pour Pn�1; n � 2, i.e. qu�étant donnés n points, (xi; yi)i=0;n�1 où

yi = f(xi), le polynôme Pn�1 de Newton est donné par :

Pn�1(x) = f(x0) + f [x0; x1] (x� x0) + :::+ f [x0; :::; xn�1] (x� x0) ::: (x� xn�2) :

Et pour les points (xi; f(xi))i=1;n, le polynôme qn�1 de Newton est donné par :

qn�1(x) = f(x1) + f [x1; x2] (x� x1) + :::+ f [x1; :::; xn] (x� x1) ::: (x� xn�1) :
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Et par hypothèse de récurrence :

Pn�1(xi) = qn�1(xi) (= yi = f(xi)) pour i = 1; : : : ; n� 1:

D�où immédiatement, en posant :

Pn(x) =
(xn � x)Pn�1(x) + (x� x0) qn�1(x)

(xn � x0)
; (2.4)

on a Pn(xi) = f(xi) pour tout i = 0; :::; n. Donc Pn est le polynôme cherché. Il reste à

montrer que :

Pn(x)� Pn�1(x) = f [x0; :::; xn] (x� x0) ::: (x� xn�1) :

Mais posant :

Sn(x) = Pn(x)� Pn�1(x) =
(x� x0)
(xn � x0)

(qn�1(x)� Pn�1(x)) ;

le polynôme Sn de degré n s�annule en les n points xi; 0 � i � n � 1 : c�est trivial

pour x = x0 et on a Pn�1(xi) = qn�1(xi) pour 1 � i � n � 1. Donc Sn est de la forme

Sn(x) = � (x� x0) ::: (x� xn�1) pour un scalaire � donné. Et il reste à montrer que

� = f [x0; x1; x2; :::; xn] :

Mais le coe¢ cient de xn dans Pn est donné à l�aide de (2.4) par :

�f [x0; x1; : : : ; xn�1] + f [x1; x2; : : : ; xn]
(xn � x0)

donc � = f [x0; x1; :::; xn] ;

par dé�nition de f [x0; x1; : : : ; xn].

Exemple 2.1.3 � On veut calculer le polynôme d�interpolation par la méthode de Newton

en les points de collocations suivants : (1;�1) ; (0; 1) et (2; 1) :

On cherche donc P2 2 R2 [X] tel que P2(xi) = f(xi) pour i = 0; 1; 2:
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On construira le tableau des di¤érences divisées :

i xi f(xi) f [xi; xi+1] f [xi; xi+1; xi+2]

0 1

1 0

2 2

�1

1

1

� 2

0
2

On a alors :

P2(x) = f(x0) + f [x0; x1] (x� x0) + f [x0; x1; x2] (x� x0) (x� x1)

= �1� 2 (x� 1) + 2x (x� 1)

= 2x2 � 4x+ 1:

� On ajout un nouveau point de collocation (3; 0), en déduite donc le polynôme d�interpo-

lation P3 :

P3(x) = P2(x) + f [x0; x1; x2; x3] (x� x0) (x� x1) (x� x2)

= 2x2 � 4x+ 1� 7
6
x (x� 1) (x� 2)

= �7
6
x3 +

11

2
x2 � 19

3
x+ 1:

2.1.3 Interpolation d�Hermite ou Osculateur (1822� 1901)

Notre but consiste à construire sur un polynôme qui interpole la fonction f ainsi que

sa dérivée f
0
aux points (xi)0�i�n d�un intervalle [a; b] : Charles Hermite (1822 � 1901)

a généralisé l�interpolation de Lagrange en faisant coïncider non seulement f et Pn aux

points xi, mais aussi leurs dérivées d�ordre ki aux points xi.

Soient x0; x1; :::; xi; (n+ 1) abscisses distinctes, et f une fonction dont on connait les
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valeurs f(xi) et f
0
(xi) pour i = 0; 1; :::; n: On chercher un polynôme P tel que

8><>: P (xi) = fi pour i = 0; n:

P
0
(xi) = f

0
i pour i = 0; n:

(2.5)

Théorème 2.1.3 Il existe un unique P 2 R2n+1 [X] satisfaisant (2.5).

Preuve. 1/ Unicité : Supposons qu�il existe deux polynômes p et q de degré au plus

(2n+ 1) véri�ant (2.5) c-à-d : p(xi) = q(xi) = fi et p
0
(xi) = q

0
(xi) = f

0
i pour i = 0; :::n.

Le polynôme R = p� q, qui est aussi de degré au plus (2n+ 1), admet chaque xi comme

racine double
�
R(xi) = R

0
(xi) = 0

�
. Il possède donc (2n+ 2) racines au moins, R est donc

le polynôme nul.

2/ Existence : Base de polynômes d�Hermite.

On cherche une base de polynômes de R2n+1 [X] telle que

P (x) =
nX
i=0

fiAi(x) +
nX
i=0

f
0

iBi(x)

Les conditions sur les fonctions de bases sont alors les suivantes :

Ai(xj) = �ij; Bi(xj) = 0 pour i = 0; n

A
0

i(xj) = 0; B
0

i(xj) = �ij pour i = 0; n

les premières conditions permettent d�imposer P (xi) = fi et les secondes P
0
(xi) = f

0
i .

Ces conditions permettent de construire les fonctions de bases. En e¤et,

Construction des polynômes Ai. On a Ai(xj) = A
0
i(xj) = 0 pour i 6= j alors (x� xj)

2 divise

Ai pour i 6= j, alors Ai(x) = R(x)�nj=0;j 6=i (x� xj)
2 où R(x) 2 PN1: On peut exprimer

ce polynôme en fonction du polynôme de Lagrange. En e¤et, Li(x) = �nj=0;j 6=i
x�xj
xi�xj ; ainsi
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Ai(x) = q(x)L
2
i (x), où q(x) = ax+ b 2 P1: Les coe¢ cients a et b sont tels que

Ai(xi) = 1 et A
0

i(xi) = 0:

On a

Ai(xi) = (axi + b)L
2
i (xi) = 1 = axi + b car Li(xi) = 1:

Ai(xi) = aL
2
i (xi) + 2Li(xi)L

0

i(xi) (axi + b) = a+ 2L
0

i(xi) (axi + b) = a+ 2L
0

i(xi) = 0;

ainsi a = �2L0
i(xi) et b = 1� axi; en�n

Ai(x) = (1� 2 (x� xi)L
0

i(xi))L
2
i (xi):

Calcule de Bi: Pour j 6= i; on a Bi(xj) = B
0
i(xj) = 0; alors L2i divise Bi; d�autre part

Bi(xi) = 0, alors (x� xi) divise aussi Bi: On déduit que Bi(x) = c (x� xi)L2i (x) et c 2 R:

On détermine la constante par la relation B
0
i(xi) = 1; on a

B
0

i(xi) = cL
2
i (xi) + 2c (xi � xi)Li(xi)L

0

i(xi) = c = 1;

ce qui donne

Bi(x) = (x� xi)L2i (x):

Dé�nition 2.1.2 On appelle un polynôme d�interpolation d�Hermite le polynôme de la

forme :

P2n+1(x) =

nX
i=0

f(xi)Hi(x) +

nX
i=0

f
0
(xi)Vi(x); (2.6)

avec : Hi(x) = [1� 2(x� xi)L0i(xi)]L2i (x); Vi(x) = (x� xi)L2i (x);

où les Hi et Vi sont des polynômes de degré (2n+ 1), et
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Li(x) =

nY
j=0
j 6=i

(x� xj)

nY
j=0
j 6=i

(xi � xj)
; polynôme de Lagrange au point xi:

Remarque 2.1.3 L�interpolation de Lagrange est un cas particulier de l�interpolation

d�Hermite.

Exemple 2.1.4 On veut calculer le polynôme d�interpolation par la méthode d�Hermite

tel que 8><>: P (0) = 1; P (1) = 2

P
0
(0) = 0; P

0
(1) = 0

On a :

P3(x) =
1X
i=0

f(xi)Hi(x) +
1X
i=0

f
0
(xi)Vi(x)

= f(x0)[1� 2(x� x0)L00(x0)]L20(x) + f
0
(x0)(x� x0)L20(x)

+ f(x1)[1� 2(x� x1)L01(x1)]L21(x) + f
0
(x1)(x� x1)L21(x)

= (1 + 2x) (x� 1)2 + 2 (1� 2(x� 1)) x2

= �2x3 + 3x2 + 1:

Avec :

L0(x) =
x� x1
x0 � x1

= � (x� 1) ; L00(x0) = (�1) ; L20(x) = (x� 1)
2 ;

L1(x) =
x� x0
x1 � x0

= x; L01(x1) = 1; L
2
1(x) = x

2:

2.1.4 Interpolation par les fonctions splines

L�interpolation polynomiale possède deux défauts majeurs inévitables :

� Le coût des calculs devient élevé lorsque le degré du polynôme est grand.
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� Les e¤ets de bord sont importants si l�intervalle d�interpolation est grand.

Une solution consiste à travailler localement : on fait alors de l�interpolation par morceaux,

c�est-à-dire que sur un sous intervalle donné on fait de l�interpolation polynomiale de degré

faible, puis on impose des conditions de régularité (continuité ou plus) pour relier les

morceaux.

Interpolation par spline linéaire

Pour répartition, non nécessairement uniforme, de points a = x0 < x1 < ::: < xn = b;

on approxime la fonction f sur chaque sous-intervalle [xi; xi+1], par un segment de droite

connectant les deux points (xi; f(xi)) et (xi+1; f(xi+1)). Sur chaque sous-intervalle, ce

segment de droite s�écrit :

Pi(x) = f(xi) +
f(xi+1)� f(xi)
xi+1 � xi

(x� xi); pour xi � x � xi+1: (2.7)

Interpolation par spline cubique

Nous avons déjà, dans les sections précédentes, montré que l�interpolation polynomiale

n�est pas bien adaptée à l�approximation de fonctions pour des degrés n élevés. Pour

ça on procéder a une interpolation polynomiale par morceaux. L�avantage de ce type

d�interpolation est qu�en augmentant le degré n, on accroit simultanément le nombre de

morceaux et non le degré du polynôme. Les fonctions splines d�interpolation cubiques sont

les fonctions splines de plus petit degré interpolant une fonction f régulière, deux fois

dérivable sur [a; b]. La régularité d�une fonction peut se mesurer au moyen de ses dérivées.

Ainsi, plus une fonction est di¤érentiable, plus la courbe qui lui est associée est lisse et

plus la fonction est régulière.

Les fonctions spline ne sont plus des polynômes, elles sont seulement polynomiale par

morceaux. Elles sont caractérisées par les trois propriétés :

1. polynomiales par morceaux, de degré trois (d�où le terme cubique) sur chaque [xi; xi+1].
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2. elles sont de classe C2. En chaque xi, les dérivées premières et secondes à gauche et

à droite coïncident.

3. la dérivée seconde s�annule aux deux extrémités x0 et xn.

A�n de réaliser cette interpolation, on divise l�intervalle [a; b] en n sous-intervalles de

taille (b� a) =n. Et a partir des propriétés 1; 2; 3 il est facile de calculer la fonction

P , et sur chaque sous-intervalle [xi; xi+1] on prendre h = xi+1 � xi, et on construit un

polynôme cubique Pi(x) d�interpolation. Ce dernier connecte le point (xi; f(xi)) au point

(xi+1; f(xi+1)) et s�écrit :

Pi(x) = fi + f
0

i (x� xi) +
f
00
i

2!
(x� xi)2 +

f
000
i

3!
(x� xi)3; i = 0; 1; :::; n� 1:

Les coe¢ cients à déterminer sont les fi; f
0
i ; f

00
i et f

000
i . Dans le cas de splines not a knot

(pas constant), Pi(x) est évalué par :

Pi(x) = ai(x� xi)3 + bi(x� xi)2 + ci(x� xi) + di: (2.8)

On obtient :

Pi(xi) = di = f(xi)

Pi(xi+1) = aih
3 + bih

2 + cih+ di = f(xi+1)

P
0

i (xi) = ci

P
0

i (xi+1) = 3aih
2 + 2bih+ ci

P
00

i (xi) = 2bi = f
00
(xi)

P
00

i (xi+1) = 6aih+ 2bi = f
00
(xi+1)
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On prendre �i = P
00
i (xi), on trouve que :8>>>>>>><>>>>>>>:

ai =
1
6h
(�i+1 � �i)

bi =
1
2
�i

ci =
1
h
(f(xi+1)� f(xi))� h

6
(2�i + �i+1)

di = f(xi)

Par l�utilisation de la continuité de la dérivée première, on obtient :

P
0

i (xi+1) =
1

h
(f(xi+1)� f(xi)) +

h

6
(2�i+1 + �i)

En faisant i � i� 1, On obtient la condition de continuité P 0
i�1(xi) = P

0
i (xi)

1

h
(f(xi)� f(xi�1)) +

h

6
(2�i + �i�1) =

1

h
(f(xi+1)� f(xi))�

h

6
(�i+1 + 2�i)

En exprimant cette condition en x1;x2; :::; xn�1 on obtient un système linéaire en les in-

connues �1; �2; :::; �n�1 dont la ie ligne est :

h (�i�1 + 4�i + �i+1) =
6

h
(f(xi+1)� 2f(xi) + f(xi�1))

Il faut rajouter 2 équations a�n de completer le système, en posant la condition �0 = �n =

0. Dans ce cas, � = (�1; :::; �n�1)T est la solution d�un système linéaire, tridiagonale :

A� = bn:

Avec :
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A = h

0BBBBBBBBBB@

4 1 0 � � � 0

1 4 1
. . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . 1 4 1

0 � � � 0 1 4

1CCCCCCCCCCA
et bn =

6
h

0BBBBBBBBBB@

f(x0)� 2f(x1) + f(x2)

f(x1)� 2f(x2) + f(x3)

f(x2)� 2f(x3) + f(x4)
...

f(xn�2)� 2f(xn�1) + f(xn)

1CCCCCCCCCCA
;

avec, � est un vecteur de dimension n� 1:

Exemple 2.1.5 Soit les 3 points suivants (0; 1) ; (1; 1) ; (2; 5) : Interpolons ces données par

la fonction spline cubique naturelle et h = 1 et pour tout xi � x � xi+1 :

Pi(x) = ai(x� xi)3 + bi(x� xi)2 + ci(x� xi) + di

=
1

6h
(�i+1 � �i) (x� xi)3 +

1

2
�i(x� xi)2 +

1

h
(f(xi+1)� f(xi)) (x� xi)

� h
6
(2�i + �i+1) (x� xi) + f(xi):

�0 = �2 = 0; �1 =?

h (�i�1 + 4�i + �i+1) =
6
h
(f(xi+1)� 2f(xi) + f(xi�1)); et �i = f

00
(xi);

pour i = 1 : �0 + 4�1 + �2 = 6(f(x2)� 2f(x1) + f(x0))) 4�1 = 6(5� 2 + 1)

) �1 = 6:

�0 = 0; �1 = 6; �2 = 0:

� [xi; xi+1] = [x0; x1] = [0; 1] =i = 0 :

P0(x) = x
3 � x+ 1, 0 � x � 1:

� [xi; xi+1] = [x1; x2] = [1; 2] =i = 1 :

P1(x) = �x3 + 6x2 � 7x+ 3, 1 � x � 2:

Donc : P (x) =

8><>: x3 � x+ 1, 0 � x � 1;

�x3 + 6x2 � 7x+ 3, 1 � x � 2:
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2.2 Erreur d�interpolation

Malgré que les valeurs de f et de son polynôme d�interpolation soient les mêmes aux

n�uds d�interpolation. Mais, elles di¤èrent en général en tout autre point, donc il est

fondamental d�étudier l�erreur d�interpolation sur l�intervalle auquel appartiennent les

n�uds d�interpolation.

Naturellement, sauf cas particulier, l�expression de l�erreur ne permet pas son calcul exact

(car, s�il en était ainsi, il n�y aurait plus d�erreurs) ; elle peut cependant être très utile pour

en calculer une majoration.

On peut exprimer l�erreur d�interpolation de la façon suivante :

f(x) = Pn(x) + En(x) ou encore En(x) = f(x)� Pn(x):

On constate immédiatement que l�erreur d�interpolation est nulle aux points de collocation

puisque le polynôme passe exactement par ces points. Maintenant, il reste à évaluer cette

erreur.

2.2.1 Erreur d�interpolation de Lagrange

Théorème 2.2.1 On suppose que la fonction f est de classe Cn+1 ([a; b] ;R) tel que :

a � x0 < x1 < ::: < xn � b:

Alors, 8x 2 [a; b], il existe un point � 2 ]min(x0; x);max(x; xn)[ � [a; b] tel que :

En(x) := f(x)� Pn(x) =
f (n+1) (�)

(n+ 1)!

nY
i=0

(x� xi) ; (2.9)

où
nY
i=0

(x� xi) = (x� x0) (x� x1) ::: (x� xn) :

Preuve. � Si le point x coïncide avec l�un des n�uds d�interpolation ( i.e : x = xi pour

i = 0; n), les deux membres de (2.9) sont nuls et l�égalité est trivialement véri�ée.
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� Supposons maintenant que x est un point �xé de [a; b], tel que : x 6= xi pour i = 0; n.

Soit Pn+1(t) le polynôme d�interpolation de f(t) aux points x; x0; :::; xn+1, de sorte que

Pn+1 2 Pn+1. Par construction f(x)�Pn(x) = Pn+1(x)�Pn(x). Or le polynôme Pn+1�Pn

est de degré � n+ 1 et s�annule aux (n+ 1) points x0; x1; :::; xn. On a donc

Pn+1(t)� Pn(t) = k:
nY
i=0

(t� xi) ; k 2 R:

Considérons la fonction

g(t) = f(t)� Pn+1(t) = f(t)� Pn(t)� k:
nY
i=0

(t� xi) :

Cette fonction s�annule en les (n+ 2) points x; x0; :::; xn donc d�après le lemme (1.1.1) il

existe � 2 ]min(x0; x);max(x; xn)[ tel que g(n+1)(�) = 0. Or

P (n+1)n = 0;

 
nY
i=0

(x� xi)
!(n+1)

= (n+ 1)!:

On a par conséquent g(n+1)(�) = f (n+1)(�)� k: (n+ 1)! = 0, d�où

f(x)� Pn(x) = Pn+1(x)� Pn(x) = k:
nY
i=0

(x� xi) =
f (n+1)(�)

(n+ 1)!

nY
i=0

(x� xi) :

Remarque 2.2.1 La formule (2.9) ne permet évidemment pas de calculer la valeur exacte

de l�erreur parce que, en générale, � est inconnu. Elle permet par contre, d�en calculer une

majoration (et permet même de choisir les points x0; x1; :::; xn de façon optimale lorsque

ceux-ci ne sont pas imposés). D�où :

Corollaire 2.2.1 Sous les mêmes hypothèses du théorème précédent on a :

jf(x)� Pn(x)j �
Mn+1

(n+ 1)!

�����
nY
i=0

(x� xi)
����� ;
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où Mn+1 = max
x2[a;b]

��f (n+1)(x)�� :
L�erreur d�interpolation résulte de deux termes : le premier terme max

x2[a;b]

��f (n+1)(x)�� dé-
pend de f et on ne peut pas l�améliorer car f est donnée, par contre le deuxième terme

j
Qn
i=0(x� xi)j dépend de la distribution des points xi. On peut choisir l�ensemble des

points fxigi=0;n pour que l�erreur j
Qn
i=0(x� xi)j soit minimal.

Remarque 2.2.2 Le polynôme d�interpolation de Newton conduit à la même estimation

d�erreur que le polynôme de Lagrange.

2.2.2 Erreur d�interpolation d�Hermite

Théorème 2.2.2 On suppose que la fonction f est de classe C2n+2 ([a; b] ;R) tel que :

a � x0 < x1 < ::: < xn � b:

Alors, 8x 2 [a; b], il existe un point � 2 ]min(x0; x);max(x; xn)[ � [a; b] tel que :

En(x) := f(x)� P2n+1(x) =
f (2n+2) (�)

(2n+ 2)!

nY
i=0

(x� xi)2 ;

De plus, si f est de classe C2n+1 alors

jf(x)� P2n+1(x)j �
f (2n+2)1
(2n+ 2)!

�����
nY
i=0

(x� xi)
�����
2

; pour tout x 2 [a; b] :

2.2.3 Erreur d�interpolation par les fonctions splines

Par spline linéaire

Théorème 2.2.3 Soit [a; b] un intervalle contenant x0; x1; :::; xn: On suppose que la fonc-

tion f est de classe C2 sur [a; b]. Alors, pour tout x 2 [xi; xi+1] ; il existe �i 2 ]xi; xi+1[ tel

que :

En(x) := f(x)� Pi(x) =
f
00
(�i)

2
(x� xi) (x� xi+1) ;
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d�où

8x 2 [xi; xi+1] ; jf(x)� Pi(x)j �
h2i
8

max
t2[xi;xi+1]

���f 00 (t)��� ;
avec h = max

0�i�n�1 hi, tq : hi = xi+1 � xi,

ce qui conduit à

kf � Pik1 �
h2

8

f 00
1
:

Cette estimation montre que l�erreur d�interpolation peut être rendue aussi petite que sou-

haité, de manière uniforme sur l�intervalle [a; b], en prenant h su¢ samment petit.

Par spline cubique

Théorème 2.2.4 Soit f 2 C([a; b]) avec maxa�x�b
��f (4) (x)�� = M: Si Pi(x) est l�unique

spline cubique serrée interpolant f aux n�uds a = x0 < x1 < ::: < xn = b; alors

max
a�x�b

jf (x)� Pi(x)j �
5M

384
max

0�i�n�1
(xi+1 � xi)4 :
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Chapitre 3

Applications avec Matlab

Dans ce chapitre, nous voulons voir des applications très précises sur les di¤érentes mé-

thodes d�interpolation par l�utilisation de logiciel Matlab. Nous pouvons donc comparer

ces méthodes et connaître la manière la plus précise et e¢ cace. Pour cela, il est donc

préférable de �xer les mêmes points d�interpolation et de les appliquer dans les di¤érentes

méthodes d�interpolation a�n de pouvoir faire une comparaison exacte.

Exemple

Dans tout les méthodes d�interpolation on va construire le polynôme d�interpolation P (x)

associée à la fonction y = exp(x) aux abscisses f�1; 0; 1g ; et dans chaque méthode d�in-

terpolation on va passer aux les quatre étapes suivantes :

1. On va déterminer d�abord ce polynôme de façon analytique.

2. On va écrire un algorithme Matlab permettant l�implémentation de la méthode d�in-

terpolation correspondante.

3. On va tracer, sur la même �gure, la fonction et le polynôme d�interpolation.

4. On va faire des discussions.
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3.1 Application de la méthode de Lagrange

1. D�abord nous déterminerons, analytiquement, le polynôme P2(x):

Et par l�utilisation de la formule d�interpolation de Lagrange (2.1) et pour i = 0; 1; 2,

il vient :

P2(x) =
2X
i=0

yiLi(x)

= y0L0(x) + y1L1(x) + y2L2(x)

= y0
(x� x1) (x� x2)
(x0 � x1) (x0 � x2)

+ y1
(x� x0) (x� x2)
(x1 � x0) (x1 � x2)

+ y2
(x� x0) (x� x1)
(x2 � x0) (x2 � x1)

= (exp)�1
(x� 0) (x� 1)

((�1)� 0) ((�1)� 1) +
(x� (�1)) (x� 1)
(0� (�1)) (0� 1) + (exp)

(x� (�1)) (x� 0)
(1� (�1)) (1� 0)

=) P2(x) =

 
(exp)�1 � 2 + exp

2

!
x2 +

 
exp� (exp)�1

2

!
x+ 1:

2. Voici le script Matlab :

clear all ;close all ;clc ;

n=3 ;x=[-1 0 1 ] ;y=exp(x) ;

m=10 ;dx=(x(3)-x(1))/m ;xx=x(1) :dx :x(3) ;polyn=0 ;figure(�color�,[1 1 1]) ;

plot(xx,exp(xx),�-r�,�LineWidth�,2)

for i=1 :n

lag=1 ;

for j=1 :n

if (i~=j)

lag=((xx-x(j))./(x(i)-x(j))).*lag ;

end

end

polyn=polyn+lag.*y(i) ;

end
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hold on

plot(xx,polyn,�--b�,�LineWidth�,2) ;

for i=1 :n

plot(x(i),y(i),�k.�,�MarkerSize�,25,�LineWidth�,1.5) ;hold on

end

xlabel(�nfontsize{12}nfontname{Tex} x�) ;

ylabel(�nfontsize{12}nfontname{Tex} y=exp(x)�) ;

legend(�Solution Exacte�,�Solution Approchée�,2) ;

3. Graphique représentant la fonction et le polynôme d�interpolation :

Fig. 3.1 �Interpolation selon Lagrange de y = exp(x):

4. Discussion : D�après cette �gure, on voie que la solution exacte (trait continue) et

la solution numérique (trait discontinue) sont bien rapproché avec décalage minime

ce qui montre la convergence de la méthode de Lagrange pour donner des solutions

proches à celles exactes.
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3.2 Application de la méthode de Newton

1. D�abord nous déterminerons, analytiquement, le polynôme P2(x):

On va construire le tableau des di¤érences divisées d�après (2.2) :

i xi f(xi) f [xi; xi+1] f [xi; xi+1; xi+2]

0 �1

1 0

2 1

(exp)�1

1

exp

1� (exp)�1

exp�1
exp�2+(exp)�1

2

Et par l�utilisation de la formule d�interpolation de Newton (2.3), il vient :

P2(x) = f(x0) + f [x0; x1] (x� x0) + f [x0; x1; x2] (x� x0) (x� x1)

= (exp)�1 +
�
1� (exp)�1

�
(x+ 1) +

 
exp�2 + (exp)�1

2

!
x (x+ 1)

=

 
(exp)�1 � 2 + exp

2

!
x2 +

 
exp� (exp)�1

2

!
x+ 1:

2. Voici le script Matlab :

clear all ;close all ;clc ;

n=3 ;x=[-1 0 1 ] ;y=exp(x) ;

m=10 ;dx=(x(3)-x(1))/m ;xx=x(1) :dx :x(3) ;pol=1 ;figure(�color�,[1 1 1]) ;

plot(xx,exp(xx),�-r�,�LineWidth�,2)

for i=1 :n % calcul des differences

t(i)=y(i) ;

for j=i-1 :-1 :1

t(j)=(t(j+1)-t(j))./(x(i)-x(j)) ;

end

a(i)=t(1) ;
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end

pol=a(n) ; % calcul du polynome

for i=n-1 :-1 :1

pol=pol.*(xx-x(i))+a(i) ;

end

hold on

plot(xx,pol,�--b�,�LineWidth�,2)

for i=1 :n

plot(x(i),y(i),�k.�,�MarkerSize�,25,�LineWidth�,1.5) ;hold on

end

xlabel(�nfontsize{12}nfontname{Tex} x�) ;

ylabel(�nfontsize{12}nfontname{Tex} y=exp(x)�) ;

legend(�Solution Exacte�,�Solution Approchée�,2) ;

3. Graphique représentant la fonction et le polynôme d�interpolation :

Fig. 3.2 �Interpolation selon Newton de y = exp(x):
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4. Discussion : Cette �gure nous a¢ che deux courbes (celui la solution exacte et

l�autre de la solution numérique donnée par la méthode de Newton) dont on remarque

que ces deux courbes sont bien proches l�une de l�autre avec petite marge d�erreur.

Telle que dans l�intervalle x 2 [�0:2; 0:2] on observe que les deux courbes sont

superposées contrairement en dehors de cet intervalle les deux courbes s�écartent.

3.3 Application de la méthode d�Hermite

1. D�abord nous déterminerons, analytiquement, le polynôme P5(x):

Et par l�utilisation de la formule d�interpolation d�Hermite (2.6) et pour i = 0; 1; 2,

il vient :

P5(x) =
2X
i=0

f(xi)Hi(x) +
2X
i=0

f
0
(xi)Vi(x)

=
2X
i=0

f(xi)[1� 2(x� xi)L0i(xi)]L2i (x) +
2X
i=0

f
0
(xi)(x� xi)L2i (x)

= f(x0)

�
1� 2(x� x0)

�
1

x0 � x1
+

1

x0 � x2

���
(x� x1) (x� x2)
(x0 � x1) (x0 � x2)

�2
+ f

0
(x0)(x� x0)

�
(x� x1) (x� x2)
(x0 � x1) (x0 � x2)

�2
+ f

0
(x1)(x� x1)

�
(x� x0) (x� x2)
(x1 � x0) (x1 � x2)

�2
+ f(x1)

�
1� 2(x� x1)

�
1

x1 � x0
+

1

x1 � x2

���
(x� x0) (x� x2)
(x1 � x0) (x1 � x2)

�2
+ f(x2)

�
1� 2(x� x2)

�
1

x2 � x0
+

1

x2 � x1

���
(x� x0) (x� x1)
(x2 � x0) (x2 � x1)

�2
+ f

0
(x2)(x� x2)

�
(x� x0) (x� x1)
(x2 � x0) (x2 � x1)

�2
= (exp)�1

�
1� 2(x+ 1)

�
�3
2

���
x (x� 1)

2

�2
+ (exp)�1 (x+ 1)

�
x (x� 1)

2

�2
+
�
x2 � 1

�2
+ x

�
x2 � 1

�2
+ exp

�
1� 2(x� 1)

�
3

2

���
x (x+ 1)

2

�2
+ exp(x� 1)

�
x (x+ 1)

2

�2
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Donc :

P5(x) =
�
(exp)�1 �

�exp
2

�
+ 1
�
x5 +

�
�3
4
(exp)�1 � 1

4
exp+1

�
x4

+

�
�3
2
(exp)�1 + exp�2

�
x3 +

�
5

4
(exp)�1 +

3

4
exp�2

�
x2 + x+ 1:

2. Voici le script Matlab :

clear all ;close all ;clc ;

n=3 ;x=[-1 0 1 ] ;y=exp(x) ;

m=10 ;dx=(x(3)-x(1))/m ;

yy=[y(1),(y(2)-y(1))/(x(2)-x(1)),(y(3)-y(2))/(x(3)-x(2))] ;

xx = x(1) :dx :x(3) ; poly = 0 ;figure(�color�,[1 1 1]) ;

plot(xx,exp(xx),�-r�,�LineWidth�,2)

for i=1 :n

lag=1 ;ci=0 ;

for j=1 :n

if (i ~= j)

lag = ((xx - x(j))./(x(i) - x(j))).*lag ;

ci=ci+(1/(x(i) - x(j))) ;

end

end

Di=1-2.*(xx-x(i)).*ci ;

poly=poly+(y(i).*Di+yy(i).*(xx-x(i))).*(lag).^2 ;

end

hold on

plot(xx,poly,�--b�,�LineWidth�,2)

for i=1 :n
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plot(x(i),y(i),�k.�,�MarkerSize�,25,�LineWidth�,1.5) ;hold on

end

xlabel(�nfontsize{12}nfontname{Tex} x�) ;

ylabel(�nfontsize{12}nfontname{Tex} y=exp(x)�) ;

legend(�Solution Exacte�,�Solution Approchée�,2) ;

3. Graphique représentant la fonction et le polynôme d�interpolation :

Fig. 3.3 �Interpolation selon Hermite de y = exp(x):

4. Discussion : D�après le graphe on remarque que :

� Pour x = 0 et x ' 0:6 : Il ya une superposition entre les courbes représentant la

solution exacte et la solution numérique (méthode d�Hermite).

� Pour x 2 [�1; 0[ : Les deux courbes sont lointe l�une par rapport à l�autre ce qui

signi�e une erreur remarquable.

� Pour x 2 ]0; 0:6[ et ]0:6; 1] : Les deux courbes sont un peu proches l�une de l�autre.
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3.4 Application de la méthode des fonctions splines

3.4.1 Par spline linéaire

1. D�abord nous déterminerons, analytiquement, le polynôme P (x) de degré 1:

Et par l�utilisation de la formule d�interpolation par spline linéaire (2.7), il vient :

� Sur l�intervalle [�1; 0] ; on obtient :

P0(x) = f(x0) +
f(x1)� f(x0)
x1 � x0

(x� x0); pour x0 � x � x1

= f(�1) + f(0)� f(�1)
0 + 1

(x+ 1); pour � 1 � x � 0

=
�
1� (exp)�1

�
x+ 1:

� Sur l�intervalle [0; 1] ; on obtient :

P1(x) = f(x1) +
f(x2)� f(x1)
x2 � x1

(x� x1); pour x1 � x � x2

= f(0) +
f(1)� f(0)
1� 0 (x� 0); pour 0 � x � 1

= (exp�1)x+ 1:

Donc :

P (x) =

8><>:
�
1� (exp)�1

�
x+ 1 pour � 1 � x � 0

(exp�1)x+ 1 pour 0 � x � 1

2. Voici le script Matlab :

clear all ;close all ;clc ;

fun=@(x) exp(x) ;n=2 ;a=-1 ;b=1 ;h=1 ;

x=a :h :b ;fx=fun(x) ;m=10 ;dx=(b-a)/m ;xx=a :dx :b ;figure(�color�,[1 1 1]) ;

plot(xx,fun(xx),�-r�,�LineWidth�,2) ;hold on ;

for i=1 :n
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step=(x(i+1)-x(i))/n ;xi=x(i) :step :x(i+1) ;

polynom=fx(i)+((fx(i+1)-fx(i))/(x(i+1)-x(i)))*(xi-x(i)) ;

plot(xi,polynom,�--b�,�LineWidth�,2) ;hold on

end

plot(x,fun(x),�k.�,�MarkerSize�,25,�LineWidth�,1.5) ;

xlabel(�nfontsize{12}nfontname{Tex} x�) ;

ylabel(�nfontsize{12}nfontname{Tex} y=exp(x)�) ;

legend(�Solution Exacte�,�Solution Approchée�,2) ;

3. Graphique représentant la fonction et le polynôme d�interpolation :

Fig. 3.4 �Interpolation par splines linéaires de y = exp(x):

4. Discussion : À travers le graphe obtenu on remarque qu�il y a un décalage entre la

représentation exacte (courbe rouge) et la représentation numérique (courbe bleu)

surtout sur l�intervalle [0; 1], cela explique la faiblesse de l�interpolation par spline

linéaire provient du fait que la fonction d�interpolation est continue mais n�est pas

dérivable.

41



Chapitre 3. Applications avec Matlab

3.4.2 Par spline cubique

1. D�abord nous déterminerons, analytiquement, le polynôme P (x) de degré 3:

Et par l�utilisation de la formule d�interpolation par spline cubique (2.8), et pour

tout x 2 [xi; xi+1], il vient :

Pi(x) = ai(x� xi)3 + bi(x� xi)2 + ci(x� xi) + di

=
1

6h
(�i+1 � �i) (x� xi)3 +

1

2
�i(x� xi)2 +

1

h
(f(xi+1)� f(xi)) (x� xi)

� h
6
(2�i + �i+1) (x� xi) + f(xi):

�0 = �2 = 0; �1 =?

h (�i�1 + 4�i + �i+1) =
6
h
(f(xi+1)� 2f(xi) + f(xi�1)); et �i = f

00
(xi);

i = 1 : �0 + 4�1 + �2 = 6(f(x2)� 2f(x1) + f(x0))) 4�1 = 6(exp�2 + (exp)�1)

) �1 =
3
2
(exp�2 + (exp)�1):

�0 = 0; �1 =
3
2
(exp�2 + (exp)�1); �2 = 0:

� [xi; xi+1] = [x0; x1] = [�1; 0] =i = 0 :

P0(x) =
1
2
(1
2
exp�1+ 1

2
(exp)�1)x3+ 3

2
(1
2
exp�1+ 1

2
(exp)�1)x2+ 1

2
(exp� (exp)�1)x+1.

� [xi; xi+1] = [x1; x2] = [0; 1] =i = 1 :

P1(x) = �1
4
(exp�2 + (exp)�1)x3 + 3

4
(exp�2 + (exp)�1)x2 + 1

2
(exp� (exp)�1)x+ 1.

Donc :

P (x) =

8>>>>>>><>>>>>>>:

pour tout � 1 � x � 0 :
1
2
(1
2
exp�1 + 1

2
(exp)�1)x3 + 3

2
(1
2
exp�1 + 1

2
(exp)�1)x2 + 1

2
(exp� (exp)�1)x+ 1:

pour tout 0 � x � 1 :

�1
4
(exp�2 + (exp)�1)x3 + 3

4
(exp�2 + (exp)�1)x2 + 1

2
(exp� (exp)�1)x+ 1:

2. Voici le script Matlab :

clear all ;close all ;clc ;
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fun=@(x) exp(x) ;n=2 ;a=-1 ;b=1 ;h=1 ;

x=a :h :b ;fx=fun(x) ;m=10 ;dx=(b-a)/m ;xx=a :dx :b ;

for in=1 :n-1

bn(in)=(fx(in)-2*fx(in+1)+fx(in+2))*(6/h) ;

end

sur_diag=diag(ones(n-2,1),1) ;des_diag=diag(ones(n-2,1),-1) ;

in_diag=diag(ones(n-1,1)) ;in_diag(in_diag==1)=4 ;

mtriceA=sur_diag+des_diag+in_diag ;alpha=bn*inv(mtriceA)� ;

alpha=[0,alpha,0] ;

figure(�color�,[1 1 1]) ;

plot(xx,fun(xx),�-r�,�LineWidth�,2) ;

hold on ;

for i=1 :n

ai=(alpha(i+1)-alpha(i))/(6*h) ;bi=alpha(i)/2 ;

ci=(fx(i+1)-fx(i))/h-(2*alpha(i)+alpha(i+1))*(h/6) ;

step=(x(i+1)-x(i))/n ;

xi=x(i) :step :x(i+1) ;

polynom=ai*(xi-x(i)).^3+bi*(xi-x(i)).^2+ci*(xi-x(i))+fx(i) ;

plot(xi,polynom,�--b�,�LineWidth�,2) ;hold on ;

end

plot(x,fun(x),�k.�,�MarkerSize�,25,�LineWidth�,1.5) ;

xlabel(�nfontsize{12}nfontname{Tex} x�) ;

ylabel(�nfontsize{12}nfontname{Tex} y=exp(x)�) ;

legend(�Solution Exacte�,�Solution Approchée�,2) ;

3. Graphique représentant la fonction et le polynôme d�interpolation :
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Fig. 3.5 �Interpolation par splines cubique de y = exp(x):

4. Discussion : À partir de cette �gure, on peut dire que la solution exacte (trait

continue) et la solution numérique (trait discontinue) son bien proche l�une de l�autre

avec une petite marge d�erreur, ce qui montre la convergence de la méthode de spline

cubique pour donner des solutions proches à celles exactes.
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Conclusion

Nous continuons ce que nous avons abordé dans le troisième chapitre de nous représen-

tons les di¤érentes méthodes d�interpolation en utilisant logiciel Matlab, mais cette fois

dans la même courbe a�n de connaître la méthode la plus e¢ cace et la plus précise. Nous

avons donc obtenu cette �gure :

Fig. 3.6 �Comparaison entre la solution exacte (y = exp(x)) et leurs solutions approchées.

Discussion : D�après cette �gure on remarque que :

� Les courbes des méthodes d�interpolation Lagrange, Newton et Spline cubique coïncident
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les uns des autres et leur proximité avec la solution exacte.

� La courbe de la méthode d�Hermite est quelque peu di¤érente de la solution exacte.

� La méthode de Spline linéaire est loin de son prédécesseur.

Nous pouvons donc conclure que les meilleures méthodes d�interpolation sont les méthodes

de Lagrange, Newton et Spline cubique. Être le plus proche de la solution exacte (la

fonction d�origine).

À la �n de notre travail on a constaté que les méthodes d�interpolation facilitent la

manipulation et ramener à des calculs simples en utilisant quelques des polynômes.
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Annexe : Logiciel Matlab

MATLAB est une abréviation de Matrix LABoratory, il est un logiciel de calcul

numérique commercialisé par la société MathWorks. Il a été initialement développé à la

�n des années 70 par Cleve Moler, professeur de mathématique à l�université du Nouveau-

Mexique puis à Stanford, pour permettre aux étudiants de travailler à partir d�un outil de

programmation de haut niveau et sans apprendre le Fortran ou le C.

MATLAB est un logiciel interactif basé sur le calcul matriciel (MATrix LABoratory). Il

est utilisé dans les calculs scienti�ques et les problèmes d�ingénierie parce qu�il permet

de résoudre des problèmes numériques complexes en moins de temps requis par les lan-

gages de programmation, et ce grâce à une multitude de fonctions intégrées et à plusieurs

programmes outils testés et regroupés selon usage (boîtes à outils ou Toolbox).

Le logiciel propose un véritable environnement de travail composé de multiples fenêtres.

Nous pouvons distinguer quatre blocs :

�Command window (console d�exécution) : à l�invite de commande « >> » , l�utilisateur

peut entrer les instructions à exécuter. Il s�agit de la fenêtre principale de l�interface.

� Current directory (répertoire courant) : permet de naviguer et de visualiser le contenu

du répertoire courant de l�utilisateur. Les programmes de l�utilisateur doivent être situés

dans ce répertoire pour être visible et donc exécutable.

�Workspace (espace de travail) : permet de visualiser les variables dé�nies, leur type, la

taille occupée en mémoire...
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� Command history : historique des commandes que l�utilisateur a exécutées. Il est

possible de faire glisser ces commandes vers la fenêtre de commande.

On peut regrouper quelques commandes et fonctions de Matlab dans le tableau suivant :

Fonction Description

clear E¤ace variables et fonctions de l�espace de travail

clc E¤ace la fenêtre des commandes

all Vrai si tous les éléments d�un vecteur sont non nuls

for Répétition

if Instruction conditionnelle

end Terminaison de if, for et while

xlabel Légende axe horizontal

ylabel Légende axe vertical

�gure Ouvre une nouvelle fenêtre graphique

plot(x; y) Tracé de la courbe passant par les points (x; y)

legend(�lab1�,�lab2�,�lab3�,...) Légende avec une chaîne de caractères pour chaque courbe

hold on / o¤ Pour superposer ou non des courbes

inv(A) Inverse d�une matrice

diag Crée ou extrait une matrice diagonale

ones(i; j) Crée un tableau de i lignes j colonnes contenant des 1

~ = Di¤érent de

% Commentaires
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