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Introduction

En statistique, les L-moments et les L-comoments sont des mesures analogues aux

moments classiques, ils sont utilisés pour caractériser les di¤érentes distributions de

probabilité et comme méthode d�estimation des paramétres dans le cas où les méthodes

d�estimation classiques ne sont pas valable, telle que la méthode de moments. Ces mesures

sont développées par Hosking en (1990) [8] qui a dé�ni des quantités alternatives aux

moments conventionnels basées sur des combinaisons linéaires des statistiques d�ordre,

appelées "L-moments" représentant des mesures de position, d�échelle, d�asymétrie et de

kurtosis. Le cas bivarié est développé par Ser�ing et Xiao en (2006) [11] qui a étendre

la notion de L-moments univariés en dimension deux.

Le but de ce mémoire est de représenter les L-comoments en terme de copule, elle est

bien organisé comme suit :

�Chapitre 1. L-moments univariés. Ce chapitre présente une introduction aux L-moments

univariés, mais on va débuter par les statistiques d�ordres, les L-moments (dé�nitions

et proriétés, ses représentations et leur estimation) et on �nit par un diagramme de

rapports de L-moments.

�Chapitre 2. L-moments bivariés. Ce chapitre est consacré aux L-moments bivariés, ses

inégalités principales et leur représentations en terme de L-comoments.

�Chapitre 3. L-comoments en termes des copules. En�n dans le dernier chapitre, on pré-

sente une dé�nition des copules bivariés, la représentation de L-comoments en fonction

de copule et des exemples illustratifs avec la copule de Farlie-Gumbel-Morgenstern.
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Chapitre 1

L-moments univariés

Dans ce chapitre, on va introduire la dé�nition de L-moments univariés, ses propriétés, ses

représentations en terme (de polynôme orthogonaux, des moments de probabilité pondérés,

de covariance et L-statistique), leur estimation et on fournit des exemples, mais avant tout,

on va donner la dé�nition des statistiques d�ordre, ses distributions et s�intéresse aussi au

forme des moments des statistiques d�ordre. On �nit par un diagramme de rapports de L-

moments (L-skewness et L-kurtosis) qui donne une représentation graphique de L-kurtosis

�4 en fonction de L-skewness �3.

1.1 Statistique d�ordre

Dé�nition 1.1.1 Soit X1; :::; Xn une suite de variables aléatoires (v.a) indépendantes et

identiquement distribuées (i.i.d), on note la fonction de répartition de X par :

FX (x) = P (X � x) ;8x 2 R:

On appelle statistique d�ordre S : (X1; :::; Xn)! (X1:n; :::; Xn:n) telque : X1:n � ::: � Xn:n,

avec : X1:n = min (X1; :::; Xn) ; Xn:n = max (X1; :::; Xn) :

Remarque 1.1.1 L�échantillon (X1:n; :::; Xn:n) est non i.i.d [ 1].
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L-moments univariés

Preuve. On a d�une part :

P(X1:n � x) = 1� P(X1:n > x)

= 1�
nY
i=1

P(X1 > x)

= 1� [1� P(X1 � x)]n

= 1� [1� FX (x)]n :

D�autre part

P(Xn:n � x) = P(X1 � x):::P(Xn � x)

= [FX (x)]
n :

Alors

P(X1:n � x) 6= P(Xn:n � x):

1.1.1 Distribution d�une seule ordre statistique

Supposons que X1; :::; Xn des n v.a de fonction de répartition Fi(x); 8i = 1; n, alors la

fonction de répartition et la densité de statistique d�ordre, noté respectivement FXi:n (x) ;

fXi:n (x) sont données par :

FXi:n (x) =

nX
r=i

CrnF
r (x) [1� F (x)]n�r ;

fXi:n (x) =
n!

(i� 1)! (n� i)! [F (x)]
i�1 f (x) [1� F (x)]n�i :

en particulier, pour i = 1; i = n, la fonction de répartition et la fonction de densité sont :
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L-moments univariés

FX1:n (x) = 1� [1� F (x)]
n ; FXn:n (x) = [F (x)]

n ; 8x 2 R:

fX1:n (x) = nf (x) [1� F (x)]
n�1 ; fxn:n (x) = n [F (x)]

n�1 f (x) ; 8x 2 R:

1.1.2 Distribution jointe de deux statistiques d�ordres

La loi jointe (fonction de répartition, fonction de densité) de deux statistiques d�ordres

sont dé�nis comme :

F(Xi:n;Xj:n) (x; y) =

8>>>><>>>>:
P (Xi:n � x;Xj:n � y) = P (Xj:n � y) = FXj:n (y) ; x � y

Pn
s=j

Ps
r=i

n!
r!(�)!(�)! [F (x)]

r [F (y)� F (x)]s�r [1� F (y)]n�s ; x < y

;

f(Xi:n;Xj:n) (x; y) =

�
n!

(i�1)!(j�i�1)!(n�j)! [F (x)]
i�1 f (x) [F (y)� F (x)]j�i�1f (y) [1� F (y)]n�j

pour �1 < x < y < +1 ;

Cas particulier :

f(X1:n;Xn:n) (x; y) = n (n� 1) f (x) [F (y)� F (x)]
n�2 f (y) :

Densité conjointe de n statistiques d�ordres

La fonction de densité conjointe de n statistiques d�ordres, noté f(X1:n;:::;Xn:n) est dé�nit

par :

f(X1:n;:::;Xn:n) (x1;:::;xn) = n!f (x1) :::f (xn) I (x1 < ::: < xn) :
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L-moments univariés

Moments de statistique d�ordre

Dé�nition 1.1.2 Soit Xj:n la j�eme statistique d�ordre associée à l�échantillon de taille n,

on dé�nit la k�eme moments de la j�eme statistique d�ordre par :

E
�
Xk
j:n

�
= �kj:n

Z +1

�1
xkfXj:n (x)

=
n!

(j � 1)! (n� j)!

Z +1

�1
xk [F (x)]j�1 [1� F (x)]n�j f (x) dx;

Et

E
�
Xk
j:n

�
=

n!

(j � 1)! (n� j)!

Z 1

0

Q (u)k uj�1 (1� u)n�j du:

1.2 L-moments : dé�nitions et propriétés

Les L-moments, noté �k sont des mesures alternatives de position, d�échelle et de forme

de la distribution de probabilité aux moments centraux classiques :

�k = E
h
(X � �)k

i
=

+1Z
�1

(x� �)k dFX :

déterminé par la fonction de répartition FX et ils sont dé�ni par [14] comme une combi-

naison lineaire spéci�que des espérances de la statistique d�ordre ou des fonctions lineaires

de probabilité de moments pondérés.

Dé�nition 1.2.1 Soit X1; :::; Xn un échantillon de taille n d�une distribution continue

FX (x) avec fonction de quantile Q(u) = F�1 (u), et soit X1:n � ::: � Xn:n les statistiques

d�ordre accociées à échantillon: Alors le k�eme L-moments �k est donné par :

�k =
1

k

k�1X
l=0

(�1)l
�
k � 1
l

�
E [Xk�l:k] =

1

k

k�1X
l=0

(�1)l (k � 1)!
l! (k � 1� l)!E [Xk�l:k] ; k = 1; 2; :::: (1.1)

telle que E [Xk�l:k] présente l�espérance du (k � l) de la statistique d�ordre .
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L-moments univariés

Exemple 1.2.1 Les quatres premiers L-moments en termes des espérances de la statis-

tique d�ordre sont :

8>>>>>>><>>>>>>>:

�1 = E [X1:1] ;

�2 =
1
2
(E [X2:2]� E [X1:2]) ;

�3 = 1=3 (E [X3:3]� 2E [X2:3] + E [X1:3]) ;

�4 = 1=4 (E [X4:4]� 3E [X3:4] + 3E [X2:4]� E [X1:4]) :

telque �1; �2; �3; �4 présentent les mesures de position, d�échelle, de skewness et de kur-

tosis.

Dé�nition 1.2.2 Soit X1; :::; Xn un échantillon de taille n de fonction de répartition

FX (:) et de fonction de quantile Q (u) = F�1 (u), et soit X1:n � ::: � Xn:n statistiques

d�ordre associées à échantillon. On dé�nit l�espérance de statistique d�ordre en terme de

fonction de quantile par :

E [Xi:k] =
k!

(i� 1)! (k � i)!

Z 1

0

Q (u)ui�1 (1� u)k�i du; (1.2)

en remplaçant l�équation (1.2) dans l�équation (1.1), on obtient aussi une autre écriture

de L-moments �k en terme de fonction de quantile :

�k =
1

k

k�1X
l=0

(�1)l
�
k � 1
l

�
k!

(k � l � 1)!l!

Z 1

0

Q (u)uk�l�1 (1� u)l du ; k = 1; 2; :::

Ratios de L-moments :

Les ratios de L-moments mesurent la forme d�une distribution indépendamment de son

échelle de mesure. Elles sont dé�nies par :

�k := �k=�2; k � 3:
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L-moments univariés

Théorème 1.2.1 Les ratios de L-moments �k sont limités, ils prennent des valeurs entre

�1 et +1 c-à-d :

j�kj < 1;

nous dé�nissons aussi le L-CV (coe¢ cient de L-variation ) :

� = �2=�1;

la quantité � sont signi�catifs pour des variables aléatoires positives (X � 0) et

0 < � < 1: Les deux mesures L-skewness, L-kurtosis sont dé�nis respectivement par :

�
�3 = �3=�2;

�4 = �4=�2:

1.2.1 Propriétés de L-moments univariés

Les L-moments �1 et �2, le L-CV � et le L-skewness �3 et le L-kurtosis �4 sont les quantités

les plus utiles pour récapituler des distributions de probabilité. Leurs propriétés [7] les plus

importantes sont :

� Existence :

Proposition 1.2.1 (L�existence de L-moments)

1. Les L-moments �k; k = 1; 2; ::: d�une variable aléatoire X existe ssi son espérance

est �nie

(E (X) <1);

2. Une distribution dont l�espérance existe et �nie se caractérise par ses L-moments �k;

k = 1; 2; :::

� L�unicité : Si la moyenne � de la distribution existe, donc les L-moments ne dé�nissent

uniquement la distribution, aucune deux distributions a les mêmes L-moments.

7



L-moments univariés

�Transformation lineaire : SoientX et Y deux variables aléatoires avec des L-moments

�k et ��k; respectivement et suppossons que Y = aX + b: Alors8>>>><>>>>:
��1 = a�1 + b;

��2 = jaj�2;

� �k = (sign a)
k �k; k � 3:

� Symétrie : Soit X une variable aléatoire symétrique avec le moyen �, avec

P (X � �+ x) = P (X � �� x) 8x 2 R;

alors tous les ratios d�ordre impaire de L-moments de X sont zéros,

�k = 0; k = 3; 5; :::

1.2.2 Représentations de L-moments

En terme de polynome orthogonaux

Les L-moments sont aussi généralement formulés [8] de polynômes de legendre déplacé.

Dé�nition 1.2.3 Les polynômes de legendre deplacé sont dé�nis par :

P �k (u) =
kX
j=0

P �k;j u
j; avec P �k;j = (�1)

k+j

�
k

j

��
k + j

j

�
; pour 0 � u � 1et k = 0; 1; 2:::

(1.3)

Véri�ent les trois conditions suivantes :

(i) P �k (u) est un polynôme de degré k dans u.

(ii) P �k (1) = 1:

(iii)
R 1
0
P �k (u)P

�
r (u) du = 0 si k 6= r.

Exemple 1.2.2 Les premiers polymômes de legendre déplacé [2]. Pour k = 0; 1; 2; 3 sont

8



L-moments univariés

données par : 8>>>>>>><>>>>>>>:

P0 (u) = 1;

P1 (u) = 2u� 1;

P2 (u) = 6u
2 � 6u+ 1;

P3 (u) = 20u
3 � 30u2 + 12u� 1;

(1.4)

alors les L-moments sont dé�nit par :

�k =

Z 1

0

Q (u)P �k�1 (u) du: (1.5)

d�aprés(1.3), on obtient �k+1 en terme de fonction quantile :

�k+1 =
1

k!

Z 1

0

uk (1� u)kQ(K) (u) du :

et les quatres premiers L-moments sont données par :

8>>>>>>><>>>>>>>:

�1 =
R 1
0
Q (u) du ;

�2 =
R 1
0
(2u� 1)Q (u) du;

�3 =
R 1
0
(6u2 � 6u+ 1)Q (u) du ;

�4 =
R 1
0
(20u3 � 30u2 + 12u� 1)Q (u) du :

En terme des moments de probabilité pondérés

Les L-moments de probabilité pondéré (Probability Weighted Moments ou PWM), noté

Mp;k;s ont été dé�ni par [5].

Dé�nition 1.2.4 Soit X une variable aléatoire de la fonction de répartition FX (:). Les

L-moments de probabilité pondéré, données par :

Mp;j;r = E
h
Xp fF (X)gj f1� F (X)gr

i
;

9



L-moments univariés

et particuliérement, les L- moments de probabilité pondérés sont :

�r =M1;0;r , �j =M1;j;0;

on peut aussi écrire les �r et �j en terme de fonction de quantile :

�r =

Z 1

0

Q (u) (1� u)r du ; �j =
Z 1

0

Q (u)ujdu;

ces équations peuvent être contrastées avec la dé�nition des moments ordinaires,

qui peuvent être écrits comme

E
�
Xk
�
=

Z 1

0

fQ(u)gkdu:

Les L-moments de probabilité pondéré �r et �j ont été utilisé comme la base de méthodes

pour évaluer les paramétres de distribution de probabilité par [6]. Cependant, ils sont dif-

�ciles d�interpréter directement comme les mesures de l�èchelle et de la forme d�une dis-

tribution de probabilité. Alors L-moments sont données par :

�k+1 = (�1)k
kX
r=0

P �k;r�r =
kX
j=0

P �k;j�j;

et pour les premiers L-moments de probabilité pondérés nous avons :

8>>>>>>><>>>>>>>:

�1 = �0 = �0;

�2 = �0 � 2�1 = 2�1 � �0;

�3 = �0 � 6�1 + 6�2 = 6�2 � 6�1 + �0;

�4 = �0 � 12�1 + 30�2 � 20�3 = 20�3 � 30�2 + 12�1 � �0:

10



L-moments univariés

En terme de covariance et L-statistique

Avec une transformation directe dans l�équation (1.5) et utilisation P �0 (u) � 1 et l�ortho-

gonalité méne à une représentation en terme de covariance :

�k =

�
E (X) ; k = 1 ;

Cov
�
X;P �k�1 (F (X))

�
; k � 2 : (1.6)

particuliérement

�2 = 2Cov (X;F (X)) = Cov (X; 2F (X)� 1) ;

par [11], nous obtenons une comparaison du deuxiéme L- moment avec l�écart type �;

�2 � �=
p
3;

pour k = 3, nous avons :

�3 = �6Cov (X;F (X) (1� F (X))) ;

pour F est symétrique

�3 = 0;

et en général le k�eme L-moment a une représentation comme la valeur attendue d�une

L-statistique :

�k =
1

n

nX
r=1

w(k)r:nE (Xr:n) ; (1.7)

où

w(k)r:n =

minfr�1;k�1gX
j=0

(�1)k�1�j
�
k � 1
j

��
k � 1 + j

j

��
n� 1
j

��
r � 1
j

�
:

11



L-moments univariés

1.2.3 Estimation de L-moments

Les L-moments ont été dé�nis pour une distribution de probabilité mais en pratique

doivent souvent être estimés d�un échantillon �ni. L�évaluation est basée sur un échan-

tillon X1; :::; Xn.

Dé�nition 1.2.5 Soit X1:n � X2:n � ::: � Xn:n les statistiques d�ordre associées à un

échantillon X1; :::; Xn. Alors les estimateurs de L-moments [7], noté lk sont écrit comme :

lk =

�
n

k

��1XX
:::
X

1�i1<i2<:::<ik�n

1

k

k�1X
j=0

(�1)j
�
k � 1
j

�
Xik�j:n; pour k = 1; :::; n.

Par conséquent les quatres premiers L-moments de l�échantillon sont :

8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

l1 =
1
n

P
iXi:n;

l2 =
1
2

�
n
2

��1PP
i>j

(Xi:n �Xj:n) ;

l3 =
1
3

�
n
3

��1PPP
i>j>r

(Xi:n � 2Xj:n +Xr:n) ;

l4 =
1
4

�
n
4

��1PPPP
i>j>r>l

(Xi:n � 3Xj:n + 3Xr:n �Xl:n) :

Par dé�nition l�U-statistique particuliérement dans la statistique nonparamétrique et aussi

a des propriétés comme l�absence de biais, la normalité asymptotique et une résistence qui

légère en raison des valeurs atypiques. On assume une évaluation de E (Xr:n) obtenu avec

l�utilisation d�U-statistique comme :

bk =
1

n

�
n� 1
k

��1 nX
j=k+1

�
j � 1
k

�
Xj:n ;

notamment 8>>>><>>>>:
b0 =

1
n

Pn
j=1Xj:n;

b1 =
1
n

Pn
j=2

j�1
n�1Xj:n;

b2 =
1
n

Pn
j=3

(j�1)(j�2)
(n�1)(n�2)Xj:n;

12



L-moments univariés

et en générale

bk =
1

n

nX
j=k+1

(j � 1) (j � 2) ::: (j � k)
(n� 1) (n� 2) ::: (n� k)Xj:n:

On obtient les premiers quatres L-moments de l�échantillon :

8>>>>>>><>>>>>>>:

l1 = b0;

l2 = 2b1 � b0;

l3 = 6b2 � 6b1 + b0;

l4 = 20b3 � 30b2 + 12b1 � b0;

nous pouvons donc écrire généralement :

lk+1 =
kX
r=0

P �k;rbr ; k = 0; 1; :::; n� 1;

où

P �k;r = (�1)
k�r
�
k

r

��
k + r

r

�
(�1)k�r (k + r)!
(r!)2 (k � r)!

:

pour les estimateurs des rapports des L-moments �k sont dé�nis par :

�k =
lk
l2
; k � 3:

� l1 présente la moyenne de l�échantillon

� l2 présente la di¤érence moyenne de Gini

� �3 présente L-skewness

� �4 présente L-kurtosis

Exemple 1.2.3 (Lois uniforme, normale et exponentielle)

Remarque 1.2.1 L�existence de L-moment dépends de l�estimation de moment. Alors

pour la loi de cauchy, on ne peut pas estimer ces paramètres en utilisant la méthode de

moment car l�espérance n�est pas dé�ni. [7]
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L-moments univariés

Distribution Uniforme Normale Exponentielle
Quantile Q (u) a+ (b� a)u: �+ ���1 (u) : � � � log (1� u) :

L-moments
�1 =

1
2
(a+ b) ;

�2 =
1
6
(b� a) :

�1 = �;
�2 = �

�1=2�:
�1 = � + �;
�2 =

1
2
�:

Rapports des L-moments
�3 = 0;
�4 = 0:

�3 = 0;
�4 = 0:1226:

�3 =
1
3
;

�4 =
1
6
:

Estimateurs des paramétres
�̂ = �̂1;

�̂ = �1=2�̂2:

� �̂=�̂1��̂, si � est connu.
�̂=2�̂2; �̂=�̂1��̂, si � est inconnu.

Tab. 1.1 �L moments, ses rapports et estimateurs des paramétres pour les distributions
de probabilité uniforme, normale et exponentielle.

Diagramme de rapports L-moments

Le diagramme de L-moments est une représentation graphique de L-kurtosis �4 en fonction

de L-skewness �3 pour savoir quelle distribution est adéquate pour un échantillon donné

[14]. La �gure (1:1) présente le diagramme de rapport de L-moment théorique �3 et �4

pour quelques distributions de probabilités, pour savoir quelle distribution est adéquate

à un échantillon de données, on ajoute les L-moments calculé de cet échantillon l3 et l4

dans le même graphe.La �gure (1:2) indique un exemple des échantillons simulé de loi

exponentielle de paramètre 2.
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L-moments univariés

Fig. 1.1 �Diagramme de rapport des L-moments théoriques (�3 et �4 ) de lois exponentielle,
normale, uniforme, Gumbel, PE3, GOV, GLO et GPA.

Fig. 1.2 �Diagramme de rapport des L-moments théoriques (�3 et �4) de lois exponentielle,
normale, uniforme, Gumbel, PE3, GOV, GLO et GPA avec les rapports des L-moments
empiriques (t3 et t4 ) des échantillons simuler selon la loi exponentielle
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Chapitre 2

L-moments bivariés

On va présenter dans ce chapitre, les L-moments bivariés ou (L-comoments), ses inégalités

principales, ainsi que leur représentations en termes des concomitants. On va introduire

la matrice des proportions L-comoments et on �nit par l�estimation des L-comoments.

2.1 L-comoments : dé�nitions et propriétés

Dé�nition 2.1.1 Soit X un vecteur aléatoire de démension 2, X =
�
X(1); X(2)

�0
ayant

une fonction de répartition jointe F avec une moyenne �nie, des distributions marginales

F1; F2 et des séquences L-moments f�(1)k g, f�
(2)
k g. Par analogie avec la représentation de

L-moments en fonction de covariance (1.6), nous dé�nissons le k�eme L-comoments �k[12]

de X(1) par rapport à X(2), ensuite le k�eme L-comoments �k[21] de X(2) par rapport à X(1)

comme suit : �
�k[12] := Cov

�
X(1); P �k�1

�
F2
�
X(2)

���
:

�k[21] := Cov
�
X(2); P �k�1 (F1 (X

(1)))
�
:

où P �k est le polynôme de legendre déplacé d�aprés l�équation (1.3).

Exemple 2.1.1 Pour k = 1, on a :

�
�1[12] = Cov

�
X(1); F2

�
X(2)

��
�1[21] = Cov (X(2); F1 (X(1)))

;
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Chapitre 2.L-moments bivariés

pour k = 2, on a : �
�2[12] = 2Cov

�
X(1); F2

�
X(2)

��
�2[21] = 2Cov (X(2); F1 (X(1)))

:

Matrice des L-comoments

La matrice des L-comoments est données par :

�k =
�
�k[ij]

�
1�i;j�2

=

0B@ �k[11] �k[12]

�k[21] �k[22]

1CA
=

0B@ �
(1)
k �k[12]

�k[21] �
(2)
k

1CA :
Pour k = 2, on a :

�2 =
�
�2[ij]

�
1�i;j�2

=

0B@ �2[11] �2[12]

�2[21] �2[22]

1CA
=

0B@ �
(1)
2 �2[12]

�2[21] �
(2)
2

1CA :
Exemple 2.1.2 (loi normale)

Soit X un vecteur aléatoire de démension 2, X = (X1; X2) ; qui suit la loi normale, la

fonction de densité dé�ni par :

f (x1; x2) =
1

2��1�2
p
1��2

exp

8><>:� 1
2(1��2)

264
�
x1��1
�1

�2
� 2�(x1��1)(x2��2)

�1�2

+
�
x2��2
�2

�2
375
9>=>; ;

x1; x2; �1; �2 2 R; �1; �2 > 0; � 2 [�1; 1]
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Chapitre 2.L-moments bivariés

La matrice des premiers L-comoments de loi normale sont données par [13] :

8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

�1 = (�1; �2) ;

�2 =
1p
�

0B@ �1 ��1

��2 �2

1CA ;
�3 =

0B@ 0 0

0 0

1CA ;
�4 = 0:0742:

Loi de Pareto (type I, type II) La loi de Pareto est un type particulier de loi de

puissance qui a des applications en sciences pysiques et sociales. Elle permet notamment

de donner une base théorique au ��principe des 80-20��, aussi appelé principe de pareto1.

Exemple 2.1.3 (loi pareto typeI)

Soit Y un vecteur aléatoire de démension 2, Y = (Y1; Y2) ; qui suit la loi pareto type I, la

fonction de densité dé�ni par :

f (y1; y2) =
� (�+ 1)

�1�2

�
y1
�1
+
y2
�2
� 1
����2

; y1 � �1 > 0; y2 � �2 > 0; � > 0

1Le principe de pareto consiste à dire que dans de nombreux domaines (dans le monde de l�entreprise
ou même ailleurs), 80% des e¤ets sont produits 20% par des causes.
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Chapitre 2.L-moments bivariés

La matrice des premiers L-comoments de loi pareto type I sont données par [13] :

8>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�1 =
�
��1
��1 ;

��2
��1
�
;

�2 =
1

(��1)(2��1)

0B@ ��1 �1

�2 ��2

1CA ;
�3 =

(�+1)
(��1)(2��1)(3��1)

0B@ ��1 �1

�2 ��2

1CA ;
�4 =

(�+1)(2�+1)
(��1)(2��1)(3��1)(4��1) :

0B@ ��1 �1

�2 ��2

1CA :
Exemple 2.1.4 (loi pareto typeII)

Soit Z un vecteur aléatoire de démension 2, Z = (Z1; Z2) ; qui suit la loi pareto type II,

la fonction de densité dé�ni par :

f (z1; z2) =
� (�+ 1)

�1�2

�
z1 � �1
�1

+
z2 � �2
�2

+ 1

����2
; z1 > �1; �2 2 R; �1 > 0;

z2 > �1; �2 2 R; �2 > 0; � > 0

La matrice des premiers L-comoments de loi pareto type II sont données par [13] :

8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

�1 =
�
�1 +

�1
��1 ; �2 +

�2
��1
�
;

�2 =
1

(��1)(2��1)

0B@ ��1 �1

�2 ��2

1CA ;
�3 =

(�+1)
(��1)(2��1)(3��1)

�4 =
(�+1)(2�+1)

(��1)(2��1)(3��1)(4��1) :

0B@ ��1 �1

�2 ��2

1CA :
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proportions L-comoments

Les proportions L-comoments sont alors :

�k[ij] =
�k[ij]

�
(i)
2

; 1 � i; j � 2; k � 3:

Et les versions de mesures appropriées sont données alors par :

� �k[12] = �k[12]

�
(1)
2

�k[21] =
�k[21]

�
(2)
2

; k � 3:

Notation 2.1.1 � �k[12] présente L-corrélation de X(1) par rapport à X(2).

� �k[21] présente L-corrélation de X(2) par rapport à X(1).

� pour k = 2 : �
�2[12] = �2[21];

�2[12] = �2[21]:

� �2[12] et �2[21], dénotés aussi respectivement �[12], �[21] .

Remarque 2.1.1 1. Pour X(1) = X(2), L-comoments réduit aux L-moments :

�k[12] = �k[21] = �
(1)
k = �

(2)
k :

2. Pour X(1)et X(2) indépendants, �k[12] = �k[21] = 0; 8k � 2:

Matrice des proportions des L-comoments

La matrice des proportions L-comoments est données par :

��k =
�
�k[ij]

�
i;j=1;2

:=

0B@ �k[11] �k[12]

�k[21] �k[22]

1CA ;
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Exemple 2.1.5 Pour k = 2, on a :

��2 :=

0B@ �2[11] �2[12]

�2[21] �2[22]

1CA :
Remarque 2.1.2 ��2 présente la matrice des proportions des L-covariances.

Exemple 2.1.6 pour k = 1, le L-comoment d�ordre 1 est correspond la moyenne de

vecteur �1 = E
�
X(1); X(2)

�t
.

Proposition 2.1.1 (2�eme L-comoment de la somme des variables aléatoires (v.a))

Soit X1; :::; Xn des n v.a telque S = X1 + :::+Xn. Le 2�eme L-comoment, noté �2 (S) de la

somme des v.a X1; :::; Xn est la somme des L-comoments d�ordres 2 et des L-corrélations

d�ordres 2.

Preuve. On a :

�2 (S) = 2 Cov (S; FS (S)) = 2
nX
i=1

Cov (Xi; FS (S))

=
nX
i=1

�2[12] (Xi; S) =
nX
i=1

�
[Xi; S]

�2 (Xi)

Où

�
[Xi; S]

= �2[Xi;S] = �2[Xi;S]=�2 (Xi)

Alors

�2 (S) =

nX
i=1

�
[Xi; S]

�2 (Xi) :

Proposition 2.1.2 Soit (X(1); X(2)) couple aléatoire de fonction de répartition jointe F

de moyenne �nie. Alors, pour k � 2 :

�k[12] = Cov
�
E
�
X(1)nX(2)

�
; P �k�1

�
F2
�
X(2)

���
:
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Corollaire 2.1.1 Soit (X(1); X(2)) couple aléatoire de fonction de répartition jointe F

de moyenne �nie. On dé�nit la régression linéaire de X(1) sur X(2) par :

E
�
X(1)nX(2)

�
= a+ bX(2);

telque a et b sont des constantes.

alors

�k[12] = b�
(2)
k ; 8k � 2:

Inégalités principales des L-comoments

Ces inégalités sont plus importants pour faciliter de comprendre la notion des L-comoments.

Proposition 2.1.3 On a en géneral :

���2[12]�� = 2 ��Cov �X(1); F2
�
X(2)

���� � 2Cov �X(1); F1
�
X(1)

��
= �

(1)
2

et

�1 � �[12] � +1

Remarque 2.1.3 �[12] présente L-corrélation de X(1) par rapport à X(2).

Corollaire 2.1.2 Pour k � 2, nous avons :

���k[12]�� � ���� (1)k ��� � 1:
2.1.1 L-covariance, L-coskewness et L-cokurtosis

Le 2�eme L-comoment et les L-corrélations ont été étudiés par [10], comme Gini covariances

et des corrélations Gini. Alors, on dé�nit L-correlation, L-coskewness et L-cokurtosis de

la façon suivante :
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L-covariance : Une extension de la notion de variance qui mesure la relation linéaire

entre deux variables donnée par :

�2[12] := 2Cov
�
X(1);

�
F2
�
X(2)

���
;

L-coskewness : Une mesure de statistique qui calcule la symétrie de la distribution de

probabilité d�une variable par rapport à la symétrie de distribution de probabilité d�une

autre variable donnée par :

�3[12] = Cov
�
X(1); P �2

�
F2
�
X(2)

���
= 6Cov

 
X(1);

�
F2
�
X(2)

�
� 1
2

�2!

= �6Cov
�
X(1); F2

�
X(2)

� �
1� F2

�
X(2)

���
;

L-cokurtosis : Une mesure de statistique qui calcule le degré de sommet de la distribution

de prababilité d�une variable par rapport à une autre variable pointue donnée par :

�4[12] = Cov
�
X(1); P �3

�
F2
�
X(2)

���
= Cov

 
X(1); 20

�
F2
�
X(2)

�
� 1
2

�2
� 3

�
F2
�
X(2)

�
� 1
2

�
+ 1

!

= Cov
�
X(1); 20F 32

�
X(2)

�
� 30F 2

2

�
X(2)

�
+ 12F2

�
X(2)

�
� 1
�
:

Cas particulier : �3[12] et �4[12] sont alors les propôrtions du coskewness et du cokurtosis

de X(1) par rapport à X(2) respectivement.
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2.2 Représentations de �k[12] en termes des concomi-

tants

Soit f(X(1)
i ; X

(2)
i ); 1 � i � ng un échantillon bivarié de (X

(1)
i ; X

(2)
i ) de fonction de répar-

tition jointe F12 et des marginales F1; F2. Soit X1:n � X2:n � ::: � Xn:n, nous appelons

l�élement de fX(1)
1 ; :::; X

(1)
n g qui liée à X(2)

r:n le concomitant X
(12)
[r:n] de X

(2)
r:n [3]. Il est clair

que :

E
�
X
(12)
[r:n]

�
= nE

�
X
(1)
1 nX

(2)
1 = X(2)

r:n

�
= n

�
n� 1
r � 1

�
E
�
X(1)

�
F2
�
X(2)

��r�1 �
1� F2

�
X(2)

��n�r�
; r � n:

cela conduit une nouvelle représentation de L-comoments.

Proposition 2.2.1 Le k�eme L-comoment de X(1) par rapport à X(2) peuvent être repré-

senter comme :

�k[12] =
1

k

k�1X
j=0

(�1)j
�
k � 1
j

�
E
�
X
(12)
[k�j:k]

�
:

d�aprés l�équation (1.7), on obtient la formule suivante :

�k[12] =
1

n

nX
r=1

!(k)r:nE
�
X
(12)
[r:n]

�
; 8k � 2:

2.3 Estimation des L-comoments

Avant estimer des L-comoments, on va donner quelques dé�nitions pour U-statistique,

L-statistique et de moyenne de Gini de la façons suivante :

U-statistique

Dé�nition 2.3.1 Soit une fonction � : Rk ! R telle que T une fonctionnelle de moment
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donnée par :

T (F ) = EF (� (X1; :::; Xk)) =

Z
� (x1; :::; xk) dF (x1) :::dF (xk)

On peut supposer � symétrique en les coordonnées. La U 2-statistique est un estimateur

sans biais de T donnée par :

U =

�
n

k

��1X
:::
X

� (Xi1 ; :::; Xik)
1�i1<i2<:::<ik�n

:

L-statistique

Dé�nition 2.3.2 Soient X1; :::; Xn un échantillon d�une loi F et X (:) le vecteur des

statistiques d�ordre associé. Soient a1; :::; an n réels. On appelle L 3-statistique dé�nie par

les poids a1; :::; an la statistique Tn donnée par :

Tn =
nX
i=1

aiX(i):

Moyenne de Gini

Dé�nition 2.3.3 La moyenne de Gini est l�indicateur le plus simple pour résumer l�in-

formation fournie par un ensemble de données statistiques, elle est égale à la somme de

ces données divisée par leur nombre càd :

E (X) =
1

n

nX
i=1

Xi; n � 2:

Remarque 2.3.1 On peut donc être calculée en ne connaissant que ces deux éléments,

sans connaître toute la distribution. En utilisant la proposition (2:2:1), on obtient un

2U est un abréviation de terme ��Unbiased��
3L est un abréviation de terme ��Lineair��
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estimateur sans biais du k�eme L-comoment :

�̂k[12] =
1

n

nX
r=1

!(k)r:nX
(12)
[r:n]; k � 2 (2.1)

qui est une L-statistique des concomitants. En outre, chaque �̂k[12] est une U-statistique,

telle que

�k[12] = E
�
h(k)

��
X
(1)
1 ; X

(2)
1

�
; :::;

�
X
(1)
K ; X

(2)
K

���
;

Où

h(k)
��
x
(1)
1 ; x

(2)
1

�
; :::;

�
x
(1)
K ; x

(2)
K

��
=
1

k

k�1X
j=0

(�1)j
�
k � 1
j

�
x
(12)
[k�j:k]: (2.2)

Pour un noyau h 4 avec des arguments bivariés qui est une combinaison linéaire des conco-

mitants, les U-statistiques correspondantes basée sur un échantillon de taille n peuvent-être

exprimés comme une combinaison linéaire des concomitants. Ainsi la U-statistique basée

sur le noyau (2.1) s�avère conforme à la représentation de la L-statistique donnée par

(2.2).

Exemple 2.3.1 Pour k = 2, on a

�̂2[12] =
1

n

nX
r=1

2r � n� 1
n� 1 X

(12)
[r:n]

=

�
n

2

��1 X
1�i<j�n

�
X
(12)
[j:n] �X

(12)
[i:n]

�
=2:

La représentation de la U-statistique ne peut-être exprimé en tant que moité de la di¤érence

moyenne de Gini des concomitants, car le noyau des concomitants
�
x
(12)
[2;2] � x

(12)
[1;2]

�
=2 n�est

pas le même que le noyau
���x(12)[2;2] � x

(12)
[1;2]

��� =2 de la di¤érence moyenne de Gini.
Remarque 2.3.2 Une caractéristique importante de L-comoments est qu�ils n�ont pas

besoin d�être symétriques, càd, �̂k[12] 6= �̂k[21]:

4Un noyau h est une fonction de pondération
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Chapitre 3

L-comoments en termes des copules

Dans ce dernier chapitre, on va travailler sur les L-comoments en termes des copules.

D�abord, on va introduire la notion des copules particuliérement les copules bivariées.

Ensuite, on s�intéresse aussi aux L-comoments en terme de copule bivariée. Finalement,

on fournit quelques exemples sur la Copule de Farlie-Gumbel-Morgenstern.

3.1 Copules : dé�nitions

Les copules (copulas) sont des fonctions qui couplent les fonctions de répartition multi-

variées avec les fonctions de répartition univariées (lois marginales). Copula qui signi�e

la fonction de dépendance. Il a utilisé en mathématique par Sklar (1959) [12] dans le

théorème qui porte son nom.

Dé�nition 3.1.1 Soit
�
X(1); X(2)

�
un couple de variables aléatoires ayant une loi jointe

F(X(1);X(2)), dé�ni par :

F(X(1);X(2)) (x1; x2) = P
�
X(1) � x1; X(2) � x2

�
:
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avec les lois marginales

8><>: FX(1) (x1) = F(X(1);X(2)) (x1;1) :

FX(2) (x2) = F(X(1);X(2)) (1; x2) :

Remarque 3.1.1 Si X(1) et X(2) sont indépendants alors :

F(X(1);X(2)) (x1; x2) = P(X
(1) � x1)P

�
X(2) � x2

�
= FX(1) (x1)FX(2) (x2) :

3.1.1 Copules bivariées

Dé�nition 3.1.2 On appelle copule bivariée toute fonction C dé�nie de I2 = [0; 1]2 dans

I véri�ant les propriétés suivantes :

i) La copule C est attachée, c�est à dire

C (u1; 0) = C (0; u2) = 0; 8u1; u2 2 I. (3.1)

ii) Les marges sont uniformes, c�est à dire

C (u1; 1) = u1 et C (1; u2) = u2; 8u1; u2 2 I. (3.2)

iii) La copule C est 2-croissantes : 8u01; u
0
2; u

00

1 ; u
00
2 2 I, telle que u

0
1 � u

00
1 et u

0
2 � u

00

2

C
�
u
00

1 ; u
00

2

�
� C

�
u
00

1 ; u
0

2

�
� C

�
u
0

1; u
00

2

�
+ C

�
u
0

1; u
0

2

�
� 0. (3.3)

Dé�nition 3.1.3 Une copule C bivariée dé�nie sur I2 est une fonction de répartition

jointe et dont les marginales FX(1) et FX(2) sont uniformes sur I.

Exemple 3.1.1 On a la copule produit et la copule min :
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�Copule produit : La copule produit, noté � est dé�nie par :

C (u1; u2) = � (u1; u2) = u1u2; 8u1; u2 2 I: (3.4)

�Copule min : la copule min, noté M , est dé�nie par :

M (u1; u2) = min (u1; u2) ; 8u1; u2 2 I: (3.5)

Théorème de Sklar

Ce théorème a été développé par Sklar (1959) [12] et porte son nom, dé�ni par le théorème

suivant :

Théorème 3.1.1 Soient X(1); X(2) deux v.a de fonction de répartition jointe F; et des

marginales FX(1) et FX(2), supposons que FX(1) et FX(2) sont continues, alors il existe une

fonction C : [0; 1]2 ! [0; 1] appelle fonction copule (copula), telle que

F (x1; x2)(X(1);X(2)) = C (FX(1) (x1) ; FX(2) (x2)) ; 8 (x1; x2) 2 R2:

et cette représentation est unique

�
u1 = FX(1) (x1) ; u2 = FX(2) (x2)

x1 = F
�1
X(1) (u1) ; x2 = F

�1
X(2) (u2)

C (u1; u2) = F
�
F�1
X(1) (u1) ; F

�1
X(2) (u2)

�
(X(1);X(2))

; 8 (u1; u2) 2 [0; 1]2 : (3.6)

qui appelle "fonction de dépendance"

Remarque 3.1.2 Si X(1) et X(2) sont indépendants :

C (u1; u2) = FX(1)

�
F�1
X(1) (u1)):FX(2)(F�1

X(2) (u2)
�
= u1:u2

qui appelle ���copule de dépendance�, �copule produite�ou �product copula���.
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Exemple 3.1.2 Soit
�
X(1); X(2)

�
un couple de variables aléatoires ayant une loi jointe

F(X(1);X(2))dé�nit par :

F (x1; x2)(X(1);X(2)) = exp
n
�
h
(x1 + x2)�

�
x��1 + x��2

�� 1
�

io
;8 (x1; x2) 2 [0;1[�[0;1[; � > 0:

et admet pour marginales

F (x1) = exp (�x1) ; F (x2) = exp (�x2) ;

nous avons

F�1 (u1) = � ln (u1) ; F�1 (u2) = � ln (u2) ; 8 (u1; u2) 2 [0; 1]2

d�aprés l�équation (3.6) la copule associée est exprimée comme suit :

C (u1; u2) = u1u2 exp

�
�
�
� ln

�
u��1
�
+
�
� ln (u2)��

�� 1
�

��
;8� � 1:

C�est la copule de Galambos [4].

3.2 Densité de copule

Dé�nition 3.2.1 Soient X(1),X(2) deux variables aléatoires continues. Soit f la fonction

de densité jointe de F , fX(1) et fX(2) sont les fonctions de densités marginales de X(1), X(2)

respectivement . La densité c (FX(1) (x1) ; FX(2) (x2)) associée à la copule C (FX(1) (x1) ; FX(2) (x2))
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est dé�nie par :

c (FX(1) (x1) ; FX(2) (x2)) =
@2C (FX(1) (x1) ; FX(2) (x2))

@FX(1) (x1) @FX(2) (x2)

=
f (x1; x2)

f (x1) f (x2)
:

D�aprés le Théorème de Sklar (3:1:1), on donne la représentation canonique suivante :

f (x1; x2) = c (FX(1) (x1) ; FX(2) (x2)) f (x1) f (x2)

3.2.1 L-comoments en terme de copule bivariée :

Rho de Spearman

Dé�nition 3.2.2 Rho de spearman est une mesure d�association, notée � qui véri�e :

� = 12

Z
I2
u1u2dC (u1; u2)� 3

Remarque 3.2.1 La valeur de � compris entre [�1; 1]

Dé�nition 3.2.3 Le kéme L-moments de copule bivariée est dé�ni par :

�k[12] = cov
�
F1
�
X(1)

�
; Pk

�
F2
�
X(2)

���
; k � 1;

telque Pk (u) est le polynôme de legendre déplacé.
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Exemple 3.2.1 Les trois premiers L-moments de copule bivariée sont :

�1[12] = 2cov
�
F1
�
X(1)

�
; F2

�
X(2)

��
;

�2[12] = �6cov
�
F1
�
X(1)

�
; F2

�
X(2)

� �
1� F2

�
X(2)

���
;

�3[12] = cov

0B@ F1
�
X(1)

�
; 20F 32

�
X(2)

�
� 30F 22

�
X(2)

�
+12F2

�
X(2)

�
� 1

1CA :
Théorème 3.2.1 Le kémeL-moments de copule bivariée de X(1)par rapport à X(2)est dé�ni

par :

�k[12] =

Z
I2
(C (u1; u2)� u1u2) du1dPk (u2) ;8k � 1

ou

�k[12] =

Z
I2
u1Pk (u2) dC (u1; u2) ;8k � 1:

pour k = 1

�1[12] = �1[21] = �=6

D�aprés le systéme des équations (1:4), on obtient les trois premiers L-moments de copule
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bivariée de X(1) par rapport à X(2) :

�1[12] =

Z
I2
(C (u1; u2)� u1u2) du1dP1 (u2) ;

=

Z
I2
(C (u1; u2)� u1u2) du1d (2u2 � 1) ;

= 2

Z
I2
C (u1; u2) du1du2 � 2

Z
I2
u1u2du1du2;

= 2

Z
I2
C (u1; u2) du1du2 �

1

2
:

�2[12] =

Z
I2
(C (u1; u2)� u1u2) du1dP2 (u2) ;

=

Z
I2
(C (u1; u2)� u1u2) du1d

�
6u22 � 6u2 + 1

�
;

=

Z
I2
C (u1; u2) du1d

�
6u22 � 6u2 + 1

�
�
Z
I2
u1u2du1d

�
6u22 � 6u2 + 1

�
;

= 6

�Z
I2
2u2C (u1; u2) du1du2 �

Z
I2
C (u1; u2) du1du2

�
� 6

�
2

Z
I2
u1u

2
2du1du2 �

Z
I2
u1u2du1du2

�
;

= 6

Z
I2
(2u2 � 1)C (u1; u2) du1du2 � 6

�
1

3
� 1
4

�
;

= 6

Z
I2
(2u2 � 1)C (u1; u2) du1du2 �

1

2
:
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et �3[12] =

Z
I2
(C (u1; u2)� u1u2) du1dP3 (u2) ;

=

Z
I2
(C (u1; u2)� u1u2) du1d

�
20u32 � 30u22 + 12u2 � 1

�
;

=

Z
I2
C (u1; u2) du1d

�
20u32 � 30u22 + 12u2 � 1

�
�
Z
I2
u1u2du1d

�
20u32 � 30u22 + 12u2 � 1

�
;

=

264 60 �RI2 C (u1; u2)u22du1du2�� 60 �RI2 C (u1; u2)u2du1du2�
+12

�R
I2 C (u1; u2) du1du2

�
375

�

264 60 �RI2 u1u32du1du2�� 60 �RI2 u1u22du1du2�
+12

�R
I2 u1u2du1du2

�
375 ;

=

Z
I2

�
60u22 � 60u2 + 12

�
C (u1; u2) du1du2 �

�
60

8
� 10 + 3

�
;

=

Z
I2

�
60u22 � 60u2 + 12

�
C (u1; u2) du1du2 �

1

2
:

Preuve. En utilisant le théoréme de sklar(3:1:1), on obtient :

�k[12] = cov
�
F1
�
X(1)

�
; Pk

�
F2
�
X(2)

���
;

=

Z
I2
F12
�
F1
�
x(1)
�
; F2

�
x(2)
��
� F1

�
x(1)
�
F2
�
X(2)

�
dF1

�
x(1)
�
dPk

�
F2
�
X(2)

��
=

Z
I2
(C (u1; u2)� u1u2) du1dPk (u2)

Alors

�k[12] =

Z
I2
(C (u1; u2)� u1u2) du1dPk (u2) :
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3.3 Copules de Farlie-Gumbel-Morgenstern

La Copule de Farlie-Gumbel-Morgenstern (F-G-M) est dé�nie pour j�j � 1 par :

C� (u1; u2) = u1u2 + �u1u2�u1�u2; 0 � u1; u2 � 1:

avec �uj := 1� uj; j = 1; 2. Dont la densité est :

c� (u1; u2) = 1 + � (1� 2u1 � 2u2 + 4u1u2) ;

Johnson et Kotz [9] ont présenté la famille de copule F-G-M multi-paramétrique, pour

� = (�1; :::; �r) comme suit :

C� (u1; u2) = u1u2 +
rX
j=1

�j (u1u2)
[j=2]+1 (�u1�u2)

[j=2+ 1
2 ] ;

où [z] est la partie entiére de z . Pour r = 2, on obtient la copule avec deux paramétres :

C�1;�2 (u1; u2) = u1u2 (1 + �1�u1�u2 + �2u1u2�u1�u2) :

telle que les paramétres (�1; �2) sont dé�nie dans la région :

R :=
n
(�1; �2) ; j�j � 1; �1 + �2 � 1; �2 � 1=2

h
3� �1 +

�
9� 6�1 � 3�21

� 1
2

io
:

La corrélation maximale �maxFGM et la corrélation minimale �minFGM pour cette famille sont :

�maxFGM = 0:42721; pour (�1; �2) =
�
�1 + 7p

13
; 2� 2p

13

�
�minFGM = �1=3; pour (�1; �2) = (�1; 0) :
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pour r = 3, la copule avec trois paramétres est donnée par :

C�1;�2;�3 (u1; u2) = u1u2
�
1 + �1�u1�u2 + �2u1u2�u1�u2 + �3u1u2 (�u1�u2)

2� :
� le premier L-moment de copule FGM C� est �1[12] = �=18 :

� Les deux premiers L-moments de la copule FGM C�1;�2 sont :8><>: �1[12] =
�1
18
+ �2

72
;

�2[12] =
�2
120
;

� Les trois premiers L-moments de la copule FGM C�1;�2;�3 sont :8>>>><>>>>:
�1[12] =

�1
18
+ �2

72
+ �3

450
;

�2[12] =
�2
120
;

�3[12] =
��3
1050

:

Remarque 3.3.1 Le systéme des équations correspondants aux nombres des paramétres

k; pourrait être estimé en conséquence à �k[12]; k = 1; 2; 3; :::

3.3.1 Copules Archimédiennes

La famille de copule archimédienne est une copule de la classe importante des modéles de

copule qui contient Gumbel, Clayton, Frank. Dans le cas bivarié, la copule archimédienne

est dé�nie par :

C (u1; u2) = '
�1 (' (u1) + ' (u2))

où ' : I! R est deux fois di¤erentiable appelée générateur véri�ant :

' (1) = 0; '
0
(x) < 0; '" (x) � 0; 8x 2 [0; 1]
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Exemple 3.3.1 La Copule de Gumbel (1960) : C�est une copule asymétrique. Elle est

dé�nie par :

C� (u1; u2) = exp

�
�
h
(� lnu1)� + (� lnu2)�

i1=��
; � � 1

et dont le générateur

'� (t) = (� ln t)� :

� si � ! 1 alors C� (u1; u2)! �(u1; u2) (3:4) :

� si � !1 alors C� (u1; u2)!M (u1; u2) (3:5) :

La copule de Gumbel à deux paramétres est dé�nie par :

C�1;�2 (u1; u2) :=

 ��
u��21

��1
+
�
u��22

��1�1=�1
+ 1

!�1=�2
; �1 � 1; �2 � 0:

avec le générateur

'�1;�2 (t) :=
�
t��2 � 1

��1
:

d�aprés le théoréme (3:2:1), on obtient les deux premiers L-moments de copule bivarié

correspondent à C�1;�2

�1[12] = 2

Z 1

0

Z 1

0

(C�1;�2 (u1; u2)� u1u2) du1du2;

�2[12] = 6

Z 1

0

Z 1

0

(2u2 � 1) (C�1;�2 (u1; u2)� u1u2) du1du2:

Remarque 3.3.2 Dans ce cas, on ne peut pas donner des formules explicites en termes

de f�1[12]; �2[12]g pour les paramétres f�1; �2g, Alors on résolve le systéme précédent par des

méthodes numériques.

Remarque 3.3.3 Il existe des autres copules usuelles tels copule d�indépendance, copule

gaussienne et la copule de student.
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Conclusion

Plusieurs applications de la théorie des L-moments ont été faites, tant pour l�esti-

mation des paramétres, le choix de la meilleure distribution que dans les études

de régionalisation. De nombreuses études rappellent un des avantages théoriques des L-

moments suivants :

� Pour que les distributions de probabilité des L-moments soient signi�catives, nous exa-

geons seulement que la distributions à un moyenne �nie. Aucun moment d�ordre élevé

ne doit être �ni[8].

� Pour que les erreurs standards des L-moments soient �nies, nous exageons seulement

que la distributions ait une variance �nie.

De plus le diagramme des L-moments peut éliminer l�information issue d�une observation

extrême qui est considérée comme étant aberrante, alors qu�il s�agit d�une information trés

précieuse si elle est réelle.

Les L-comoments ou L-moments bivariés est une extension de L-moments univariés qui

maintient les mêmes caractéristiques des L-moments et inclut des notions analogues aux

moments centraux classiques de la covariance, du coskewness et du cokurtosis.

Les L-comoments sont développés par Ser�ing et Xiao (2006) [11] est une généralisation

du cas univarié pour étendre les mêmes propriétés et application dans l�analyse statistique

bivarié. Parmi les inconvénients de L-moments est l�absence de cette mesure pour quelques

distributions comme la loi de cauchy.
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Annexe A : Abréviations et

Notations

Les di¤érentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-

quées ci-dessous.

(X1; :::; Xn) échantillon de taille n de v.a�s.

(X1:n; :::; Xn:n) Statistique d�ordre associé à un échantillon (X1; :::; Xn).

� Rho de Spearman.

�max La corrélation maximale.

�min La corrélation minimale.

v:a variable aléatoire.

i:i:d independantes identiquement distribuées.

I [0; 1]

E(X) Espérance de X.

Cov(X; Y ) Covariance de X et Y .

ssi si seulement si

al autre.

� la moyenne théorique.

� l�écart type.
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Annexe B : Abréviations et Notations

c-à-d c�est à dire.

� Fonction de loi normale standard.

'; '�1 Le générateur et la fonction inverse de '.

PE3 Loi de Pearson Type III.

EXP;NOR;UNI et GUM Lois exponentielle, normale, uniforme et gumbel.

�k[12] Le kémeL-comoment.

�̂k[12] L�estimateur sans biais du kémeL-comoment.

�k[12] Le kémeL-moments de copule bivariée.

�, � et � Paramétres de dépendance de la copule.

C; c Copule et densité de copule.

�k kémeL-moments.

�k kémerapports de L-moments.

�k;�
�
k Matrice des L-comoments et des proportions.

GOV Loi de Govindarajulu.

AEP1 Loi d�exponentielle asymétrique de puissance 1.

GNO Loi de Normale généralisé.

RAY Loi de Rayleigh.

L� CV L-variation.

PWM Moments de probabilité pondérés.

P �k Le polynôme de legendre déplacé.

�;M Copules produit et min.

F-G-M Farlie-Gumbel-Morgenstern.

GLO Loi logistique généralisée.

GEV Loi de valeurs extrême généralisé.

GPA Loi de pareto généralisé.
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