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Introduction

n statistique, les L-moments et les L-comoments sont des mesures analogues aux
Emoments classiques, ils sont utilisés pour caractériser les différentes distributions de
probabilité et comme méthode d’estimation des paramétres dans le cas ou les méthodes
d’estimation classiques ne sont pas valable, telle que la méthode de moments. Ces mesures
sont développées par Hosking en (1990) [8] qui a défini des quantités alternatives aux
moments conventionnels basées sur des combinaisons linéaires des statistiques d’ordre,
appelées "L-moments" représentant des mesures de position, d’échelle, d’asymétrie et de
kurtosis. Le cas bivarié est développé par Serfling et Xiao en (2006) [11] qui a étendre
la notion de L-moments univariés en dimension deux.

Le but de ce mémoire est de représenter les L-comoments en terme de copule, elle est
bien organisé comme suit :

— Chapitre 1. L-moments univariés. Ce chapitre présente une introduction aux L-moments
univariés, mais on va débuter par les statistiques d’ordres, les L-moments (définitions
et proriétés, ses représentations et leur estimation) et on finit par un diagramme de
rapports de L-moments.

— Chapitre 2. L-moments bivariés. Ce chapitre est consacré aux L.-moments bivariés, ses
inégalités principales et leur représentations en terme de L-comoments.

— Chapitre 3. L-comoments en termes des copules. Enfin dans le dernier chapitre, on pré-
sente une définition des copules bivariés, la représentation de L-comoments en fonction

de copule et des exemples illustratifs avec la copule de Farlie-Gumbel-Morgenstern.



Chapitre 1

L-moments univariés

Dans ce chapitre, on va introduire la définition de L-moments univariés, ses propriétés, ses
représentations en terme (de polyndme orthogonaux, des moments de probabilité pondérés,
de covariance et L-statistique), leur estimation et on fournit des exemples, mais avant tout,
on va donner la définition des statistiques d’ordre, ses distributions et s’intéresse aussi au
forme des moments des statistiques d’ordre. On finit par un diagramme de rapports de L-
moments (L-skewness et L-kurtosis) qui donne une représentation graphique de L-kurtosis

74 en fonction de L-skewness 73.

1.1 Statistique d’ordre

Définition 1.1.1 Soit Xy, ..., X,, une suite de variables aléatoires (v.a) indépendantes et

identiquement distribuées (i.i.d), on note la fonction de répartition de X par :
Fx(z)=P(X <z),VzeR

On appelle statistique d’ordre S : (X1, ..., Xp) = (X1, ooy Xivn) telque : Xy < oo < X,
avec : X1, = min (Xy, ..., X)), Xy = max (X, ..., X,,) .

Remarque 1.1.1 L’échantillon (X1.,, ..., Xp.pn) est non i.i.d [)].

2



L-moments univariés

Preuve. On a d’une part :

P(Xpn < 2) =1 — P(Xy,, > )

=1-[[P(x1 > )

i=1

=1-[1-P(X; <a2))"

=1—[1—Fx ()"

D’autre part

Alors

1.1.1 Distribution d’une seule ordre statistique

Supposons que X, ..., X,, des n v.a de fonction de répartition Fj(x), Vi = 1,n, alors la
fonction de répartition et la densité de statistique d’ordre, noté respectivement Fl, (z),

fx.., (r) sont données par :

Py, (2) = D CUFT (@) [1 = F (@),

in:n (ﬁ) =

n! i—1 n—i
i Pl @ P

en particulier, pour ¢ = 1,7 = n, la fonction de répartition et la fonction de densité sont :



L-moments univariés

Fy,, (1) =1-[1— F(2)]", Fx,. () = [F (2)]", Yz € R.

fxim (@) =nf (@) 1= F@)]" ", fo, () =n[F(@)]"" f(z), Vo € R.

1.1.2 Distribution jointe de deux statistiques d’ordres

La loi jointe (fonction de répartition, fonction de densité) de deux statistiques d’ordres

sont définis comme :

]P)(in S 'Tuxj:n S y> = ]P(X]n S y) - FXj:n (y) y T Z Yy
F(Xi:nan:n) (ZU, y) = )

S i F @I F ) - F@) " L=F@"", z<y

f(Xim,X]-m) (Sﬁ,y) _ {(i—l)!(j—?il)!(n—j)! [F (x)]i_l f (:C) [F(y) - F(x)]j_i_lf (y) [1 —F <y>]n—j ’

pour —oo <x <y <—+00

Cas particulier :

FXtmXon) (@) = 0 (0 = 1) f (2) [F (y) = F (@)]" 7 f (y) -

Densité conjointe de n statistiques d’ordres

La fonction de densité conjointe de n statistiques d’ordres, noté fx,., . x,..) est définit

par :



L-moments univariés

Moments de statistique d’ordre

Définition 1.1.2 Soit X, la jéme statistique d’ordre associée o ’échantillon de taille n,

e

on définit la k™ moments de la j°"¢ statistique d’ordre par :

+o0

E [Xjkn} = ué?:n/ xkfij (z)

—00

n! too i—1 -7
-y | S F@T - @l @,

Et

k n! ' k_ j—1 n—j
E[X},] = (j—l)!(n—j)!/o Q (u)" v~ (1 —u)" du.

1.2 L-moments : définitions et propriétés

Les L-moments, noté )\, sont des mesures alternatives de position, d’échelle et de forme

de la distribution de probabilité aux moments centraux classiques :

+oo
=B =] = [ @ "y
déterminé par la fonction de répartition Fx et ils sont défini par [I4] comme une combi-
naison lineaire spécifique des espérances de la statistique d’ordre ou des fonctions lineaires

de probabilité de moments pondérés.

Définition 1.2.1 Soit X1, ..., X,, un échantillon de taille n d’une distribution continue
Fx (x) avec fonction de quantile Q(u) = F~' (u), et soit X1., < ... < X,..,, les statistiques

d’ordre accociées & échantillon. Alors le k™ L-moments A\ est donné par :

1

- %Z 1 (k - 1)E[Xk,_z;k] _ %ZE!_(?_(—WE Xeowa]: k=1,2,.. (L1)

telle que B [Xy_1.x] présente Uespérance du (k — 1) de la statistique d’ordre .



L-moments univariés

Exemple 1.2.1 Les quatres premiers L-moments en termes des espérances de la statis-

tique d’ordre sont :

>\l =k [Xlzl] )
Ay = 5 (B [Xao] — B[X12]),
A3 = 1/3(E [X33] — 2E [Xos3] + E [X1.3]),

| M= 1/4 (B [Xyu] — 3B [Xsu] + 3B [Xo] - E [X14]).

telque N1, Ao, A3, Ay présentent les mesures de position, d’échelle, de skewness et de kur-

tosis.

Définition 1.2.2 Soit X,..., X,, un échantillon de taille n de fonction de répartition
Fx (.) et de fonction de quantile Q (u) = F~'(u), et soit Xy., < ... < X,., statistiques
d’ordre associées o échantillon. On définit l’espérance de statistique d’ordre en terme de

fonction de quantile par :

Xl =5 1)% — ) /0 Q(w)u™ (1 =) du (1.2)

en remplacant [’équation dans [’équation , on obtient aussi une autre écriture
de L-moments A\, en terme de fonction de quantile :
k—1
)\:—E -1 —_ 1 —w)du s E=1,2,...

Ratios de L-moments :

Les ratios de L-moments mesurent la forme d’une distribution indépendamment de son

échelle de mesure. Elles sont définies par :

Tk - — )\k//\g, k Z 3.



L-moments univariés

Théoréme 1.2.1 Les ratios de L-moments 1, sont limités, ils prennent des valeurs entre
—1 et +1 c-a-d :

|Tk| < 1,

nous définissons aussi le L-C'V (coefficient de L-variation ) :
T = )\2/)\1,

la quantité T sont significatifs pour des variables aléatoires positives (X > 0) et

0 <71 < 1. Les deux mesures L-skewness, L-kurtosis sont définis respectivement par :

{Ts = /\3/)\2,
T4 = /\4/)\2.

1.2.1 Propriétés de L-moments univariés

Les L-moments \; et Ay, le L-CV 7 et le L-skewness 73 et le L-kurtosis 74 sont les quantités
les plus utiles pour récapituler des distributions de probabilité. Leurs propriétés 7] les plus
importantes sont :

— Existence :
Proposition 1.2.1 (L’existence de L-moments)

1. Les L-moments A\,; k£ = 1,2, ... d'une variable aléatoire X existe ssi son espérance
est finie
(E (X) < o0),

2. Une distribution dont ’espérance existe et finie se caractérise par ses L-moments A,

k=12, ...

— L’unicité : Si la moyenne p de la distribution existe, donc les L-moments ne définissent

uniquement la distribution, aucune deux distributions a les mémes L-moments.



L-moments univariés

— Transformation lineaire : Soient X et Y deux variables aléatoires avec des L-moments

A, et A7, respectivement et suppossons que Y = aX + b. Alors

A= aA; + b,
)\z = |CL| )\2,

= (sign a)" 7, k> 3.

— Symétrie : Soit X une variable aléatoire symétrique avec le moyen u, avec
PX>pu+z)=P(X<p—=z) VrekR,
alors tous les ratios d’ordre impaire de L-moments de X sont zéros,

TkZO, ]C:3,5,

1.2.2 Représentations de L-moments
En terme de polynome orthogonaux

Les L-moments sont aussi généralement formulés [§] de polyndmes de legendre déplacé.

Définition 1.2.3 Les polynomes de legendre deplacé sont définis par :

k .

, WEAWE

Pl: (u) = ZP]:J w, avec P’;j = (_1>k+] (J) ( ‘—]i_j)7 pour 0 <u<letk=0,1,2..
Jj=0

(1.3)

Vérifient les trois conditions suivantes :

(1) P (u) est un polynome de degré k dans u.

(17) Pr(1) =1.

(id) [} Py (u) P (u)du=0sik # 7.

Exemple 1.2.2 Les premiers polymomes de legendre déplacé [2]. Pour k = 0,1,2,3 sont

8



L-moments univariés

données par :

PO (U,) = ]_,

P (u) =2u—1,

1 () (1.4)
Py (u) = 6u® — 6u+ 1,
BE (u) = 20u® — 30u? + 12u — 1,
alors les L-moments sont définit par :
1
Ak :/ Q (u) P;_ (u) du. (1.5)
0

d’aprés, on obtient A\p.1 en terme de fonction quantile :

1t
Akt1 = Tl uf (1= u)" QU (u) du .
- Jo

et les quatres premiers L-moments sont données par :

M=y Qu)du
o= [ (2u—1)Q (u) du,
X = [} (6u® — 6u+1)Q (u)du
| A=y (200® = 300 + 120 — 1) Q (u) du. .

En terme des moments de probabilité pondérés

Les L-moments de probabilité pondéré (Probability Weighted Moments ou PWM), noté

M, 1. ont été défini par [5].

Définition 1.2.4 Soit X une variable aléatoire de la fonction de répartition Fx (.). Les

L-moments de probabilité pondéré, données par :

Myjr =B [XP{F (O 1= F 0V,



L-moments univariés

et particuliérement, les L- moments de probabilité pondérés sont :
Qp = MI,O,T , Bj = Ml,j,07

on peut aussi écrire les o, et B; en terme de fonction de quantile :

o= [ Q- = [ Qv

ces équations peuvent étre contrastées avec la définition des moments ordinaires,

qui peuvent étre écrits comme
1
E (X*) = / (Q(u) Y du.
0

Les L-moments de probabilité pondéré a, et 3; ont été utilisé comme la base de méthodes
pour évaluer les paramétres de distribution de probabilité par [6]. Cependant, ils sont dif-
ficiles d’interpréter directement comme les mesures de [’échelle et de la forme d’une dis-

tribution de probabilité. Alors L-moments sont données par :
k k
k * *
A1 = (1) Z Pk,rar = Z Pk,jﬁj’?
r=0 7=0

et pour les premiers L-moments de probabilité pondérés nous avons :

/\1 = 0y = /807
Ay = — 2001 = 234 —50,
A3 = ag — 6y + 6y = 632 — 631 + o,

L )\4 = Qg — 120&1 + 30@2 — 200&3 = 2063 — 3062 + 1261 — ﬁo.

10



L-moments univariés

En terme de covariance et L-statistique

Avec une transformation directe dans ’équation (1.5)) et utilisation Pj(u) = 1 et Portho-

gonalité méne a une représentation en terme de covariance :

)\k:{E(X) , k=1; (1.6)

Cov (X, Py, (F (X)) ,k>2.

particuliérement

Ay =2Cov (X, F (X)) =Cov(X,2F(X)—-1),

par [I1], nous obtenons une comparaison du deuxiéme L- moment avec 1’écart type o,
Ao <o/ V'3,
pour k = 3, nous avons :
A3 = —6Cov (X, F(X)(1-F(X))),

pour F' est symétrique

et en général le k" L-moment a une représentation comme la valeur attendue d’une

L-statistique :

1 n
S (k)
)\k - n ;wT:nE (Xr:n> ) (17)
ou in{r—1,k—1}
= e (SN (Y
‘ = j j j j

11



L-moments univariés

1.2.3 Estimation de L-moments

Les L-moments ont été définis pour une distribution de probabilité mais en pratique
doivent souvent étre estimés d’un échantillon fini. L’évaluation est basée sur un échan-

tillon X4, ..., X,,.

Définition 1.2.5 Soit X1, < Xs.,, < ... < X,., les statistiques d’ordre associées & un

échantillon Xy, ..., X,,. Alors les estimateurs de L-moments [T], noté Iy, sont écrit comme :

=) et Z () s powr =1

1<i1<e2<.. <zk<n =0

Par conséquent les quatres premiers L-moments de [’échantillon sont :

ll =1 Z Xi:m
R
=3(3) 2;>JZ>TZ( 0t Xrin)
=) S (K 3+ 8K Xi).

Par définition I’U-statistique particuliérement dans la statistique nonparamétrique et aussi
a des propriétés comme ['absence de biais, la normalité asymptotique et une résistence qui
légére en raison des valeurs atypiques. On assume une évaluation de E(X,.,) obtenu avec
l'utilisation d’U-statistique comme :

1/m—1\" < [j—1
bkzﬁ( i ) > ( . )ij,

j=k+1

notamment
_ 1 n
bO I Zj:l Xj:m

_l n  j—1
bl— j=2 n— 1X]n7

n 1 2
by =, Zj:B %XJ s

3|

12



L-moments univariés

et en générale
n

_1 G-DG—-2). G-k
b= 2 (= 1)(n=2)...(n— k) "

j=k+1

On obtient les premiers quatres L-moments de [’échantillon :

ll = bOa
ly = 2by — by,
l3 = 6by — 6b71 + by,

L l4 - 20b3 - 30b2 + 12b1 - bo,

nous pouvons donc écrire généralement :

k
1 =Y Pib  k=01,..n—1,
r=0

ol

k:) <l<: + r> (=D (k + )t

For =07 (r v ) () (k=)

pour les estimateurs des rapports des L-moments T, sont définis par :

l
Tk:—k, ]{323
ly

— [; présente la moyenne de 1’échantillon
— [y présente la différence moyenne de Gini
— 73 présente L-skewness

— 74 présente L-kurtosis
Exemple 1.2.3 (Lois uniforme, normale et exponentielle)
Remarque 1.2.1 L’existence de L-moment dépends de l’estimation de moment. Alors

pour la loi de cauchy, on ne peut pas estimer ces parameétres en utilisant la méthode de

moment car l’espérance n’est pas défini. [7]

13



L-moments univariés

Distribution Uniforme Normale Exponentielle
Quantile Q (u) a+ (b—a)u. p+od t(u). | €—Aog(l—u).
L-moments f\\; z g EZi_s; ’ )\22 :_’?/20. )\i\2—:§ ;}\)\,

Rapports des L-moments 7734::00" Y E’ O_ 1%26 Z z é’

Estimateurs des paramétres 5 'i;l//\zl ;\2. 3—2 ;;zgij\fjif S; :S?;n;t;nnu‘

TAB. 1.1 — L, moments, ses rapports et estimateurs des paramétres pour les distributions
de probabilité uniforme, normale et exponentielle.

Diagramme de rapports L-moments

Le diagramme de L-moments est une représentation graphique de L-kurtosis 74 en fonction
de L-skewness 73 pour savoir quelle distribution est adéquate pour un échantillon donné
[14]. La figure présente le diagramme de rapport de L-moment théorique 73 et 74
pour quelques distributions de probabilités, pour savoir quelle distribution est adéquate
& un échantillon de données, on ajoute les L-moments calculé de cet échantillon I3 et 4
dans le méme graphe.La figure indique un exemple des échantillons simulé de loi

exponentielle de parametre 2.

14



L-moments univariés

Theoretical limits
AEP4

L-KURTOSIS

F1c. 1.1 — Diagramme de rapport des L-moments théoriques (73 et 74 ) de lois exponentielle,
normale, uniforme, Gumbel, PE3, GOV, GLO et GPA.

Theoretical imits
—————— AEP4

L-KURTOSIS
0.

F1G. 1.2 — Diagramme de rapport des L-moments théoriques (73 et 74) de lois exponentielle,
normale, uniforme, Gumbel, PE3, GOV, GLO et GPA avec les rapports des L-moments
empiriques (t3 et t4 ) des échantillons simuler selon la loi exponentielle

15



Chapitre 2

L-moments bivariés

On va présenter dans ce chapitre, les L-moments bivariés ou (L-comoments), ses inégalités
principales, ainsi que leur représentations en termes des concomitants. On va introduire

la matrice des proportions L-comoments et on finit par I’estimation des L-comoments.

2.1 L-comoments : définitions et propriétés

Définition 2.1.1 Soit X un vecteur aléatoire de démension 2, X = (X(l),X@))l ayant
une fonction de répartition jointe F' avec une moyenne finie, des distributions marginales
Fy, Fy et des séquences L-moments {)\,(:)}, {)\,(f)}. Par analogie avec la représentation de
L-moments en fonction de covariance @), nous définissons le k™ L-comoments Ak[12]

2)

de XU par rapport & X@, ensuite le k™ L-comoments Akf21) de X® par rapport o XM

comme suit :
{ Mg == Cov (XW, Pry (Fy (X®@))).
Mygzr) := Cov (X, Py (Fy (XM))).

ot Py est le polynome de legendre déplacé d’aprés l’équation .
Exemple 2.1.1 Pour k=1, ona:

)\1[12] =Cov (X(l), F2 (X(Z)))
Ny = Cov (X®, F (X))

16



Chapitre 2.L-moments bivariés

pour k=2, 0n a :
/\2[12] =2Cov (X(l), F2 (X(z)))
)\2[21} = 2001} (X(2), F1 (X(1)>> .

Matrice des L-comoments

La matrice des L-comoments est données par :

Ak = (Mujij)) 1<i,j<2

[ ARy Arnz
Ak[21]  Ak[22]

B )\;(:) Ak[12]
Ak[21] A;(f)

Pour k=2, 0n a:

Ay = (/\Z[ij])lgi,j§2
Agi1]  Agi2)

Aop1) Azp2)

A A2[12]

A2p21] S
Exemple 2.1.2 (loi normale)

Soit X un vecteur aléatoire de démension 2, X = (X;, X3), qui suit la loi normale, la

fonction de densité défini par :

2
(xr/u) _ 2p(z1—p1)(w2—p2)
f (SL’l, 1'2) =—1 exp _2(1i ) 02102 )
2mo1024/1-p? P + (IQ*MQ)
02

Ty, %9, i1, pl2 € R, 01,00 >0, pe[-1,1]
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Chapitre 2.L-moments bivariés

La matrice des premiers L-comoments de loi normale sont données par [13] :

A= (, po2),

g1 PO1
A2:: j% )

po2 O3
0 0

A3 = )
00

A, = 0.0742.

Loi de Pareto (type I, type II) La loi de Pareto est un type particulier de loi de
puissance qui a des applications en sciences pysiques et sociales. Elle permet notamment

de donner une base théorique au <<principe des 80-20>>, aussi appelé principe de paret(ﬂ
Exemple 2.1.3 (loi pareto typel)

Soit Y un vecteur aléatoire de démension 2, Y = (Y}, Y5), qui suit la loi pareto type I, la

fonction de densité défini par :

[y, 92) = M (& Y2

—a—2
+ — _'1> 7y122 oy > 07y2;2 o2 > O,Qf> 0
0102 01 02

'Le principe de pareto consiste & dire que dans de nombreux domaines (dans le monde de 'entreprise
ou méme ailleurs), 80% des effets sont produits 20% par des causes.
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Chapitre 2.L-moments bivariés

La matrice des premiers L-comoments de loi pareto type I sont données par [13] :

.
A= (54, 8%)
[07051] 01
_ 1
Ay = (a—1)(2a—1) )
09 (67e)))
a0 01
o (a+1)
As = (a—1)(2a—1)(3a—1) )
09 02
A, — (a+1)(2a+1) aoy 01
47 (a—1)(2a—1)(Ba—1)(da—1)"
09 09

Exemple 2.1.4 (loi pareto typell)

Soit Z un vecteur aléatoire de démension 2, Z = (7, Z,), qui suit la loi pareto type 11,

la fonction de densité défini par :

ala+1) (21— 29 — —am2
( )(1 ,U1+ 2 u2+1) ,21>ILL1,ILL2€R,O'1>O,

01 02

f (217 ZQ) -

0102

29 > i, 2 €ER, 09 >0, a>0
La matrice des premiers L-comoments de loi pareto type IT sont données par [13] :

Alz(/l’l—i_%u /1’2+ﬁ)7

[67ex] o1
_ 1
A = GpED ,
02 Q02
o (a+1)
As = (a—1)(2a—1)(3a—1)
01 01
_ (a+1)(2a+1)
Ay = (a—1)(2a—1)(3a—1)(4a—1) "
(o)) 09

19



Chapitre 2.L-moments bivariés

proportions L-comoments

Les proportions L-comoments sont alors :

A
Thi) = A’“([j] 1<i, j<2, k>3

2

Et les versions de mesures appropriées sont données alors par :

_ Ar12)

Tk[12] = )\g)
X ks,

_ k[21]

Tk21] = N

Notation 2.1.1 — 719 présente L-corrélation de XD par rapport a X,
— Tr[21) présente L-corrélation de X® par rapport 4 XM

- pourk =2 :
{)\2[12] = Ag[21];

T2[12] = T2[21]-

— Tong) el Tapi1y, dénotés aussi respectivement ppa), P1) -

Remarque 2.1.1 1. Pour XM = X@  L-comoments réduit aux L-moments :

Mz = Megary = ALY = A,

2. Pour XWet X@ indépendants, Az = A1) = 0, Vk > 2.

Matrice des proportions des L-comoments

La matrice des proportions L-comoments est données par :

. Tr(11]  Tk[12]
Ay = (Tk[ij])i,j:1,2 = ’
Tk[21]  Tk[22]
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Chapitre 2.L-moments bivariés

Exemple 2.1.5 Pour k=2, on a :

To[11]  T2[12]

A =

T221] T2[22]

Remarque 2.1.2 A} présente la matrice des proportions des L-covariances.

Exemple 2.1.6 pour £ = 1, le L-comoment d’ordre 1 est correspond la moyenne de

vecteur Ay = B (X, X(Q))t.
Proposition 2.1.1 (2°"¢ L-comoment de la somme des variables aléatoires (v.a))

Soit X1, ..., X,, des n v.a telque S = X; + ... + X,,. Le 2™ L-comoment, noté \, (S) de la
somme des v.a Xj,..., X, est la somme des L-comoments d’ordres 2 et des L-corrélations
d’ordres 2.

Preuve. On a :

A2 (S) =2 Cov (S, Fs(S)) =2 Cov(X;, Fs(S5))

i=1

= Z /\2[12] (Xi,5) = Z’O[xi, 5] Az (X5)
i=1

=1

Ou
Ple, s = T2lxi8) = Aolx; 61/ Aa (X5)
Alors §
M (S) =) P, 2 (X0).
=1
|

Proposition 2.1.2 Soit (XM, X®) couple aléatoire de fonction de répartition jointe F

de moyenne finie. Alors, pour k > 2 :

Az = Cov (B (XI\X®@) | Py (F (X@))).
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Chapitre 2.L-moments bivariés

Corollaire 2.1.1 Soit (X, X®)) couple aléatoire de fonction de répartition jointe F

de moyenne finie. On définit la régression linéaire de X sur X par :
E(XNX®) =a+bX®,

telque a et b sont des constantes.

alors

Mpz = DAL, Yk > 2.
Inégalités principales des L-comoments
Ces inégalités sont plus importants pour faciliter de comprendre la notion des L-comoments.

Proposition 2.1.3 On a en géneral :
Mopig| = 2|Cov (XD, By (X@))| <2000 (XD, F (XD)) =2

et
—1 < ppg < +1

Remarque 2.1.3 pjig présente L-corrélation de XD par rapport a X,

Corollaire 2.1.2 Pour k > 2, nous avons :

| Thpz| < ‘7'151)‘ <L

2.1.1 L-covariance, L-coskewness et L-cokurtosis

Le 2¢™¢ L-comoment et les L-corrélations ont été étudiés par [10], comme Gini covariances
et des corrélations Gini. Alors, on définit L-correlation, L-coskewness et L-cokurtosis de

la fagon suivante :
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Chapitre 2.L-moments bivariés

L-covariance : Une extension de la notion de variance qui mesure la relation linéaire

entre deux variables donnée par :
Aopig) i= 2Cov (X(1)7 (F2 (X(Q)))) 7

L-coskewness : Une mesure de statistique qui calcule la symétrie de la distribution de
probabilité d’une variable par rapport a la symétrie de distribution de probabilité d’une

autre variable donnée par :

Aapz) = Cov (XU, Py (Fy (X))

2
= 6Cov <X<1>, (F2 (Xx®) - %) )

6o (X1, £ (X®) (1 £ (X)),

L-cokurtosis : Une mesure de statistique qui calcule le degré de sommet de la distribution

de prababilité d’une variable par rapport & une autre variable pointue donnée par :

Mz = Cov (XU, Py (Fy (X®)))

ov <X<1>, 20 <F2 (x®) - %)2 -3 (FQ (X®) - %) + 1)

= Cou (XM, 20 (X®) = 30F; (X) +12F, (X®) — 1)

Il
Q

Cas particulier : 73719 et 7419 sont alors les proportions du coskewness et du cokurtosis

de XM par rapport & X@ respectivement.
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Chapitre 2.L-moments bivariés

2.2 Représentations de )y en termes des concomi-
tants

Soit {(Xi(l), XZ@)), 1 < ¢ < n} un échantillon bivarié de (Xz-(l), Xi@)) de fonction de répar-
tition jointe Fis et des marginales Fi, F5. Soit Xy, < X, < ... < X,,.,, nous appelons

Pélement de {X\V, ...,Xél)} qui lice & X2 le concomitant X2 de X2 [3]. T1 est clair

[rin]

que :

B(x2) =B (x("xP = x2)

[r:n] m

(M B (R0 [ () - R (X)) <

cela conduit une nouvelle représentation de L-comoments.

Proposition 2.2.1 Le k" L-comoment de XV par rapport & X® peuvent étre repré-

senter comme :
k—1
1 (k-1
=0

d’aprés l’équation , on obtient la formule suivante :

1
Mrjiz) = — D Wil (x02), vk =2

2.3 Estimation des L-comoments

Avant estimer des L-comoments, on va donner quelques définitions pour U-statistique,

L-statistique et de moyenne de Gini de la facons suivante :

U-statistique

Définition 2.3.1 Soit une fonction ® : R¥ — R telle que T une fonctionnelle de moment
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Chapitre 2.L-moments bivariés

donnée par :
T(F) = By (& (X1, .. Xp)) = /@(ml, o a) dF (21) - dF (22)

On peut supposer ® symétrique en les coordonnées. La U E]—statistique est un estimateur

sans biais de T donnée par :

-1
n
U— (k) S (X, X,
1<11<12<...<1p.<n

L-statistique

Définition 2.3.2 Soient X1,...,X,, un échantillon d’une loi F' et X (.) le vecteur des
statistiques d’ordre associé. Soient aq, ..., a, n réels. On appelle Lﬂ—statz’stz’que définie par

les poids aq, ..., a, la statistique T,, donnée par :

i=1

Moyenne de Gini

Définition 2.3.3 La moyenne de Gini est lindicateur le plus simple pour résumer l’in-
formation fournie par un ensemble de données statistiques, elle est égale a la somme de

ces données divisée par leur nombre cad :
1 n

n
i=1

Remarque 2.3.1 On peut donc étre calculée en ne connaissant que ces deux éléments,

sans connaitre toute la distribution. En utilisant la proposition (2.21), on obtient un

2U est un abréviation de terme <<Unbiased>>
31, est un abréviation de terme <<Lineair>>
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Chapitre 2.L-moments bivariés

estimateur sans biais du k™ L-comoment :
2 1 ¢ 12
Az = — S wEXD k>0 (2.1)

qui est une L-statistique des concomitants. En outre, chaque 5\k[12] est une U-statistique,

telle que

Az = B (h(’“) ((Xl(”, X{”) - (X}Q), X}?))) ,
Ou

k—1
2 2 1 12
O (0 7) o (000)) =g 0 (7 et @2
J=

Pour un noyau h[f] avec des arguments bivariés qui est une combinaison linéaire des conco-
mitants, les U-statistiques correspondantes basée sur un échantillon de taille n peuvent-étre
exprimés comme une combinaison linéaire des concomitants. Ainsi la U-statistique basée

sur le moyau s’avére conforme a la représentation de la L-statistique donnée par

.

Exemple 2.3.1 Pour k=2, on a

. l=2r—n—1 ()
Aorg] = —
202 = 2oy s -1 [r n]
71
_ (" (12) (12)
= (2> > (X - X)) 2
1<i<j<n
La représentation de la U-statistique ne peut-étre exprimé en tant que moité de la différence
moyenne de Gini des concomitants, car le noyau des concomitants (xfzmz)} 822]) /2 n’est

(12) _(12)

pas le méme que le noyau |,y — Ty 'y

/2 de la différence moyenne de Gini.

Remarque 2.3.2 Une caractéristique importante de L-comoments est qu’ils n’ont pas

besoin d’étre symétriques, cad, 5\;@[12] =+ ;\k[Ql}.

4Un noyau h est une fonction de pondération
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Chapitre 3

L-comoments en termes des copules

Dans ce dernier chapitre, on va travailler sur les L-comoments en termes des copules.
D’abord, on va introduire la notion des copules particuliérement les copules bivariées.
Ensuite, on s’intéresse aussi aux L-comoments en terme de copule bivariée. Finalement,

on fournit quelques exemples sur la Copule de Farlie-Gumbel-Morgenstern.

3.1 Copules : définitions

Les copules (copulas) sont des fonctions qui couplent les fonctions de répartition multi-
variées avec les fonctions de répartition univariées (lois marginales). Copula qui signifie
la fonction de dépendance. Il a utilisé en mathématique par Sklar (1959) [12] dans le

théoréme qui porte son nom.

Définition 3.1.1 Soit (X WX (2)) un couple de variables aléatoires ayant une lov jointe

F(x(l),x(z)y défini par :

F(Xu),x(z)) (z1, 1) =P (XM < v, X® < ) .
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Chapitre 3 L-comoments en termes des copules

avec les lois marginales

Fyw (21) = F(X<1),X(2>) (21,00).

Fxe (22) = F(Xu),X(z)) (00, x2) .

Remarque 3.1.1 Si XU et X® sont indépendants alors :

Fixw xe) (@1,22) = P(XD < 2)P (X®) < a,)

= FX(I) (x1> FX(z) (IQ) .

3.1.1 Copules bivariées

Définition 3.1.2 On appelle copule bivariée toute fonction C définie de T* = |0, 1]2 dans

I vérifiant les propriétés suivantes :

i) La copule C est attachée, c’est a dire
C (u1,0) = C (0,u) =0, Yug,us € L. (3.1)
ii) Les marges sont uniformes, c’est a dire

C(uy, 1) =uy et C'(1,uz) = uy, Yuy,us €I (3.2)

"

iii) La copule C' est 2-croissantes : Vu/l, Usy, ulll,u; e I, telle que ull < ulll et uy < Uy
C (uI,uQ) - C (ulll,ul2> -C (u;,ug) +C (ui,ué) > 0. (3.3)

Définition 3.1.3 Une copule C bivariée définie sur 12 est une fonction de répartition

jointe et dont les marginales Fxqa) et Fy@) sont uniformes sur 1.

Exemple 3.1.1 On a la copule produit et la copule min :
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— Copule produit : La copule produit, noté II est définie par :
C (uy,ug) = I (ug, ug) = uqug, Yuy,us € 1. (3.4)
— Copule min : la copule min, noté M, est définie par :
M (uq,ug) = min (ug,us), Yui,us € 1. (3.5)

Théoréme de Sklar
Ce théoreme a été développé par Sklar (1959) [12] et porte son nom, défini par le théoréme

suivant :

Théoréme 3.1.1 Soient XV, X®? deuz v.a de fonction de répartition jointe F, et des
marginales Fxq) et Fye), supposons que Fxy et Fx@ sont continues, alors il existe une

fonction C' : |0, 1]2 — [0, 1] appelle fonction copule (copula), telle que
F(21,22) (x) x) = € (Fxo (1), Fxe (22)), V(21,22) € R,

et cette représentation est unique

{U1 = Fxqo (331); uy = Fye) (xz)
T = F_(ll) (uy); xo = F);(g) (u2)

X
C (Ul,UQ) =F (F);(ll) (ul), F);(lz) (u2))(X(1),X(2)) > V(ul,U2) € [0, 1]2 . (36)

qui appelle "fonction de dépendance”

Remarque 3.1.2 Si XM et X@ sont indépendants :
C (Ul, ’LLQ) = FX(l) (F);(ll) (ul)).FX(z) (F);(lg) (UQ)) = U1.U>

qui appelle <<’copule de dépendance’, “copule produite’ ou ‘product copula’>>.
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Exemple 3.1.2 Soit (X(l),X(Q)) un couple de variables aléatoires ayant une loi jointe

F(X(1)7X(2))déﬁnit par :
F (1, 32) (o o) = 50 { = [+ 22) = (57 +257) 7|}, (1,2) € [0, 00[x[0, 00, 6 >0,
et admet pour marginales
F(x)) =exp(—z1), F(x3) =exp(—x2),
nous avons
F7 (uy) = —In(uy), F7(ug) = —In(up), ¥ (ug,ug) € [0,1)°
d’aprés l’équation (@) la copule associée est exprimée comme suit :
1
C (uy, ug) = uyug exp {— [— In (uy?) + (— In (U2>_6> 6] } Vo > 1.

C’est la copule de Galambos []).

3.2 Densité de copule

Définition 3.2.1 Soient XM X deuz variables aléatoires continues. Soit f la fonction
de densité jointe de F, fxq) et fxe sont les fonctions de densités marginales de XV, X®

respectivement . La densité ¢ (Fxq (z1), Fxe (22)) associée a la copule C (Fxa) (1), Fxe (22))
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Chapitre 3 L-comoments en termes des copules

est définie par :

D*C (Fxq (11), Fxe (12))
OFxq (x1) OFx@) (x2)

c(Fxm (21), Fxe (z2)) =

_ f (371? 362)
flan) flx2)

D’aprés le Théoréme de Sklar (3.1.1l), on donne la représentation canonique suivante :
f@,22) = c(Fxw (21), Fxe (22)) f (21) f(22)

3.2.1 L-comoments en terme de copule bivariée :

Rho de Spearman

Définition 3.2.2 Rho de spearman est une mesure d’association, notée p qui vérifie :

P = 12/ Ul’LLQdC (Ul, 'U,2> -3
12

Remarque 3.2.1 La valeur de p compris entre [—1,1]

Définition 3.2.3 Le k™ L-moments de copule bivariée est défini par :

(Sk[lg] = COv (Fl (X(l)) ,Pk (F2 (X(Q)))) ,k 2 1,

telque Py (u) est le polyndome de legendre déplace.
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Exemple 3.2.1 Les trois premiers L-moments de copule bivariée sont :

d1p12) = 2cov (Fy (X(l)) B (X(2))) ’
dop12) = —6cov (Fy (X(l)) B, (X(Q)) (1-F (X(2)))) |

Fi (XMWY, 20F5 (X®) —30F% (X®@)
53[12} = COV
+12F (X®) —1

Théoréme 3.2.1 Le k¢ L-moments de copule bivariée de XV par rapport & X P est défini

par :
Ok[12) = /2 (C (u1,ug) — urug) dugdPy (uz) ,Vk > 1
I
ou
Ok[12] = /2 u1 Py, (ug) dC' (uq, uz) , vk > 1.
I
pour k=1

51[12] = 51[21] =p/6

D’aprés le systéme des équations (1.4), on obtient les trois premiers L-moments de copule
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bivariée de XV par rapport 4 X@ :

51[12] = / (C (Ula U2) - U1U2) duydPy (U2) )
12

= / (O (ul, UQ) - U1U2) duld (2U2 — ].) s
12

2/ C (uy, ug) duydus — 2/ uyuadug dus,
12 12
1
= 2/ C (Ul,'LLQ) duldu2 - —.
12 2
(O (Ul, UQ) — U1UQ) duldPQ (Ug) s

/.
= / (C (u1,u9) — ugusg) duyrd (6u§ — Oug + 1) ,
]:[2

I
Q

(u1, uz) duid (6u% — 6Guy + 1) — / uyusduy d (6u§ — Gug + 1) ,

12

=6 |:/ QUQO (Ul, Uz) duldu2 — / C (Ul,UQ) duldU2:|
I2 12
—6 [2/ ulugduldug —/ U1UQdU1dU21 ,
12 12
1 1
= 6/ (2’&2 - 1) C(Ul,UQ) duldu2 —6 <— - —> 5
12 3 4

1
6/ (2us — 1) C (uq, ug) duydug — 3
]I2
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et 03[12] = / (u1, u2) — urug) durdPs (usy),
I
/ (w1, ug) — ugug) duyd (20u2 — 30u3 + 12uy — 1)
I

M

[

= / C' (u1, u2) durd (20u — 30u3 + 12uy — 1) —/ uyusdusd (20uy — 30u3 + 12uy — 1),
I 12

»

0 (f2 C (ur, u2) uddurdus) — 60 ( [ C (ur, us) usdudus)
+12 (f]12 (uy,us) dU]_dUQ

0 (f2 waudduydus) — 60 ( [ wrudduydus)
+12 (‘/ip U1U2dU1dU2

= / 60U2 - 6OU2 + 12) C (Ul, UQ duldu2 |: — 10 + 3
I

2

1
= / (6OU§ — 6OUQ + 12) C (Ul, 'LLQ) duldug 5
I2

Preuve. En utilisant le théoréme de sklar(3.1.1]), on obtient :

S = cou (Fy (X1) By (y (X)),
= [ Fu (R ) B (42) = B (50) By (X) dF: (o) dPe (Fy (X))

= /]12 (C (uq,uz) — ugug) durdPy, (usg)

Alors

(Sk[lg} = / (C (Ul, U/2> — U1U2) dulde ('UQ) .
12
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3.3 Copules de Farlie-Gumbel-Morgenstern

La Copule de Farlie-Gumbel-Morgenstern (F-G-M) est définie pour |o| < 1 par :
Co (U1, u2) = ugus + Ququgliyts, 0 < uq,ug < 1.
avec u; := 1 —wu;,7 = 1,2. Dont la densité est :
Co (U1, u2) = 1+ a (1 —2uy — 2up + duqus)

Johnson et Kotz [9] ont présenté la famille de copule F-G-M multi-paramétrique, pour

a = (aq,...,a,) comme suit :

Co (u1,u2) = uyus + Z a; (u1u2)[j/2}+1 (al%)[j/%%] |
j=1

ou [z] est la partie entiére de z . Pour » = 2, on obtient la copule avec deux paramétres :
Cal,a2 (Ul, 'LLQ) = U1U2 (1 -+ alﬂlﬂg + agulugﬂl@) .

telle que les paramétres (o, ap) sont définie dans la région :

VI

R = {(al,a2),|a\ <l,ag+as>1,ay<1/2 [3—a1+ (9 — 60y — 307)

max min

La corrélation maximale pp&s, et la corrélation minimale pj&,, pour cette famille sont :

7 2
e = 042721, pour (aq,a0) = | -1+ —,2 — —
Pram p ( 1 2) ( \/1_3 \/ﬁ)

min

PrGM = _1/37 pour (alaoQ) = <_170) :
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pour r = 3, la copule avec trois paramétres est donnée par :

_ _ 2
Coy sz (U1, U2) = UgUy (1 + aqUyliy + Qo ugliy s + a3ty (U1ls) ) )

— le premier L-moment de copule FGM C,, est | d119] = « /18|

— Les deux premiers L-moments de la copule FGM C,, ,, sont :

_ o
O1[12] = s T 75,

_ «
02012 = T35

— Les trois premiers L-moments de la copule FGM C,, 4,.0; sont :

o« a o
oz = %+ B T

Qs
1200

02(12)
0312] = To50 -
Remarque 3.3.1 Le systéme des équations correspondants aux nombres des paramétres

k, pourrait étre estimé en conséquence a Oz, k =1,2,3, ...

3.3.1 Copules Archimédiennes

La famille de copule archimédienne est une copule de la classe importante des modéles de
copule qui contient Gumbel, Clayton, Frank. Dans le cas bivarié, la copule archimédienne

est définie par :

C (ur,u2) = o~ (¢ (u1) + ¢ (u2))

ou ¢ : [ — R est deux fois differentiable appelée générateur vérifiant :

v (1) =0, © () <0, ¢ () >0, Yz €[0,1]
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Chapitre 3 L-comoments en termes des copules

Exemple 3.3.1 La Copule de Gumbel (1960) : C’est une copule asymétrique. Elle est

définie par :

Cp (ug,ug) = exp (— [(—lnul)ﬁ + (—lnuz)ﬂ 1/6) ,B>1

et dont le générateur

o5 (1) = (~Int)’.

—si f— 1 alors Cp (uy,u2) — I (ug, us) (3.4).
— 81 B — oo alors Cp (u1,uz) — M (ug,u2) (3.9).

La copule de Gumbel & deux paramétres est définie par :

—1/B2

Cp, 5, (U1, ug) := (((ulf%)ﬁl i (u252)61>1/ﬁl i 1) , b1 >1; By > 0.

avec le générateur

©p1p, () = (772 — 1)51 :

d’apreés le théoréme (3.2.1), on obtient les deux premiers L-moments de copule bivarié

correspondent & C, 3,

51[12] =2 (CBLBZ (w1, u2) — urug) dusdus,

o) = 6 (2ug — 1) (Cp, s, (u1,u2) — urus) duidus.

Remarque 3.3.2 Dans ce cas, on ne peut pas donner des formules explicites en termes
de {0112], O2p12} pour les paramétres {51, P2}, Alors on résolve le systéme précédent par des

méthodes numériques.

Remarque 3.3.3 Il existe des autres copules usuelles tels copule d’indépendance, copule

gaussienne et la copule de student.
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Conclusion

lusieurs applications de la théorie des L-moments ont été faites, tant pour l'esti-
Pmation des paramétres, le choix de la meilleure distribution que dans les études
de régionalisation. De nombreuses études rappellent un des avantages théoriques des L-
moments suivants :
— Pour que les distributions de probabilité des L-moments soient significatives, nous exa-
geons seulement que la distributions & un moyenne finie. Aucun moment d’ordre élevé

ne doit étre fini[§].

— Pour que les erreurs standards des L-moments soient finies, nous exageons seulement
que la distributions ait une variance finie.

De plus le diagramme des L-moments peut éliminer I'information issue d’une observation
extréme qui est considérée comme étant aberrante, alors qu’il s’agit d’une information trés
précieuse si elle est réelle.

Les L-comoments ou L-moments bivariés est une extension de L-moments univariés qui
maintient les mémes caractéristiques des L-moments et inclut des notions analogues aux
moments centraux classiques de la covariance, du coskewness et du cokurtosis.

Les L-comoments sont développés par Serfling et Xiao (2006) [I1] est une généralisation
du cas univarié pour étendre les mémes propriétés et application dans ’analyse statistique
bivarié. Parmi les inconvénients de L-moments est ’absence de cette mesure pour quelques

distributions comme la loi de cauchy.
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Annexe A : Abréviations et

Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-

quées ci-dessous.

(X1,..s X)) échantillon de taille n de v.a’s.

(X1 -y Xnon)  Statistique d’ordre associé a un échantillon (X, ..., X,,).

p Rho de Spearman.

prax La corrélation maximale.
prin La corrélation minimale.
v.a variable aléatoire.

1.1.d independantes identiquement distribuées.
I 0,1]

E(X) Espérance de X.
Cov(X,Y) Covariance de X et Y.
551 si seulement si

al autre.

! la moyenne théorique.

o I’écart type.
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Annexe B : Abréviations et Notations

c-a-d c’est a dire.

10) Fonction de loi normale standard.

@, 1 Le générateur et la fonction inverse de ¢.
PE3 Loi de Pearson Type III.

EXP NOR,UNI et GUM  Lois exponentielle, normale, uniforme et gumbel.

Ak[12] Le k™I -comoment.

S\k[lz] L’estimateur sans biais du k*"°L-comoment.
Ok[12] Le k*™*L-moments de copule bivariée.

a, et Paramétres de dépendance de la copule.

C,c Copule et densité de copule.

Ak kT -moments.

Tk k* °rapports de L-moments.

A, A Matrice des L-comoments et des proportions.
GOV Loi de Govindarajulu.

AFEP1 Loi d’exponentielle asymétrique de puissance 1.
GNO Loi de Normale généralisé.

RAY Loi de Rayleigh.

L-CV L-variation.

PWM Moments de probabilité pondérés.

Py Le polynéme de legendre déplacé.

I, M Copules produit et min.

F-G-M Farlie-Gumbel-Morgenstern.

GLO Loi logistique généralisée.

GEV Loi de valeurs extréme généralisé.

GPA Loi de pareto généralisé.
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