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Introduction

Le théorème de véri�cation en contrôle optimal stochastique est basé de véri�er

les conditions su¢ santes coïncide avec la fonction de valeur, et de choisir une

fonction de véri�cation (test) w puis on pose des conditions pour que le contrôle devient

un contrôle optimal ou bien non, cette véri�cation permet de résoudre le problème original

d�Hamilton Jacobi Bellman :

�@v
@t
(t; x)�G(t; x; ut; Dxv(t; x); Dxxv(t; x)) = 0; 8(t; x) 2 [0; T ]� Rn;

et déterminer la fonction de valeur :

v(t; x) = inf
u2U

J(t; x; u); 8(t; x) 2 [0; T ]� Rn;

avec une condition terminale :

v(T; x) = g(x);8x 2 Rn;

puis nous obtenons le contrôle optimal markovien ûs = û(s; xt;xs ); t � s � T:

Mon travail se compose de deux chapitres :

Dans le premier chapitre on va faire une rappelle sur le calcul stochastique, et souligne sur

des dé�nitions qu�on l�utilise dans le chapitre suivant.

Dans le deuxième chapitre on va étudier le théorème de véri�cation au sens de la program-
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Introduction

mation dynamique, l�équation de programmation dynamique conduit à une équation aux

dérivées partielles (non linéaires) appelé équation d�Hamilton Jacobi Bellman de premier

ordre dans le cas déterministe ou de deuxième ordre dans le cas stochastique, générale-

ment l�équation aux dérivées partielles n�est pas facile à résoudre, il donne une solution

régulière, on va donner un exemple de singularité dans le cas déterministe où la fonction

de valeur n�est même pas dérivable, donc il su¢ t de supposer que la solution soit de classe

C1;2, alors dans ce cas la solution sera au sens de la viscosité, dans ce sens l�existence et la

continuité de la solution est garantie, le but de ce chapitre est de caractériser la fonction

de valeur comme une solution de viscosité de l�équation d�Hamilton Jacobi Bellman et de

déterminer sa condition terminale.
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Chapitre 1

Rappel sur le calcul stochastique

1.1 Généralités sur les processus stochastiques

Le but de ce chapitre est de donner des dé�nitions de base et des résultats principaux

pour l�utiliser aux prochains chapitres.

Dé�nition 1.1.1 Une �ltration est une famille croissante de sous tribus de F , c�est-à-dire

Ft � Fs � F pour 0 � t � s.

On dit qu�une �ltration fFtgt�0 est continue à droite si : Ft = Ft+, 8t telle que : Ft+ =

\
s>t
Fs:

Et continue à gauche si : Ft = Ft� ; 8t telle que : Ft� = �
�
[
s<t
Fs
�
:

On dit qu�elle véri�e les conditions habituelles si elle est continue à droite et si F0contient

tous les ensembles P -négligeables de F :

Dé�nition 1.1.2 Soit (
;F ; P ) un espace de probabilité, et (E;F) un espace mesurable

appelé l�espace des états, et T un ensemble des temps, on appelle processus stochastique

indexé par T une famille de variables aléatoires (Xt)t2T sur (
;F ; P ) à valeurs dans

(E;F); généralement (E;F) = (Rd � �
�
Rd
�
), T = R+ ou T = [0; a] pour les processus à

3



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

temps continu.

X : (R+ � 
)! Rd

(t; !)! Xt(!)
;

La fonction t! Xt(!) pour t �xé Xt(!) états de système v.a associée à t, et pour ! �xé

appelé la trajectoire de (Xt)t2T associée à !:

Un processus est continu si les trajectoires t! Xt(!) sont continues pour presque tout !.

Un processus est dit càdlàg (continue à droite, pourvu de limite à gauche) si ses trajectoires

sont continues à droite, pourvues de limites à gauche ; Même dé�nition pour càglàd.

Notation 1.1.1 X un processus stochastique càdlàg (resp càglàd) pour t � 0, Xt = Xt�,

telle que : Xt� = lim
s!t
Xs
s<t
:

(resp : 8t : Xt = Xt+ ; telle que : Xt+ = lim
s!t
Xs
s>t
):

Remarque 1.1.1 Un processus stochastique X = (Xt)t2T on associe sa �ltration naturelle

FX
t ; c�est-à-dire la famille croissante de tribus FX

t = � fXs; s � tg.

Dé�nition 1.1.3 (mesurabilité) Un processus stochastique X;

X : (R+ � 
; � (R+)
F)!
�
Rd; �

�
Rd
��

(t; !)! Xt(!)
; est mesurable,

C�est-à-dire : si pour toutA 2 �
�
Rd
�
; l�ensemble f(t; !) : Xt(!) 2 Ag = X�1 (A) ;appartient

à la tribu � (R+)
F :

Dé�nition 1.1.4 Un processus X est adapté par rapport à la �ltration fFtgt�0 si, pour

tout t, Xt est Ft-mesurable.

Il est inutile de dire qu�un processus est toujours adapté par rapport à sa �ltration natu-

relle.
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Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

Dé�nition 1.1.5 Soient X et Y deux processus X est une modi�cation (ou une version)

de Y si, pour tout t � 0, les v.a Xt et Yt sont égales P-p.s :

8t � 0; P (Xt = Yt) = 1:

X et Y sont indistinguables si, P-p.s les trajectoires de X et de Y sont les mêmes c�est-à-

dire :

P (Xt = Yt;8t � 0) = 1:

Remarque 1.1.2 La notion d�indistinguabilité est plus forte que la notion de modi�ca-

tion.

Dé�nition 1.1.6 Un processus X est progressivement mesurable par rapport à fFtgt�0 si

pour tout t � 0, l�application :

X : ([0; t]� 
; � ([0; t])
F)!
�
Rd; �

�
Rd
��

(t; !)! Xt(!)
; est mesurable:

Proposition 1.1.1 Si (Xt)t2T est un processus stochastique est adapté à la �ltration fFtgt�0

et si les trajectoires sont continues à droite (ou continues à gauche) alors X est progres-

sivement mesurable.

Proposition 1.1.2 Si X un processus adapté à la �ltration fFtgt�0 alors il possède une

modi�cation progressivement mesurable.

Dé�nition 1.1.7 Soit (
;F ; (Ft)t�0; P ) un espace de probabilité �ltré, T une variable

aléatoire Ft-mesurable à valeurs dans �R+, T est un fFtgt�0-temps d�arrêt si :

8t � 0; fT � tg 2 F :

Proposition 1.1.3 Soit X un processus progressivement mesurable et T un temps d�arrêt

alors le processus XT est FT -mesurable et le processus arrêté fXT^t; t � 0g est progressi-

vement mesurable.
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Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

Dé�nition 1.1.8 (
;F ; (Ft)t�0; P ) un espace de probabilité �ltré et X un processus à

valeurs réelles Ft-mesurable avec 8t � 0; Xt 2 L1 on dit que :

Xt est unefFtgt�0-martingale si : pour 0 � s � t; E(XtjFs) = Xs:

Xt est unefFtgt�0-sous-martingale si : pour 0 � s � t; E(XtjFs) � Xs:

Xt est unefFtgt�0-sur-martingale si : pour 0 � s � t; E(XtjFs) � Xs:

Théorème 1.1.1 (Théorème d�arrêt) Si X est une martingale et si � et � sont deux

temps d�arrêt bornés telle que : � � �:

alors :

E(X� jF�) = X� P-p.s:

Théorème 1.1.2 (Inégalités maximales) Soit X une (Ft)t�0-martingale et si les tra-

jectoires de (MT )T�0 sont continues à droite, alors pour tout c > 0 :

P ( sup
s2[0;t]

jXsj � c) �
1

c
sup
s2[0;t]

E[jXsj]:

Dé�nition 1.1.9 On appelle mouvement brownien standard un processus stochastique

(Wt)t�0 à valeurs réelles telle que :

1. W0 = 0 P-p.s ;

2. pour 0 < s < t; Ws �Wt les accroissements sont des v.a indépendantes de la tribu

�fWu; u � tg et de loi gaussienne centrée de variance t� s ;

3. le processus (Wt)t�0 admet des trajectoires continues ; pour tout t > 0, la variable

aléatoire Wt suit la loi gaussienne centrée de variance t donc de densité :

1p
2�t

expf�x2=(2t)g:

Remarque 1.1.3 Le mouvement brownien standard un processus stochastique (Wt)t�0 est

une martingale par rapport à sa �ltration naturelle FW
t = � (Ws; 0 � s � t) :
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Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

Lemme 1.1.1 Soit (Wt)t�0 un mouvement brownien, les processus suivants sont des mar-

tingales par rapport à FW
t :

1. Xt = W
2
t � t;

2. Yt = exp(Wt � t
2
):

Théorème 1.1.3 (théorème de représentation des martingales) Soit (Wt)0�t�T un

M.B et sa �ltration naturelle (Ft)0�t�T ; soitM une martingale continue de carré intégrable

par rapport à (Ft)0�t�T , alors il existe un processus adapté H telle que : E

24 TZ
0

H2
sds

35 <1;
et, 8t 2 [0; T ] ;

Mt =M0 +

TZ
0

HsdWs; P-p.s:

1.2 L�espérence conditionnelle

Dé�nition 1.2.1 Soient H une sous-tribu de F et deux variables aléatoires X; Y 2

L1 (
;F ; P ) on a quelques propriétés de l�espérence conditionnelle :

1. La linéarité : 8�; � 2 R et si X; Y 2 L1 (
;F ; P ) ;

E (�X + �Y=H) = �E (X=H) + �E (Y=H) ;

2. La monotonité : si X; Y 2 L1 (
;F ; P ) ;

X � Y =) E (X=H) � E (Y=H) ;

3. Si X est H-mesurable alors :

E (X=H) = X;

7



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

4. Soit X; Y deux variables aléatoires, si Y est H -mesurable alors :

E (XY=H) = Y E (X=H) ;

5. Si X est indépendant à la tribu H alors :

E (X=H) = E (X) ;

6. H1 � H2 � F alors :

E (E (X=H2) =H1) = E (E (X=H1) =H2) = E (X=H1) :

Théorème 1.2.1 (Inégalité de Hölder) Soit X; Y deux variables aléatoires dans R

telle que :

E (jXjp) <1 et E (jY jq) <1 pour p; q > 0 et 1
p
+ 1

q
= 1 on a :

E (jXY j) � E (jXjp)
1
p E (jY jq)

1
q :

Théorème 1.2.2 (théorème de la convergence dominée de lebesgue) Soit une suite

de variables aléatoires (Xt)t�0 a valeur dans R telle que si on a :

1. Xn ! X; P.s,

2. 9 une v.a Y tq : 8n 2 N; jXj � jY j ;

Alors :

lim
n!+1

E (Xn) = E

�
lim

n!+1
Xn

�
= E (X) :
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Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

1.3 Intégrale stochastique d�Itô

Dé�nition 1.3.1 Soit (
;F ; (Ft)t�0; P ) un espace de probabilité, et (Wt)t�0 un mouve-

ment brownien, Ft = � (Ws; s � t) on dé�nit l�intégrale stochastique par la forme suivante :

tZ
0

�sdWs;

avec : �s un processus stochastique.

Il possède quelques propriétés, on note � l�ensemble des processus � adapté càglàd telle

que :

E

24 tZ
0

j�sj2 ds

35 <1; 8t;
1. La linéarité : 8a; b 2 Rn; et �1; �2 2 �;

tZ
0

a�1s + b�
2
sdWs = a

tZ
0

�1sdWs + b

tZ
0

�2sdWs;

2. Le processus Mt =

tZ
0

�sdWs est une martingale � 2 �; et E [Mt] = 0;

on a aussi :

E
�
M2
t

�
= E

0@ tZ
0

�2sds

1A :
Dé�nition 1.3.2 (Processus d0Itô) Soit (
;F ; (Ft)t�0; P ) un espace de probabilité �l-

tré et (Wt)t�0 un M.B réel, un processus d�Itô réel est un processus stochastique x à valeurs

dans R; continu adapté de la forme :

xt = x0 +

tZ
0

bsds+

tZ
0

�sdWs;

où : x0 est un v.a F0�mesurable coe¢ cient, b et � sont deux processus progressivement

9



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

mesurable réel et adapté véri�ant les conditions suivantes :

tZ
0

jbsj ds <1; P-p.s et
tZ
0

k�sk2 ds <1, P-p.s.

le coe¢ cient b est le drift, � est le coe¢ cient de di¤usion.

Dé�nition 1.3.3 (formule d0Itô) Soit : f : [0; T ] � R ! R de classe C1;2 ([0; T ]� R) ;

à dérivées bornées, on a :

f(t; xt) = f(0; x0) +

tZ
0

fx(s; xs)dxs +

tZ
0

fs(s; xs)ds+
1

2

tZ
0

fxx(s; xs)�
2
sds:

Dé�nition 1.3.4 (Formule d�intégration par parties) SoitW un M.B réels standard,

soient X et Y deux processus d�Itô :

8><>: dx (t) = btdt+ �tdWt; x (0) = x0

dy (t) = atdt+ 
tdWt; y (0) = y0

;

alors :

d [xy] (t) = x (t) dy (t) + y (t) dx (t) + � (t) 
 (t) dt:

Cette formule est connue sous le nom d�intégration par parties, telle que la quantité

� (t) 
 (t) correspond au crochet de x; y on la note hx; yi :

1.4 Equation di¤érentielle stochastique(EDS)

Dé�nition 1.4.1 Une équation di¤érentielle stochastique est une équation de la forme

intégrale :

xt = x+

tZ
0

b(s; xs)ds+

tZ
0

�(s; xs)dWs; (1.1)

10



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

ou sous la forme di¤érentielle :

8><>: dxt = b(t; xt)ds+ �(t; xt)dWt

x0 = x
;

telle que : b : [0; T ] � Rn ! Rn et � : [0; T ] � Rn ! Rn�d qui sont mesurables, et on

cherche à résoudre cette équation.

Théorème 1.4.1 (existence et unicité) Soient b et � deux fonctions boréliennes, on

suppose qu�il existe une constante C telle que, pour tout t 2 [0; T ], x; y 2 Rn,

1. Condition de Lipschitz en espace, uniforme en temps :

jb(t; x)� b(t; y)j+ k�(t; x)� �(t; y)k � Kjx� yj;

2. Croissance linéaire :

jb(t; x)j+ k�(t; x)k � K(1 + jxj);

3. E
�
jZj2

�
<1.

Alors l�EDS 1.1 possède une unique solution (xt)t2[0;T ], la solution véri�e :

E

�
sup
0�s�T

jxsj2
�
<1; et appartient à :

S2F (0; T ) =

8>>><>>>:
�t; 0 � t � T; processus stochastique réel mesurable; Ft-adapté tel que :

E[

TZ
0

�2sds] <1;

9>>>=>>>;
Proposition 1.4.1 Sous le théorème d�existence et unicité, soit (xt;xs ; s � t) une solution

de l�équation 1.1 de condition initiale x0, alors (xt;xs ; s � t) est un processus de Markov

par rapport à la �ltration (Ft)t2[0;T ] :

E(f(xs)=Ft) = E (f(xs)=xt) = �(s; t; xt);

11



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

où :

�(s; t; xt) = E
�
f(xt;xs )

�
;

telle que : x0;xs = x
t;x0;xt
s ; 0 � t � s:

12



Chapitre 2

Théorème de véri�cation au sens de

la programmation dynamique

L�étape principale dans la programmation dynamique est de recherche une solution ré-

gulière (classique) de l�équation d�Hamilton Jacobi Bellman, cette recherche conduite de

véri�er les conditions su¢ santes coïncide avec la fonction valeur ce résultat appelé théo-

rème de véri�cation, qui permet de résoudre le problème original d�HJB et déterminer la

fonction valeur puis nous obtenons le contrôle optimal markovien associé à ce problème.

2.1 Formulation du problème

Soit (
;F ; P ) un espace de probabilité �ltrée avec une �ltration (Ft)t�0 satisfait les condi-

tions usuelles, soit (Wt)t�0 un mouvement Brownien dans Rd dé�nie sur (
;F ; (Ft)t�0 ; P ),

on note U le sous-ensemble de tous les processus futgt�0 progressivement mesurable à va-

leurs dans U � Rn, les éléments de U sont appelés processus de contrôle admissible.

Nous considérons l�équation di¤érentielle stochastique, pour chaque processus de contrôle

ut.

13



Chapitre 2. Théorème de véri�cation au sens de la programation dynamique

8><>: dxt = b(t; xt; ut)dt+ �(t; xt; ut)dWt; 8t 2 [0; T ]

x0 = x
; (2.1)

où : b : [0; T ] � Rn � U �! Rn; � : [0; T ] � Rn � U �! Rn�d, sont deux fonctions qui

satisfont, pour une constante M > 0;

jb(t; x; u)� b(t; y; u)j+ j�(t; x; u)� �(t; yt; u)j �M jx� yj ; (2.2)

jb(t; x; u)j+ j�(t; x; u)j �M(1 + jxj); (2.3)

Sous les deux conditions 2.2 et 2.3 cette équation 2.1 admet une solution unique pour une

condition initiale donnée x.

On dé�nit la fonction de coût : J : [0; T ]� Rn � U �! R,

J(t; x; u) = Et;x

24 TZ
t

f(s; xs; us)dr + g(xT )

35 ; (2.4)

où :

Et;x est l�opérateur d�espérance conditionnelle sachant xt = x, et f : [0; T ]�Rn�U �! R;

g : Rn �! R sont des fonctions mesurables.

On suppose que :

jf(t; x; u)j+ jg(x)j �M(1 + jxj2); (2.5)

pour une constant M , la condition de croissance quadratique 2.5, implique que J est bien

dé�nie.

Le but de cette section est d�étudier la minimisation (ou bien maximiser) de la fonction

de coût par rapport aux contrôle, on introduit la fonction valeur v(t; x) du problème 2.1

et 2.4 (calculer v(t; x)),

v(t; x) = inf
u2U

J(t; x; u); 8(t; x) 2 [0; T ]� Rn; (2.6)

14



Chapitre 2. Théorème de véri�cation au sens de la programation dynamique

avec :

v(T; x) = g(x); x 2 Rn:

où : f; b; � et g sont des fonctions uniformément continues,

On dit que û 2 U est un contrôle optimal si :

v(t; x) = J(t; x; û) = E

24 TZ
t

f(s; xs; ûs)ds+ g(xT )

35 :
Si le processus û peut s0exprimer comme fonction mesurable du temps et l�état du système,

ûs = û(s; x
t;x
s ); t � s � T , on dit que ûs est un contrôle optimal feedback markovien pour

2.6.

2.2 Principe de la programmation dynamique

La programmation dynamique appelée aussi principe de Bellman est un principe fonda-

mentale dans la théorie du contrôle stochastique, nous donnons une version de principe

du Bellman stochastique d�optimalité, l�idée est de montrer que la fonction valeur est une

solution d�une équation aux dérivées partielles non linéaire, ensuite trouver le contrôle

optimal, cette méthode n�est pas valable si le système non markovien.

Théorème 2.2.1 Soit (t; x) 2 [0; T ]� Rn donné, et pour tout h 2 [0; T � t], on a :

v(t; x) = inf
u2U

Et;x

24 t+hZ
t

f(s; xt;xs ; us)ds+ v
�
t+ h; xt;xt+h

�35 ; (2.7)

on peut l�écrire :

v(t; x) � E

24 t+hZ
t

f(s; xt;xs ; us)ds+ v
�
t+ h; xt;xt+h

�35 ; (2.8)
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Et l�égalité tient si le contrôle est optimal us = ûs.

v(t; x) = E

24 t+hZ
t

f(s; xt;xs ; ûs)ds+ v
�
t+ h; xt;xt+h

�35 ;
Preuve. Voir [5] page 43:

2.3 L�équation d�Hamilton Jacobi Bellman

L�équation d�Hamilton Jacobi Bellman est la version in�nitésimale du principe de program-

mation dynamique, le principe connecte au problème du contrôle avec une EDP appelé

équation d�HJB, on peut l�utiliser pour prouver le théorème de véri�cation, on obtient les

conditions d�optimalité, construite feedback d�optimalité, nous dérivons l�équation d�HJB

en suppose que la fonction valeur v su¢ samment est régulière.

Cela permet d�écrire pour tout u 2 U :

�@v
@t
(t; x)� inf

u2U
[$utv(t; x) + f(t; x; ut)] � 0;

et quand le contrôle û est optimal on a :

�@v
@t
(t; x)�$ûtv(t; x)� f(t; x; ût) = 0;

donc on peut l�écrire :

� @v
@t
(t; x)� inf

u2U
[$utv(t; x) + f(t; x; ut)] = 0; 8(t; x) 2 [0; T ]� R; (2.9)

où : $u est l�opérateur linéaire de deuxième ordre associé au processus contrôlé xt, t � 0,

et dé�nie comme suit :

$ut'(t; x) = bT (t; xt; ut)Dx'(t; x) +
1

2
Tr
�
�(t; xt; ut)�

T (t; xt; ut)Dxx'(t; x)
�
;
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où : Dx, D2
x sont le gradiant et et l�opérateur de hesienne par rapport à la variable x;

Il nous donne une équation aux dérivées partielles (EDP) sous la forme :

� @v
@t
(t; x)�G(t; x; ut; Dxv(t; x); Dxxv(t; x)) = 0; 8(t; x) 2 [0; T ]� Rn; (2.10)

où : G : [0; T ] � Rn � R � Rn � Sn ! R, appelé l�Hamiltonien du problème de contrôle

considéré (Sn est l�ensemble des matrices n � n symétriques), et f(:; :; u) une fonction

continue au (t; x) pour tous les u 2 Rn �xes, dé�nie par :

G(t; x; ut; q; Q) = b
T (t; xt; ut)q +

1

2
Tr
�
�(t; xt; ut)�

T (t; xt; ut)Q
�
+ f(t; x; ut);

L�équation 2.10 est appelé équation de la programmation dynamique ou l�équation d�Ha-

milton Jacobi Bellman est une équation aux dérivées partielles avec une condition termi-

nale :

v(T; x) = g(x); x 2 Rn;

qui résulte immédiatement de la dé�nition 2.6.

Remarque 2.3.1 Lorsque l�ensemble des contrôles est un singleton fu0g ; c�est-à-dire les

coe¢ cients du problème ne dépend pas d�un contrôle l�EDP du principe devient un problème

d�EDP de Cauchy.

�@v
@t
(t; x)�$u0v(t; x) = f(t; x; u0); 8 (t; x) 2 [0; T ]� Rn; (2.11)

v(T; x) = g(x); 8x 2 Rn;

Proposition 2.3.1 On suppose que la fonction valeur v 2 C1;2 ([0; T ]� Rn) ; alors v

satisfait l�équation d�HJB :

�@v
@t
(t; x)�G(t; x; ut; Dxv(t; x); Dxxv(t; x)) = 0; 8(t; x) 2 [0; T ]� R;

17
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Preuve.

1. On applique la formule d�Itô à v(t; x) entre t et s; pour (t; x) 2 [0; T ]� Rn :

où : xt;xt = x;

v(s; xt;xs ) = v(t; x) +

sZ
t

(
@v

@r
+$urv)(r; xt;xr )dr +

sZ
t

Dxv(r; x
t;x
r )�

T (r; xt;xr ; ur)dWr;

en prenant l�espérance :

E
�
v(s; xt;xs )� v(t; x)

�
= E

24 sZ
t

@v

@r
(r; xt;xr ) +$

urv(r; xt;xr ) + f(r; x
t;x
r ; ur)� f(r; xt;xr ; ur)dr

35 ;

= E

24 sZ
t

@v
@r
(r; xt;xr ) +G(r; x

t;x
r ; ur; Dxv(r; x

t;x
r ); Dxxv(r; x

t;x
r ))� f(r; xt;xr ; ur)dr

35 ;
et par 2.8 8t � s :

E

24v(s; xt;xs )� v(t; x) + sZ
t

f(r; xt;xr ; ur)dr

35 � 0;
donc :

E

24 sZ
t

@v

@r
(r; xt;xr ) +G(r; x

t;x
r ; ur; Dxv(r; x

t;x
r ); Dxxv(r; x

t;x
r ))dr

35 � 0;
on divise par s� t et quand s� t! 0 on trouve :

�@v
@t
(t; x)�G(t; x; ut; Dxv(t; x); Dxxv(t; x)) � 0:

2. Pour montrer l�inverse on suppose qu�il existe � > 0, et pour t � r � s, h = s� t > 0
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telle que d�après 2.8 :

v (t; x) + � (s� t) � E

24 sZ
t

f(r; xt;xr ; ur)dr + v(s; x
t;x
s )

35 ;
� (s� t) � E

24 sZ
t

f(r; xt;xr ; ur)dr + v(s; x
t;x
s )� v (t; x)

35 ;
par la formule d�Itô sur v (s; xt;xs ) :

� (s� t) � E

24 sZ
t

f(r; xt;xr ; ur)dr +

sZ
t

�
@v

@r
+$ur

�
(r; xt;xr )dr

35 ;
� (s� t) � E

24 sZ
t

@v

@r
(r; xt;xr ) +G(r; x

t;x
r ; ur; Dxv(r; x

t;x
r ); Dxxv(r; x

t;x
r ))dr

35 ;
où :

E

24 sZ
t

f(r; xt;xr ; ur)dr +

sZ
t

�
@v

@r
+$urv

�
(r; xt;xr )dr

35
= E

24 sZ
t

@v

@r
(r; xt;xr ) +G(r; x

t;x
r ; ur; Dxv(r; x

t;x
r ); Dxxv(r; x

t;x
r ))dr

35 ;
divisé par �h :

�� � �1
h
E

24 sZ
t

@v

@r
(r; xt;xr ) +G(r; x

t;x
r ; ur; Dxv(r; x

t;x
r ); Dxxv(r; x

t;x
r ))dr

35 ;
quand h! 0 on obtient :

0 � �@v
@t
(t; x)�G(t; x; ut; Dxv(t; x); Dxxv(t; x)):

Donc, la fonction valeur v (t; x) résout l�équation d�HJB, nous donnons des conditions

su¢ santes qui permettent de conclure que la solution lisse de l�équation de HJB coïncide
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avec la fonction de valeur, c�est ce qu�on appelle le résultat de la véri�cation.

2.4 Théorème de véri�cation au sens classique

2.4.1 L�existence et l�unicité de la fonction valeur

Théorème 2.4.1 Soit w 2 C1;2([0; T ];Rn) \ C([0; T ];Rn) une fonction, la condition de

croissance quadratique, c�est-à-dire pour une constant M :

jw(t; x)j �M(1 + jxj2); 8(t; x) 2 [0; T ]� Rn;

1. On suppose que w satisfait :

�@w
@t
(t; x)�G(t; x; ut; Dxw(t; x); Dxxw(t; x)) � 0;

w(T; x) = g(x);
(2.12)

et que w(T; :) � g dans [0; T ]� Rn, alors w(t; x) � v(t; x) dans [0; T ]� Rn:

2. Supposons en autre que w(T; :) = g, et il existe un minimum ût = û(t; x), pour tout

(t; x) 2 [0; T ]� Rn telle que :

@w

@t
(t; x) +$ûtw(t; x) + f(t; x; ût) = 0;

l�équation di¤érentielle stochastique :

dxt = b(t; xt; û(t; x))dt+ �(t; xt; û(t; x))dWt;

dé�nit une solution unique ~xt;xs pour l�équation di¤érentielle pour chaque donnée

initiale x0 = x, et le processus ûs est un processus de contrôle optimal Markovien

bien dé�ni dans Rn, alors on trouve que w = v; (l�unicité de v).
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Preuve.

1. Quand w 2 C1;2([0; T ];Rn); on a pour tout (t; x) 2 [0; T ]� Rn; u 2 U et s 2 [t; T ] ;

par la formule d�Itô :

w(s; xt;xs ) = w(t; x) +

sZ
t

(
@w

@r
+$urw)(r; xt;xr )dr +

sZ
t

Dxw(r; x
t;x
r )

T�(r; xt;xr ; ur)dWr;

puis par l�espérance :

E
�
w(s; xt;xs )

�
= w(t; x) + E

24 sZ
t

(
@w

@r
+$urw)(r; xt;xr )dr

35 ;
sZ
t

Dxw(r; x
t;x
r )

T�(r; xt;xr ; ur)dWr; est une martingale donc :

E

24 sZ
t

Dxw(r; x
t;x
r )

T�(r; xt;xr ; ur)dWr

35 = 0;
et quand w satisfait 2.12 donc :

@w

@t
(t; x) +$utw(t; x) + f(t; x; ut) � 0;

la fonction w 2 C1;2([0; T ];Rn) \ C ([0; T ];Rn), pour tout 0 � t � r � s � T;

et on a par 2.8, 8t � r � s;

E
�
w
�
s; xt;xs

��
� w(t; x) � �E

24 sZ
t

f
�
r; xt;xr ; ur

�
dr

35 ; 8u 2 U;
nous prenons maintenant la limite comme s ! T , et quand w(T; :) � g nous obte-

nons :

E
�
g
�
xt;xT
��
� w(t; x)� E

24 TZ
t

f
�
r; xt;xr ; ur

�
dr

35 ;
21
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w(t; x) � E

24 TZ
t

f
�
r; xt;xr ; ur

�
dr + E

�
g
�
xt;xT
��35 ; pour tout (t; x) 2 [0; T ]� Rn;

et donc on peut écrire :

w(t; x) � inf
u2U

E

24 TZ
t

f
�
r; xt;xr ; ur

�
dr + E

�
g
�
xt;xT
��35 ; 8(t; x) 2 [0; T ]� Rn

donc :

w(t; x) � v(t; x):

2. On a ~xt;xs est une solution de l�EDS :

8><>: dxt = b(t; xt; û(t; x))dt+ �(t; xt; û(t; x))dWt

x0 = x
;

on applique la formule d�Itô sur la fonction w(s; ~xt;xs ) entre t et s; puis en prenant

l�espérance :

E
�
w
�
s; ~xt;xs

��
= w (t; x) + E

24 sZ
t

@w

@r

�
r; ~xt;xr

�
+$ûr

�
r; ~xt;xr

�
dr

35 ;

où :

sZ
t

Dxw (r; ~x
t;x
r )�

T (r; ~xt;xr ; ur) dWr; est une martingale,

et par la dé�nition du û :

@w

@t
(t; x) +$ûtw(t; x) + f(t; x; ût) = 0;

alors on trouve :

E
�
w
�
s; ~xt;xs

��
� w(t; x) = �E

24 sZ
t

f
�
r; ~xt;xr ; ûr

�
dr

35 ;
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et on a : w(T; x) = g(x),

alors :

w(t; x) = E

24 sZ
t

f
�
r; ~xt;xr ; ûr

�
dr

35+ E �g �~xt;xT �� ;
w(t; x) = J (t; x; ût) ;

qui nous donne :

w (t; x) � v(t; x);

en même temps que la condition terminale w(T; x) = g(x).

Donc on trouve que w = v; alors la fonction valeur v(t; x) est unique, avec ûs un contrôle

optimal Markovien ûs = û(s; ~xt;xr ) avec l�état correspondant ~x.

En sait que dans la véri�cation des conditions (2) dans le théorème 2.4.1, il n�est pas

toujours facile d�obtenir l�existence d�une solution pour l�EDS associée au candidat pour

le contrôle optimal.

Proposition 2.4.1 Si l�équation d�HJB avec une condition terminale admet une solution

lisse w, alors w est la fonction de valeur pour le problème du contrôle stochastique, avec

û est un contrôle optimal Markovien, cette approche est valide une fois pour l�équation

d�HJB et que l�équation 2.9 admet une solution dans C1;2 satisfaisant les conditions pour

appliquer le théorème de véri�cation.

Remarque 2.4.1 Dans le cas particulier où l�ensemble des contrôles est un singleton

fx0g, ce théorème de véri�cation est une version de la formule de Feynman-KAC :

il indique que si w 2 C1;2 ([0; T ]� Rn)\C0 ([0; T ]� Rn) avec une condition de croissance

quadratique est la solution de problème Cauchy 2.11, alors w admet la représentation :

w(t; x) = E

24 TZ
t

f
�
s; xt;xs ; u0

�
ds+ g

�
xt;xT
�35 :
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Théorème 2.4.2 Supposer que :

il existe C > 0=�T��T (t; x; u)� � C j�j2 ; pour tout (t; x; u) 2 [0; T ]� Rn � U ,

U est compact,

b; � et f sont dans C1;2b ([0; T ]� Rn);

g 2 C3b (Rn):

Ensuite, l�équation HJB avec les données terminales v(T; x) = g(x), a une solution clas-

sique unique v 2 C1;2b ([0; T ]� Rn):

Preuve. Voir [2] page 65.

Nous illustrons l�utilisation du théorème de véri�cation 2.4.1 dans un exemple du problème

de gestion optimale du célèbre Merton.

2.4.2 Le problème gestion optimale de portefeuille

Exemple 2.4.1 Nous considérons un marché avec deux titres, un actif sans risque repré-

senté dans une banque : 8><>: dS0t = rS
0
t dt;

S00 = 0;

où r représente le taux d�intérêt et un stock risqué dont le processus de prix satisfait à

l�équation di¤érentielle stochastique :

dS1t = bS
1
t dt+ �S

1
t dWt;

les paramètres du marché b et � sont respectivement, le taux rendement moyen et la vola-

tilité, supposons que b > r > 0, et � > 0:le processus Wt est un mouvement brownien.

Un agent investit à tout moment t une proportion ut de sa richesse dans un stock de prix

S1t et (1� ut) dans une banque de prix S0 avec taux d�intérêt r; L�investisseur fait face à

la contrainte de portefeuille à tout moment t; ut est appel un portefeuille de l�investisseur

à valeurs dans U l�ensemble de tout processus progressivement mesurable.
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On considère la fortune totale xt = �0tS
0
t + �

1
tS

1
t , avec �

0
s et �

1
s représentent les avoirs

actuels dans la banque et un stock, l�équation de la richesse est donnée par :

dxt =
xtut
S1t
dS1t +

xt(1� ut)
S0t

dS0t ;

= xt (utb+ r(1� ut)) dt+ xtut�dWt;

l�équation devient :

8><>: dxt = xt (r + ut(b� r)) dt+ xtut�dWt

x0 = x
;

telle que :

TZ
0

jusj2 ds < 1 p.s, cette condition intégrabilité assure l�existence et l�unicité

d�une solution à l�EDS.

le processus de richesse doit satisfaire :

xs � 0; P-p.s 8t � s � T:

L�agent souhaite maximiser l�utilité attendue de la richesse terminale, la fonction de valeur

du problème de maximisation de l�utilité est alors dé�nie par :

v(t; x) = sup
u2U

E[g
�
xt;xT
�
=xt = x]; 8(t; x) 2 [0; T ]� R+; (2.13)

on va prendre :

g (x) =
x




; x � 0; 
 6= 0; 
 < 1:
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Dans ce cas l�équation d�HJB du problème, 2.13 est :

@w

@t
(t; x) + sup

u2U
[$utw(t; x)] = 0; (2.14)

w(T; x) = g (x) ; (2.15)

telle que :

$utw(t; x) = xt(utb+ (1� ut)r)
@w

@x
+
1

2
x2tu

2
t�
2@

2w

@x2
:

En utilisant l�analyse stochastique et dans des conditions de régularité et de croissance

quadratique sur la fonction de valeur, nous obtenons que v résout l�équation d�HJB qui

associée, pour x � 0 et t 2 [0; T ];

8>>>><>>>>:
wt + sup

u
[1
2
x2t�

2u2twxx + xt(b� r)utwx] + rxtwx = 0

w(T; x) = 1


x


w(t; 0) = 0; 8t 2 [0; T ]

:

On cherche à une solution lisse pour 2.14 de la forme :

w(t; x) =
x




f(t); avec f(T ) = 1;

où : f(t) est fonction positive.

En utilisant la forme ci-dessus dans 2.14, et après quelques opérations, on obtient que f

satisfaire l�équation du premier ordre suivant :

8><>: f 0(t) + �f(t) = 0

f(T ) = 1
; (2.16)

où :

� = sup
u

�
1

2

�2u2t (
 � 1) + 
(b� r)ut + 
r

�
:
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Par résoudre l�équation de premier ordre 2.16 on obtient :

f(t) = exp (�(T � t)) :

Donc la solution de l�équation 2.14 est donné par :

w(t; x) =
x




exp (�(T � t)) : (2.17)

c�est la solution classique et d�aprés le théorème de véri�cation qui prouve que la fonction

valeur v du problème de maximisation 2.14 est la fonction 2.17.

On résoudre sup
u2U

[$utw(t; x)] comme un problème maximum dans un ût 2 U noter par

û(t; x);

û(t; x) = �2(b� r)vx(t; x)
xt�2vxx(t; x)

;

ou autrement :

û(t; x) = �2 (b� r)
�2(1� 
) ;

où nous avons utilisé 2.17 ensuite, nous rappelons les résultats de la véri�cation classique,

qui donnent que la solution donnée dans 2.17 est en e¤et la fonction de valeur v(t; x) et

que de plus la stratégie :

û(t; x) = �2 (�� r)
�2(1� 
) ;

est la stratégie d�investissement optimal, en d�autres termes :

v(t; x) = sup
U
E[
1



~x



T = ~xt = x];

où : ~xs résout l�EDS suivante :

d~xs =

�
r +

(b� r)2
(1� 
)�2

�
~xsds +

(b� r)
�(1� 
) ~xsdWs:
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La solution de l�équation de richesse d�état optimal, pour xt = x est :

~xs = x exp

��
r +

(b� r)
(1� 
)�2 �

(b� r)2
2(1� 
)2�2

�
(s� t)� (b� r)

�(1� 
)Ws�t

�
:

La fonction de valeur v n�a souvent pas les propriétés de régularité nécessaire pour l�inter-

préter comme une solution à l�équation di¤érentielle partielle de la programmation dyna-

mique dans le sens classique.

2.4.3 Exemple de singularité

Exemple 2.4.2 Le théorème de la section précédente indiquent que la fonction valeur v

du problème du contrôle soit une solution régulière, mais en général on trouve que dans le

cas déterministe où la fonction valeur n�est même pas dérivable (v =2 C1) on va poser un

problème du contrôle dans le cas déterministe (� � 0) à horizon �ni.

On considère le système du problème suivant :

8><>: dxt = utxtdt; t 2 [s; T ]

x (s) = xs = y
;

où : ut est un contrôle prenant des valeurs dans [�1; 1] et la fonction de coût de ce pro-

blème :

J(u(:)) = xT = g(xT ):

On sait facilement que la solution de l�EDS :

~xt = xs exp

0@ tZ
s

urdr

1A = y exp

0@ tZ
s

urdr

1A :
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La fonction valeur du problème :

v (s; y) =

8><>: y exp (T � s) ; y � 0

y exp (s� T ) ; y � 0
;

qui est seulement Lipschitz et non C1([0; T ] � R), puisque vx(s; y) n�est pas continu au

(s; 0) (a un saut au (s; 0)) pour tous s � t < T ,

nous avons l�Hamiltonien du problème :

sup
u2U

G(s; y; us; p) = sup
juj�1

fusxspg = jypj :

Ainsi, l�équation d�HJB associée à ce problème est :

8><>: �vt + jxsvxj = 0; (t; x) 2 [s; T ]� R

v(T; x) = x; x 2 R
:

On trouve que cette équation n�admet aucune solution régulière dans C1([0; T ]�R); car v =2

C1.

D�où ce dernier exemple, nous devons admettre que les suppositions du théorème 2.4.1

sont trés restrictives, pour iviter la restrictiviter nous avons besoin de la notion suivante.

2.5 Théorème de véri�cation au sens de viscosité

2.5.1 Solution de viscosité

Il est bien connu que l�équation d�HJB 2.10 n�admet pas nécessairement une solution lisse

en général, qui rend l�applicabilité des théorèmes de véri�cation classique très restrictive,

ces dernières années, la notion des solutions de viscosité a été introduite par Crandall

et Lions [34] pour les équations de premier ordre, et par Lions [87] pour les équations
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Chapitre 2. Théorème de véri�cation au sens de la programation dynamique

de second ordre, ce théorème est montré pour avoir une applicabilité plus larges que le

théorème de véri�cation classique, tous les dérivés impliqués sont remplacés par la soi-

disant sur-di¤érentielle et sous-di¤érentielle, et les solutions dans le sens de la viscosité

peuvent être simplement des fonctions continues, l�existence et l�unicité des solutions de

viscosité de l�équation d�HJB peuvent être garanties sous des hypothèses très légères et

raisonnables, qui sont satisfaites dans la grande majorité des cas survenant dans des pro-

blèmes de contrôle optimaux, par exemple la fonction de valeur s�avère être la solution de

viscosité unique de l�équation de HJB 2.10.

Dé�nition 2.5.1 Soit v 2 C([0; T ]� Rn) une fonction,

1. On dit que v est une sous-solution de viscosité de 2.10�si v(T; x) � g(x); 8x 2 Rn�

et pour tout ' 2 C1;2([0; T ]�Rn), quand v � ' atteint un maximum local à (t; x) 2

[0; T ]� Rn�nous avons :

�@'
@t
(t; x) + sup

u2U
G(t; x; ut;�Dx'(t; x);�Dxx'(t; x)) � 0:

2. v est une sur-solution de viscosité de 2.10, si v(T; x) � g(x), 8x 2 Rn,

et pour tout ' 2 C1;2([0; T ]� Rn), quand v � ' atteint un minimum local à (t; x) 2

[0; T ]� Rn�nous avons :

�@'
@t
(t; x) + sup

u2U
G(t; x; ut;�Dx'(t; x);�Dxx'(t; x)) � 0:

En plus, si v 2 C([0; T ] � Rn) est à la fois une sous-solution et sur-solution de viscosité

de 2.10, donc elle appelait une solution de viscosité de 2.10.

Théorème 2.5.1 La fonction de valeur v est une solution de viscosité de l�équation d�HJB

2.10.

Preuve. Pour tout ' 2 C1;2([0; T ]�Rn), soit v�' atteint un maximum local en (t; xt) 2

[0; T ] � Rn, soit u 2 U �xé, et xt est la trajectoire de l�état avec le contrôle ut = u, puis
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Chapitre 2. Théorème de véri�cation au sens de la programation dynamique

par le principe de programmation dynamique, et la formule d�Itô, nous avons pour s > t,

avec s� t > 0 assez petit,

on a :

v(t; x) = Et;x

24 sZ
t

f(r; xt;xr ; ur)dr + v
�
s; xt;xs

�35 ;
et par la formule d�Itô entre t et s :

'(s; xt;xs )� '(t; x) =
sZ
t

(
@'

@r
+$ur')(r; xt;xr )dr +

sZ
t

Dx'(r; x
t;x
r )�

T (r; xt;xr ; ur)dWr;

alors :

0 � E
�
v(t; x)� '(t; x)� v(s; xt;xs ) + '(s; xt;xs )

�
;

0 � E

24 sZ
t

f(r; xt;xr ; ur)dr � '(t; xt) + '(s; xt;xs )

35 ;
0 � E

24 sZ
t

f(r; xt;xr ; ur)dr +

sZ
t

(
@'

@r
+$ur')(r; xt;xr )dr

35 ;
on divise par s� t et quand s� t! 0 on trouve :

0 � lim
s!t

1

s� tE

24 sZ
t

f(r; xt;xr ; ur)dr +

sZ
t

(
@'

@r
+$ur')(r; xt;xr )dr

35 ;

0 � @'

@t
(t; x) +G(t; x; ut; Dx'(t; x); Dxx'(t; x));

donc :

�@'
@t
(t; x) +G(t; x; ut;�Dx'(t; x);�Dxx'(t; x)) � 0; 8u 2 U;

alors on peut écrire :

�@'
@t
(t; x) + sup

u2U
G(t; x; ut;�Dx'(t; x);�Dxx'(t; x)) � 0; 8u 2 U:
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Chapitre 2. Théorème de véri�cation au sens de la programation dynamique

D�autre part, si v � ' atteint un minimum local en (t; x) 2 [0; T ] � Rn, alors pour tout

� > 0, et s > t avec s � t > 0 assez petit, on peut trouve un contrôle ur = u�t 2 U , telle

que :

0 � E[v(t; x)� '(t; x)� v(s; xt;xs ) + '(s; xt;xs )];

0 � ��(s� t) + E

24 sZ
t

f(r; xt;xr ; ur)dr � '(t; x) + '(s; xt;xs )

35 ;
0 � ��(s� t) + E

24 sZ
t

f(r; xt;xr ; ur)dr +

sZ
t

(
@'

@r
+$ur')(r; xt;xr )dr

35 ;
divisant par (s� t), et quand s� t! 0 nous obtenons :

� � 1

s� tE

24 sZ
t

� @'
@r
(r; xt;xr ) +G(r; x

t;x
r ; ur;�Dx'(r; x

t;x
r );�Dxx'(r; x

t;x
r ))dr

35 ;

0 � lim
s!t

1

s� tE

24 sZ
t

� @'
@r
(r; xt;xr ) + sup

u2U
G(r; xt;xr ; ur;�Dx'(r; x

t;x
r );�Dxx'(r; x

t;x
r ))dr

35 ;
�@'
@t
(t; x) + sup

u2U
G(t; x; ut;�Dx'(t; x);�Dxx'(t; x)) � 0;

donc on a :

�@'
@t
(t; x) + sup

u2U
G(t; x; ut;�Dx'(t; x);�Dxx'(t; x)) = 0:

Nous concluons que v est une solution de viscosité de l�équation d�HJB 2.10.

Le théorème suivant est consacré à une preuve d�unicité de la solution de viscosité à

l�équation d�HJB.

Dé�nition 2.5.2 Soit v 2 C([0; T ]� Rn), on dé�nit la sur-di¤érentielle (respectivement

sous-di¤érentielle) du second ordre de la fonction v au point (t; x) telle que (t; x) 2 [0; T ]�

32



Chapitre 2. Théorème de véri�cation au sens de la programation dynamique

Rn; on le note par D1;2;+
t;x v(t; x) (respectivement D1;2;�

t;x v(t; x)) est un ensemble dé�ni par :

D1;2;+
t;x v(t; x) =

(
(p; q;Q) 2 R� Rn � Rn�n= lim

y!x;s!t
sup
s2[0;T ]

I(s; y)

js� tj+ jy � xj2
� 0

)
;

respectivement :

D1;2;�
t;x v(t; x) =

�
(p; q;Q) 2 R� Rn � Rn�n= lim

y!x;s!t
inf

s2[0;T ]

I(s; y)

js� tj+ jy � xj2
� 0

�
;

où :

I(s; y) = v(s; y)� v(t; x)� q(s� t)� hp; y � xi � 1
2
(y � x)Tp(y � x);

et :

p =
@v

@t
(t; x); q = Dxv(t; x); Q = Dxxv(t; x):

Théorème 2.5.2 (le théorème d�unicité) Une fonction v 2 C([0; T ] � Rn) est appelé

une solution de viscosité de l�équation d�HJB si :

�p+ sup
u2U

G(t; x; ut;�q;�Q) � 0;8(p; q;Q) 2 D1;2;+
t;x v(t; x); 8(t; x) 2 [0; T ]� Rn;

�p+ sup
u2U

G(t; x; ut;�q;�Q) � 0;8(p; q;Q) 2 D1;2;�
t;x v(t; x); 8(t; x) 2 [0; T ]� Rn;

v(T; x) � g(x); 8x 2 Rn:

Proposition 2.5.1 Soit w 2 C1;2 ([0; T ]� Rn), alors w est une solution de viscosité de

2.10 si et seulement si w est une solution classique de 2.10.

Preuve. Voir [6] page 196:

Théorème 2.5.3 Soit v; w 2 C1;2b ([0; T ]� Rn) nous supposons que v est une sur-solution

de 2.10, et w est une sous-solution de 2.10, avec ces conditions terminales qui atteint

w(T; x) � v(T; x) pour tout x 2 Rn; alors w(t; x) � v(t; x); 8(t; x) 2 [0; T ]� Rn:

Preuve. Voir [5] page 76:
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Chapitre 2. Théorème de véri�cation au sens de la programation dynamique

Corollaire 2.5.1 Soit v 2 C([0; T ] � Rn) une solution de viscosité de l�équation d�HJB

2.10 alors pour tout (t; x) 2 [0; T ]� Rn on a :

inf
(p;q;Q;u)2D1;2;+

t;x v(t;x)�U
[p+G(t; x; ut; q; Q)] � 0:

Preuve. Voir [6] page 275:

Lemme 2.5.1 Soit g 2 C ([0; T ]), supposons qu�il existe � 2 L1 ([0; T ]) de telle sorte que

h > 0 su¢ samment petit :

g(t+ h)� g(t)
h

� �(t); 8t 2 [0; T ] ; (2.18)

alors :

g(t)� g(0) �
Z t

0

lim sup
h!0+

g(r + h)� g(r)
h

dr; 8t 2 [0; T ] : (2.19)

Preuve. Nous pouvons appliquer le lemme de Fatou sur 2.18 pour obtenir :

tZ
0

lim sup
h!0+

g(r + h)� g(r)
h

dr � lim sup
h!0+

tZ
0

g(r + h)� g(r)
h

dr;

= lim sup
h!0+

t+hZ
0+h

g(r)dr �
tZ
0

g(r)dr

h
;

= lim sup
h!0+

t+hZ
t

g(r)dr �
0+hZ
0

g(r)dr

h
;

= g (t)� g (0) :

où :
Z a+b

a

g(r)dr = g (a) :

Cela prouve 2.19 pour tout t 2 [0; T ], et le cas quand t = T est obtenu par la continuité

de g:
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Chapitre 2. Théorème de véri�cation au sens de la programation dynamique

Lemme 2.5.2 1. Il existe une constante C � 0; telle que pour tout t; s 2 [0; T ] et x;

y 2 Rn la fonction valeur v satisfait :

jv(t; x)� v(s; y)j � C
�
jt� sj

1
2 + jx� yj

�
;

2. Il existe une constante C � 0; telle que pour tout t 2 [0; T ]; s 2 [t; T ]; x 2 Rn; u 2 U

:

E
���xt;xs � x

��2� � C js� tj ;8s � t;
Preuve. Voir [6] page 178; 186:

2.5.2 Théorème de véri�cation au sens de viscosité

Théorème 2.5.4 Soit w 2 C([0; T ] � Rn) une solution de viscosité de l�équation d�HJB

alors :

1. w(s; y) � J(s; y; u) pour tout (s; y) 2 [0; T ]� Rn et pour u 2 U .

2. Soit (~xt; ût) est un couple admissible donné pour le problème 2.1 et 2.4 supposons

qu�il existe
�
p̂; q̂; Q̂

�
2 L2F ([s; T ] ;R)�L2F ([s; T ] ;Rn)�L2F

�
[s; T ] ;Rn�d

�
; pour tout

t 2 [s; T ], �
p̂ (t) ; q̂ (t) ; Q̂ (t)

�
2 D1;2;+

t;x w(t; ~xt); P-p.s; (2.20)

telle que :

� p̂(t) +G
�
t; ~x(t); û(t);�q̂(t);�Q̂(t)

�
= 0; P-p.s; (2.21)

Alors (~xt; ût) est un couple optimal pour le problème 2.1 et 2.4.

Preuve. Partie (1) est évident et d�après l�unicité de la solution de viscosité on a : w = v:

Nous montrons seulement la partie (2) du théorème, �xons '(t; ~xt; ût) = '̂(t), pour '̂ = b;

�; f etc, pour simpli�er la notation, pour t 2 [0; T ] �xé telle que 2.20 et 2.21 sont véri�ées,

on choisit une fonction de test � 2 C([0; T ] � Rn) \ C1;2([0; T ] � R) déterminée par�
p̂ (t) ; q̂ (t) ; Q̂ (t)

�
2 D1;2;+

t;x w(t; ~xt) et lemme 2.5.2 ;
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Chapitre 2. Théorème de véri�cation au sens de la programation dynamique

On applique la formule d�Itô pour la fonction �, on trouve que pour chaque h > 0,

w(t+ h; ~xt;xt+h)� w(t; ~x
t;x
t ) � �(t+ h; ~xt;xt+h)� �(t; ~x

t;x
t );

où :

�(t+ h; ~xt;xt+h)� �(t; ~x
t;x
t ) =

Z t+h

t

�t(r; ~x
t;x
r )dr +

Z t+h

t

Dx�(r; ~x
t;x
r )b̂ (r)+ (2.22)

1

2
tr
�
�̂T (r)Dxx�(r; ~x

t;x
r )�̂ (r)

�
dr+ (2.23)Z t+h

t

Dx�(r; ~x
t;x
r )�̂

T (r; ~xt;xr ; ur)dWr: (2.24)

Prenant l�espérence :

E
�
�(t+ h; ~xt;xt+h)� �(t; ~x

t;x
t )
�
= E

�Z t+h

t

�t(r; ~x
t;x
r )dr +

Z t+h

t

Dx�(r; ~x
t;x
r )b̂ (r)

�
+ (2.25)

E

�
1

2
tr
�
�̂T (r)Dxx�(r; ~x

t;x
r )�̂ (r)

�
dr

�
; (2.26)

Il est bien connu par la propriété martingale des intégrales stochastiques qu�il ya une

constante C, indépendante de t, telle que :

E
���~xt;xr � ~xt;xt

��2� � C jr � tj ; 8r � t; (2.27)

par conséquent, d�après lemme 2.5.2, nous avons :

sup
s�r�T

���t(r; ~xt;xr )��2 � C2 sup
s�r�T

E

"
1 +

��~xt;xr � ~xt;xt
��2

r � t

#
� C;

alors :

sup
s�r�T

E
���t(r; ~xt;xr )�� � pC:
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Chapitre 2. Théorème de véri�cation au sens de la programation dynamique

De plus, par lemme 2.5.2, et les conditions 2.2 et 2.3, on peut montrer que :

sup
s�r�T

E

�����x(r; ~xt;xr )b̂ (r) + 12tr ��̂T (r)�xx(r; ~xt;xr )�̂ (r)�
���� � hC;

donc :
E[w(t+ h; ~xt;xt+h)� w(t; ~x

t;x
t )]

h
� C: (2.28)

Maintenant, nous calculons, pour tout N > 0 �xé :

1

h

Z t+h

t

E[�t
�
r; ~xt;xr

�
� p̂(t)]dr = 1

h

Z t+h

t

E

��
�t
�
r; ~xt;xr

�
� p̂(t)

�
1j~xt;xr �~xt;xt j>N jr�tj 12

�
dr

+
1

h

Z t+h

t

E

��
�t
�
r; ~xt;xr

�
� p̂(t)

�
1j~xt;xr �~xt;xt j�N jr�tj 12

�
dr;

= I1(N; h) + I2(N; h);

D�après l�inégalité d�hölder, et 2.27 on obtient :

I1(N; h) �
1

h

Z t+h

t

E
h�
�t
�
r; ~xt;xr

�
� p̂(t)

�2i 12 h
P
���~xt;xr � ~xt;xt

�� > N jr � tj 12�i 12 dr;
� C

N
! 0; uniformément dans h > 0 comme N !1;

D�autre part, pour N > 0 �xé, nous appliquons lemme 2.5.1 pour obtenir :

lim
h!0+

sup
t�r�t+h

��
�t
�
r; ~xt;xt

�
� p̂(t)

�
1
j~xr�~xtj�N jr�tj

1
2

�
h

! 0 si h! 0+; P-p.s:

ainsi, nous concluons par le théorème de convergence dominée que :

lim
h!0+

I2(N; h)! 0; si h! 0+; pour chaque N �xé.
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Chapitre 2. Théorème de véri�cation au sens de la programation dynamique

Par conséquent, nous avons prouvé que :

lim
h!0+

1

h

Z t+h

t

E
�
�t
�
r; ~xt;xt

��
dr ! E [p̂(t)] :

De même méthode, nous pouvons montrer facilement que :

lim
h!0+

1

h

Z t+h

t

E
h
�x
�
r; ~xt;xt

�
b̂(t)

i
dr = E

h
�x
�
t; ~xt;xt

�
b̂(t)

i
= E

h
q̂(t)b̂(t)

i
:

Et que :

lim
h!0+

1

h

Z t+h

t

E

�
1

2
tr
�
�̂T (r)�xx(r; ~x

t;x
t )�̂ (r)

��
dr = E

�
1

2
tr
�
�̂T (t)�xx(t; ~x

t;x
t )�̂ (t)

��
;

= E

�
1

2
tr
h
�̂T (t) Q̂(t)�̂ (t)

i�
:

Et par conséquent :

lim sup
h!0+

E[w(t+ h; ~xt;xt+h)� w(t; ~x
t;x
t )]

h
� E

�
p̂(t) + q̂(t)b̂(t) +

1

2
tr
h
�̂T (t) Q̂(t)�̂ (t)

i�
;

= �E['̂(t)]:

Pour ' = f et la dernière égalité est due à 2.22, notant et appliquant lemme 2.5.1 à la

fonction g(~xt) = E[w(t; ~xt)] pour tout t 2 [s; T ], nous arrivons à :

E
�
w(T; ~xt;xT )� w(s; ~xt;xs )

�
� �

TZ
s

E ('̂(t)) dt;

E
�
w(T; ~xt;xT )

�
+

TZ
s

E ('̂(t)) dt � w(s; ~xt;xs ):
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Chapitre 2. Théorème de véri�cation au sens de la programation dynamique

Ce qui conduit à w(s; y) � J(s; y; û), donc d�après partie (1) il en résulte que (~xt; ût) est

une couple optimale pour 2.1 et 2.4.

Donc on sait que le théorème 2.5.4 est plus forte que le théorème 2.4.1 pour la véri�cation

d�optimalité.

Remarque 2.5.1 Compte tenu du corollaire 2.5.1, il implique que si ût contrôle feedback

admissible et p̂(t); q̂(t); et Q̂(t) sont des fonctions mesurables sur D1;2;+
t;x v(t; x̂t) � U pour

tout (t; x), et :

min
(p;q;Q;u)2D1;2;+

t;x v(t;x)�U
fp(t)�G (t; x̂t; ut; q(t; x); Q(t; x))g = p̂(t)�G

�
t; x̂t; ût;�q̂(t; x);�Q̂(t; x)

�
= 0;

alors pour tout (t; x) 2 [0; T ]� Rn; alors ût est un contrôle optimal.

Remarque 2.5.2 La condition implique que :

min
(p;q;Q;u)2D1;2;+

t;x v(t;x)�U
G
�
t; x̂t; ut; q̂(t; x); Q̂(t; x)

�
= G

�
t; x̂t; ût; q̂(t; x); Q̂(t; x)

�
;

Il montre également que 2.21 équivalente à :

p̂(t) � G
�
t; x̂t; ût;�q̂(t; x);�Q̂(t; x)

�
:

Ceci facilement vu en rappelant le fait que v est la solution de viscosité de 2.10, donc nous

pouvons obtenir un contrôle optimal feedback en minimisant p(t) � G (t; x̂t; ut; q(t); Q(t))

sur (p; q;Q; u) 2 D1;2;+
t;x v(t; x)� U pour tout (t; x) :

min
(p;q;Q;u)2D1;2;+

t;x v(t;x)�U
fp(t)�G (t; x̂t; ut; q(t); Q(t))g = 0:
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Conclusion

Dans le cadre de la programmation dynamique, la technique de véri�cation joue un rôle

important dans le test d�optimalité pour un contrôle donné et dans la construction du

contrôle optimal feedback, en prenant la minimisation de l�hamiltonien du Problème de

contrôle, toutefois le théorème de véri�cation classique existant est très restrictif et im-

plique que l�équation de programmation dynamique qui associée à ce problème a une

solution régulière.

Ainsi dans les pages suivantes, le théorème de véri�cation dans le sens de la viscosité est

présenté pour avoir une applicabilité plus large que le théorème de véri�cation classique,

et pour obtenir une solution de viscosité unique et continue pour l�équation d�HJB, qui est

la fonction de valeur v, en pratique on applique le théorème de véri�cation avec prenons

une fonction de véri�cation w pour être la fonction valeur v; puis nous pouvons de tester

l�optimalité du contrôle donné.
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Annexe B : Abréviations et

Notations

Les di¤érentes abréVariations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont ex-

pliquées ci-dessous.

(
;F ; P ) Espace de probabilité.

(
;F ; (Ft)t�0; P ) Espace de probabilité �ltré.

Wt Mouvement brownien.

EDS Equation di¤érentielle stochastique.

EDP Equation di¤érentielle partielle.

U Ensemble des processus de contrôle admissible.

ut Contrôle admissible.

ût contrôle optimale.

J(t; x; u) la fonction de coût.

v(t; x) La fonction de valeur.

HJB L0équation d0Hamilton Jacobi Bellman.

G (t; x; u;Dxv(t; x); Dxxv(t; x)) L0Hamiltonien du problème de contrôle.

$u L0opérateur linéaire de 2�eme associés au processus contrôlés u:
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Annexe B : Abréviations et Notations

Dxv Le gradiant de la fonction valeur par rapport à la variable x:

D2
xv La hesienne de la fonction valeur par rapport à la variable x:

L2F ([0; T ] ;R) L0ensemble des processus mesurable, Ft-adapté et carré intégrable.

P-p.s Presque sûrement pour la mesure de probabilité P.
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