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Introduction

Le théoréme de vérification en controle optimal stochastique est basé de vérifier
les conditions suffisantes coincide avec la fonction de valeur, et de choisir une
fonction de vérification (test) w puis on pose des conditions pour que le controle devient
un controle optimal ou bien non, cette vérification permet de résoudre le probléme original

d’Hamilton Jacobi Bellman :

ov

—a(t,x) — G(t,x,uy, Dyo(t,x), Dygv(t,x)) =0, V(t,z) € [0,T] x R",

et déterminer la fonction de valeur :

v(t,z) = in[fj J(t,z,u), V(t,z) € [0,T] x R",

ue

avec une condition terminale :
(T, x) = g(x), Vo € R",

puis nous obtenons le contrdle optimal markovien s = a(s, z%%), t < s < T.

Mon travail se compose de deux chapitres :

Dans le premier chapitre on va faire une rappelle sur le calcul stochastique, et souligne sur
des définitions qu’on l'utilise dans le chapitre suivant.

Dans le deuxiéme chapitre on va étudier le théoréme de vérification au sens de la program-
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mation dynamique, I’équation de programmation dynamique conduit a une équation aux
dérivées partielles (non linéaires) appelé équation d’Hamilton Jacobi Bellman de premier
ordre dans le cas déterministe ou de deuxiéme ordre dans le cas stochastique, générale-
ment 1’équation aux dérivées partielles n’est pas facile & résoudre, il donne une solution
réguliére, on va donner un exemple de singularité dans le cas déterministe ot la fonction
de valeur n’est méme pas dérivable, donc il suffit de supposer que la solution soit de classe
C12, alors dans ce cas la solution sera au sens de la viscosité, dans ce sens I’existence et la
continuité de la solution est garantie, le but de ce chapitre est de caractériser la fonction
de valeur comme une solution de viscosité de I’équation d’Hamilton Jacobi Bellman et de

déterminer sa condition terminale.



Chapitre 1

Rappel sur le calcul stochastique

1.1 Généralités sur les processus stochastiques

Le but de ce chapitre est de donner des définitions de base et des résultats principaux

pour l'utiliser aux prochains chapitres.

Définition 1.1.1 Une filtration est une famille croissante de sous tribus de F, c’est-a-dire
Fi CFs CF pour0<t<s.

On dit qu’une filtration {F;}i>o est continue a droite si : Fy = Fy+, Vit telle que : Fir =

N Fs.

s>t

Et continue a gauche si : Fy = Fy—, Vt telle que : Fyo- = o ( Ut}"5> .
s<

On dit qu’elle vérifie les conditions habituelles si elle est continue & droite et si Focontient

tous les ensembles P-négligeables de F.

Définition 1.1.2 Soit (2, F, P) un espace de probabilité, et (E,F) un espace mesurable
appelé ’espace des états, et T un ensemble des temps, on appelle processus stochastique

indexé par T une famille de variables aléatoires (Xi)ier sur (2, F,P) a valeurs dans

(E,F), généralement (E,F) = (R? x 8 (R?)), T =R* ouT = [0,a] pour les processus a
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temps continu.
X : (R x Q) —» R4

Y

(t,w) = Xy(w)

La fonction t — X;(w) pour ¢ fixé X;(w) états de systéme v.a associée a t, et pour w fixé
appelé la trajectoire de (X;);er associée a w.

Un processus est continu si les trajectoires ¢ — X;(w) sont continues pour presque tout w.
Un processus est dit cadlag (continue & droite, pourvu de limite & gauche) si ses trajectoires

sont continues & droite, pourvues de limites & gauche ; Méme définition pour caglad.

Notation 1.1.1 X un processus stochastique cadlag (resp caglad) pour t > 0, X; = Xy-,

telle que : X;- = lim X,.

s—t s<t

(resp : Vt : Xy = X+, telle que : X+ = lim X).

s—=t s>t

Remarque 1.1.1 Un processus stochastique X = (X;)ier on associe sa filtration naturelle

FX, c’est-a-dire la famille croissante de tribus FX = o {X,,s < t}.

Définition 1.1.3 (mesurabilité) Un processus stochastique X,

X (Rt x Q,8(RY) ® F) — (R, 8 (RY))
, est mesurable,
(t,w) — Xi(w)

C’est-a-dire : si pour tout A € 8 (R?) , I'ensemble {(t,w) : X;(w) € A} = X' (A) ,appartient
a la tribu g (R*) ® F.

Définition 1.1.4 Un processus X est adapté par rapport & la filtration {Fi}i>o si, pour

tout t, X; est Fi-mesurable.

Il est inutile de dire qu’un processus est toujours adapté par rapport & sa filtration natu-

relle.
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Définition 1.1.5 Soient X et Y deux processus X est une modification (ou une version)

de'Y si, pour tout t > 0, les v.a X; et'Y; sont égales P-p.s :

Vt>0,P(X,=Y,) =1.

X et Y sont indistinguables si, P-p.s les trajectoires de X et de Y sont les mémes c’est-a-
dire :

P(X, =Y, Vt>0)=1.

Remarque 1.1.2 La notion d’indistinguabilité est plus forte que la notion de modifica-

tion.

Définition 1.1.6 Un processus X est progressivement mesurable par rapport & {F;}i>o Si

pour tout t > 0, Uapplication :

X ([0,8] x Q,8([0,8)) ® F) — (R%, 3 (R?))
, est mesurable.
(t,w) — Xi(w)
Proposition 1.1.1 Si (X;),.est un processus stochastique est adapté a la filtration {F; }i>o

et si les trajectoires sont continues & droite (ou continues & gauche) alors X est progres-

stvement mesurable.

Proposition 1.1.2 Si X un processus adapté a la filtration {Fi}i>0 alors il posséde une

modification progressivement mesurable.

Définition 1.1.7 Soit (Q,F, (Fi)i>0, P) un espace de probabilité filtré, T une variable

aléatoire Fi-mesurable & valeurs dans Ry, T est un {Fiti>o-temps d’arrét si :

Vi>0, {T<t}eF.

Proposition 1.1.3 Soit X un processus progressivement mesurable et'I' un temps d’arrét
alors le processus Xt est Fr-mesurable et le processus arrété { Xoppy, t > 0} est progressi-

vement mesurable.
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Définition 1.1.8 (Q, F, (Fi)i>0, P) un espace de probabilité filtré et X un processus a
valeurs réelles Fy-mesurable avec Vt > 0, X, € L' on dit que :

X est une{F;}i>o-martingale si : pour 0 < s < t, BE(X|Fs) = X;.

Xy est une{F;}i>o-sous-martingale si : pour 0 < s < t, E(Xy|Fs) > X;.

X est une{F;}i>o-sur-martingale si : pour 0 < s < t, E(X{|Fs) < X;.

Théoréme 1.1.1 (Théoréme d’arrét) Si X est une martingale et si 7 et o sont deux
temps d’arrét bornés telle que : 0 < T.

alors :

E(X;|F,) =X, P-p.s.

Théoréme 1.1.2 (Inégalités maximales) Soit X une (F;)i>o-martingale et si les tra-

jectoires de (Mr) sont continues a droite, alors pour tout ¢ >0 :

1
P(sup |X,] > ¢) < =~ sup E[|X,]].

s€[0,] C seo,t]

Définition 1.1.9 On appelle mouvement brownien standard un processus stochastique

(Wi)i>o0 @ valeurs réelles telle que :
1. Wy =0 P-p.s;

2. pour 0 < s < t, Wy, — W, les accroissements sont des v.a indépendantes de la tribu

o{Wu,u <t} et de loi gaussienne centrée de variance t — s ;

3. le processus (Wy)i>0 admet des trajectoires continues; pour tout t > 0, la variable

aléatoire Wy suit la lot gaussienne centrée de variance t donc de densité :

1
\ 27t

exp{—2"/(2t)}.

Remarque 1.1.3 Le mouvement brownien standard un processus stochastique (Wy);>o est

une martingale par rapport & sa filtration naturelle F/V = o (W,, 0 < s <t).
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Lemme 1.1.1 Soit (W;)i>0 un mouvement brownien, les processus suivants sont des mar-

tingales par rapport a FV

]_. Xt - WE —t7

2. Y, = exp(W; — &).

Théoréme 1.1.3 (théoréme de représentation des martingales) Soit (W;)o<i<r un

M.B et sa filtration naturelle (Fy)o<i<r, soit M une martingale continue de carré intégrable
T

par rapport & (Fy)o<i<t, alors il existe un processus adapté H telle que : E /Hgds < 00,
0

et, Vt € [0,T7],

T
M, = My + /Hdes, P-p.s.
0

1.2 L’espérence conditionnelle

Définition 1.2.1 Soient H une sous-tribu de F et deux variables aléatoires X, Y €

LY (Q, F, P) on a quelques propriétés de l’espérence conditionnelle :

1. La linéarité : Va,n e Ret si X, Y € L' (Q, F, P),
E(aX +nY/H)=aF(X/H)+nE(Y/H),
2. La monotonité : si X, Y € L' (Q, F, P),
X>Y = E(X/H)> E(V/H),

3. Si X est H-mesurable alors :

E(X/H) =X,
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4. Soit X,Y deux variables aléatoires, si Y est H -mesurable alors :
E(XY/H)=YE(X/H),
5. Si X est indépendant & la tribu H alors :
E(X/H) = B(X),
6. Hy C Hy C F alors :
E(E(X/Hy) /Hy) = E(E(X/H,) /Hy) = E(X/Hy).

Théoréme 1.2.1 (Inégalité de Hoélder) Soit X, Y deux variables aléatoires dans R
telle que :

E(|X") < oo et E(|Y]") < 00 pour p,q >0 et%+%:1 on a:
1 1
E(IXY]) < E(|X[)» E([Y])" .

Théoréme 1.2.2 (théoréme de la convergence dominée de lebesgue) Soit une suite

de variables aléatoires (X;)i>o a valeur dans R telle que si on a :
1. X,, = X, P.s,
2. Junev.aY tg:V¥neN, | X|<|Y],

Alors :
lim E(X,)= E( lim Xn> =FE(X).

n—-+o0o n—-+o00
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1.3 Intégrale stochastique d’Ito

Définition 1.3.1 Soit (2, F, (Fi)i>0, P) un espace de probabilité, et (Wi)i>o un mouve-

ment brownien, Fy = o (W, s < t) on définit l'intégrale stochastique par la forme suivante :

t

/ 0,dW,,

0

avec : O un processus stochastique.

1l posséde quelques propriétés, on note A [’ensemble des processus 0 adapté caglad telle

que :
t

E /|93]2ds < 00, Vt,
0

1. La linéarité : Ya,b € R", et 0',0% € A,

t t t
/af)g + bO2dW, = a/egdws + b/egdWS,

0 0 0

t

2. Le processus M; = /Hdes est une martingale 0 € A, et E[M,;] =0,

0

on a ausst :
t

E[M}]=FE /03(13

0
Définition 1.3.2 (Processus d'Itd) Soit (Q, F, (Fi)i0, P) un espace de probabilité fil-
tré et (Wy)e>o un M.B réel, un processus d’Ité réel est un processus stochastique x & valeurs

dans R, continu adapté de la forme :

t t
Ty = Tog + /bsds + /UdeS,
0 0

ou : xg est un v.a Fo—mesurable coefficient, b et o sont deux processus progressivement
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mesurable réel et adapté vérifiant les conditions suivantes :

t t
/|b5| ds < oo, P-p.s et / |os||? ds < oo, P-p.s.
0 0

le coefficient b est le drift, o est le coefficient de diffusion.

Définition 1.3.3 (formule d/It6) Soit : f: [0,T] x R — R de classe C12([0,T] x R),

a dérivées bornées, on a :

t t t
1
f(t,z) = £(0,z0) +/fx(s,xs)da:s + /fs(s,xs)ds—i— é/fm(s,xs)azds.
0 0 0
Définition 1.3.4 (Formule d’intégration par parties) Soit W un M.B réels standard,

sotent X et'Y deux processus d’Ito :
dl’ (t) = btdt —+ Utth, xr (0) = 29

Y

dy (t) = aydt + v dW,, y (0) = yo

alors :

Aley] (1) = o (£) dy (6) +y () dz (1) + o (£) 7 (1) .

Cette formule est connue sous le nom d’intégration par parties, telle que la quantité

o (t)7 (t) correspond au crochet de x, y on la note (x,y) .

1.4 Equation différentielle stochastique(EDS)

Définition 1.4.1 Une équation différentielle stochastique est une équation de la forme

intégrale :
t t

T =1+ /b(s,xs)ds + /a(s,xs)dWs, (1.1)

0 0

10
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ou sous la forme différentielle :

d.ﬁl}'t = b(t, xt)ds + U(t, 3315)th

To =T

telle que : b : [0,T] x R® — R" et o : [0,T] x R* — R™? qui sont mesurables, et on

cherche a résoudre cette équation.
Théoréme 1.4.1 (existence et unicité) Soient b et o deux fonctions boréliennes, on
suppose qu’il existe une constante C' telle que, pour tout t € [0,T], x,y € R™,

1. Condition de Lipschitz en espace, uniforme en temps :
b(t, ) = 0(t,y)| + [lo(t, ) —o(t,y)|| < Kz —yl,

2. Croissance linéaire :

[bt, )| + llo(t, 2)|| < K (1 + |z]),

3. E[|Z°] < oo.

Alors ’EDS posséde une unique solution (xt)te[O’T], la solution vérifie :

E [ sup |x8|2] < 00, et appartient a :

0<s<T
o1, 0 <t <T, processus stochastique réel mesurable, F;-adapté tel que :

SZ(0,T) = A
E[ [ ¢2ds] < oo,
/

Proposition 1.4.1 Sous le théoréme d’existence et unicité, soit (z%*, s > t) une solution
de [’équation de condition initiale xq, alors (x%*) s > t) est un processus de Markov

par rapport & la filtration (Ft)te[O,T] :
E(f(zs)/ﬂ) =F (f(xs)/xt) = QS(S?tazt)a

11



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

ol !
¢(s,t,x0) = B (f(257))

0,z

telle que : x9% = 2" 0<t<s.

12



Chapitre 2

Théoréme de vérification au sens de

la programmation dynamique

L’étape principale dans la programmation dynamique est de recherche une solution ré-
guliere (classique) de I’équation d’Hamilton Jacobi Bellman, cette recherche conduite de
vérifier les conditions suffisantes coincide avec la fonction valeur ce résultat appelé théo-
réme de vérification, qui permet de résoudre le probléme original d’HJB et déterminer la

fonction valeur puis nous obtenons le contréle optimal markovien associé a ce probléme.

2.1 Formulation du probléme

Soit (€2, F, P) un espace de probabilité filtrée avec une filtration (F;):>o satisfait les condi-
tions usuelles, soit (1W;);>o un mouvement Brownien dans R? définie sur (, F, (F),5, P),
on note U le sous-ensemble de tous les processus {u;}+>o progressivement mesurable a va-
leurs dans U C R"”, les éléments de U sont appelés processus de controle admissible.

Nous considérons 1’équation différentielle stochastique, pour chaque processus de controle

Ut.

13
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dxt = b(t, T, Ut)dt + U(t, T, Ut)th, YVt € [O, T] (2 1)

To =2

ou:b:[0,T|xR*"xU — R", ¢ :[0,7] x R* x U — R™ sont deux fonctions qui

satisfont, pour une constante M > 0,
[b(t, 2, u) = b(t, y,u)| + o(t, z,u) — o(t,ye,u)] < M|z -y, (2.2)

b(t, z,u)| + |o(t,z,u)| < M1+ |z|), (2.3)

Sous les deux conditions [2.2) et [2.3] cette équation [2.1) admet une solution unique pour une
condition initiale donnée x.

On définit la fonction de cott : J: [0,T] x R* x U — R,

T
J(t,z,u) = B /f(s,xs,us)dr +g(zr) |, (2.4)

t
ou :
E* est Iopérateur d’espérance conditionnelle sachant z; = x, et f : [0, T| X R"x U — R;
g : R" — R sont des fonctions mesurables.

On suppose que :

[tz u)] + [g(z)] < ML+ |2f), (2.5)

pour une constant M, la condition de croissance quadratique [2.5] implique que J est bien
définie.
Le but de cette section est d’étudier la minimisation (ou bien maximiser) de la fonction

de cott par rapport aux contrdle, on introduit la fonction valeur v(¢, ) du probléme

et (calculer v(t, x)),

v(t,x) = ing J(t,z,u), V(t,z) € [0,T] x R", (2.6)

ue

14
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avec

(T, z) = g(x), € R™.

ou: f, b, 0 et g sont des fonctions uniformément continues,

On dit que @ € U est un controle optimal si :

T
o(t,z) = J(t,0,0) = / F(s,0,1)ds + glor)

Si le processus u peut s'exprimer comme fonction mesurable du temps et 1’état du systéme,

s = (s, 2%%),t < s < T, on dit que @, est un controdle optimal feedback markovien pour

2.0l

2.2 Principe de la programmation dynamique

La programmation dynamique appelée aussi principe de Bellman est un principe fonda-
mentale dans la théorie du controle stochastique, nous donnons une version de principe
du Bellman stochastique d’optimalité, I'idée est de montrer que la fonction valeur est une
solution d’une équation aux dérivées partielles non linéaire, ensuite trouver le controle

optimal, cette méthode n’est pas valable si le systéme non markovien.

Théoréme 2.2.1 Soit (t,x) € [0,T] x R™ donné, et pour tout h € [0,T —t], on a :

t+h
: x T t,x
v(t,x) = ig(fj Eb /f(s,xi cug)ds + v (t+ h,xyly) | (2.7)
t
on peut l’écrire :
t+h
v(t,z) < E /f(s,xi’x, us)ds + v (t + h,xifh) : (2.8)
t

15
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Et l’égalité tient si le controle est optimal ugs = Us.

v(t,z) =F /f(s,x?m,ﬁs)ds +v(t+h, xifh) ,

t

Preuve. Voir [5] page 43. m

2.3 L’équation d’Hamilton Jacobi Bellman

L’équation d’Hamilton Jacobi Bellman est la version infinitésimale du principe de program-
mation dynamique, le principe connecte au probleme du controle avec une EDP appelé
équation d’HJB, on peut l'utiliser pour prouver le théoréme de vérification, on obtient les
conditions d’optimalité, construite feedback d’optimalité, nous dérivons 1’équation d’HJB
en suppose que la fonction valeur v suffisamment est réguliére.

Cela permet d’écrire pour tout v € U :

ov
7 3 Ut <
5 (t, ) 51615 (£ (t, ) + f(t, z,u:)] <O,

et quand le controle 4 est optimal on a :

1) — £t 2) ~ f(0,2, ) =0,
donc on peut I’écrire :
ov ,
— E(t,x} — 1rellf] (£ (t,x) + f(t,x,u)] =0, V(¢t,x) € [0,T] x R, (2.9)

ou : £" est 'opérateur linéaire de deuxiéme ordre associé au processus controlé z;, t > 0,

et définie comme suit :

1
L%p(t,x) = b (t, 24, u;) Dpp(t, ) + §T7“ [a(t, Ty, g )0 (L, 2y, uy) Dopp(t, :17)} ,

16



Chapitre 2. Théoreme de vérification au sens de la programation dynamique

ot : D,, D? sont le gradiant et et I'opérateur de hesienne par rapport & la variable z,

Il nous donne une équation aux dérivées partielles (EDP) sous la forme :

ov
E(

t,x) — G(t, z,us, Dyv(t, x), Dypv(t,x)) =0, V(t,x) € [0,T] x R", (2.10)

ou:G:[0,7] x R" x R x R" x S, — R, appelé ’'Hamiltonien du probléme de controle
considéré (S, est 'ensemble des matrices n X n symétriques), et f(.,.,u) une fonction

continue au (¢, z) pour tous les u € R™ fixes, définie par :
1
G(t7 T, Ut, d, Q) = bT(tJ Tt, ut)q + §TT [U<t7 T, ut)O-T(t7 Ty, ut)Q] + f(ta T, ut)a

L’équation [2.10] est appelé équation de la programmation dynamique ou I’équation d’Ha-
milton Jacobi Bellman est une équation aux dérivées partielles avec une condition termi-
nale :

(T, z) = g(z), x € R",
qui résulte immédiatement de la définition

Remarque 2.3.1 Lorsque l’ensemble des controles est un singleton {ug}, c¢’est-a-dire les
coefficients du probléme ne dépend pas d’un controle ’EDP du principe devient un probleme

d’EDP de Cauchy.

_%@,JJ) — £“0U(t,l’) = f(t,l’7U0), V(t)x) c {O,T] % Rn7 (211)

(T, x) = g(x), Vo € R",
Proposition 2.3.1 On suppose que la fonction valeur v € C*2?([0,T] x R"), alors v
satisfait l’équation d’HJB :

_%(t,x) — G(t,z,us, Dyu(t, @), Dy (t, ) =0, ¥(t,z) € [0,T] x R,
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Preuve.
1. On applique la formule d’It6 a v(t, z) entre t et s, pour (t,z) € [0,7] x R™ :
N t,x
ou:z,” =u,

v(s,2"") = v(t,z) + /(gr L) (r, 2b")dr + /D v(r ol (r, 5" u,)dW,,
en prenant l’espérance :
t,x S 81} u
Ev(s,zt") —v(t,z)] = E 5(7“:1: 2+ LY%0(r, 2 + f(r, bt ue) — fr 2" u)dr

t

S

=F /8” (T l’t x) + G(T iL'tx umev(Tv xiyx)szxU(Ta x;‘;’x)) f(?", 37,,, 7u7’)dr ’

or »r

et par‘v’t§ s :

E |v(s,x.%) —v(t,x) /f ro ey u)dr | >0,
donc :
/8 rab®) + G(r, 2" up, Dyv(r, 280, Dygv(r, ab®))dr | >0,

on divise par s —t et quand s — ¢t — 0 on trouve :

_%(t x) — G(t,x,uy, Dyv(t, z), Dygv(t, z)) < 0.

2. Pour montrer 'inverse on suppose qu’il existe ¢ > 0, et pourt <r <s,h=s—t >0

18
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telle que d’apres :

S

v (t,I) + € (S - t) Z E /f(T7 xi’x,ur)dr + ’U(S, xi@) ’

t

S

c(s—t)>F /f(r, b )dr + v(s, 2h7) — v (tx) |

par la formule d’'It6 sur v (s, 257) :

c(s-t)=F /f(ﬁ " u )dr+/(gr+£ur) (r,")dr |,

81}

e(s—t)>FE 5

—(r, xt”) + G(r,x,", up, Dyo(r, x””) D vu(r, mm))dr ,

7 7‘ )

ou :

S

ov
d - Lur t,x
/f T, u T+/(8r+ v)(r,xT )dr

t

=F /g (r, 2%") + G(r, 25 u,, Dyv(r, 25, Dygv(r, 2b%))dr | |

t

divisé par —h :
—€ < ——E /8 tz +G< T, r ,UT,DIUO“, xi’z)me;tU(T, xz’r))dr )
quand A — 0 on obtient :
ov
0< _E(t; 17) - G<t7 L, Ut, D:cv(t7 ZE), wal)(t, I))

Dong, la fonction valeur v (¢,z) résout I’équation d’HJB, nous donnons des conditions

suffisantes qui permettent de conclure que la solution lisse de I’équation de HJB coincide
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avec la fonction de valeur, c’est ce qu’on appelle le résultat de la vérification. m

2.4 Théoréme de vérification au sens classique

2.4.1 L’existence et ’unicité de la fonction valeur

Théoréme 2.4.1 Soit w € C12([0,T],R") N C([0,T],R") une fonction, la condition de

croissance quadratique, c’est-a-dire pour une constant M :
lw(t,z)| < M1+ |z*), Y(t,z) € [0,T] x R",

1. On suppose que w satisfait :

_%_Q:(t’ ‘T) - G(t7x7ut7 Dazw(t;x),DmgUJ(t, .CL’)) < 0,

w(T, x) = g(x),

(2.12)

et que w(T,.) < g dans [0, T] x R™, alors w(t,z) < wv(t,z) dans [0,T] x R™.

2. Supposons en autre que w(T,.) = g, et il existe un minimum 0, = u(t, x), pour tout

(t,x) € [0,T] x R™ telle que :

w ; R
= (t2) + £0w(t ) + f(t 2, 0,) = 0,
I’équation différentielle stochastique :

dxy = b(t, xy, u(t, x))dt + o(t, s, ult, x))dWry,

définit une solution unique T%* pour l’équation différentielle pour chaque donnée
wmiatiale xg = x, et le processus U, est un processus de controle optimal Markovien

bien défini dans R™, alors on trouve que w = v, (l'unicité de v).
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Preuve.
1. Quand w € C*2([0,T],R"), on a pour tout (t,z) € [0,T] x R", u € U et s € [t,T],

par la formule d’Ito :

w(s, 2%") = w(t,r) + /(2—1: + L% w)(r, xb")dr + /D w(r To(r, ot u,)dW,,
t
puis par ’espérance :
t,x S 811} u t,x
Ew(s,zt")] =w(t,z) + E (E + £Yw)(r, xy%)dr |

t

s

/wa(r, 22 o (r, 2b® u,)dW,., est une martingale donc :

) r o9

t

/wa(r,xf:x)TJ(, )" u)dW, | =0,
t

et quand w satisfait donc :

ow

E(tv I’) + "€Utw<t7$) + f(ta xaut) Z 07

la fonction w € CY2([0,T],R™) N C ([0, T],R"), pour tout 0 <t <r < s < T,

et on a par 2.8, Vt <r < s,
Elw(s,2t")] —w(t,z) > —F /f roab u)dr|, Yu € U,

nous prenons maintenant la limite comme s — 7', et quand w(7,.) < g nous obte-

nons :

B [y (af)] = wit.o) - /f ,
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w(t,z) < E /f ratt dr—l—E[( )} , pour tout (t,x) € [0,7] x R",

et donc on peut écrire :

T

w(t,x)girelgE /f(r,xr, S dr+E[g(x59)] |, V(t,z) € [0,T] x R"

donc :

w(t, ) < v(t,z).

2. On a 7% est une solution de I'EDS :

dry = b(t, xy, 4(t, x))dt + o (t, zy, u(t, ))dW,

To =2
on applique la formule d’Tt6 sur la fonction w(s, Z%*) entre t et s, puis en prenant

I’espérance :

Bl ()] =t + B | [0 (05) 4 £ ) |

t

) o

ou : / D,w (r,74®) ot (r, 24% u,) dW,, est une martingale,

et par la définition du « :

ow

T —(t,x) + L% (t,x) + f(t,z,0;) =0,

alors on trouve :

B fw (5,3%)] ~ w(t,x) = B /f A i) dr |
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etona:w(T, z)=gx),

alors :

ﬁ,ﬂmw+m<n,

w(t,x) =J(t,z,q),

qui nous donne :

w(t,x) > v(t, x),

en méme temps que la condition terminale w(T, x) = g(z).

Donc on trouve que w = v, alors la fonction valeur v(¢, z) est unique, avec u un controle
optimal Markovien @, = (s, Z5*) avec I'état correspondant 7.

En sait que dans la vérification des conditions (2) dans le théoréme [2.4.1] il n’est pas
toujours facile d’obtenir I'existence d’une solution pour I'EDS associée au candidat pour

le controle optimal. m

Proposition 2.4.1 S I’équation d’HJB avec une condition terminale admet une solution
lisse w, alors w est la fonction de valeur pour le probléme du controle stochastique, avec
U est un controle optimal Markovien, cette approche est valide une fois pour l’équation
d’HJB et que l’équation admet une solution dans CY? satisfaisant les conditions pour

appliquer le théoréme de vérification.

Remarque 2.4.1 Dans le cas particulier ot [’ensemble des contréles est un singleton
{0}, ce théoréme de vérification est une version de la formule de Feynman-KAC :
il indique que siw € C2 ([0, T] x R*)NC°([0,T] x R") avec une condition de croissance

quadratique est la solution de probléme Cauchy alors w admet la représentation :

/f s, 25" ug ds+g( )
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Théoréme 2.4.2 Supposer que :

il existe C > 0/ 00T (t,x,u)E > C|E|*, pour tout (t,x,u) € [0,T] x R" x U,

U est compact,

b, o et f sont dans C,>([0,T] x R™),

g € C(R™).

Ensuite, l’équation HJB avec les données terminales v(T,x) = g(x), a une solution clas-

sique unique v € Cy([0,T] x R™).

Preuve. Voir [2] page 65. m
Nous illustrons 'utilisation du théoréme de vérification dans un exemple du probléme

de gestion optimale du célebre Merton.

2.4.2 Le probléme gestion optimale de portefeuille

Exemple 2.4.1 Nous considérons un marché avec deux titres, un actif sans risque repré-

senté dans une banque :
dS? = rSdt,
S0 —0,

ou r représente le taux d’intérét et un stock risqué dont le processus de prix satisfait o

I’équation différentielle stochastique :

S} = bS}dt + oSLdW,,

les paramétres du marché b et o sont respectivement, le taux rendement moyen et la vola-
tilité, supposons que b > r >0, et o > 0.le processus W; est un mouvement brownien.

Un agent investit a tout moment t une proportion u; de sa richesse dans un stock de prix
S} et (1 —wy) dans une banque de priz Sy avec tauz d’intérét v, L’investisseur fait face
la contrainte de portefeuille a tout moment t, u; est appel un portefeuille de l'investisseur

a valeurs dans U [’ensemble de tout processus progressivement mesurable.
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On considere la fortune totale z, = 1Sy + 1 St, avec 00 et nt représentent les avoirs

actuels dans la banque et un stock, I’équation de la richesse est donnée par :

1 _
dzy = Dt ggr 4 Tl — ) = )
t

5] ds?,

=z (uh + r(1 — wy)) dt + zyuodWr,
I’équation devient :

dry = xy (1 + u(b — 1)) dt + zpuodWy
To =2

T

telle que : / |us|2ds < 00 p.s, cette condition intégrabilité assure l’existence et ['unicité

0
d’une solution o I’EDS.

le processus de richesse doit satisfaire :
s >0, PpsVt<s<T.

L’agent souhaite mazximiser ['utilité attendue de la richesse terminale, la fonction de valeur

du probléme de mazximisation de l'utilité est alors définie par :

v(t,x) = sup E[g (277) [z, = 2], V(t,z) € [0,T] x Ry, (2.13)

uelU

on va prendre :
2l

g(x) =", 2>0, v £0, y < 1.
v
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Dans ce cas ’équation d’HJB du probléme, |2.15 est :

a—w(t, x) + sup [£“w(t, )] = 0, (2.14)
ot uelU

w(T,z) =g (), (2.15)

telle que :

ow 1 4, 45 ,0%w
—$+§xtut0 @

L%w(t, x) = z(uh 4+ (1 — ug)r) 5
En utilisant 'analyse stochastique et dans des conditions de régqularité et de croissance

quadratique sur la fonction de valeur, nous obtenons que v résout ’équation d’HJB qui

associée, pour x > 0 et t € [0,T],

1
wy + sup[ixfazufwm + z(b — r)upw,] + rew, =0
u

w(T,x) = }YxV

w(t,0) =0, Vt € [0, 7]

On cherche a une solution lisse pour de la forme :

v

w(t,x) = Vf(t)’ avec f(T) =1,

ou : f(t) est fonction positive.
En utilisant la forme ci-dessus dans et aprés quelques opérations, on obtient que f

satisfaire I’équation du premier ordre suivant :

f'@) +Af(t) =0
) =1

: (2.16)

ou :

1
A = sup (5702%2(7 — 1)+ —r)u + ’yr) .
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Par résoudre l'équation de premier ordre [2.16 on obtient :

f(t) = exp (MT —1)).

Done la solution de l’équation [2.1]] est donné par :

Y

w(t,z) = %exp (MT —t)). (2.17)

c’est la solution classique et d’aprés le théoréme de vérification qui prouve que la fonction
valeur v du probléme de mazimisation [2.14 est la fonction[2.17.

On résoudre sup [LYw(t,z)] comme un probléme mazximum dans un u, € U noter par

uelU
u(t, ),
2(b — = (T,
a(tax):_ ( T>U ( ‘7:)’
210%0,,(t, )
ou autrement :
h—
it ) = —2L0—")

o*(1=79)
ol nous avons utilisé|2.17 ensuite, nous rappelons les résultats de la vérification classique,
qui donnent que la solution donnée dans est en effet la fonction de valeur v(t,x) et

que de plus la stratégie :
(n—r)
o*(1—7)

est la stratégie dinvestissement optimal, en d’autres termes :

u(t,x) = =2

|
v(t,x) = sup E[—ir [/ & = ],
U v

ou : Ty résout ’EDS suivante :

R R A P
5= (o ) g
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La solution de [’équation de richesse d’état optimal, pour x; = x est :

. (b—r) (b—r)? (b—r)
s=1xTe + — —t) — —W,_
o= zew | (i ) 0 s
La fonction de valeur v n’a souvent pas les propriétés de régqularité nécessaire pour l'inter-
préter comme une solution o ’équation différentielle partielle de la programmation dyna-

mique dans le sens classique.

2.4.3 Exemple de singularité

Exemple 2.4.2 Le théoréme de la section précédente indiquent que la fonction valeur v
du probléme du contréle soit une solution réguliére, mais en général on trouve que dans le
cas déterministe ot la fonction valeur n’est méme pas dérivable (v ¢ C') on va poser un
probléme du controle dans le cas déterministe (o0 = 0) a horizon fini.

On consideére le systéme du probléeme suivant :

dry = waydt, t € [s,T]
T (5) =Ts =Y

ot : uy est un controle prenant des valeurs dans [—1,1] et la fonction de codt de ce pro-

bleme :
J(u(.)) = xr = g(xr).
On sait facilement que la solution de I’EDS :

t t

Ty = Tsexp /urdr =y exp /quT

S S
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La fonction valeur du probléme :

yexp(T' —s), y<0

v(s,y) = ;
yexp(s—T), y=>0

qui est seulement Lipschitz et non C'([0,T] x R), puisque v,(s,y) n'est pas continu au
(5,0) (a un saut au (s,0)) pour tous s <t <T,

nous avons I’Hamiltonien du probléeme :

sup G(s,y, us, p) = sup {uz,p} = |yp|.
uel lu|<1

Ainsi, l’équation d’HJB associée a ce probléme est :

—v + |zsv,| =0, (t,x) € [5,T] xR
v(T,z) =z, z€R

On trouve que cette équation n’admet aucune solution régqulicre dans C*([0, T] xR), car v ¢

ct.

D’oti ce dernier exemple, nous devons admettre que les suppositions du théoréme [2.4.1

sont trés restrictives, pour iviter la restrictiviter nous avons besoin de la notion suivante.

2.5 Théoréme de vérification au sens de viscosité

2.5.1 Solution de viscosité

Il est bien connu que ’équation d’'HJB n’admet pas nécessairement une solution lisse
en général, qui rend I'applicabilité des théorémes de vérification classique trés restrictive,
ces derniéres années, la notion des solutions de viscosité a été introduite par Crandall

et Lions [34] pour les équations de premier ordre, et par Lions [87] pour les équations
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de second ordre, ce théoréme est montré pour avoir une applicabilité plus larges que le
théoreme de vérification classique, tous les dérivés impliqués sont remplacés par la soi-
disant sur-différentielle et sous-différentielle, et les solutions dans le sens de la viscosité
peuvent étre simplement des fonctions continues, I'existence et I'unicité des solutions de
viscosité de I’équation d’HJB peuvent étre garanties sous des hypotheéses trés légéres et
raisonnables, qui sont satisfaites dans la grande majorité des cas survenant dans des pro-
blémes de controle optimaux, par exemple la fonction de valeur s’avére étre la solution de

viscosité unique de I’équation de HJB [2.10]

Définition 2.5.1 Soit v € C([0,T] x R™) une fonction,

1. On dit que v est une sous-solution de viscosité de|2.10, si v(T,z) < g(x), Vo € R",
et pour tout o € CY2([0,T] x R™), quand v — ¢ atteint un mazimum local & (t,z) €

[0,T] x R™, nous avons :

0
_a_f(t, x) + sug G(t,x,uy, —Dy(t, z), —Dypp(t, z)) < 0.
ue

2. v est une sur-solution de viscosité de siv(T,x) > g(x), Vo € R",
et pour tout o € CY2([0,T] x R™), quand v — ¢ atteint un minimum local & (t,z) €

[0,T] x R™, nous avons :

0
—a—f(t, x) + sug G(t, z,up, —Dyp(t, ), —Dyrip(t, x)) > 0.
ue

En plus, siv € C([0,T] x R™) est a la fois une sous-solution et sur-solution de viscosité

de donc elle appelait une solution de viscosité de[2.10

Théoréme 2.5.1 La fonction de valeur v est une solution de viscosité de l’équation d’HJB

2. 10

Preuve. Pour tout ¢ € C*2([0,T] x R"), soit v — ¢ atteint un maximum local en (¢, z;) €

[0,7] x R™, soit u € U fixé, et x; est la trajectoire de I’état avec le controle u; = u, puis
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par le principe de programmation dynamique, et la formule d’It6, nous avons pour s > t,
avec s —t > 0 assez petit,

on a :

v(t,z) = EM* /f,r, dr—l—v(sx),

et par la formule d’It6 entre t et s :

S

Op
o(s,28") — o(t,x) = /(E + L% ) (r, xb")dr + /Dxcp ( r, b u)dW,,

t

alors :

0 < E[vt,x) — p(t,x) —v(s,zt) + o(s, 257)]

s

0<E /f(r, 2 u)dr — o(t,2) + (s, 2 ||

t

S

0<FE /f(?“, xf}ﬂuﬁdr%—/(%p + L% ) (r, xb")dr |

t t

on divise par s —t et quand s —t — 0 on trouve :

S

/f raht u dr+/<g_f+£“w)(wi’x)dr ,

t

0 <lim

s~>t3—

0 S aa_f(tyx) + G<taxauta D$S0(t7x)7D$$<'0<t’I))7

done :

—%—f(t,x) + G(t,z,up, —Dpp(t, ), —Dypip(t, ) <0, Yu € U,

alors on peut écrire :

9
__af (t,z) + sup G(t, 2, us, —Dyp(t, ), — Danip(t, ) < 0, Yu € U.
ue
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D’autre part, si v — ¢ atteint un minimum local en (t,z) € [0,7] x R", alors pour tout
e >0,et s > 1 avec s —t > 0 assez petit, on peut trouve un controle u, = u; € U, telle

que :

0 Z E[U(t’ l‘) - (,O(t, I) - U(Sa xé@) + 90(87 xé@)]’

s

0> —€e(s—t)+E /f(r, 2" up)dr — (t, @) + (s, 257 |

S S

0> —€e(s—t)+E /f(?", b u,)dr + /(g_gp + L) (r, 2t )dr |
r

t t

divisant par (s —t), et quand s — t — 0 nous obtenons :

1 0
€ < E / - 8_@(707 ‘T;{@) + G(T, xfjaja Uy, _D:CQO(T; Ifjx)a _Dx:v90<r’ [L’:’x))dT 5
T

1 0
0 < lim E / — —SO(T, o) + sup G(r, 24", — Dop(r, b)), — Dywio(r, x5%))dr |
s—t§— 1 or wel
| ¢
Dip
——(t,x) + sup G(t, x,us, —D,p(t,x), —Dyrip(t,x)) > 0,
at uelU
donc on a :
Dy
——(t, :E) + sup G(t7 T, U, —ngp(t, w)? _DmxSO(tv ‘T)) = 0.
at uelU

Nous concluons que v est une solution de viscosité de 1’équation d’HJB
Le théoréme suivant est consacré & une preuve d’unicité de la solution de viscosité a

I’équation d’HJB. =

Définition 2.5.2 Soit v € C([0,7] x R™), on définit la sur-différentielle (respectivement

sous-différentielle) du second ordre de la fonction v au point (t,x) telle que (t,z) € [0,T] X
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R™, on le note par Dt{f*v(t, x) (respectivement Dtlvf’fv(t, x)) est un ensemble défini par :

I
Dtlf’+v(t,x) =< (p,q,Q) ERxR" xR"™™/ lim sup (5.y) 5 <0,
’ y=zs—=tseior) |[s — t| + |y — ]
respectivement :
DM u(t,x) = {(p,q,Q) ERxR"xR™/ lim inf uc) > 0} ,
’ y—ws—tse0,T) |s — t| + |y — x|
o :
1 T
I(s,y) = v(s,y) —v(t,2) —q(s = 1) = (p,y —2) = 5(y —2) p(y — 2),
et :
ov
p= E(t, x),q = Dyv(t,x),Q = Dyv(t, x).

Théoréme 2.5.2 (le théoréme d’unicité) Une fonction v € C([0,T] x R™) est appelé

une solution de viscosité de [’équation d’HJB si :

—P + sup G(ta T, Ut, —q, _Q> S 07 v<p7 q, Q) € lel,ﬁ7+v(t> iL’), V(t, I’) € [07 T] X Rn>

uelU

Y + sup G(ta T, Ut, —q, _Q> Z Oa v<p7 q, Q) € Dtl,ﬁ’iv(ta 513), V(t, 513) € [07 T] X Rna

uelU

(T, z) < g(x), Vo € R™
Proposition 2.5.1 Soit w € CY2([0,T] x R™), alors w est une solution de viscosité de
si et seulement si w est une solution classique de[2.10,
Preuve. Voir [6] page 196. m

Théoréme 2.5.3 Soit v, w € Cp? ([0, T] x R™) nous supposons que v est une sur-solution
de et w est une sous-solution de [2.10, avec ces conditions terminales qui atteint
w(T,x) <o(T,x) pour tout x € R™, alors w(t,z) < v(t,z), V(t,z) € [0,T] x R™.

Preuve. Voir [5] page 76. m
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Corollaire 2.5.1 Soit v € C([0,T] x R™) une solution de viscosité de l’équation d’HJB
alors pour tout (t,xz) € [0,T] x R™ on a :

inf [p + G(ta T, Ut, q, Q)] Z 0.

(.0.Qu)ED > u(t.x)xU

Preuve. Voir [6] page 275. m

Lemme 2.5.1 Soit g € C ([0, T]), supposons qu’il existe p € L* ([0,T)) de telle sorte que

h > 0 suffisamment petit :

g(t+h) —g(t)
h

< p(t), ¥t €[0,T], (2.18)

alors :

t
B) —
g(t) —g(0) < / lim sup gr+h) = g(r) dr, ¥t € 10,T]. (2.19)
0 h—O0t h
Preuve. Nous pouvons appliquer le lemme de Fatou sur pour obtenir :

t t

/lim sup glr+h) - g(r)dr > lim sup /g(r + h})L —9(7) dr,

h—0t h h—0+
t+h t
[stwar = [gr1ar
= lim sup0+h 0 ,
h—0+ h
t+h 0+h
[atwar= [ gtrr
= lim sup -~ 0 ,
h—0+ h
=g(t)—g(0).

a+b
ol :/ g(r)ydr =g(a).
Cela prouve pour tout ¢ € [0,77], et le cas quand ¢t = T est obtenu par la continuité

de g. m
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Lemme 2.5.2 1. Il eziste une constante C' > 0, telle que pour tout t,s € [0,T] et x,

y € R™ la fonction valeur v satisfait :
1
o(t,2) = v(s, )| < C (Jt = s|* + [ —y])

2. Il existe une constante C > 0, telle que pour toutt € [0,T], s € [t,T],z €e R*, u e U

E (‘x” = a;|2> <Cl|s—t|,Vs>t,

s

Preuve. Voir [6] page 178, 186. =

2.5.2 Théoréme de vérification au sens de viscosité

Théoréme 2.5.4 Soit w € C([0,7] x R") une solution de viscosité de [’équation d’HJB
alors :
1. w(s,y) < J(s,y,u) pour tout (s,y) € [0,T] x R™ et pour u € U.
2. Soit (Z,1;) est un couple admissible donné pour le probléeme et supposons
qu’il existe (ﬁ, q, Q) € L% ([s,T]),R) x L% ([s,T],R™) x L% ([s, T] ,R™*) | pour tout
telsT),

(p(1).0().Q) € DI w(t. ), Pp.s (2:20)

telle que :
)+ G (t, (), a(t), —q(t), —Q(t)) —0, Pp.s, (2.21)

Alors (T4, 1) est un couple optimal pour le probléme et .

Preuve. Partie (1) est évident et d’apres ['unicité de la solution de viscosité on a : w = v.
Nous montrons seulement la partie (2) du théoréme, fixons p(t, Z;, 4;) = ¢(t), pour ¢ = b,
o, f etc, pour simplifier la notation, pour ¢ € [0, T fixé telle que et sont vérifiées,
on choisit une fonction de test ¢ € C([0,T] x R") N C2([0,T] x R) déterminée par

(;a (t),i(t),0 (t)) € DI uw(t, 7,) et lemme [2.5.2);
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On applique la formule d’Itd6 pour la fonction ¢, on trouve que pour chaque h > 0,
w(t+ h,&,05,) —wt, 7°) < ¢t + h,7,7,) — o(t, 77),

ou :

t+h t+h R
Ot +h,3y0) — ot 3") = | &il(r, 27)dr + / Dy(r, 2,)b (r) + (2.22)
t t
1
St 67 (1) Daas(r, 8,7)6 (r)] dr+ (2.23)
t+h
Dy @(r, 7:7)6 " (r, 30" ) AW, (2.24)

Prenant ’espérence :

E[¢(t+h, 7.7, — o(t, 7)) _EUtHh (r, 207) dr+/ D, p(r, 7h%) ()}Jr (2.25)

E Etr [67 () Dand(r, 276 (r)] dr] , (2.26)

Il est bien connu par la propriété martingale des intégrales stochastiques qu’il ya une

constante C', indépendante de ¢, telle que :
E<|§:”—”” ><C\r—t| Vr > t, (2.27)

par conséquent, d’aprés lemme [2.5.2], nous avons :

—t] <C,

|zt =2

sup |y (r, TL° )! <C? sup E |1+

s<r<T s<r<T r—t

alors :

sup E|ou(r, 54%)] < VC.

s<r<T
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De plus, par lemme [2.5.2] et les conditions [2.2) et [2.3] on peut montrer que :

Sup B |0, (r, 7500 (1) + 2t [67 (1) baa(r, 3°)5 ()] | < C.

s<r<T 2

donc :
~t,x ~t,x
Elw(t + h7xt+};) —w(t, ;)] < (2.28)
Maintenant, nous calculons, pour tout N > 0 fixé :
1 t+h . 1 t+h .
F [ B ) sl =1 [ B |00 = BO) et | 0

1 t+h ot

= Il(Na h) + 12(N7 h)a
D’apres I'inégalité d’holder, et on obtient :

A ] O o B ) M ] (R B O

< — — 0, uniformément dans A > 0 comme N — oo,

N
D’autre part, pour N > 0 fixé, nous appliquons lemme pour obtenir :

' <(¢t (7”7 fim) - ﬁ(t)) 1|j7'71it|§N|7’7t|%>
lim sup

—0sih— 0", P-ps.
h—=0F t<r<t+h h

ainsi, nous concluons par le théoréeme de convergence dominée que :

hlim+ I,(N,h) — 0, si h — 0T, pour chaque N fixé.
—0
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Par conséquent, nous avons prouvé que :

1 t+h

Jfm = [ E[o (rna")] dr — B0

De méme méthode, nous pouvons montrer facilement que :

T 60 (1 247) 60| dr = B |6, (4,30°) b(0)]

h—>0+ h t

Et par conséquent :

limn sup Elw(t + h, iifh) —w(t, 7")]

h—0+ h -

= —Elp(t)].

Pour ¢ = f et la derniére égalité est due a notant et appliquant lemme [2.5.1] & la

fonction ¢(7;) = Efw(t, &;)] pour tout ¢ € [s,T], nous arrivons a :
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Ce qui conduit a w(s,y) > J(s,y,u), donc d’aprés partie (1) il en résulte que (&, 4;) est

une couple optimale pour 2.1 et 2.4, m
Donc on sait que le théoréme est plus forte que le théoréme pour la vérification

d’optimalité.

Remarque 2.5.1 Compte tenu du corollaire il implique que si Uy controle feedback
admissible et p(t), (1), et Q(t) sont des fonctions mesurables sur Dif*v(t,iﬂ x U pour

tout (t,x), et :

min{plt) = G (1w, alt,2), QU 0))} = p(0)—GC (15 1, —i(t,2), ~Q(t,2)) =0,

(p,q,Q,u)GDtl”f’+v(t,x)><U
alors pour tout (t,x) € [0,T] x R™, alors u; est un controle optimal.

Remarque 2.5.2 La condition implique que :

min G <t7 ‘%tv U, (j(ta ZL‘), Q(t7 l’)) =G <t7 jta atv (j(t7 ZL‘), Q(ta l’)) )
v(t,x)xU

1,2,
(p.q.Qu)ED; >

1l montre également que |2.21] équivalente a :

p(t) > G (1 0, —q(t,7), —Q(t, 7))

Ceci facilement vu en rappelant le fait que v est la solution de viscosité de[2.10, donc nous
pouvons obtenir un contréle optimal feedback en minimisant p(t) — G (t, Ty, ug, q(t), Q(t))

sur (p,q,Q,u) € Dif*v(t,x) x U pour tout (t,z) :

min (p(t) = G (£, 3, ur, (1), Q(1))} = 0.

(.. Qu)ED} > T v(ta)xU
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Conclusion

Dans le cadre de la programmation dynamique, la technique de vérification joue un role
important dans le test d’optimalité pour un contréle donné et dans la construction du
controle optimal feedback, en prenant la minimisation de I’hamiltonien du Probléme de
controle, toutefois le théoréme de vérification classique existant est trés restrictif et im-
plique que I’équation de programmation dynamique qui associée & ce probléme a une
solution réguliere.

Ainsi dans les pages suivantes, le théoréme de vérification dans le sens de la viscosité est
présenté pour avoir une applicabilité plus large que le théoréme de vérification classique,
et pour obtenir une solution de viscosité unique et continue pour ’équation d’"HJB, qui est
la fonction de valeur v, en pratique on applique le théoréme de vérification avec prenons
une fonction de vérification w pour étre la fonction valeur v, puis nous pouvons de tester

I’optimalité du contréle donné.
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Annexe B : Abréviations et

Notations

Les différentes abréVariations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont ex-

pliquées ci-dessous.

(Q,F,P) Espace de probabilité.

(Q, F, (Ft)t>0, P) Espace de probabilité filtré.

W, Mouvement brownien.

EDS Equation différentielle stochastique.
EDP Equation différentielle partielle.

U Ensemble des processus de controle admissible.
Uy Controle admissible.

Uy controéle optimale.

J(t,x,u) la fonction de cofit.

v(t, x) La fonction de valeur.

HJB Lréquation d/Hamilton Jacobi Bellman.

G (t,z,u, Dyv(t,x), Dypv(t,z))  L/Hamiltonien du probléme de controle.

£ Lropérateur linéaire de 2°° associés au processus controlés u.
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D,v Le gradiant de la fonction valeur par rapport a la variable x.
D2y La hesienne de la fonction valeur par rapport a la variable z.
L%Z([0,T],R)  L'ensemble des processus mesurable, F;-adapté et carré intégrable.

P-p.s Presque stirement pour la mesure de probabilité P.
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