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Introduction

Un processus stochastique est un phénomène qui évolue dans le temps de manière

aléatoire. La nature, la vie quotidienne et la science nous donnent beaucoup d�exemples

divers de ce genre de phénomène, ou en tout cas des phénomènes qui peuvent être compris

de cette façon-là : quelque chose qui bouge aléatoirement avec le temps. En �nances, la

valeur instantanée d�un actif obéit à ce schéma-ci, la population d�une ville, la météo, le

nombre de personnes dans une �le d�attente ou dans un bus et la position d�une particule

de pollen dans un �uide, sont des exemples de processus stochastiques. Ce dernier fut

étudié pour la premiére fois par le botaniste Robert Brown en 1827 et reçoit le nom de

mouvement brownien. Il joue un rôle fondamental dans la théorie des processus aléatoires,

un peu comme la distribution gaussienne dans la théorie des propabilitès.

Ce mémoire est principalement constituée trois chapitres :

Dans le premier chapitre, aprés avoire donner des dé�nitions d�un processus stochas-

tique puis des dè�nition d�un processus de Lévy et ces propriètès. nous avons étudié les

lois in�niment divisibles, la décomposition de Lévy -khintchine, puis la décomposition de

Lévy-Itô.

Le deuxième chapitre est consacré à l�étude de quelques exemples de processus qui

sont des cas particulier du processus de Lévy, nous allons commencer par la dé�nition et

les propriétés de mouvement Brownien ainsi que le processus de Poisson et le processus

de Poison composé.

Dans le dernier chapitre nous allons donner un exemple d�applications, nous allons
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Introduction

nous placer dans le cas d�un réservoir (plan d�eau de retenue d�eaux pluviales, ou château

d�eau ) mais en fait ceci s�applique aussi bien à des problémes de stockage de denrées en

micro- ou macroéconomie. Ou encore avec quelque modi�cations à la théorie des assurances
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Chapitre 1

Processus de Lévy

Dans ce chapitre on donne une introduction sur les processus stochastiques et puis on

donne des dé�nitions du processus de Lévy et ces propriétés, nous avons étudié les lois

in�niment divisibles, la décomposition de Lévy-Khintchine et la décomposition de Lévy-

Itô.

1.1 Processus stochastique

Dé�nition 1.1.1 Soit (
;F ;P) un espace de probabilité et (E; E) un espace mesurable.

Soit T un ensemble ; on considère une application :

X : T� 
 7�! E

(t; !) 7�! X(t; !)

Un processus stochastique est une famille fXt; t 2 Tg de variables aléatoires dé�nies sur

un même espace de probabilité.

Pour t �xe

! 7�! X(t; !)

est une variable aléatoire pour tout t 2 T:
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Chapitre 1.Processus de Lévy

Pour ! �xe

t 7�! Xt(!)

est appelé une trajectoire.

Le processus est en temps continue si T est continue (par exemple, I = [1; 2]) et en

temps discret si T est discret ou processus à espace de temps discret (par exemple, I =

f0; 1; 2; 3; :::g):

Dé�nition 1.1.2 On dit que le processus est à trajectoires continues (ou est continu) si

les applications t 7�! Xt(!) sont continues pour presque tout !:

Dé�nition 1.1.3 Un processus est dit càdlàg (continu à droite, limites à gauche).si ses

trajectoires sont continues à droite, pourvues limites à gauche.

Dé�nition 1.1.4 Un processus fXtg tel que X0 = 0 est à accroissements indépendants

si, pour tout suit �nie 0 < t1 < t2 < ::: < tn, les variables aléatoires :

Xt1 ; Xt2 �Xt1 ; :::; Xtn �Xtn�1

sont indépendantes.

Dé�nition 1.1.5 Un processus à accroissements indépendants est à accroissements sta-

tionnaires si la loi de l�accroissement :

Xt+s �Xt

ne dépend pas de t, pour tout t � 0:

Dé�nition 1.1.6 Une �ltration (Fn)n2N d�un espace probabilisé (
;F ;P) est une suite

croissante de sous tribus de F :

Fn � Fn+1 pour tout n � 0
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Chapitre 1.Processus de Lévy

Un processus à temps discret (Xn)n2N est dit adapté à la �ltration (Fn)n2N si pour tout n

la variable aléatoire Xn est Fn�mesurable.

En particulier, un processus (Xn)n2N est toujours adapté à sa �ltration naturelle FX dé�nie

par :

FX
n = �(Xk; k � n)

1.2 Processus de Lévy

Soit X = (Xt; t � 0) un processus stochastique dé�ni sur un espace de probabilité

(
;F ;P). On dit que X est à accroissements indépendants si, pour tout n 2 N� et pour

tous 0 � t1 � ::: � tn < 1; les variables aléatoires fXtj+1 � Xtj ; 1 � j � n � 1g sont

indépendants. On dit que X est à accroissements stationnaire ssi, pour tous t; s > 0, la

v.a Xt+s �Xs a même loi que Xt �X0.

Dé�nition 1.2.1 On dit que X est un processus de Lévy (issu de 0) si :

1) X0 = 0 presque sûrement ;

2) X est à accroissements indépendants et stationnaires ;

3) X est stochastiquement continu : pour tout � > 0 et t � 0 :

lim
h!0

P (jXt+h �Xtj > �) = 0:

On peut remarquer que (1) et (2) implique qu�il su¢ t de véri�er (3) pour t = 0:

Théorème 1.2.1 Si X est un processus de Lévy, alors

8u 2 Rd; �Xt(u) = et�(u)

où � est le symbole de Lévy de X1.
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Chapitre 1.Processus de Lévy

Notation 1.2.1

Soit B0 ; la famille des ensemble de borel U 2 B0, en dé�nie :

N(t; U) := N(t; U; !) =
X
0<s�t

�U(��s):

en d�autre termes N(t; U) est le nombre de sauts de taille ��s 2 U qui se produit avant

ou en temps N(t; U) est appelé mesure aléatoire de Poisson (ou mesure de saut ) de �(:):

La forme dé¤érentiel de cette mesure est écrite : N(dt; dz):

Soit la fonction :

�(U) = E[N(1; U)]

où : E = EP désinge l�attente de P , aussi dé�nit une mesure ���nie sur B0 appelé"

mesure de lévy " de f�tg

1.2.1 Propriétés

Accroissements indépendants :

Un processus stochastique à temps continu associe une variable aléatoire Xt à tout instant

t � 0. C�est donc une fonction aléatoire de t. Les accroissement d�un tel processus sont les

di¤érences Xt �Xs entre ses valeurs à di¤érents instants s < t:

Dire que les accroisements d�un processus sont indépendants signi�e que les accoissement

Xt�Xs et Xu�Xv sont des variables aléatoires indépendantes à partir du moment où les

intervalles de temps ne se chevauchent pas, et plus généralement, tout nombre �ni d�ac-

coisements sur des intervalles de temps non chevauchant sont mutuellement indépendant

(et pas seulement indépendants deux à deux).

Accoissements stationnaires :

Dire que les accroissements sont stationnaires signi�e que la loi de chaque accroisement

Xt �Xs ne dépend que de la longueur t� s de l�intervalle de temps:
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Chapitre 1.Processus de Lévy

Par exemple pour un processus de Poisson, la loi de Xt � Xs est une loi de Poisson

d�éspérance �(t�s); où � > 0 est "l�intensité" ou le "taux" du processus. Pour un processus

de Wiener, la loi de Xt �Xs est une loi normale d�espérance nulle et de variance (t� s):

Dé�nition 1.2.2 (Xt)t�0 est un processus de Lévy stable de paramétre � 2 [0; 2] (ou un

processus de Lévy � � stable) si et seulement si les deux processus (Xc�t)t�0 et (cXt)t�0

ont la même loi pour tout réel c > 0:

Cette propriété s�appelle la propriété de stabilité (ou scalling).

Maintenant, on va étudie la loi in�niment divisibles, cette étude permet d�en fournir une

décomposition caractéristique, appellée représentation de Lévy-Khintchine, comme convo-

lution de trois termes asément identi�ables : un terme de dérive (évolution de la valeur

moyenne), un terme de di¤usion (traduisant un mouvement Brawnien) et un terme de

processus de Poisson.

1.3 Lois in�niment divisibles

Soit X une variable aléatoire à valeurs dans Rd de loi �X . On dit que X est in�niment

divisible si, pour tout n 2 N, il existe des v.a i.i.d Y (n)1 ; :::; Y
(n)
n telles que

X
loi
= Y

(n)
1 + :::+ Y (n)n :

Soit �X(u) = E[ei(u;X)] la fonction caractéristique de X.

Proposition 1.3.1 (1) X est in�niment divisible,

(2) Pour tout n; �X a une racine n-ième qui est la fonction caractéristique d�une variable

aléatoire.

Preuve. (1) implique (2). Il su¢ t de prendre la fonction caractéristique de Y (n)1 :
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Chapitre 1.Processus de Lévy

(2) implique (1). Soit Y (n)1 ; :::; Y
(n)
n des copies indépendantes de loi associée à �Y telle que

�X(u) = (�Y (u))
n. Alors il est facile de voir que

X
loi
= Y

(n)
1 + :::+ Y (n)n :

à l�aide des fonctions caractéristiques.

Exemple 1.3.1 Variables gaussiennes Les lois gaussiennes sont in�niment divisibles.

Exemple 1.3.2 Loi de Poisson On prend d = 1. On dé�nit une variable X par

8n 2 N; P (X = n) =
�n

n!
e��

On note X � P (�). On a E[X] = V ar(X) = � et

�X(u) = e
�(eiu�1):

On en déduit que X est in�niment divisible car �X(u) = (�Y (u))n avec Y � P (�=n):

Exemple 1.3.3 Loi de Poisson composée. On considère une suite (Zn)n de v.a i.i.d

à valeurs dans Rd de loi �Z. Soit N une loi de Poisson de paramètre � indépendante de

la suite (Zn)n. On dé�nit une variable X par

X =
NX
k=1

Zk

On a

�X(u) = exp(

Z
Rd

(ei(u;y) � 1)��Z(dy):

On en déduit que X est in�niment divisible car �X(u) = (�Y (u))n avec Y � P (�=n): On

remarque que �X(u) = (�Y (u))n où Y � P (�=n; �Z). Donc X est in�niment divisible.

8



Chapitre 1.Processus de Lévy

1.4 Décomposition de Lévy-Khintchine

Soit � une mesure de Borel sur Rdnf0g. On dira que � est une mesure de Lévy si

Z
Rdnf0g

(1 ^ z2)�(dz) < +1: (1.1)

C�est une mesure �-�nie. C�est équivalent de dire que

Z
Rdnf0g

z2

1 + z2
�(dz) < +1: (1.2)

Théorème 1.4.1 (Formule de Lévy-Khintchine) Soit X une v.a à valeurs dans Rd.

Alors X est in�niment divisible s�il existe b 2 Rd, une matrice A 2 Rd�d et une mesure

de Lévy � tels que

8u 2 Rd; �X(u) = exp(i(b; u)�
1

2
(u;Au) +

Z
Rdnf0g

(ei(u;z)� 1� i(u; z)�fjzj�1g)�(dy)): (1.3)

Réciproquement, toute application de la forme ci-dessus est la fonction caractéristique

d�une v.a in�niment divisible sur Rd.

Preuve. On ne démontre que la deuxième partie du théorème. La partie la plus di¢ cile

résultera de la décomposition d�Itô-Lévy.

Tout d�abord, on montre que le membre de droite est une fonction caractéristique. Pour

simpli�er les notations, on suppose d = 1. Soit (�n)n une suite décroissante vers 0 et on

dé�nit pour tout n 2 N

�X(u) = exp(i(b�
Z
An

z�(dz); u)� 1
2
(u;Au) +

Z
[��n;�n]c

(ei(u;z) � 1)�(dy)): (1.4)

où l�ensemble An est dé�ni par An = [�1; 1] \ [��n; �n]c. Dans ce cas, �n est la fonction

caractéristique d�une loi X qui est la somme d�une constante, d�une loi normale N (0; A)
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Chapitre 1.Processus de Lévy

et d�une loi de Poisson composée P (�; �Z) avec � = �([��n; �n]c) et �Z = 1
�
�:

On véri�e ensuite que

�n(u)! �X(u);

quand n!1 où �X est la fonction donnée par 1.5.Pour appliquer le théorème de conti-

nuité de Lévy, il su¢ t demontrer que �X est continue en 0. Pour cela, le seul terme

nécessitant véri�cation est l�intégrale que l�on décompose en :

Z
Rdnf0g

(ei(u;z) � 1� i(u; z)�fjzj�1g))�(dy)

=

Z
jzj�1

(ei(u;z) � 1� i(u; z))�(dy) +
Z

jzj>1

(ei(u;z) � 1)�(dy)

En utilisant les majorations j ei(u;z) � 1� i(u; z) j � u2z2 pour j z j� 1 et

j ei(u;z) � 1 j � 2 pour j z j> 1 et les propriétés d�intégrabilité de la mesure de Lévy, on

peut facilement appliquer le théorème de convergence dominée et en déduire

Z
Rdnf0g

(ei(u;z) � 1� i(u; z)�fjzj�1g))�(dy)! 0

quand u ! 0. Donc �X est bien la fonction caractéristique d�une v.a X. On peut di-

rectement véri�er qu�elle est in�niment divisible à l�aide des fonctions caractéristiques.

Théorème 1.4.2 (Formule de Lévy-khintchine pour le processus de Lévy) SoitX

un processus de Lévy. Alors il existe b 2 Rd; une matrice A 2 Rd�d et une mesure de Lévy

� tels que 8u 2 Rd, 8t � 0

E[ei(u;Xt)] = exp(t(i(b; u)� 1
2
(u;Au) +

Z
Rdnf0g

(ei(u;z) � 1� i(u; z)�fjzj�1g))�(dy) (1.5)

Proposition 1.4.1 Si X = (Xt; t � 0) est un processus stochastique et s�il existe une

10



Chapitre 1.Processus de Lévy

suite (Xn = (Xn
t ; t � 0))n de processus de Lévy telle que :

1) Xn
t converge en probabilité vers Xt pour tout t � 0

2) pour tout � > 0, limn!1 lim supt!0 P (j Xn
t �Xt j> �) = 0,

alors X est un processus de Lévy.

1.5 Décomposition de Lévy-Itô

Théorème 1.5.1 (Décomposition de Lévy-Itô) Si X est un processus de Lévy alors

il existe b 2 Rd, un mouvement brownien B, une matrice de covariance A 2 Rd�d et une

mesure aléatoire de Poisson indépendante N on R+ � (Rd=f0g), dont l�intensité est une

mesure de Lévy �, tels que, pour tous t � 0 :

Xt = bt+ A
1=2Bt +

Z
jzj<1

z ~N(t; dz) +

Z
jzj�1

zN(t; dz): (1.6)

Le processus
Z

jzj<1

z ~N(t; dz) est la somme compensée des petits sauts. C�est une martin-

gale càdlàg de carré intégrable. Le processus
Z

jzj�1

zN(t; dz) représente les grands sauts du

processus de Lévy. C�est un processus de Poisson composé.
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Chapitre 2

Exemples de processus de Lévy

Dans ce chapitre nous donnons quelques exemples bien connue de processus de Lévy,

mouvement Brownien, processus de Poisson et de Poisson composée, et leurs dé�nitions

et propriétés.

2.1 Mouvement Brownien

Dé�nition 2.1.1 Soit X = fXt; t � 0g un processus issu de 0 et à valeurs dans R. On

dit que X est un mouvement Brownien s�il véri�e l�une des deux conditions suivantes

(équivalentes) :

a) X est un processus gaussien centré et de fonction de covariance

E[XsXt] = s ^ t.

b) X est un processus à accroissements indépendants et stationnaires tel que

Xt � N (0; t) pour tout t � 0.

Dé�nition 2.1.2 Un processus aléatoire fXt; t � 0g réel est un mouvement Brownien

standard à une dimension si

1. X(0) = 0; P.p.s

2. fXt; t � 0g est un processus à accroissements indépendants ;

12



Chapitre 2. Exemples de processus de Lévy.

3. fXt; t � 0g est un processus à accroissements stationnaires : la loi de l�accroissement

Xt+s �Xt est indépendante t pour tout s; t � 0.

4. Pour tous t > 0, Xt est une variable aléatoire gaussienne de moyenne 0 et de variance

t.

Proposition 2.1.1 Soit � > 0 et fXt; t � 0g un mouvement Brownien standard (dimen-

sion 1). On a

lim
h!0

1

h
P (j Xt+h �Xt j> �) = 0 (2.1)

Preuve. Soit h > 0. Par dé�nition, l�accroisement Xt+h � Xt admet pour loi N (0; h).

Donc

1

h
P ( j Xt+h �Xt j> �) =

2

h

1Z
�

1p
2�h

e�
x2

2h dx (2.2)

< 2

1Z
�

1p
2�

1

h3=2
e�

�x
2hdx

=

p
2p
h

1

h3=2
2h

�
e�

�2

2h

Le dernier terme converge vers 0 lorsque h! 0.

2.1.1 Propriétés du mouvement Brownien

Scaling

Proposition 2.1.2 Soit (Bt)t�0 un mouvement Brownien sur (
; (Ft)t�0;F ;P): Alors les

processus suivants sont des mouvements Browniens :

1) (�Bt)t�0: C�est la propriété de symétrie du mouvement Brownien.

2) (BT+t�BT )t�0; T � 0: C�est la propriété d�invariance par translation du mouvement

Brownien.

3) ( 1p
c
Bct)t�0, pour c > 0. C�est la propriété d�autosimilarité du mouvement Brownien.

13



Chapitre 2. Exemples de processus de Lévy.

4) (tB1=t)t>0. C�est la propriété d�invariance par inversion du mouvement Brownien .

Processus Gaussien

Proposition 2.1.3 Le processus B est un processus gaussien, sa loi est caractérisée par

son espérance nulle et sa covariance Cov(Bt; Bs) = s ^ t.

Propriété de Markov

La propriété de Markov du mouvement Brownien est utilisée sous la forme (un peu plus

forte que la propriété de Markov) : pour tout s, le processus (Wt; t � 0) dé�ni par

Wt
Def
= Bt+s �Bs est un mouvement Brownien indépendant de Fs.

Théorème 2.1.1 Pour f borélienne bornée, E(f(Bu)jFt) = E(f(Bu)j�(Bt)) pour u > t .

Proposition 2.1.4 (Propriété de Markov forte) Soit T un temps d�arrêt à valeurs

�nies. On a alors E(f(BT+s)jFT ) = E(f(BT+s)j�(BT )). En particulier, pour tout temps

d�arrêt �ni T , le processus (Wt; t � 0) dé�ni par

Wt
Def
= Bt+T �BT est un mouvement Brownien indépendant de FT .

14



Chapitre 2. Exemples de processus de Lévy.

Fig. 2.1 �Trajectoire d�un Mouvement Brownien

2.2 Processus de Poisson

2.2.1 Présentation du processus de Poisson

Dé�nition 2.2.1 Soit (Xn)n�1 une suite de v.a. indépendantes et de même loi, exponen-

tielle de paramétre �. Posons S0 = 0 et pour tout entier n � 1, Sn = X1 + :::+Xn: Pour

tout réel t � 0, dé�nissons la v.a. Nt, à valeurs entières, par :

Nt = n, Sn � t < Sn+1

Le processus stochastique fNtgt � 0 est appelé processus de Poisson d�intensité �.

Le processus de Poisson est un modèle de comptage d�événements aléatoires isolés dans le

temps.

Théorème 2.2.1 Considérons un processus de Poisson fNtgt�0 d�intensité �. Il véri�e

15
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les propriétés suivantes :

(P1) fNtgt�0 est un processus de comptage ; il est à valeurs entiéres, véri�e N0 = 0 p:s:

et pour tous réels 0 � s � t; Ns � Nt:

(P2) fNtgt�0 est un processus à accroissements indépendants ; pour tout entier k et pour

toute suite d�instants 0 � t1 < t2 < ::: < tk, les accroissements

Nt2 �Nt1 ; :::; Ntk �Ntk�1 sont des v.a. indépendantes.

(P3) Les accroissements du processus fNtgt�0 sont poissonniens ; pour tous réels

0 � s < t, la v.a. Nt �Ns suit la loi de Poisson de paramétre �(t� s) ;

(P4) fNtgt�0 est un processus homogène ou à accroissements stationnaires ; pour tous

instants 0 � t1 < t2 et s � 0, la v.a. Nt2+s �Nt1+s suit la même loi que Nt2 �Nt1 ;

(P5) fNtgt�0 est un processus d�événements rares ; P(Nt+h �Nt � 2) = o(h).

Proposition 2.2.1 Si N est un processus de Poisson alors

1. Les trajectoires de N sont constantes par morceaux, avec des sauts de taille 1 seule-

ment.

2. Les trajectoires sont càdlàg,

3. 8t > 0, P(Nt� = Nt) = 1.

4. 8t > 0, Nt suit une loi de Poisson de paramètre �t :

8n 2 N; P(Nt = n) = e��t
(�t)n

n!
(2.3)

En particulier on a

E[Nt] = �t = V ar[Nt]; E[eiuNt ] = exp(�t(eiu � 1));

5. 8n � 1, Tn suit une loi gamma de paramètre (n; �) de densité

fTn(x) =
(�t)n�1

(n� 1)!�e
��t�ft>0g
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Théorème 2.2.2 (Comportement asymptotique) Si N est un processus de Poisson

d�intensité � > 0 alors, lorsque t tend vers +1 :

p:s:
Nt
t
! � et

r
t

�
(
Nt
t
� �) loi! N (0; 1):

Fig. 2.2 �Trajectoir d�un processus de Poisson

2.3 Processus de Poisson composés

Dé�nition 2.3.1 Un processus de Poisson avec intensité � > 0 et loi de sauts �Z est un

processus stochastique dé�ni par

Xt =

NtX
k=1

Zk; (2.4)

où (Zn)n est une suite de v.a i.i.d à valeurs dans Rd de loi �Z et N est un processus de

Poisson de paramètre � indépendant de la suite (Zn)n:

En d�autres mots, un processus de Poisson composé est un processus constant par morceaux

qui saute aux instants de sauts d�un processus de Poisson standard, et dont les tailles de

sauts sont des variables i.i.d. d�une loi donnée.

Citons quelques exemples de phénomènes susceptibles d�être décrits par des processus de

17



Chapitre 2. Exemples de processus de Lévy.

Poisson composés

* Arrivées d�avion dans un aéroport : chaque avion transporte un certain nombre de

passagers,

* Arrivées de clients aux caisses d�un supermarché : chaque client dépense une certaine

somme d�argent,

* Tra�c routier : à chaque accident correspond un certain nombre de personnes bles-

sées,

* Assurance-sinistre : à chaque sinistre est associé un coût de réparation des dégâts.

Un processus de Poisson composé est clairement un processus càdlàg et constant par

morceaux. Sa fonction caractéristique est donnée par

�Xt(u) = exp(t

Z
Rd

(ei(u;y) � 1)��Z(dy)): (2.5)

Proposition 2.3.1 Soit X un processus de Poisson composé. Alors X est à accroisse-

ments indépendants et stationnaires.
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Chapitre 3

Exemple d�application

Dans ce chapitre on étudiée des exemples d�applications comme la théorie des réservoirs,

des stocks et des assurances.

3.1 Théorie des réservoirs, des stocks et des assu-

rances

Nous allons nous placer dans le cas d�un réservoir (plan d�eau de retenue d�eaux pluviales,

ou château d�eau ) mais en fait ceci s�applique aussi bien à des problémes de stockage de

denrées en micro- ou macroéconomie. Ou encore avec quelque modi�cations à la théorie

des assurances.

Nous considérons donc un réservoir alimenté en eau s�écoule de façon uniforme pour autant

qu�il n�est pas vide. Nous supposons en revanche que sa capacité est trés grande et non

limitée (donc mathématiquement in�nie).

Nous réprésentons la quantité d�eau arrivant au réservoir pendant l�intervalle de temps

]s; t] par l�acroissement Xt�Xs d�un processus de lévy de mesure de lévy � sur R+�f0g.

Xt réprésentant la quantité d�eau arrivée dépuis l�instant 0 est un processus croissant

présentant des sauts d�amplitude variable contrôlée par la mesure �.
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3.1.1 Equation du niveau d�eau

Appellons Zt la quantité d�eau dans le réservoir à l�instant t, supposons X0 = 0: Le

réservoir se vidant régulièrement quand il n�est pas vide, la quantité d�eau écoulée du

réservoir durant ]0; t] est

k

tZ
0

�Zs>0ds (3.1)

où k est une constante.

De sorte que l�on a l�équation du niveau d�eau suivante

Zt = Z0 +Xt � k
tZ
0

�Zs>0ds (3.2)

Proposition 3.1.1 L�équation stochastique 3.2 a une solution unique si Z0 � 0 donnée

par

Zt = Z0 +Xt � kt+ (m(t) + Z0)� (3.3)

où

m(t) = inf
0<s�t

(Xs � ks) (3.4)

et

x� =

8><>: 0 si x > 0

�x si x < 0
(3.5)

Preuve. Ce résultat est purement déterministe et l�on peut raisonner ! par !, c�est -a-

dire, étant donné x(t) croissante càdlàg nulle en zéro étudier les fonctions f(t) positives

véri�ant

f(t) = f(0) + x(t)� k
tZ
0

�ff(s)>0gds: (3.6)

Ceci peut s�écrire

f(t) = f(0) + x(t)� kt+ k
tZ
0

�ff(x)=0gds: (3.7)
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Il résulte de cette équation que f(t) est càdlàg et à sauts positifs comme x(t) et si

0 < s � t: f(t)� f(s�) = x(t)� kt� x(s�) + ks+ k
tZ
s

�ff(u)=0gdu:

d�où puisque f est positive

f(t) � x(t)� kt� (x(s�)� ks) (3.8)

a. Si fs : f(s�) = 0g est vide, on a

f(s) 6= 0:8s 2]0; s]

donc

f(t) = f(0) + x(t)� kt (3.9)

b. Si fs : f(s�) = 0g 6= � posons

s0 = sup
0<s�t

fs : f(s�) = 0g

on a alors

f(t) = f(t)� f(s�0 ) = x(t)� kt� (x(s�0 )� ks0) (3.10)

La comparaision de 3.8 et de 3.10 montre qu�alors

f(t) = sup
0<s�t

(x(t)� kt� (x(s�)� ks))

On a toujours f(s�) = f(0) + x(s�)� ks > 0 donc d�aprés 3.9

f(t) = f(0) + x(t)� kt > x(t)� kt� (x(s�)� ks)

donc dans tous les cas
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f(t) = f sup
0<s�t

(x(t)� k(t)� x(s)� ks)g

= (x(t)� kt�m(t)) _ (f(0) + x(t)� kt)

= x(t)� kt+ [(�m(t)) _ f(0)]

= f(0) + x(t)� kt+ [(�f(0)�m(t) _ 0]

= f(0) + x(t)� kt+ (f(0) +m(t))�

où on a posé m(t) = inf0<s�t(x(s)� k(s)) ce qui démontre la proposition.

Posons

Yt = Xt � kt ;

It = k

tZ
0

1fZs=0gds = (m(t) + Z(0))

de sorte que

Zt = Z0 + Yt + It

Calculons le loi conjointe de (Zt; It).

Remarquons pour cela que

tZ
0

e��I(s)dI(s) = [�1
�
e��I(s)]t0 =

1� e��I(t)
�

donc

e��I(t) = 1� �k
tZ
0

e��I(s)1fZs=0gds
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alors

e�1I(t)��2Z(t) = e��[Z(0)+Y (t)]e�(�1+�2)I(t) (3.11)

= e��2[Z(0)+Y (t)] � k(�1 + �2)
tZ
0

e��2[Yt�Ys]��1Is1fZs=0gds

d�où en prenant l�espérance, compte tenu du fait que Yt � Ys est indépendant de

Fs = �fYu; u � sg;

E[e��1I(t)��2Z(t) j z0 = x]

= e��2x+kt�2+t'(�2) � k(�1 + �2)�
tZ
0

e(t�s)'(�2)+k�2(t�s)E[e��1Is1fZs=xg j z0 = x]ds

en posant '(�) =

1Z
0

(e��x � 1)d�(x):

Remarque 3.1.1 Il est commode d�utiliser alors la transformation de Laplace.

Rappellons à ce sujet que si f est mesurable positive bornée sur R+

f̂(�) =

1Z
0

e��tf(t)dt; � > 0

est continue pour � > 0 et que si f(t)! L quand t!1 alors

L = lim
�#0
�f̂(�)

De 3.2 on tire alors

1Z
0

e��tE[e��1I(t)��2Z(t) j z0 = x]dt = (3.12)

e��2x

�� �2k � '(�2)
� k(�1 � �2)

H(�; �1)

�� �2k � '(�2)
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où

H(�; �1) =

1Z
0

e��tE[e��1I(t)1fZt=0g]dt

et où on a utilisé le fait que la transformée de Laplace transforme le convolution en produit.

La fonction

'(�) =

1Z
0

(e��x � 1)d�(x):

est continue décroissante, nulle en zéro et convexe .

Comme � > 0 le dénominateur �� k�� '(�) s�annule pour une valeur positive unique de

� soit �0(k; �):

Comme le membre de gauche de 3.12 pour � �xé et �1 �xé est une fonction bornée de �2

on a nécessairement

e��0x � k(�1 + �2)H(�; �1) = 0 (3.13)

soit

H(�; �1) =
e��0(k;�)x

k(�1 + �0(k; �))

On tire alors de 3.12 et de 3.13 la loi (Zt; It): En particulier, on a en faisant successivement

�1 = 0; �2 = 0 :

Proposition 3.1.2 Soit

'(�) =

1Z
0

(e��x � 1)d�(x) � > 0

On a

1Z
0

e��tE[e��1Zt j Z0 = x]dt =
e��x � �k e��0(k;�)x

k�0(k;�)

�� �k � '(�)
1Z
0

e��tE[e��1I(t) j Z0 = x]dt =
1

�

�
1� � e��0(k;�)x

� + �0(k; �)

�
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où �0(k; �) est la racine positive en � de �� �k � '(�) = 0:

Comme la fonction I(t) est croissante (I(t)
k
représente le temps durant lequel le réservoir

a été vide pendant ]0; t]), si I = lim " I(t), on a

E[e��I j Z = x] = lim
�#0

�
1� � e��0(k;�)x

� + �0(k; �)

�

Si nous posons

E(Xt) =

1X
n=0

E(Y (n)t ) = t

1Z
0

xd�(x) = t� � +1:

On voit que la pente de '(�) à l�origine vaut �� (on suppose que la mesure � est telle que

� <1).

Et donc si � � lim�#0 �0(k; �) = 0 donc E[e��I ] = 0 : I � +1 et si � > k;

il existe une racine > 0 unique de

K�+ '(�) = 0, Ee��I = 1� �e
��x

� + �

Proposition 3.1.3 On a si

a. � � k; I(t) " +1 P:p:s:

b. � > k; I(t) " I variable aléatoire dont la loi est donnée par

E[e��I j Z0 = x] = 1�
�e��x

� + �

donc I a pour loi �e�(x+s)�d=s+ (1� e�x�)�0 où � est la racine > 0 de k�+ '(�) = 0:

Ceci montre que si � > k le réservoir reste toujours en eau avec une probabilité 1� e�x�

strictement positive si x 6= 0:

Etudions le comportement asymptotique du niveau d�eau Z(t):

25



Chapitre 3.Exemple d�application

1. D�abord si Z(0) = 0 d�aprés la démonstration de la proposition 3.1.1

Zt = Yt � ( inf
0<s�t

Ys) = sup
0<s�t

[Yt � Ys]:

Le processus Yt est un PAIS (Processus a accroissement indépendant stationnaire)

et les processus

(Yt � Ys)1fs2]0;t]g et (Yt�s)1fs2]0;t]g

sont équivalents (c�est -à-dire,mêmes lois martingales) donc Zt a même loi queMt =

sup0<s�t Ys:

Mt est croissant donc converge en loi donc Zt également lorsque t " 1:

Il résulte alors de la remarque 3.1.1 et de la proposition 3.1.2 que

a) si � � k

lim
t"1

E[e��Zt j Z0 = 0] (3.14)

= lim
t#0
�

1Z
0

e��tE[e��Zt j Z0 = 0]

=
�

�k + '(�)
lim
�#0

�

�0(k; �)
;

lorsque � < k on a au voisinage de � = 0; �0(k; �)
X
�=(k � �) donc si � < k

lim
t"1

E[e��Zt j Z0 = 0] =
�(k � �)
�k + '(�)

;

Si � = k, (�0(k; �))=�! +1 donc si � = k

lim
t"1

E[e��Zt j Z0 = 0] = 0 8� > 0

Zt converge en loi vers +1:

26



Chapitre 3.Exemple d�application

b) si � > k donc lim�#0 �0(k; �) = � > 0 donc

lim
t"1

E[e��Zt j Z0] = 0 8� > 0

Zt converge en loi vers +1:

2. Si Z(0) = x: Notons Z(0) le niveau d�un réservoir auxiliaire identique de niveau

initial nul d�après la proposition précédente on a

Z(0)(t) = Yt �m(t)

Z(t) = x+ Yt + (m(t) + x)
�

= Z(0)(t) + (m(t) + x)� + x+m(t)

= Z(0)(t) + (x+m(t))+

a) de Z(t) � Z(0)(t) on déduit que si � � k; Z(t) converge en loi vers +1;

b) si Z(t) � Z(0)(t) on a vu la proposition 3.1.3 que I(t) " +1 p.s en particulier

appliquant ceci au cas x = 0 on voit que

m(t) = �I(t) # �1

donc ici

(x+m(t))+ ! 0 p.s

donc Z(t) a même limite en loi que Z(0)(t):

Remarque 3.1.2 Dans le cas � > k on peut voir que Zt ! +1 p:s: En e¤et de la

proposition 3.1.1 il résulte que

Z(t) � Y (t) = Xt � kt:
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Or il résulte de la loi des grands nombers (considérer les variables Xn+1 �Xn) que

Xt � �t
t

! 0 P:p:s Xt = �t+ t"(t) "(t)! 0

donc

Z(t) > Xt � kt = (�� k + "(t))t! +1 P:p:s;

En résumé, on a le résultat suivant :

Proposition 3.1.4 Z(0) = x:

a. Si � > k; c�est-à-dire si le débit moyen d�entrée est strictement supérieur au débit

théorique de sortie

* Le niveau d�eau

Z(t)! +1 P:p:s:

* Le réservoir reste toujours en eau avec la probabilité

1� e�x�;

où � est a racine > 0 de k�+ '(�) = 0:

* le temps durant lequel le réservoir est vide ]0;1[ est une variable aléatoire �nie

de loi

(1� e�x�)�0(s) + k�e�x�e�k�sds:

b. Si � = k alors

* Z(t) converge en loi vers Z(1) � +1:

* Durant [0,1[ le réservoir reste vide un temps in�ni P:p:s:

c. Si � < k alors
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* Zt converge en loi vers une variable Z0 �nie P:p:s: ne dépendant pas du niveau

initial x, de loi donnée par

E[e��Z1 ] =
�(k � �)
�k + '(�)

:

* Durant [0;1[ le réservoir reste à sec un temps in�ni P:p:s: On a posé

'(�) =

1Z
0

(e��x � 1)d�(x):

Remarque 3.1.3 Dans le cas (b) on voit que Z(t) converge en loi vers +1 mais cette

convergence n�est pas presque sûre puisque Z(t) = 0 durant un temps in�ni P:p:s:

Exemple 3.1.1 Dans le cas où �(dx) = e�x=%
dx
x

E[Xt] = t

1Z
0

xd�(x) = tp (i:e � = %)

'(�) = Log(1 + �%)

1) dans le cas � = � > k; le nombre � > 0 est donné par 1 + �e = ek�;

2) dans le cas � = e < k; de

E[e��Z1 ] =
�(k � %)

�k � Log(1 + �%) ;

on tire

EZ1 =
%2

2(k � %) .

3.1.2 Application à la théorie des assurances

On schématise le fonctionnement d�une compagnie d�assurance de la façon suivante :
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1. les cotisations représentent un �ux régulier qu�on représente par un �ux continu kt;

2. les remboursements de frais d�accidents interviennent à des dates formant un pro-

cessus de Poisson et sont de montants indépendants et forment donc un processus

de Poisson composé que nous généralisons par un processus de Lévy Xt de mesure

de Lévy �:

(Même dans le cas où les polices d�assurances imposent une franchise, le nombre de petits

accidents voisins de la franchise est souvent grand. )

On suppose que le "risque moyen par unité de temps" � donné par

EXt = t

1Z
0

xd�(x) = t� (3.15)

est �ni.

Le rapport k=� s�appelle le coe¢ cient de securité de lundberg.

Soit �Zt le niveau des réserves de la compagnie, on a

�Zt = �Z0 + kt�Xt

du moin tant que �Zt � 0. On suppose �Z0 � 0. (Si �Zt venait à devenir négatif.

la compagnie serait obligée de recourir à une procédure nouvelle : délais de paiement,

ou assurance auprés d�une autre compagnie. ce qui reléve des téchniques de gestions des

assurance et que nous n�étudierons pas. )

La premiére question est donc d�évaluer le temps T durant lequel la compagnie est en"période

de prospérité"

T = infft = �Zt < 0g:

Si nous notons comme précédemment

Yt = Xt � kt
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et

Mt: = sup
0<s�t

Ys

nous voyons que

fT � tg = f inf
0<s�t

( �Z0 �Xs + ks) � 0g

= f inf
0<s�t

( �Z0 � Y ) � 0g

= fMt � �Z0g

Or nous avons vu que le processus Mt a même loi que le niveau d�eau Zt d�un réservoir

auxiliaire véri�ant l�équation 3.2 et de niveau initial Z0 = 0 (cf.aprés la proposition 3.1.3

) et donc la proposition 3.1.2 nous donne

1Z
0

e��tE[e��Mt ]dt =
1� �

�0(k:�)

�� �k � '(�) :

Mt est un processus croissant donc convrege p.s. quand t. On en déduit comme précédem-

ment que

a) si le coe¢ cient de sécurité de lundberg k
�
est > 1: Mt converge p.s vers une v.a. M1

de loi donnée par

E[e�M1 ] =
�(k � �)
�k + '(�)

:

le calcul de cette loi nous donnant la probabilité de prospérité à horizon in�ni

PfT =1g = P(M1 � x) si �Z0 = x

En particulier, si �Z0 = 0
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PfT =1g = PfM1 = 0g =
k
�
� 1
k
�

b) si le coe¢ cient de sécurité de lundberg k
�
est� 1, la probabilité de prospérité indé�nie

est nulle.

32



Bibliographie

[1] David, C. Processus Stochastique. POLYTECH�LILLE.

[2] Jeanblanc, M. & Simon, T. (Septembre 2005). Elements de calcul stochastique. IRBID.

[3] Jeanblanc, M. (Septembre 2006). Cours de calcul stochastique. Master 2IF EVRY.

[4] Lévêque, O. (2005). Cours de probabilités et calcul stochastique. (No. LTHI-

TEACHING-2006� 001):

[5] Oksendal, B. Stochastic di¤erential equations. Sixth Edition. Springer-Verlag.

[6] Prabhu, NU. (1980): Stochastic storage processes. Springer.

[7] Rémi, R. (2010). Processus de Lévy et calcul stochastique. Document de travail, Uni-

versité Paris-Dauphine.

33



Abréviations et Notations

Les di¤érentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-

quées ci-dessous.

(
;F ;P) Espace de probabilité.

(
;F ; (Ft)t�0;P) Espace de probabilité �ltré.

Bt Mouvement Brownien.

v:a Variabe aléatoire

i:i:d Indépendante identiquement distribuée

E[X] Espérance mathématique ou moyenne du v:a:X.

V ar[X] Variance de X

B
�
Rd
�

Tribu borélienne sur Rd

Rd Espace réel euclidien de dimension d.

X s N (0; t) Variable X suit la loi normale centré et de variance t:
p:s:�! Convergence presque sûre.

loi�! Convergence en loi.

P:p:s Prêsque sûrement pour la mesure de probabilité P

B(Rd) Tribu borélienne sur Rd:

N Ensemble des entiers naturels:

lim Limite.
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Abréviations et Notations

sup Supérieur

inf Inférieur

PAIS Processus à accroissement indépendant et stationnaire

c�adl�ag Continu à droite pourvu de limite à gauche.

� Mesure de Lévy
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