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Introduction

Une grande partie des problèmes impliquant des équations di¤érentielles ordinaires ne

fournissent pas des conditions initiales, mais des conditions aux limites (aux frontières) où

les valeurs de la solution sont imposées.

Le principe de la méthode des di¤érences �nies consiste à remplacer les dérivées par les

approximations qui conduit à des systèmes linéaires.

Dans ce mémoire on étudie la méthode des di¤érences �nies en dimension un et deux et

on prolonge cette étude sur les problèmes d�évolution.

Dans le premier chapitre, on expose la méthode des di¤érences �nies pour un problème

aux limites en dimension un suivant d�un problème aux limite en dimension deux.

Ensuite, dans le deuxième chapitre on traite le problème aux limites d�évolution ( le temps

intervient comme variable ), en prenant deux problèmes types à savoir : équation de la chaleur

en dimension un et l�équation des ondes en dimension un.

En�n, dans le troisième chapitre on applique la méthode sur les problèmes d�évolution où

la variable de l�espace appartient à l�espace de dimension deux.
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Chapitre 1

Méthode des di¤érences �nies pour un

problème aux limites stationnaire

1.1 Méthode des di¤érences �nies pour un problème

aux limites en dimension un

Considérons le problème suivant : étant donné deux fonctions c , f 2 '0 ( [0; 1] ) et deux

constantes � et �, trouver une fonction u 2 '2 ( [0; 1] ) qui véri�e :

8>><>>:
�u00 (x) + c (x)u (x) = f (x) ; 0 < x < 1;

u (0) = �; u (1) = �:

Un tel problème est appelé problème aux limites car la fonction inconnue doit satisfaire les

conditions aux limites :

u (0) = �,

u (1) = �,

Posées à la frontière de l�intervalle ouvert sur lequel l�équation di¤érentielle doit être satisfaite.

Sauf dans quelques très rares cas, on ne connait pas de formule qui permettrait de calculer

directement la valeur de la solution en un point quelconque de l�intervalle [0; 1] :
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Chapitre 1. Méthode des di¤érences �nies pour un problème aux limites stationnaire

Le problème se pose donc de trouver un moyen d�approcher les valeurs de la solution d�aussi

prés qu�on veut. Une méthode pour y parvenir est la méthode des di¤érences �nies, que nous

allons maintenant décrire.

Etant donné un entier

N � 1;

on pose

h =
1

N + 1
;

et on dé�nit un maillage uniforme de pas h de l�intervalle [0; 1] comme étant l�ensemble des

points

xi = ih; 0 � i � N + 1

( remarquer que x0 = 0, xN+1 = 1 ), appelés les n�uds du maillage.

Il est entendu une fois pour toutes que le pas h est destiné à tendre vers zéro, ce qui signi�e

qu�il peut être rendu aussi petit qu�on veut.

La méthode des di¤érences �nies est un moyen d�obtenir une approximation de la solution '

aux n�uds du maillage. Autrement dit on recherche un vecteur

uh = (u1 u2:::uN) 2 RN

tel que ui soit �voisin�de ' (xi),

' (x0) = �,

et

' (xN+1) = �;

la qualité de l�approximation étant d�autant meilleure que le pas h est petit.

Supposant que la solution ' 4 fois continument dérivable sur l�intervalle [0; 1] :
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Chapitre 1. Méthode des di¤érences �nies pour un problème aux limites stationnaire

La formule de Taylor permet d�écrire pour i = 1; 2; 3; :::; N :

' (xi+1) = ' (xi) + h'
0 (xi) +

h2

2
'00 (xi) +

h3

6
' (xi) +

h4

24
'
�
xi + �

+
i h
�
;

et

' (xi�1) = ' (xi)� h'0 (xi) + h2

2
'00 (xi)� h3

6
' (xi) +

h4

24
'
�
xi + �

�
i h
�
;

avec

�1 < ��i < 0 < �+i < 1;

d�où l�on déduit :

�' (xi+1) + 2' (xi)� ' (xi�1) = �h2'00 (xi)�
h4

24

�
'4
�
xi + �

�
i h
�
'4
�
xi + �

+
i h
��
:

D�après le théorème des valeurs intermédiaires

�
'4
�
xi + �

�
i h
�
+ '4

�
xi + �

+
i h
��
= 2'4 (xi + �ih) :

Avec

j�ij � max
�
�+i ,�

�
i

	
< 1:

De sorte qu�on obtient �nalement

�'00 (xi) =
�' (xi�1) + 2' (xi)� ' (xi�1)

h2
+
h2

12
'(4) (xi + �ih) ;

avec

j�ij < 1; 1 < i < N:

Posons :

'i = ' (xi) ;

ci = c (xi)

fi = f (xi)
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Chapitre 1. Méthode des di¤érences �nies pour un problème aux limites stationnaire

et exprimons que la fonction ' et solution du problème aux points

xi; 1 � i � N

en remplaçant les valeurs �'00 (xi) par les expressions ci-dessus et en tenant compte des

conditions aux limites :

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

� �
h2
+
2'1 � '2
h2

+ c1'1 = f1 �
h2

12
'(4) (x1 + �1h) ;

�'i�1 + 2'i � 'i+1
h2

+ ci'i = fi �
h2

12
'(4) (xi + �ih) ; 2 � i � N � 1

�'N�1 + 2'N
h2

� �
h2
+ cN'N = fN �

h2

12
'(4) (xN + �Nh) :

Le système d�équation ci-dessous s�écrit sous la forme matricielle :

Ah'h = bh + "h (') ;

en posant :

Ah =
1

h2

266666666664

2 + c1h
2 �1 0 0 0

�1 2 + c2h
2 : 0 0

0 : : : 0

0 0 : 2 + cN�1h
2 �1

0 0 0 �1 2 + cNh
2

377777777775
;

avec :

'h = ('1; '2; :::; 'N�1; 'N)

bh =
�
f1 +

�
h2
f2; :::; fN�1, fN +

�
h2

�

5



Chapitre 1. Méthode des di¤érences �nies pour un problème aux limites stationnaire

et

"h (') =
h2

12

0BBBBBBBBBB@

'(4) (x1 + �1h)

'(4) (x2 + �2h)

...

'(4) (xN�1 + �N�1h)

'(4) (xN + �Nh)

1CCCCCCCCCCA
:

La méthode repose sur la remarque suivante : le vecteur "n (') étant d�autant plus "petit"

que le pas h est petit (du fait du facteur h2), on est naturellement conduit à le négligé et

à dé�nir le problème discret ,associé au problème aux limites considéré et correspondant au

pas h :

Trouver un vecteur

Uh 2 RN

solution de l�équation matricielle :

Ah:Uh = bh:

Théor me 1.1.1 Si c (x) > 0 alors la matrice Ah du système linéaire est à diagonale domi-

nante et le système admet une solution unique.

Théor me 1.1.2 On suppose que la fonction c (x) � 0. Si la solution ' du problème aux

limites véri�e

' 2 '
�
(4) [0; 1]

�
on a la majoration :

max jUi � ' (xi)j = kUh � 'k1 �
�
1

96
sup
0�X�1

��'(4) (x)��� :h2:
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Chapitre 1. Méthode des di¤érences �nies pour un problème aux limites stationnaire

1.2 Méthode des di¤érences �nies pour un problème

aux limites en dimension deux

Soit 
 un ouvert borné connexe de R2 de frontière � très régulière ( 
 supposé être localement

d�une seul côté de � de classe C1).

On se donne des fonctions

f 2 '0
�_


�
; g 2 '0

�_


�
et a 2 C0

�_


�
;

on suppose dans tout ce qui suit que l�on a :

8x 2 
; a (x) � 0:

On considère le problème suivant :

Trouver une fonction

u :
_


! R;

solution de : 8>><>>:
�4u (x) + a (x)u (x) = f (x) ; x 2 
;

u (x) = g (x) ; x 2 �;

où

� =
@2

@x21
+
@2

@x22
:

Il s�agit d�un nouvel exemple de problème aux limites, la fonction inconnue devant satisfaire

la condition aux limites

u = g

à la frontière �, ce problème a une solution et une seule, continue sur
_


 et deux fois conti-

nument dérivable sur 
 .Nous noterons ' cette solution.
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Chapitre 1. Méthode des di¤érences �nies pour un problème aux limites stationnaire

Comme en dimension un, la méthode des di¤érences �nies fournit une approximation de la

solution en un nombre �ni de points de l�ouvert 
.

Pour cela, on commence par établir un maillage uniforme du plan, de même pas h dans les

deux directions, dont les n�uds sont les points

( ih; jh ) tel que (i; j) 2 Z2:

Appelons 
h l�ensemble des n�uds du maillage qui appartiennent à 
, et �h l�ensemble des

points du plan qui sont à l�intersection de la frontière � et d�une ligne horizontale ounet

verticale du maillage (il n�y a aucune raison pour que les points de �h soient des n�uds du

maillage).

Le problème discret consiste à trouver une approximation de la solution aux points de 
h.

Pour commencer, on numérote ces points de la gauche vers la droite et du haut vers le bas

(ou du bas vers le haut).

Comme indiqué à la �gure :

Fig. 1.1 �Le maillage

La première étape de la méthode consiste a obtenir une expression du Laplacien partielles

par des quotients "aux di¤érences �nies" appropriés :
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Chapitre 1. Méthode des di¤érences �nies pour un problème aux limites stationnaire

Soit P un point de 
h, et soit Pi; tel que

1 � i � 4

les quatres points de 
h [ �h les plus voisins dans les quatres directions, disposés comme à

la �gure :

Fig. 1.2 �les directions

On notera hi la distance du point P au points Pi.

Si :

h1 = h3;

l�approximation de :

�@
2'

@x21
(p) ;

est tout trouvée, à savoir :

�' (p3) + 2' (p)� ' (p1)
h21

:

Sinon, on cherche une combinaison linéaire des trois valeurs : ' (p3) ; ' (p) ; ' (p1) ;

9



Chapitre 1. Méthode des di¤érences �nies pour un problème aux limites stationnaire

de telle façon que :

�1' (p3) + �' (p) + �3' (p3) = �
@2'

@x21
(p) + ( termes avec dérivées d�ordre � 3):

En supposant la solution ' su¢ samment régulière, on peut écrire :

' (p1) = ' (p) + h1
@' (p)

@x1
+

h21
2

@2' (p)

@x21
(p) +

h31
6

@3'

@x31
(Q1) ; Q1 2 ]p; p1[ ;

et

' (p3) = ' (p) + h3
@' (p)

@x1
+

h23
2

@2' (p)

@x21
(p) +

h33
6

@3'

@x31
(Q3) ; Q3 2 ]p; p3[ :

On est ainsi conduit à résoudre le système linéaire :

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

�1 + �+ �3 = 0 ; coe¢ cients de ' (p) ;

�1h1 � �3h3 = 0 ; coe¢ cients de
@'

@x1
(p) ;

�1
h21
2
+ �3

h23
2
= �1 ; coe¢ cients de

@2'

@x21
(p) ;

de solution

�1 =
�2

h1 (h1 + h3)
;

�2 =
2

h1h3
;

�3 =
�2

h3 (h1 + h3)
:

On obtient de cette façon :

�@2'(p)

@x21
(p) = � 2

h1 (h1 + h3)
' (p1) +

2

h1h3
' (p)� �2

h1 (h1 + h3)
' (p3)

� h21
3 (h1 + h3)

@3'

@x31
(Q1) +

h23
3 (h1 + h3)

@3'

@x13
(Q3) :

10



Chapitre 1. Méthode des di¤érences �nies pour un problème aux limites stationnaire

Ainsi qu�une expression analogue pour la dérivée partielle

�@2'(p)

@x22
(p) = � 2

h2 (h2 + h4)
' (p1) +

2

h2h4
' (p)� �2

h2 (h2 + h4)
' (p3)

� h22
3 (h2 + h4)

@3'

@x32
(Q1) +

h23
3 (h2 + h4)

@3'

@x32
(Q3) :

En négligeant, comme en dimension un, les termes faisant intervenir les dérivées d�ordre � 3

de la fonction ', on dé�nit le Laplacien approché comme l�opérateur linéaire �h qui, à toute

fonction u dé�nie sur l�ensemble 
h [ �h associé la fonction

�hu

dé�nie sur l�ensemble 
h par :

8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�1' (p1) + �' (p) + �3' (p3) = �@2'
@x21
(p) + ( terme � 3 ) d;

' (p1) = ' (p) + h1
@'(p)
@x1

+
h21
2
@2'(p)

@x21
(p) +

h31
6
@3'
@x31
(Q1) ; Q1 2 ] p; p1 [ ;

�1' (p1) = �1' (p) + �1h1
@'
@x1
(p) + �1

h21
2
@2'
@x21

+ :::;

�3' (p3) = �3' (p) + �3h3
@'
@x1
(p) + �3

h21
2
@2'
@x21

+ :::;

�1' (p1) + �3' (p3)� (�1 + �3)' (p) = (�1 + �3)h1 @'@x1
h21
2
(�1 + �2)

@2'
@x21

+ ::::;

avec :

� � = ��1 � �3 , �+ �1 + �3 = 0;

� �1 + �+ �3 = 0;

� �1h1 � �3h3 = 0;

� �1 h
2
1

2
+ �3

h23
2
= �1;

� � = (�1 + �3) ;

� �1 = �3h3
h1
;

11



Chapitre 1. Méthode des di¤érences �nies pour un problème aux limites stationnaire

� �3 h3h1 :
h21
2
+ �3

h23
2
= �1;

� �3
�
h3h1
2
+

h23
2

�
= �1;

� �3
�
h3h1+h23

2

�
= �1 ) �3 =

�2
h3h1+h23

�1 =
�2

h1(h1+h3)
= �2h3�2h1

h1h3(h1+h3)
= �2

h1h3
;

�hu (p) = 2
h1(h1+h3)

u (p1) +
2

h2(h2+h4)
u (p2) +

2
h3(h3+h1)

u (p3)

+ 2
h4(h4+h2)

u (p4)�
n

2
h1h3

+ 2
h2h4

o
u (p) ; p 2 
h;

dé�nition qui se simpli�e en :

�hu (p) =
u (p1) + u (p2) + u (p3) + u (p4)� 4u (p)

h2
;

lorsque :

h1 = h2 = h3 = h4 = h:

Une fois le Laplacien approché dé�ni, le problème discret associé au problème aux limites

considéré et au maillage choisi consiste à trouver une fonction Uh dé�nie sur l�ensemble discret


h [ �h telle que 8>><>>:
��Uh (p) + a (p)Uh (p) = f (p) ; p 2 
h;

Uh (p) = g (p) ; p 2 �h:

Dis que l�on a choisi un numérotage des n�uds de 
h et �h, les deux relations précédentes

s�écrivent sous la forme d�un système linéaire

AhUh = bh:

Le vecteur Uh ayant pour composantes les valeurs

Uh (p) ; p 2 
h

Rangées dans l�ordre considéré par le numérotage.

12



Chapitre 1. Méthode des di¤érences �nies pour un problème aux limites stationnaire

Théor me 1.2.1 Autrement dit si :

p1; :::; pN les points de 
h;

alors :

Uh = (Uh (p1) ; :::; Uh (pN)) :

Théor me 1.2.2 Le problème approché admet une solution unique.

De plus si on suppose que la solution U véri�e U 2 '4
�_


�
; on a :

max
pi2
h

jU (pi)� Uh (pi)j � ' (h) :h2

Exemple 1.1 Soit l�équation aux dérivées partielles :

@2u

@x2
+
@2u

@y2
= unxx + u

n
yy = 0

dé�nit dans un carré tel que :0 � x � 3 et 0 � y � 3 ; et véri�ant les conditions aux limites

suivante : 8>>>>>>><>>>>>>>:

u (0; y) = 0;

u (3; y) = 27� 9y2;

u (x; 0) = x3;

u (x; 3) = x3 � 27x:

Traitons le problème de Dirichlet dé�nit ci-dessus par la méthode des di¤érences �nies, en

prenant le pas h = k = 1:

On remarque que le pas de maillage est le même suivant les deux axes Ox et Oy.

Pour les points intérieurs du maillage on pose :

u"xx =
1

h2
(ui+1;j � 2ui;j + ui�1;j) ; u"yy =

1

h2
(ui;j+1 � 2ui;j + ui;j�1) ;

13



Chapitre 1. Méthode des di¤érences �nies pour un problème aux limites stationnaire

comme unxx + u
n
yy = 0; On en déduit le schéma de calcul, en faisant la somme :

ui;j =
1

4
(ui+1; j + ui�1; j + ui; j+1 + ui; j�1) :

On voit immédiatement que la valeur de la fonction u (x; y) au points (i; j) est obtenue en

faisant la moyenne arithmétique des valeurs aux points (i+ 1; j), (i� 1; j), (i; j + 1) et

(i; j � 1) selon la maille de calcule suivant :

Ce qui se traduit encore par le diagramme :

266664
1

1 1 1

1

377775u = 0;

comme h = 1, on un maillage 3� 3 :

Les quantités :

u10 = 1; u20 = 8; u30 = 27 ( d�après la condition au limite : u (x; 0) = x3 ) ;

u01 = 0; u02 = 0; u03 = 0; ( d�après la condition au limite : u (0; y) = 0 ) ;

u01 = 0; u02 = 0; u03 = 0; ( d�après la condition au limite : u (3; y) = 27� 9y2 ) ;

u01 = 0; u02 = 0; u03 = 0; ( d�après la condition au limite : u (x; 3) = x3 � 27x ) ;

14



Chapitre 1. Méthode des di¤érences �nies pour un problème aux limites stationnaire

L�application de ce schéma aux points intérieurs du domaine donne un système de quatre

équations linéaires avec quatre inconnues : u11 = v1; u12 = v3; u21 = v2; u22 = v4 :

8>>>>>>><>>>>>>>:

4u11 = u01 + u10 + u21 + u12 = u12 + u21 + 1

4u21 = u11 + u20 + u31 + u22 = u11 + u22 + 26

4u12 = u02 + u11 + u22 + u13 = u11 + u22 � 26

4u22 = u12 + u21 + u32 + u23 = u12 + u21 � 55

La matrice de ce système est une matrice à diagonale dominante :

0BBBBBBB@

4 �1 �1 0

�1 4 �1 �1

�1 �1 4 �1

0 �1 �1 4

1CCCCCCCA

0BBBBBBB@

v1

v2

v3

v4

1CCCCCCCA
=

0BBBBBBB@

1

26

�26

�55

1CCCCCCCA

Donc, on peut appliquer l�une des méthodes itératives des approximations successives.

Pour résoudre ce système, on utilise la méthode de Gauss, on trouve :

u11 = v1 = �1; 875 � �2; u12 = v3 = �10:938 � �11;

u21 = v2 = 2:062 � 2; u22 = v4 = �15:969 � �16:

Si la solution exacte de ce problème u (x; y) = x3 � 3xy2:

Pour estimer les résultats obtenus calculons la solution exacte : u11 = u (1; 1) = �2;

u12 = u (1; 2) ; u21 = u (2; 1) ; u22 = u (2; 2) = �16:

On remarque que les résultats obtenus sont en bon accord avec ceux de la solution exacte.
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Chapitre 2

Méthode des di¤érences �nies pour un

problème aux limites d�évolution

2.1 L�équation de la chaleur en dimension un

Considérons le problème suivant :

Etant donné une fonction f su¢ samment régulière sur [0; 1]� R+ ! R solution de :

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

@u

@t
(x; t)� @

2u

@x2
(x; t) = f (x; t) ; 0 < x < 1, t > 0

u (x; 0) = u0 (x) ; 0 � x � 1 (condition initiales),

u (0; t) = u (1; t) = 0 ; t � 0 (conditions aux limites).

Il s�agit là d�un nouvel exemple de problème aux limites, puisque les relations

u (0; t) = u (1; t) = 0 pour t � 0;

sont e¤ectivement des conditions aux limites. Mais on notera que ce problème est assorti de

16



Chapitre 2 . Méthode des di¤érences �nies pour un problème aux limites d�évolution

surcroit de la condition initiale

u (x; 0) = u0 (x) 0 � x � 1;

caractéristique d�un problème d�évolution c�est -à-dire où le temps intervient.

On démontre que si f et u0 sont su¢ samment régulières ( et si u0 satisfait la condition

naturelle de compatibilité u0 (0) = u0 (1) = 0 ) que ce problème admet une solution et une

seule, continue sur l�ensemble [0; 1]� R+.

Et su¢ samment régulière sur l�ensemble :

]0; 1[� ft 2 R, t > 0g

pour que l�équation aux dérivées partielles considérée y ait un sens.

On notera cette solution '. Pour discrétiser ce problème par une méthode de di¤érences

�nies, établissant un maillage de pas

h =
1

N + 1
; N : entier � 1;

pour la variable x et de pas �t pour la variable t.

Les pas h et �t sont destinés à tendre vers 0: (FIG 2.1)

Notons uni une approximation (à trouver) de la solution au point

(ih ; n�t):

Les considérations du chapitre1 nous conduisent à approcher

�@
2'

@x2
(ih , n�t)

17



Chapitre 2 . Méthode des di¤érences �nies pour un problème aux limites d�évolution

Fig. 2.1 �Domaine d�étude

par :
�uni�1 + 2uni � uni+1

h2
;

et
@'

@t
(ih; n�t) ;

et par :
un+1i � uni

�t
(schéma I)

ou

uni � un�1i

�t
(schéma II).

Le problème discret associé au schéma I s�écrit : trouver des nombres

uni ; 0 � i � N + 1; n � 0

18



Chapitre 2 . Méthode des di¤érences �nies pour un problème aux limites d�évolution

solution de :8>>>>>>><>>>>>>>:

un+1i �uni
�t

+
�
�uni�1+2uni �uni+1

h2

�
= f (ih; n�t) ; 1 � i � N , n � 0;

u0i = u0 (ih) ; 1 � i � N;

un0 = u
n
N+1 = 0 ; n � 0:

Dé�nissons les vecteurs :

un = (uni )
N
i=1 2 RN

et

fn = f (ih; n�t)Ni=1 2 RN

Le problème discret s�écrit sous la forme matricielle : trouver des vecteurs un n � 0 véri�ant :

8>><>>:
un+1i � uni

�t
+ Aun = fn ; n � 0;

u0 donné.

où la matrice A d�ordre N est donné par l�expression :

A =
1

h2

0BBBBBBBBBBBBBB@

2 �1 0 0 0 0

�1 2 : 0 0 0

0 : : : 0 0

0 0 : : : 0

0 0 0 : : �1

0 0 0 0 �1 2

1CCCCCCCCCCCCCCA
:
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Chapitre 2 . Méthode des di¤érences �nies pour un problème aux limites d�évolution

Le vecteur un+1 est donc donné explicitement à partir du vecteur un par la formule

un+1 = (I ��t:A)un +�t:fnn � 0

De façons plus précise, chaque composante un+1i du vecteur un+1 est obtenue explicitement

à partir des seules composantes uni�1 , u
n
i et u

n
i+1 du vecteur u

n supposé déjà calculer (on

rappelle que un0 = u
n
N+1 = 0 , n � 0).

Soit encore, sous forme matricielle :

8>><>>:
uni � un�1i

�t
+ Aun = fn ; n � 1;

u0 donné.

Contrairement au cas du schéma I, on ne peut pas calculer directement une composantes uni

du vecteurs un puisque la relation où elle apparait fait également intervenir les composantes

uni�1 et u
n
i+1 du même vecteur : on calcule le vecteur u

n à partir du vecteur un�1 en résolvant

un système linéaire , à savoir

(I +�t:A)un = un�1 +�t:fn;

et c�est la raison pour laquelle le schéma II est dire implicite.

La mise en �uvre du schéma II conduit donc à la résolution d�une suite de système linéaire,

de même matrice

(I +�t:A)

tridiagonale symétrique dé�nie positive.

Mentionnons que le schéma implicite II est meilleur que le schéma explicite I du point de vue

de la stabilité.
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Chapitre 2 . Méthode des di¤érences �nies pour un problème aux limites d�évolution

2.2 L�équation des ondes en dimension un

Etant donné f 2 '0 ([0; 1]� R+), c : constante 6= 0:

Trouver une fonction u (x; t) dé�nie pour 0 � x � 1 et t � 0 qui soit solution de :

8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

1
c2
@2u

@t2
(x; t)� @

2u

@x2
(x; t) = f (x; t) ; 0 � x � 1, t > 0

u (0; t) = u (1; t) = 0 ; t � 0 (conditions aux limites),

u(x; 0) = u0 (x) ; 0 � x � 1 (conditions initiales),

@u

@t
(x; 0) = u1 (x) ; 1 � x � 1 (conditions initiales).

Il s�agit donc d�un nouvel exemple de problème aux limites d�évolution, assorti cette fois de

deux conditions initiales.

Pour discrétiser ce problème par une méthode de di¤érences �nies, on établit le même maillage

qu�au problème de l�équation de la chaleur.

La discrétisation la plus naturelle consiste à trouver des nombres

uni ; 0 � i � N + 1; n � 0

solution de :8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

1
c2
un+1�2un+un�1

�t2
+
�
�uni�1+2uni �uni+1

h2

�
= f (ih; n�t) , 1 � i � N , n � 1;

u0i = u0 (ih) , 1 � i � N;

u1i = u0 (ih) + �tu1 (ih) , 1 � i � N;

un0 = u
n
N+1 = 0 , n � 0;
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Chapitre 2 . Méthode des di¤érences �nies pour un problème aux limites d�évolution

soit encore, sous forme vectorielle :

8>><>>:
1
c2

�
un+1i �2uni +u

n�1
i

�t2

�
+ Aun = fn , n � 1;

u0, u1 donnés.

C�est le schéma explicite.

On peut prendre le schéma implicite suivant :

8>><>>:
1
c2

�
un+1i �2uni +u

n�1
i

�t2

�
+ Aun+1 = fn , n � 1;

u0, u1 donnés,

ou : 8>><>>:
(I + c2�t2:A)un+1 = c2�t2fn + 2un � un�1 , n � 1;

u0 , u1 donnés.

Dont la progression requiert la résolution d�une suite de système linéaire de même matrice

�
I + c2�t2:A

�
;

tridiagonale symétrique dé�nie positive.

Mais on préfère généralement un schéma implicite basé sur :

un =
un+1 + un�1

2

2un = un+1 + un�1 , 4un = un+1 + un�1 + 2un;
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Chapitre 2 . Méthode des di¤érences �nies pour un problème aux limites d�évolution

et : 8>><>>:
1

c2

�
un+1�2un+un�1

�t2

�
+ 1

4
(Aun+1 + 2Aun + Aun�1) = fn , n � 1;

u0, u1 donnés.

Dont la progression aussi requiert la résolution d�une suite de systèmes linéaires de même

matrice �
I +

1

4
:c2�t2A

�
;

à nouveau tridiagonale symétrique dé�nie positive.
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Chapitre 3

Les équations en dimension 2

d�évolution

3.1 L�équation de la chaleur en dimension 2

Considérons le problème suivant sur 
 un ouvert de R2 de frontière �.

Trouver u (x; t) dé�nie pour : x 2
_


 et t � 0 solution de :

8>>>>>>><>>>>>>>:

1
c2
@u

@t
(x; t)��u (x; t) = f (x; t) ; x 2 
 , t > 0;

u (x; 0) = u0 (x) ; x 2
_


 (condition initiale),

u (x; t) = g (x; t) ; x 2 � , t � 0 (condition aux limites).

Les fonctions f , u0, g, étant données. On peut approcher de tels problèmes aux limites

d�évolution par des méthodes de di¤érences �nies, l�approximation du Laplacien � se faisant

alors comme il a été indiqué avant par l�opérateur �h: Ainsi schéma explicite

8>>>><>>>>:
1

c2

�
u (p; (n+ 1)�t)� u (p; n�t)

�t

�
+�hu (p; n�t) = f (p; n�t) ; n � 0 ; p 2 
h;

u (p; 0) donné p 2 
h
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Chapitre 3. Les équations en dimention 2 d�évolution

Pour :

1 � i; j � N

Posons : 8>>>>>>>><>>>>>>>>:

p = (ih; jh) ;

u (p; (n+ 1)�t) = un+1i, j ;

u (p; n�t) = uni, j;

f (p, n�t) = fni, j:

On a : 8>>><>>>:
1

c2

 
un+1i j � uni, j

�t

!
+�hu

n
i;j = f

n
i, j ; n � 0;

u0i, j donné 1 � i , j � N:

Schéma implicite :

8>>><>>>:
1

c2

 
uni j � un�1i, j

�t

!
+�hu

n
i, j = f

n
i, j ; n � 0

u0i, j donné 1 � i, j � N:
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Chapitre 3. Les équations en dimention 2 d�évolution

3.2 L�équation des ondes en dimension 2

8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

1

c2
@2u

@t2
(x; t)��u (x; t) = f (x) ; x 2 
 t > 0;

u (x; 0) = u0 (x) ; x 2
_


 ; (condition initiale),

@u

@t
(x; 0) = u1 (x) ; x 2

_


 ; (condition initiale),

u (x; t) = g (x) ; x 2 � ; t � 0 (condition aux limites).

Schéma explicite :

8>>><>>>:
1
c2

�
un+1i, j �2uni, j+u

n�1
i, j

�t2

�
+�hu

n
i, j = f

n
i, j ; n � 1;

u0i, j donné 1 � i , j � N:

Schéma implicite :

8>><>>:
1

c2

 
un+1i;j � 2uni;j + un�1i; j

�t2

!
+�hu

n
i;j = f

n
i;j ; n � 1;

u0i; j, u
1
i; j donnés 1 � i , j � N:

Ou bien8>><>>:
1

c2

 
un+1i, j � 2uni, j + un�1i, j

�t2

!
+ 1

4

�
�hu

n
i�1, j + 2�hu

n
i, j +�hu

n
i+1, j

�
= fni, j , n � 1;

u0i, j, u
1
i, j donnés 1 � i , j � N:

�
un+1i;j � 2uni;j + un�1i; j

�
+ c2�t2�hu

n
i;j = c

2�t2fni, j

un+1i;j = �un�1i; j + (2 + c
2�t2�h)u

n
i;j = c

2�t2fni, j
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Chapitre 3. Les équations en dimention 2 d�évolution

On a :

�hu(p) =
u(p1) + u(p2) + u(p3) + u(p4)� 4u (p)

h2

Donc :

�
un+1i;j � 2uni;j + un�1i; j

�
+ c2�t2(

u(p1) + u(p2) + u(p3) + u(p4)� 4u (p)
h2

) = c2�t2fni, j

un+1i;j = �un�1i; j + 2u
n
i;j + c

2�t2(
uni; j+1 + u

n
i; j�1 + u

n
i�1; j + u

n
i+1, j � 4uni, j

h2
) = c2�t2fni, j

8><>: un+1i;j = �un�1i; j + u
n
i;j(2� 4c2�t2

h2
) + c2�t2

h2
(uni; j+1 + u

n
i; j�1 + u

n
i�1; j + u

n
i+1, j) = c

2�t2fni, j , n � 1;

u0i, j, u
1
i, j donnés 1 � i , j � N:
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Conclusion

On a utiliser la méthode des di¤érences �nies pour l�approximation des deux types d�équation

aux dérivées partielles à savoir l�équation de la chaleur et l�équation des ondes.La méthode

est simple à mise en �uvre pour la variable temps car le maillage est uniforme c�est-à-dire la

frontière est parallèle par morceaux aux l�axe des cordonnées, mais pour la variable espace

elle impliquées à sa mise en �uvre car le maillage généralement n�est pas uniforme, dans ce

cas il est préférable d�employer la méthode des élément �nis pour la variable espace.
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