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Introduction

Une grande partie des problémes impliquant des équations différentielles ordinaires ne
fournissent pas des conditions initiales, mais des conditions aux limites (aux frontiéres) ou
les valeurs de la solution sont imposées.

Le principe de la méthode des différences finies consiste & remplacer les dérivées par les
approximations qui conduit a des systémes linéaires.

Dans ce mémoire on étudie la méthode des différences finies en dimension un et deux et
on prolonge cette étude sur les problemes d’évolution.

Dans le premier chapitre, on expose la méthode des différences finies pour un probleme
aux limites en dimension un suivant d’un probléme aux limite en dimension deux.

Ensuite, dans le deuxiéme chapitre on traite le probléme aux limites d’évolution ( le temps
intervient comme variable ), en prenant deux problémes types a savoir : équation de la chaleur
en dimension un et ’équation des ondes en dimension un.

Enfin, dans le troisiéme chapitre on applique la méthode sur les problémes d’évolution ou

la variable de ’espace appartient a ’espace de dimension deux.



Chapitre 1

Méthode des différences finies pour un

probléme aux limites stationnaire

1.1 Meéthode des différences finies pour un probléme
aux limites en dimension un

Considérons le probléme suivant : étant donné deux fonctions ¢ , f € ¢° ( [0,1] ) et deux

constantes « et 3, trouver une fonction u € ¢? ( [0,1] ) qui vérifie :
—u' () +ec@)u(z)=f(z) ,0<z<]1,

u(0)=a, u(l) =4.

Un tel probléme est appelé probléme aux limites car la fonction inconnue doit satisfaire les

conditions aux limites :

u(0) = a,
u(l) =5,

Posées a la frontiére de 'intervalle ouvert sur lequel ’équation différentielle doit étre satisfaite.

Sauf dans quelques trés rares cas, on ne connait pas de formule qui permettrait de calculer

directement la valeur de la solution en un point quelconque de U'intervalle [0, 1].



Chapitre 1. Méthode des différences finies pour un probléme aux limites stationnaire

Le probléeme se pose donc de trouver un moyen d’approcher les valeurs de la solution d’aussi
prés qu’on veut. Une méthode pour y parvenir est la méthode des différences finies, que nous

allons maintenant décrire.

Etant donné un entier

on pose

h=—
N+1
et on définit un maillage uniforme de pas h de Uintervalle [0, 1] comme étant 1'ensemble des

points

ri=1th, 0<i<N+1
( remarquer que g = 0, zy41 = 1 ), appelés les nceuds du maillage.

Il est entendu une fois pour toutes que le pas h est destiné a tendre vers zéro, ce qui signifie

qu’il peut étre rendu aussi petit qu’on veut.

La méthode des différences finies est un moyen d’obtenir une approximation de la solution ¢

aux noeuds du maillage. Autrement dit on recherche un vecteur
up = (ug ug..uy) € RY

tel que wu; soit ”voisin” de ¢ (x;),
¢ (7o) = o,
et

o (rn1) = B,

la qualité de 'approximation étant d’autant meilleure que le pas h est petit.

Supposant que la solution ¢ 4 fois continument dérivable sur l'intervalle [0, 1].



Chapitre 1. Méthode des différences finies pour un probléme aux limites stationnaire

La formule de Taylor permet d’écrire pour i =1, 2, 3,..., N :

0 (Ti01) = @ (2:) + he' (23) + " () + o (23) + g (s + 07 D)
et

@ (wi—1) = @ (z;) — hy¢' (x;) + %290” (z) — %390 () + ’5—3@ (Iz + ‘L)i_h) :

avec

—1<67 <0<6 <1,
d’ou 'on déduit :

4

—@ (zi1) + 20 (23) — @ (zi1) = —h*" (1) — 51 (¢ (z: +6; h) " (z; + 67 R)).

D’aprés le théoreme des valeurs intermédiaires

Avec

10;] < max {6;,0; } <1.

De sorte qu’on obtient finalement

— - 2 ) — - h?
—¢" (2;) = @ (1) + ;’;2(%) ¢ (zi-1) + Eg0(4) (z; + 6;h)

avec
0;] <1, 1 <i<N.
Posons :
PYi =@ (xz) )
ci = c(x;)
fz = f (l‘z)



Chapitre 1. Méthode des différences finies pour un probléme aux limites stationnaire

et exprimons que la fonction ¢ et solution du probléme aux points

en remplagant les valeurs —¢” (x;) par les expressions ci-dessus et en tenant compte des

conditions aux limites :

([ a | 201 — r*
_ﬁ_’_—fﬂ +61Q01:f1_ﬁ¢()(171+01h),
—Pi— 205 — s h? ‘
- 1+h;0 SOJrl+Ci(ﬁi:fi_ﬁ@(4)(5pi+0ih), 2<i<N-1
—pN-1+ 2 h2
N 12 SON_%—i_CNQONZfN__4,0(4)(.%'N—l—ej\fh).
' h 12
Le systeme d’équation ci-dessous s’écrit sous la forme matricielle :
Anon = b +en (),
en posant :
24 Clh2 —1 0 0
—1 2+ CQh2 0 0
1
0 0 2+ cy_1h? —1
L 0 0 -1 24+ C]\]h2 )
avec :

on = (¢1, V2, PN-1, ON)

bn = (f1+ F2fos o fuot [y + 77)




Chapitre 1. Méthode des différences finies pour un probléme aux limites stationnaire

et
©W (21 4 0,h)

W (33 + b2h)

12
g0(4) (33]\7,1 + HN,lh)

o® (xny + Onh)

La méthode repose sur la remarque suivante : le vecteur €, () étant d’autant plus "petit"
que le pas h est petit (du fait du facteur h?), on est naturellement conduit & le négligé et
a définir le probléme discret ,associé au probléme aux limites considéré et correspondant au
pas h :

Trouver un vecteur

U, € RY

solution de I’équation matricielle :

Ah.Uh = bh.

Théorlme 1.1.1 Sic(x) > 0 alors la matrice Ay, du systéme linéaire est a diagonale domi-

nante et le systéme admet une solution unique.

Théorlme 1.1.2 On suppose que la fonction ¢(x) > 0. Si la solution ¢ du probléme aux
limites vérifie

pep(Wo,1)

on a la majoration :

1
max |U; — @ (z;)| = [|Un — ¢lloo < == sup | ()] ¢ b7
96 0<x<1



Chapitre 1. Méthode des différences finies pour un probléme aux limites stationnaire

1.2 Meéthode des différences finies pour un probléme
aux limites en dimension deux

Soit € un ouvert borné connexe de R? de frontiére I" trés réguliére (  supposé étre localement

d’une seul coté de I' de classe C*).

On se donne des fonctions
fE(,oO(Q),gegoO(Q) etaEC’O<Q>;
on suppose dans tout ce qui suit que l'on a :

Yz eQ, alz)>0

On considére le probléme suivant :

Trouver une fonction

solution de :

u(r) =g (z) , v €T,
ou
0? 0?
Ae o+ 2
or?  0x3

Il s’agit d’un nouvel exemple de probléme aux limites, la fonction inconnue devant satisfaire

la condition aux limites

u=4g

a la frontiére I', ce probléme a une solution et une seule, continue sur {2 et deux fois conti-

nument dérivable sur €2 .Nous noterons ¢ cette solution.

7



Chapitre 1. Méthode des différences finies pour un probléme aux limites stationnaire

Comme en dimension un, la méthode des différences finies fournit une approximation de la
solution en un nombre fini de points de 'ouvert (2.
Pour cela, on commence par établir un maillage uniforme du plan, de méme pas h dans les

deux directions, dont les nocuds sont les points

(ih, jh) tel que (i, j) € Z*.

Appelons §2;, 'ensemble des nceuds du maillage qui appartiennent a €2, et I, 'ensemble des
points du plan qui sont a lintersection de la frontieére I' et d’une ligne horizontale ou\et
verticale du maillage (il n’y a aucune raison pour que les points de I';, soient des nceuds du

maillage).
Le probléeme discret consiste a trouver une approximation de la solution aux points de €2y,.

Pour commencer, on numérote ces points de la gauche vers la droite et du haut vers le bas
(ou du bas vers le haut).

Comme indiqué a la figure :

!
!

.
R
:

- 0 1n
. =#el 1
w T P S B
| i
e M i
r= -,.' i -?:T- -::I il 'T:T' N
ﬂf o ,.,-;.+ ;J:‘-_ ay g .ul " I:ll
I ‘u
1 1 ' 2
e 1 sl u! 1 i1 11 H i
--T--l‘---ll'--—f-— ll——-l---f——-l-;ll;
1
1
-'|!__ n -i + 1._ . ||". 11 _.-"l
. ! ' s
"'\ ! ! ' :
Wi 1 ’
-----‘\-{."--H‘--:T‘--—"‘-- W e e e = =
. 1 - -
?:l'—T_‘-\_.EE— 1 i

w o poizme de i3
o nninealis g

Fic. 1.1 — Le maillage

La premiére étape de la méthode consiste a obtenir une expression du Laplacien partielles

par des quotients "aux différences finies" appropriés :



Chapitre 1. Méthode des différences finies pour un probléme aux limites stationnaire

Soit P un point de €2y, et soit P;, tel que

les quatres points de €2, U T, les plus voisins dans les quatres directions, disposés comme &

la figure :

r" ¥

l

P_d__x

Fi1c. 1.2 — les directions

On notera h; la distance du point P au points P;.

Si:
hl = h’37
I’approximation de :
0
_8_33% (p)

est tout trouvée, a savoir :

© (p3) +2¢ (p) — o (p1)
hi

Sinon, on cherche une combinaison linéaire des trois valeurs : ¢ (p3), ¢ (p), ¢ (p1),

9



Chapitre 1. Méthode des différences finies pour un probléme aux limites stationnaire

de telle fagon que :

o2
a1 (ps) + ap (p) + asp (p3) = —a—f (p) + ( termes avec dérivées d’ordre > 3).
Ty

En supposant la solution ¢ suffisamment réguliére, on peut écrire :

0 2 0%
o) = o)+ 220 L HEOD () L TR Q) Gy e lpunl
et

o) = o) + e L HEPW ) TE ) Quelpnil.

On est ainsi conduit a résoudre le systéme linéaire :

(

ar+a+az3=0 , coefficients de ¢ (p),
0
aithi —ashs =0, coefficients de ad (p),
81*1
) 0
a1h2 + a3h2 = —1 , coefficients de —f (p),
\ Ox1
de solution 9
(0% )
! h12(h1 + hs)
Qg = hlhg’
—2
a
° 7 By (hy + ha)

On obtient de cette facon :

2 2 -2

_9%(p) _
B + — R
(p) h/l (hl + hg)gp(pl) hlhggp(p) hl (hl + hg)

T ox? ¢ (p3)

o 5’3(,0(Q)+ R Py
3(hy + hs) 023~ 7 3 (hy + hs) Ok

= (Qs).

10



Chapitre 1. Méthode des différences finies pour un probléme aux limites stationnaire

Ainsi qu'une expression analogue pour la dérivée partielle

-2
2 p3)

P )y 2 =2

ha (ha + hy)

R 93 R 93
3 (hy + hy) O3 5 Q)+ 3 (hy + hy) 023

= (Qs).

En négligeant, comme en dimension un, les termes faisant intervenir les dérivées d’ordre > 3
de la fonction ¢, on définit le Laplacien approché comme 'opérateur linéaire A; qui, a toute

fonction u définie sur I’ensemble €2, U I';, associé la fonction
Ahu
définie sur ’ensemble §2;, par :

a1 (p1) + ap (p) + azp (p3) = —%D (p) + ( terme >3 ) d,

2 92 3
o (p1) = o (p) + %2 4 HPe0 () L B (), Qe pp |,

1

a1 (p1) = a1 (p) + cnha 52 (p) + al%g—“’ T

2 92
asp (p3) = azp (p) + a3h3§7<i (p) + ag%gT‘? + ...,

2

2
a1p (p1) + ase (ps) — (a1 + as) p (p) = (on + as) hl%% (a1 + ag) g—x‘%e + sy

avec .
e a=—qa —az3&S at+a;+az3=0,
L] CY1+05+063:0,
® alhl—aghgz(),
h2

h2
00412 +(132 :—1,

o a:(a1+a3),

ashg

® ¥1 = hy

11



Chapitre 1. Méthode des différences finies pour un probléme aux limites stationnaire

hy h3 h%__
® a3ty oz = 1,
h2
° a3 h32h1+ 3> :_17

= =2 _=%hg-ohy -2
1 hi(h1+h3) hih3(h1+h3) hihz?’

_ 2 2 2
Apu(p) = i Y (p1) + et (p2) + s (ha+hn) & (ps)

2 2 2
iy v (Pa) — {m + } u(p), p €y,

définition qui se simplifie en :

w (p1) 4 u (p2) + u (ps) + u (ps) — 4u (p)

Ahu (p) = h2 )

lorsque :

h1:h2:h3:h4:h.

Une fois le Laplacien approché défini, le probléme discret associé au probléme aux limites
considéré et au maillage choisi consiste & trouver une fonction U, définie sur I’ensemble discret

Q, UTY, telle que
—AU, (p) +a(p)Un(p) = f(p) . p €,

Un(p) =g (p) , p €T

Dis que 'on a choisi un numérotage des nceuds de €2y, et I'y,, les deux relations précédentes

s’écrivent sous la forme d’un systéme linéaire

AU = by,.

Le vecteur U, ayant pour composantes les valeurs

Uh(p)7p€Qh

Rangées dans 1'ordre considéré par le numérotage.

12



Chapitre 1. Méthode des différences finies pour un probléme aux limites stationnaire

ThéorlMme 1.2.1 Autrement dit si :
P1, ..., pn les points de €y,

alors :

Un= (Un(p1), - Un(pn))-

Théorlme 1.2.2 Le probléme approché admet une solution unique.

De plus si on suppose que la solution U vérifie U € o* <Q) ,ona:

max |U (p;) — Un (p:)] < ¢ (h).h*

pith
Exemple 1.1 Soit ’équation aux dérivées partielles :

Pu  Pu 0
w—f‘a—yQ—umm—i—uyy—O

définit dans un carré tel que :0 < x <3 et 0 <y < 3; et vérifiant les conditions aux limites

swvante :

Traitons le probléeme de Dirichlet définit ci-dessus par la méthode des différences finies, en
prenant le pas h = k = 1.
On remarque que le pas de maillage est le méme suivant les deux axes Ox et Oy.

Pour les points intérieurs du maillage on pose :

” ”
Uge = 35 (Uirry = 2ui + Uimrg) Uy = 5o (Ui = 25 + i),

13



Chapitre 1. Méthode des différences finies pour un probléme aux limites stationnaire

comme uy, + uy, =0, On en déduit le schéma de calcul, en faisant la somme :

1
Uig = 7 (Ui, j o+ Uicy j + Ui jar + U o)

On voit immédiatement que la valeur de la fonction u (x, y) au points (i, j) est obtenue en
faisant la moyenne arithmétique des valeurs aux points (i + 1, j), (i —1, j), (4, j+1) et

(i, 7 — 1) selon la maille de calcule suivant :

|
i
W : - —a
|... | __Il |2, '|._|' i 1 1)
J i, ) _:|
Ce qui se traduit encore par le diagramme :
1
1 1 1]|u=0,

1

comme h =1, on un maillage 3 x 3 :

Les quantités :

o = 1, ugg = 8, uzg = 27 ( d’apres la condition au limite : v (x, 0) =2 ) ;

upr = 0, uge = 0, up3 = 0, ( d’aprés la condition au limite : u (0, y) =0 ) ;

ugr = 0, uge = 0, ugz = 0, ( d’apres la condition au limite : u (3, y) = 27 — 9y? ) ;

ugr = 0, ugy = 0, ugz = 0, ( d’apres la condition au limite : u (z, 3) = 23 — 27z ) ;

14



Chapitre 1. Méthode des différences finies pour un probléme aux limites stationnaire

L’application de ce schéma aux points intérieurs du domaine donne un systéme de quatre

équations linéaires avec quatre inconnues : Uj; = V1, Uyp = VU3, Uzl = Vg, Uy = Uy !

duyy = upr + w1p + U1 + Ura = Uz + Uy + 1
dugy = ugy + U + Uzr + Uz = Uy + Uz + 26
4y = ugp + Uy + Uz + Uz = Uy + Ugz — 26

duge = Uze + U1 + U3y + Uz = Usa + U — DD

La matrice de ce systéme est une matrice a diagonale dominante :

4 -1 -1 0 0 1
—1 4 -1 -1 vy 26
~1 -1 4 -1 v || 26
0 -1 -1 4 v —55

Donc, on peut appliquer ['une des méthodes itératives des approximations successives.

Pour résoudre ce systéme, on utilise la méthode de Gauss, on trouve :

U1 = v = —1,875 ~ —2,U12 =wv3 = —10.938 =~ —11,

U1 = Vg = 2.062 =~ 2,U22 = V4 = —15.969 ~ —16.

Si la solution exacte de ce probléme u (z,y) = x> — 3xy?.

Pour estimer les résultats obtenus calculons la solution exacte : u;y = u (1, 1) = —2,

u12:u<17 2); u21:U<2, 1), U22:U<2, 2):—16.

On remarque que les résultats obtenus sont en bon accord avec ceux de la solution exacte.

15



Chapitre 2

Méthode des différences finies pour un

probléme aux limites d’évolution

2.1 L’équation de la chaleur en dimension un

Considérons le probléme suivant :

Etant donné une fonction f suffisamment réguliere sur [0,1] x R, — R solution de :

( Ou 0%u
E(w,t)—@(x,t):f(x,t) ,0< z<1,t>0
u(z,0) = ug () , 0<x<1 (condition initiales),
u(0,t) =u(1,t) =0 , >0 (conditions aux limites).

Il s’agit 1a d’un nouvel exemple de probléme aux limites, puisque les relations

uw(0,t) =u(l,t)=0 pourt >0,

sont effectivement des conditions aux limites. Mais on notera que ce probléme est assorti de

16



Chapitre 2 . Méthode des différences finies pour un probléme aux limites d’évolution

surcroit de la condition initiale

caractéristique d’'un probléme d’évolution c’est -a-dire ot le temps intervient.

On démontre que si f et uy sont suffisamment réguliéres ( et si wuy satisfait la condition
naturelle de compatibilité ug (0) = uy (1) = 0 ) que ce probléme admet une solution et une

seule, continue sur I’ensemble [0, 1] x R;.

Et suffisamment réguliére sur ’ensemble :

10,1] x {t € R, t > 0}

pour que I’équation aux dérivées partielles considérée y ait un sens.

On notera cette solution . Pour discrétiser ce probléme par une méthode de différences

finies, établissant un maillage de pas

h=—— N :entier > 1,

pour la variable x et de pas At pour la variable ¢.
Les pas h et At sont destinés a tendre vers 0. (FIG 2.1)

Notons u! une approximation (& trouver) de la solution au point
(th , nAt).

Les considérations du chapitrel nous conduisent a approcher
0P

17



Chapitre 2 .

Méthode des différences finies pour un probléme aux limites d’évolution

par :

et par :

A
| (ih ,nAt) i
| . .
i .

- .=
=0 x; =1h Ty Ty =1

Fi1c. 2.1 — Domaine d’étude

n n n
—ui g+ 2u — ity
h? ’
et

dy .
5 (th, nAt),

n+l n
% (schéma T)
ou
ur — unfl
- Atl (schéma II).

Le probleme discret associé au schéma I s’écrit : trouver des nombres

u, 0<i<N+1,n>0

18



Chapitre 2 . Méthode des différences finies pour un probléme aux limites d’évolution

solution de :

(g —ul | 2ul—ul .

S ( s “)zf(@h, nAt) ,1<i<N,n>0,
uy = ug (ih) , 1<i<N,

uy = up,; =0 , n>0.

\

Définissons les vecteurs :

(U (U?)ivzl € RV
et

= f(ih, nAt)Y, € RY

Le probléeme discret s’écrit sous la forme matricielle : trouver des vecteurs u™ n > 0 vérifiant :

n+tl _ . n

S A = 20,

U donné.

ou la matrice A d’ordre N est donné par I’expression :

2 -1 00 0 O
-1 2 .0 0 O

1 0 0 0
A:ﬁ

0 0 . 0

o o o . . -1

O 0 00 -1 2

19



Chapitre 2 . Méthode des différences finies pour un probléme aux limites d’évolution

Le vecteur u"*! est donc donné explicitement & partir du vecteur ©” par la formule

u"t = (I — At A)u™ + At.f"n >0

De facons plus précise, chaque composante u?“ du vecteur u"*! est obtenue explicitement
a partir des seules composantes v} ; , uy et u},; du vecteur u" supposé déja calculer (on
rappelle que ug = uy,,;, =0 ,n>0).

Soit encore, sous forme matricielle :

u” un—l

A =" >

U donné.

Contrairement au cas du schéma I, on ne peut pas calculer directement une composantes u;'
du vecteurs u" puisque la relation ou elle apparait fait également intervenir les composantes
u 4 et uf,; du méme vecteur : on calcule le vecteur u™ a partir du vecteur u™~' en résolvant

un systéme linéaire , & savoir

(I + At.A)u™ = u"' + At.f",

et c’est la raison pour laquelle le schéma II est dire implicite.
La mise en ceuvre du schéma II conduit donc & la résolution d’une suite de systéme linéaire,

de méme matrice

(I + At.A)
tridiagonale symétrique définie positive.

Mentionnons que le schéma implicite II est meilleur que le schéma explicite I du point de vue

de la stabilité.
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Chapitre 2 . Méthode des différences finies pour un probléme aux limites d’évolution

2.2 L’équation des ondes en dimension un

Etant donné f € ¢° ([0,1] x R, ), ¢ : constante # 0.

Trouver une fonction u (x,t) définie pour 0 < z < 1 et ¢ > 0 qui soit solution de :

(
*u P*u
1 _
c—zw(flf,t)—@(%t)—f(%t) , 0<2<1,t>0
u(0,t) =u(l,t) =0 , t>0 (conditions aux limites),
u(z,0) = ug () ,0< <1 (conditions initiales),
0
8—1; (x,0) = uy (2) , 1<z <1 (conditions initiales).
\

Il s’agit donc d’un nouvel exemple de probléme aux limites d’évolution, assorti cette fois de

deux conditions initiales.

Pour discrétiser ce probléme par une méthode de différences finies, on établit le méme maillage

qu’au probléme de I’équation de la chaleur.

La discrétisation la plus naturelle consiste a trouver des nombres

u', 0<i<N+1, n>0

solution de :

( Lt (*“?*ﬁ,f??*“?*l) = f(ih,nAt) ,1<i< N, n>1,
ud = ug (th) ,1<i<N,
ul = ug (ih) + Atuy (ih) , 1 <i <N,
uy = upy . =0 ,n>0,
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Chapitre 2 . Méthode des différences finies pour un probléme aux limites d’évolution

soit encore, sous forme vectorielle :

+1 n n—1
1 [ ulT —2ul+u! A
CQ(I Az )+ w=grtnzl,

u’, u donnés.

C’est le schéma explicite.

On peut prendre le schéma implicite suivant :

1 ((ul T —2up !
_<l A + Ayttt = fr 0> 1,

u’, u donnés,

ou :
(I +AAR2A)u™ = AAL " +2u" —u™ ! [ n>1,

u’ U donnés.
Dont la progression requiert la résolution d’une suite de systeme linéaire de méme matrice
(I +A2.A),
tridiagonale symétrique définie positive.

Mais on préfere généralement un schéma implicite basé sur :

n+1 n—1
U +u
2

u" =

2un — un—f—l + un—l PEN 4un _ un-i—l + un—l 4 2un,
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Chapitre 2 . Méthode des différences finies pour un probléme aux limites d’évolution

]. n n n—
Bl (—u T =y 1) + 1 (Au™™ + 24u" + Au" ) = f*  n > 1,

u®, ul donnés.

Dont la progression aussi requiert la résolution d’une suite de systémes linéaires de méme

matrice

([ + i.czAﬁA) ,

a nouveau tridiagonale symétrique définie positive.
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Chapitre 3

Les équations en dimension 2

d’évolution

3.1 L’équation de la chaleur en dimension 2

Considérons le probléme suivant sur €2 un ouvert de R? de frontiére I'.

Trouver u (x,t) définie pour : z € Q et ¢ > 0 solution de :

(, Ou
C—Qa(x,t)—Au(x,t):f(x,t) , e, t>0,
u(x,0) = ug () , 2 €Q (condition initiale),
u(z,t) =g (z,t) ,x €', t>0 (condition aux limites).

Les fonctions f, wug, g, étant données. On peut approcher de tels problémes aux limites
d’évolution par des méthodes de différences finies, I’approximation du Laplacien A se faisant

alors comme il a été indiqué avant par 'opérateur Aj. Ainsi schéma explicite

1 <u (p, (n+1)At) —u(p, nAt)
At

c2

)+Ahu<p, WA = f(p. nAl) L n>0 , pe

u (p, 0) donné peQ,
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Chapitre 3. Les équations en dimention 2 d’évolution

Pour :
1<i, j<N
Posons :
4
p = (ih, jh),
u(p, (n+1)At) = uZng,
u(p, nAt) = ug
L f(p, nAt) = fznj
On a )
1 (uf] —uf, —
E( At >+Ahui»J:fi,j , >0,
ugj donné

-1
1wl —
J 2 ] n n
2 At i, j ij
0 2
(O donné
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Chapitre 3. Les équations en dimention 2 d’évolution

3.2 L’équation des ondes en dimension 2

(1 0%u
S (x, t) — Au(z, t) = f(x)
u(z, 0) =ug(x)

ou
o ) =m (@)

u(z, 1) =g(x)

\

Schéma explicite :

Y

reQ t>0,
z € Q , (condition initiale),
€ Q , (condition initiale),

zel

n+1 n n—1
1 u; 72u-1 -+u,7 . -
c_Q(Z] ar | PAw = 2
0 , o
U donné 1<i,7<N
Schéma implicite :
n+1 . n n—1
Ly = 2t LA = > 1
2 A2 hi,j W =
0 1 , o
s s Uy donnés 1<7,75<N.

Ou bien
n+l n n—1
R Bl R i B (Bl |
2 At2 4 i—1, 7
0 1
U, j> Ui, j

+ 200U+ Dpufyy ) = fly  n>1,

) ]

donnés

n+1 n n—1 2 2 n _ .2 2 rn

1]

U, 5 iy j

nhl gl (24 CQAtQAh)qu = CZAthinj
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Chapitre 3. Les équations en dimention 2 d’évolution

On a:

_ u(p1) + u(p2) + u(ps) + u(ps) — 4u (p)
h2

Apu(p)

Donc :

u(py) + u(p2) 4 u(ps) + u(ps) — 4u (p)
h2

(up it —2uf; +ul b)) + AAL(

2 2 rn
i.j ) = CALS

n n n n n
W gy U ut g udy g — A

n+1 __ n—1 n 2 2 I\ 2 2 rn
n+1l n—1 n N AA2 n n n n 2 2 rn
Upj = U + ui,j<2 —G) T 5 (uz g1 T UG T Uy Uy j) = AL
0 1 ,
Wi, j» Wi, donnés
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Conclusion

On a utiliser la méthode des différences finies pour ’approximation des deux types d’équation
aux dérivées partielles a savoir I’équation de la chaleur et ’équation des ondes.La méthode
est simple & mise en ceuvre pour la variable temps car le maillage est uniforme c’est-a-dire la
frontiére est paralléle par morceaux aux l'axe des cordonnées, mais pour la variable espace
elle impliquées & sa mise en ceuvre car le maillage généralement n’est pas uniforme, dans ce

cas il est préférable d’employer la méthode des élément finis pour la variable espace.
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