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Introduction

La théorie des valeurs extrémes a été développée pour ’estimation de probabilités
d’occurrences d’évenements rares. Elle permet d’extrapoler le comportement de
la queue de distribution & partir des plus grandes données observées (les données extrémes
de Péchantillon). Cette théorie est basée sur la connaissance de la loi asymptotique du
maximum d’un échantillon. L’expression de cette loi asymptotique, qu’on nomme loi des
valeurs extrémes.

La loi des valeurs extrémes, lorsqu’elle existe, est indexée par un paramétre appelé indice
des valeurs extrémes ou indice de queues, ainsi qu’éventuellement par des parameétres
d’échelle et de position. Il ya de nombreux estimateurs pour estimer cet indice. Dans ce
mémoire, on va s’intéresser particulierement a 1’éstimation par la méthode des moments
qui est basé sur I'estimateur de Hill qui aussi connu sous le nom de 'estimateur de Hill
généralisé. L’avantage de cet estimateur est qu’il est utilisable quel que soit le signe de
I'indice des valeurs extrémes.Dekkers[l] démontre la consistance faible et la consistance
forte ainsi que la normalité asymptotique de cet estimateur.

L’organisation de ce mémoire est la suivante :

Chapitre 1 : (Estimation parametrique). Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux
deux méthodes d’estimation les plus usuelles : la méthode des moments et la méthode du
maximum de vraisemblance, que nous présentons avec leurs définitions et caracteristiques
particulieres ainsi que des exemples associés aux deux méthode précedentes.

Chapitre 2 : (Théorie des Valeurs Extrémes). Dans ce chapitre, nous rappelons d’abord



Introduction

quelques éléments théoriques essentiels de la théorie des valeurs extrémes (TVE), Apres
avoir presenter les définitions et les caracteristiques particuliers celles-ci nous présentons
les deux principaux outils servant a modéliser le comportement des valeurs extrémes d’un
échantillon : la loi des valeurs extrémes et la loi des exces.

Chapitre 3 : (Estimation de I'Indice des Valeurs Extrémes) On s’intéressera dans ce
chapitre aux différentes méthodes d’éstimation du parameétre v ou o, avec une attention

particuliére & I'estimateur des moments.



Chapitre 1

Estimation parametrique

1.1 Meéthodes d’estimation

Il existe de nombreuses méthodes pour estimer un parameétre 0. Dans cette partie, nous
nous intéressons aux deux méthodes d’estimation les plus usuelles, la méthode des moments
et la méthode du maximum de vraisemblance.

Mais il faut d’abord définir précisément ce que sont une estimation et surtout un estima-

teur.

1.1.1 Définition d’un estimateur

Pour estimer 6 on ne dispose que des données z1, ..., z,,, donc une estimation de # sera une

fonction de ces observations.
Définition 1.1.1 une statistique t est une fonction des observations xy, ..., x, :
t:R*" — R™
(1, ey Tp) = (21, ey Tp)

Puisque les observations x4, ..., z,, sont des réalisations des variables aléatoires Xy, ..., X,,,
la quantité calculable a partir des observations t(z1, ..., ) est une réalisation de la variable

aléatoire t(X1, ..., X,).
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Et on retrouve par exemple le fait que :

et une réalisation de

kel
[

S e
(]
o

=1

Pour simplifier les écritures,on note souvent t,, = t(xy, ..., z,) et T,, = t(Xq, ..., X,,).

Définition 1.1.2 Un estimateur d’une grandeur 0 est une statistique T, & valeurs dans
l’ensemble des valeurs possibles de 0.Une estimation de 0 est une réalisation t, de l’esti-
mateur T,,.

Un estimateur est donc une variable aléatoire,alors qu’une estimation est une valeur dé-

terministe.

1.1.2 La méthode des moments
L’estimateur des moments

C’est la méthode la plus naturelle, L’idée de base est d’estimer une espérance mathéma-
tique par une moyenne empirique, une variance par une variance empirique, d’une fagon
generale le moments d’ordre k theorique par celui empirique.

Si le paramétre a estimer est I'espérance de la loi des X, alors on peut I'estimer par la
moyenne empirique de I’échantillon. Autrement dit, si § = F(X) alors I'éstimateur de 6

par la méthode des moments est
0, =X, = E X
n n n : (2

Plus généralement, pour 6 € R, si F(X) = ¢(0), ou ¢ est une fonction inversible, alors



Chapitre 1. Estimation parametrique

Iestimateur de 6 par la méthode des moments est :

De la méme maniére, on estime la variance de la loi des X; par la variance empirique de

I’échantillon

g lywoxy-lywox
=1 =1

Plus généralement, si la loi des X; a deux paramétres 6 et 05 tels que
(E(X), Var(X)) = ¢(6:,02),
alors, les estimateurs de #; et 6, par la méthode des moments sont
(O, a0 ) = 7" (X 52).

Ce principe peut naturellement se généralisé aux moments de tous ordres, centrés ou non

centrés :

Elx - E(X))’“} et B (X¥) k> 1.

Exemple 1.1.1 (Loi Gamma)

Si (X1, ..., X,) sont indépendantes et de méme loi gamma G(a,\) avec
E(X)=a/\ et Var(X) = a/\?,

on déduit facilement que
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Donc les estimateurs de \ et a par la méthode de moments sont :

~ X, . X
)\n = S_TQL et Ay — ?
Remarque 1.1.1 Dans certains cas, l’estimation par la méthode des moments est moins
bonne que l’estimation par le marimun de vraisemblance ce dont nous discuterons pro-
chainement. Néanmoins,dans le cas de la loi gamma par exemple, le calcule de la fonction

de vraisemblance peut poser des problémes, tandis que [’estimation des moments est trés

facilement accessible.

1.1.3 La méthode du maximum de vraisemblance

La fonction de vraisemblance

Quand les observations sont toutes discretes ou toutes continues, on appelle fonction de
vraisemblance pour I’échantillon z1, ..., z,, la fonction du parameétre 6 :

P(X1 =21,....X,, = z,;0) si les X; sont discrets.
L(O;xy,...,x,) =

Ixyseox, (1, 0y T3 0) si les X sont continues.

Si les X; sont indépendantes et de méme loi, Dans ce cas, la fonction de vraisemblance

s’écrit :

[T P(X; =x;;0) =[] P(X =x;;0) siles X; sont discrets.
L(O;xq,.,x,) =1 1 n =l
I1 fx.(zi;0) =[] f(zs;6) si les X; sont continues .
i=1 i=1

L’estimateur de maximum de vraisemblance (EMV)

Définition 1.1.3 L’estimatieur de 6 par la méthode du mazimum de vraisemblance, est

la valeur gn qui rend mazimale la fonction de vraisemblance L(0; x4, ..., x,).
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Dans la plupart des cas, la fonction de vraisemblance s’exprime comme un produit. Donc

0,, sera en général calculé en maximisant la log-vraisemblance :

0, = arg max In L(0; 21, ..., Ty).

Quand 6 = (61, ...,0;) € R? et que toutes les dérivées partielles ci-dessous existent,gn est

solution du systéme d’équations appelées équations de vraisemblance :

0
Vied{l,...,d}, —1InL(6;xq,...,x,) = 0.
06,
Exemple 1.1.2 (Loi exponentielle)

Si les X; sont des loi exp(A),la fonction de vraisemblance est :

- —A
LNy, 2n) = Hin(Ii; A) = HAG_M“ = \"e
i=1 ;

D’ou
InL(A; 29, .oy 2) =nln A — )\le
=1
Alors
0 n -
5lnL()\;:U1, ,Tp) = Y 2 T
s’annule pour :
A= = *
S
i=1

Par conséquent,l’EMYV de )\ est



Chapitre 2

Théorie des Valeurs Extrémes

Dans ce chapitre, nous allons présenter de facon trés classique la théorie des valeurs ex-
trémes (EVT,Extrem Value Theory). En effet, notre point de départ sera les statistiques

d’ordre, qui sont un outil essentiel dans la théorie des valeurs extrémes.

2.1 Théorémes Limites

Définition 2.1.1 (Fonction de distribution emprique)
Soit un échantillon X = (x4, ...,x,), de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées définies sur le méme espace de probabilité (2, F, P) avec une distribution de

probabilité F'. La fonction de répartition empirique notée F,, et définie par :
F,(x) ! il( <z),reR
n(r) = — x. < x),x .
nig
En plus notons par F' la fonction des queues (ou la fonction de survie)
F(z) =1- F(a).

Définition 2.1.2 (somme et moyenne arithmétique)
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Soit X1, ..., X,, une suite de variables aléatoires i.i.d, et F' la fonction de répartition com-
mune. Pour un entier n > 1, on définie la somme partielle et la moyenne arithmétique

correspondante respectivement par :

S

n
)
n

n
S, = Za:, et X, =
i=1
ou X, est la moyenne empirique.

Lois des grands nombres

Ces lois décrivent le comportement asymptotique de la moyenne de I’échantillon. Il ya deux
types : la loi faible mettant en jeu la convergence en probabilité et la loi forte relative a la

convergence présque stire.

Théoréme 2.1.1 (lois des grands nombres)

Si (X1, ..., X)) suite de v.a, tel que E | X |< oo alors :

ps

la lot forte X, =1 quand n — oo,
la loi faible X, > 1 quand n — 00,
dou p=FE(X).

Théoréme centrale limite

L’étude de somme de variables indépendantes et de méme loi joue un roéle capitale en
statistique. Le théoréme suivant connu sous le nom de théoréme central limite (TCL)

établit la convergence vers la loi de Gauss.

Théoréme 2.1.2 (TCL)
Si (X1, ..., X,,) suite des v a définie sur le méme espace de probabilité de variance 0? < oo

et de moyenne i alors

Sn —
<—W) <, N(0,1) quand n — oo.

g

Si-
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2.2 Statistique d’ordre

Définition 2.2.1 Soient n variables aléatoires i.i.d X1, ..., X, .Rangeons ces variables
aléatoires par "ordre croissant de grandeur”. Pour cela, nous introduisons la notation X, ,,
avec

Xl,n S X2,n S S anl,n S Xn,n

X est donc la k-éme statistique d’ordre (ou statistique d’ordre k) dans un échantillon de

taille n.

Deux statistiques d’ordre sont particuliérement intéressantes pour 1’étude des événements
extrémes ce sont :

La statistique du minimum qui est la plus petite statistique :
Xy = min(Xy, ..., X,,).

La statistique du maximun qui est la plus grande statistique :
Xpn = max(Xy, ..., X,,).

Dans la suite de notre travail, on s’interesse a la statistique du maximum puisque la

statistique du minimum se déduit par la relation suivante :
min(Xy, ..., X,;,) = —max(—Xjy, ..., —X,,).

Remarque 2.2.1 Méme si les variables aléatoires X1, ..., X,, sont indépendantes, les sta-

tistiques d’ordre ne le sont pas.

Définition 2.2.2 (Fonction des quantiles)

La fonction des quantiles associée a F' est linverse généralisé de F' notée par () et définie

10
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par

Q) :=F (t):=inf{s: F(s) >t}, 0<t<l.

Définition 2.2.3 (Fonction des quantiles empirique).

La fonction des quantiles empirique d’un échantillon (X1, Xs, ..., X,,) est définie par
Qn(t):=F (t) =inf{s: F,(s) >t}, 0<t<Ll

Ou F~ est linverse généralisée de la fonction de distribution F' .

Définition 2.2.4 (Fonction des quantiles de queues) .

La fonction des quantiles de queue ,notée U est définée par :
Ult):=Q(1—1/t) = (1/F)~(t), 1<t<oo.

Définition 2.2.5 (La fonction des quantiles de queue empirique)

La fonction des quantiles de queue empirique notée U, est donnée par :

Un(t) = Qu(1 — 1/t), 1<t < oo

2.2.1 Distribution de la statistique d’ordre

Proposition 2.2.1 (Distribution du mazimum et du minimum)
Sotent Xq,...,X,, , n va’s i.i.d, de fonction de distribution commune F . La fonction de

distribution de la plus grande statistique d’ordre est
Fx, . (z) = [F(z)]",—00 <z < 400.
De méme pour la plus petite statistique d’ordre, nous avons

Fx, (x)=1- [F(x)]n , —00 < & < 400.

11
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en effet, pour r € R

Et

Fx, () =P(Xi, <) =1-P(Xy, > )
=1-P{X; >z, .., ,X, >z}

— 1 {F(x))".

Proposition 2.2.2 (Fonction de répartition de la k-iéme statistique d’ordre).
Fonction de répartition de la k-iéme statistique d’ordre Xy, pour 1 < k < n est la sui-

vante :

n n

Fx, . (z) = Z (F(2))'(1 = F(z))"™", —00 < & < +00.

i=k 7

Proposition 2.2.3 (Densité de la k-iéme statistique d’ordre)
Nous supposerons maintenant que les X; sont de densité de probabilité f. La fct de densité

de probabilité de la k-iéme statistique d’ordre Xy, pour 1 < k < n est la suivante :

1

Blk,n—k+ 1)17]4/,71(95)(1 = F(2))"" f(2).

ka.,n (33) =

2.2.2 Distribution Jointe d’un Couple de Statistiques d’Ordre

Proposition 2.2.4 (Densité jointe d’un couple de statistiques d’ordre).

12
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La densité jointe d’un couple de statistiques d’ordre(X;,,, Xyn) avec j # k est :

n!

fXﬁn,Xk,n(‘r?y) = (] —_ 1)'(]{3 _j _ 1)'(” _ k:)leil(x) {F(y) - F(x)}k_j_l {1 - F(y)}n_k f(I)f(y),

avec —00 < r <y < +00.

Corollaire 2.2.1 (Distribution jointe du minimum et du mazximum,).

i (@) = n(n — )(F(y) = F(2))" 7 f(2)f(y), —00 < z <y < +o0.

Maintenant, la généralisation est plus simple, la densité de probabilité jointe de n statis-

tiques d’ordre est donnée par le corollaire suivant.

Corollaire 2.2.2 (Densité jointe de n statistiques d’ordre).
Si la v.a Xy posséde une densité f, alors la statistique d’ordre (Xi,, ..., X,n) posséde la

densité :
n
I X1 XX (T1, Ty ooy ) = n'Hf(:C,), —00 < 21 < ... < Ty < H00.

i=1

Pour plus de détails sur les statistiques d’ordre on peut consulter [I]

Apres avoir défini les valeurs extremes on s’interesse a leur lois.

2.3 Loi des valeurs extrémes

Dans la suite de ce travail on va noter par xr le point terminal a droite de la distribution
F' défini par :

rrp =sup{z € R, F(z) < 1},
Ce point terminal peut étre infini ou fini.

13
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Fisher et Tippett(1928),Gendenko(1943)et de Haan(1970) ont montré que les seules dis-
tributions limites non dégénérée ‘H possibles sont les distributions de valeurs extrémes. Le
théoréme suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour 'existence d’une loi

limite non dégénérée pour le maximum.

Théoréme 2.3.1 (Fisher et Tippet (1928); Gnedenko (1943))
Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires i.i.d, s’il existe un réel v et deuz suites réel
(an) et (bn),n € N avec a, >0 et b, € R telles que :

lim ]P’(M <) =M, (v). (2.1)

n—00 Qnp,

Pour tout x, ot 'H est fonction de distribution non dégénérée. Alors H est du méme type
que lune des trois lois suivantes :

P (x) = exp(—(2)"*) 1>y, >0 (loi de Fréchet),

A(z) = exp(—e™™), (loi de Gumbel),

Vo (x) = exp(—(—2)*)1(z<0) + Laz0),a > 0 (loi de Weibull),
ot 14 est la fonction indicatrice de l’ensemble A.

Ces trois distributions limites sont appelées les distributions de valeurs extrémes standard.

2.3.1 Distribution des valeurs extrémes généralisée

Il est possible de rassembler les trois familles de lois en une seule famille paramétrique
(H,,~ € R) dite famille des lois des valeurs extrémes généralisée notée GEV (Generalized
Extreme Value distribution).Elle est paramétrée par un seul nombre réel 7 € R, appelé
indice des valeurs extrémes (EVI,Extreme Value Index), mais toujours a un facteur de

changement d’échelle et de translation prés.

14
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La foncion de distribution de la famille H., des valeurs extrémes généralisée (GEV), est :

exp(—(1+yx) Y7 siy #0,1+ vz >0,
Hy(z) == (2.2)

exp(—exp(—z)) siy=0,z€R.
Pour les variables non centrées et non réduites, en introduisant les parameétres de locali-
sation p et un parametre d’échelle o dans la paramétrisation [2.2) on obtient la forme la

plus générale da la GEV :

exp(—(1+~v(=2)717) siy#0,14+ =L >0,

H%mcf(x) = (2.3)

exp(—exp(=£)) siy=0,Vzr eR.

g

2.3.2 Domaines d’attraction

Définition 2.3.1 (Domaines d’attraction) On dit qu’une distribution F appartient au
domaine d’attraction de H.,si ' vérifie le théoréme et on note F' € D(H.,).

Avant de caractériser les domaines d’attractions, on définit les fonctions a variations.

Définition d’une fonction a variations réguliéres

Définition 2.3.2 On dit qu’une fonction G a variation réguliére d’indice p € R a oo et

on note G € RV, si et seulement si

lim Gltz)

xr——+00 [E)

=t t > 0.

Dans le cas ou p = 0, la fonction G s’appellera fonction & variation lente ¢ co . Nous

réserverons le symbole [ (et parfois L) pour de telles fonctions.

Proposition 2.3.1 (Fonction & variation réguliére et a variation lente).

G € RV, si et seulement si

G(z) = 2’l(x), ou 1l € RV.

15
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Théoréme 2.3.2 (Représentation de Karamata) | est une fonction a variation lente si et

seulement st pour tout x > 0,

T

I(z) = c(x) exp /tls(t)dt :

1

ol ¢ et € sont des fonctions positives telles que

lim ¢(z) = c €]0,400[ et lim e(t) = 0.

Tr—00 t—o0

Conditions du Premier et du Second ordre

Dans le contexte des modeéles & queue lourde, c’est-a-dire, pour tout x > 0, et avec la fonc-

tion de queue de quantile U, I'une des conditions (équivalentes) suivantes sont satisfaites :

F
lim _(t:v) =277 — lim Utta) =17, (2.4)

L’équation est connue comme la condition du premier ordre des fonctions a variations
réguliéres avec l'indice —1/v (ou lindice ) et v > 0, ce qui signifie FF € RV_y,, ou
UeRV,.

Cependant, une condition du premier ordre en général n’est pas suffisante pour étudier les
propriétés des estimateurs des parametres de queue, en particulier la normalité asympto-
tique. Dans ce cas, une condition du second ordre des fonctions a variations réguliéres est

nécessaire en spécifiant le taux de convergence dans ’équation )

Définition 2.3.3 (Condition du second ordre).
On dit que la fonction de queue de quantile U est & variation réguliére du second ordre
avec le paramétre du premier ordre v > 0 et le paramétre du second ordre p < 0, on écrit

U e 2RV, ,, s’il existe une fonction A*(t) — 0 et ne change pas le signe au voisinage de

16
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00, telles que
Y P _1
I Ute)/U(t) — x x

= 7 0 2.5
AT AN PR (25)

ou | A* |e RV, est appelée la fonction auxiliaire de U.

Le corollaire suivant exprime la condition du second ordre des fonctions a variations ré-

guliéres en fonction de F.

Corollaire 2.3.1 Pour tout x > 0 avec p < 0 et A(t) := A*(1/(1— F(t))), la relation[2.5

est équivalente a

o T -1
lim F(tx)/F(t) — '/ :xil/'yxp_l.
t=o9 A(t) ol

(2.6)

Caractérisation des domaines d’attraction

Nous allons donner des conditions sur la fonction de répartition F' pour qu’elle appartienne

A I'un des trois domaines d’attraction.

Domaine d’attraction de Fréchet Ce domaine d’attraction regroupe la majorité des

distributions & queue lourde (par exemple :la loi de Paréto, Cauchy, Student, et de Burr,...)

Théoréme 2.3.3 On dit que F € D(®,) avec v > 0 ssi xp = 400 et 1 — F est une
fonction & variation réguliére d’indice —1/v (i.e. F(x) = 27 /7(z),0u | est une fonction a
1

variation lente). Dans ce cas, un choiz possible pour les suites a,, et by, est a, = F(1— )

et b, =0.

Domaine d’attraction de Weibull Ce domaine d’attraction contient la majorité des
fonctions de répartition dont le point terminal est fini (par exemple : les lois uniforme,

béta, inverse de Pareto,...).

Théoréme 2.3.4 On dit que F' € D(V,) avec v < 0 ssi xp < 400 et 1 — F™* est une

17
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fonction & variation réguli¢re d’indice 1/ (i.e. F(x) = (xp — 2) Y [l(xp — 2)7Y]). Avec

. 0 x <0,
F*(z) =
Flzp—27') z>0.

Dans ce cas, le choix possible pour les suites a,, et b, est : a, = xp—F~(1— %) etb, = xp.

Domaine d’attraction de Gumbel La loi normale, log-normale, gamma, et expen-
tielle, appartiennent & ce domaine d’attraction, ces lois possédent des queues de distribu-
tion peu épaisses (ou a queue fine).

Rappelons premiérement la définition d’une fonction de Von-Mises.

Définition 2.3.4 Soit F' une fonction de répartition de point terminal xp (fini ou in-
fini),s’il exist z < xp tel que

xT

— 1
F(z) = cexp —/—dt 2 <x <zp <00,

a(t)

z

N . ., . N A .
ot c > 0 et a est une fonction positive absolument continue de densité a vérifiant lim o' (z) =
+
T—x
F

0,

alors F' est une fonction de Von-Mises et a est sa fonction auxiliaire.

Théoréme 2.3.5 On dit que F' € D(A) si et seulement s’il existe une fonction de Von-

Mises F* telle que pour z < x < xp on ait :

xT

F(2) = c(z) [1 — F*(2)] = e(x) exp { — / %dt |

z

ot g et c sont des fonctions mesurables tels que g(x) — 1 et ¢(x) — ¢ > 0,lorsque r — .
Dans ce cas, le choiz possible pour les constantes de normalisation est :b, = Q(1 — 1/n)

et a, = a(by).

18
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Dans cette partie, nous allons établir des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une

distribution F' appartienne au domaine d’attraction de H.,.

Proposition 2.3.2 (Caractérisation de D(H.,))
Soit v € R,d’aprés Embrechets et al, les affirmations suivantes sont équivalentes :
(a) F € D(H,).

(b) Pour une certaine fonction positive b

F(t + bt 1+~z) V7 s 0,
i £C b)) (3F7) tha 2.7)
e F(t) e " siy=0,
pour tout x >0 et 1 +~yx > 0.
(¢) Pour une certaine fonction positive
_ _ _ =l g 0,
lim Q1 sa:_) Q(l —s) _ 5 v # (2.8)
0 a(s) logx st v =0,
pour x > 0.
(d) Pour certaine fonction positive a(t) = a(1/t)
U(sz) —U =L siy #0,
lim Ulsz) = U(s) = 7 tha (2.9)
tmee a(s) logx siv =0,
pour x > 0.
Les deux derniers rapports sont équivalents(resp) a
_ _ _ ) 0,
g QU= 50) —QUL=s) ) = (2.10)
Q=) ~QU—3) | s o g
logy !

19
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et
- Tl g 0,
i Z2) = Us) ) p=r 517 7 (2.11)
S T E O R
logy !

pour tout x,y > 0,y # 1.

2.4 Distribution conditionnelle des excés

L’idée d’utiliser un nombre croissant de statistiques d’ordre de ’échantillon a ensuite été
plus largement développée dans le cadre de 'approche « Peaks Over Threshold »(POT),
via approximation de la loi des excés au-dela d’un seuil par des GPD (Generalized Pareto
Distributions). Plus précisément, soit u < zp et F), la fonction de répartition des exces

définie par

Fu+y) — F(u)
F(u) '

FE()=PY <y|X>u)=PX-u<y|X>u)=

Ce qui équivaut a

F(z)— F(u

Fz)=P(X <z | X >u) = T

, pour T > u.

F,, décrit la loi de X sachant {X > u} On a alors le résultat suivant da a Balkema et de

Haan (1974) et Pickands (1975).

Théoréme 2.4.1 Si F' appartient a l'un des trois domaines d’attraction de la loi des va-
leurs extrémes (Fréchet, Gumbel ou Weibull), alors il existe une fonction o(u) strictement

positive et un v € R tels que

lim sup | Fu(y) - G%U(u) (y) |: 0.

USTF 0<y<zp—u

20
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ot G ,est la fonction de répartition de la loi de Paréto Généralisée définie par

1—(1+yy/o) V7 siy#0,0>0,
Gooly) =
1 —exp(—y/o) siy=0,0>0,

poury € [0, (xp —u)] siy >0, ety € [0,min(—c/v,zr —u)] siy <O0.

Ainsi, pour une valeur de u assez élevée, la loi des exceés est approchée par une loi Paréto
généralisée :

Fy = Gy o)

GPD
Deansite Distribution

10
nmoron
—_

gl
=

0&
1

N4

0l

F1G. 2.1 — Densités et Distributions de lois de Pareto Généralisées avec différentes valeurs
de ~

21



Chapitre 3

Estimation de 1’Indice des Valeurs

Extrémes

3.1 Estimateurs de l’indice des valeurs extrémes v
Dans ce chapitre nous nous intéressons aux différentes méthodes d’estimation du paramétre

~ ou o,en particulier 'estimateur du moment et leurs propriétés asymptotiques.

3.1.1 L’éstimateur des Moments

Un inconvénient de I'estimateur de Hill est qu’il est congu seulement pour 'IVE des dis-
tributions a queues lourdes. Dekkers et al ont proposé une extension de tout type de

distribution, appelée estimateur de moment.

Définition 3.1.1 (Estimateur des Moments).

Pour v € R, l'estimateur des moments est

2
) ()
AM =AMk =MD +1 - {1 -2 ) (3.1)

22
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Avec

M = M" (k) =

ot M est Uestimateur de Hill yH,

3.1.2 Propriétés asymptotique de ’estimateur des Moments

La consistance faible et forte de cet estimateur a été établie par Dekkers et al [4].

Théoréme 3.1.1 (Propriétés asymptotique de 7))
Soit F € D(HV), vER, k— o0 etk/n— 0, quand n — oo, alors
(1) Consistance faible :

M 5 v, quand n — oo.

(ii) Consistance forte : si k/ (logn)’ — oo quand n — oo,pour § > 0, alors

~M P-S
AM ZS . quand n — .

(11i) Normalité asymptotique : si les conditions du Théoréme 3 :1 de Dekkers et al []] sont

satisfaites et si k = o (n/g;" (n)) o gi(t) == t(U(t)/a(t))?,alors
vk FM =) 5N (0,0%), quand n — oo,
avec

1+72 siy >0,

(1= (1= 27) [4- 852 + GEPERY L siv <0,

=5y T (=37)(1-1)
Preuve. (consistance faible et forte)

Pour le preuve,nous avons besoin des lemmes suivants :. m

23



Chapitre 3.Estimation de I'Indice des Valeurs Extrémes

Lemme 3.1.1 Supposons Uy, Us, ... des variables aléatoires i.i.d, avec une distribution
uniforme sur [0, 1]. Soit I',,(t) la fonction de distribution empirique basée sur Uy, Us, ...(n =

1,2,..), puis pour 0 < k(n) < n, k(n)/ (logn)’ — oo pour un certain § > 0 et a <

0/ (2(1+9)),

lim <$)H / T () —thdt =0 p.s .

Lemme 3.1.2 Soit 0 < k(n) < n et k(n)/ (logn)’ — oo (n — o), pour un certain
6> 0.

(1) Supposons F(x) = z* (0 < x < 1) pour un certain o > 0, alors

1 X(Z’ n) o
lim : = D.S.
n—oo k(n) Zz:; X(k(n)+17n) a+1

(ii) Supposons F(x) =1 —x~*(x > 1) pour un certain o > 2(1+0)/d, alors

lim — : = P.S.
Xk  @—1

Lemme 3.1.3 Soit 0 < k(n) <n et k(n) — oo (n — 0)

(1) Supposons F(x) = 2* (0 < x < 1) pour un certain o > 0, alors

1 Hn) X, « .
lim en probabilité.
n—oo k(n) - X(k(n)+1 n) a+1

=

(ii) Supposons F(x) =1 —x~“(x > 1) pour un certain o > 1, alors

k(n)—1

X n 7,M ey
nlg{.lo k Z o k(n))n) ai Toen probabilité.

1=

Lemme 3.1.4 Soit xp > 0, et U = (1/(1 = F))", (la fleche indiquant la fonction in-
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verse), alors pour toute fonction positive a

_ log >0,
lim log U(tx) —log U(t) _ gr =2

t—00 a(t)/U(t) #

v <0,

pour tout x > 0, et pour chaque € > 0 il exist ty tel que, pourt > tg et x > 1,

()
1—x—¢ log U(tx) — log U(t) x—1
- —e< (070 ) <(1+4¢) .

(1—¢) +¢,

a condition que v > 0,et

(ii)

log U(tz) —log U(t)
log U(oo) — log U(t)

1—(1+e)a"™ < <l—(1-g)a"",

a condition que v < 0.

Pour les preuves des lemmes précédents voir [4]

Preuve. (du théoreme

Nous donnons seulement la preuve de la consistence forte en utilisant le lemme [3.1.2] la

preuve de la consistence faible est similaire a partir du lemme [3.1.3|Soient Y7, Y5, ...i.i.d, de

fonction de distribution commune 1 —1/x (z > 1), alors (X1, Xs, ...) < (U(Y1),U(Ya),...),
d

et pour tout n on a aussi (X(l,n); ...X(n,n)) = (U(Y(Ln), U(Y(nn)) . Nous utiliserons cette

derniere égalité.
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(i) Pour v > 0 et & > 0 donnés et pour r = 1, 2,par le lemme [3.1.4] (i), nous avons p.s pour

n suffisamment grand

M
{a (Yortmm) /U Yookon) )
1 k(n)—1 Y( in) r
— log U [ —=2" Vi v | — 108 U (Vi) n
i) ;} { g <Y(n_k(n>,n) (n—k(n), )> gU(Yin-k(n), ))}

- {@(Y(nfkm) )/ U (Yo n),n))}T

k(n)— T
- .

1
k:
=0

Supposons d’abord pour r = 1, alors Y¢ est la (n — j) éme statistique d’ordre, de

(n—j.n)

fonction de distribution 1 — 1/2'/¢ (x > 1), nous pouvons appliquer le lemme M(n)

pour € < 6/ (2(1+0)) et déduire :

(1) 1
i M, <et(l4e) =11
im sup <e¢ g) —= p.s
n—oeo (Y(n k(n )/U< )n)) €
et poure =0ona:
M(l)
lim - =1 p.s.

P Tt /0 Vst

Ensuite, nous notons que la fonction a/U est a variation lente, d’ou

Y'(n77k (n),n) n }/(n k(n),n) n
_ “(< n/k(n) k(n)) /U< n/k(n) k(n))
lim =1

o @ () /U () -

Le cas ou r = 2 est similaire, il suffit de travailler sur le carré et calculer les limites de

tous les termes. Il s’ensuit que

M
lim =rl ps. Pourr=1,2. (3.3)

= {a () /U ()
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(ii) soient v < 0 et £ > 0 donnés et pour r = 1,2 nous retrouvons les memes resultats que

dans la partie (i), maintenant en utilisant le lemme [3.1.4] (ii). Pour n suffisament grand

() k(n)—1 Ve "
Mx . Yool -e).
{log U(o0) = log U(Yiu-rmym)}  k(n) 4= Y kn)n)

D’abord,supposons r = 1, puisque Y(Z;Ez n) €St la (i + 1) éme statistique d’ordre de fonction
de distribution 2*/(=7%%) (0 < x < 1), nous pouvons appliquer le lemme [3.1.2(i), et trouver
My (="

lim sup <l-(-¢)———F - Dps
n—oo log U (OO) — log U(Y(nfk:(n),n)) ( ) (5 - ’7) ! +1

Ainsi, avec la méme inégalité inférieur, on obtient

lim = p-s.
n—oo log U(00) —log U(Y(n—k(n)m)) 1 —7

Notons que puisque la fonction log U (00) — log U est a variation réguliére on a :

lim log U (00) — log U ({Y(n,k(n),n)k(n)/n} ) [n/k’(n)]) “ 1 s,

n—oo log U(c0) —logU(n/k(n))

Le cas r = 2 est similaire, il suffit de travailler sur le carré et calculer les limites de tous
les termes, il s’ensuit que pour r = 1, 2 presque stirement
M) /(1 =), r=1,

TLILIEO {logU (OO) — log U(n/k(n))}T B 272/ {(1 o ’}’) (1 o 27)} T = 2 (3'4)

Maintenant, et impliquent que pour tout réel v on a presque siirement

(M(”>2 1/2 >0
lim A = /2 T=5

n—oo (2)
My (1-27)/ (2= 27),y < 0.
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Et si lima(n/k(n)) /U (n/k(n)) = 0 pour v = 0 et lim logU (00) — logU(n/k(n)) =0
pour v < 0, alors

lim MY = max(0,7) p.s.

n—oo

|
Pour la normalité asymptotique de I'estimateur des moments on a la preuve suivante.
Preuve. (La normalité asymptotique)

Rappelons tout d’abord le vecteur

Mr(zl) M’V(LQ)
k — , — , 3.5
O Ty~ e 69

avec
f(t) :=a(1/{1 = Flexpt)})/U(1/{1 = Fexpt)}),
a asymptotiquement une distribution normale, avec une moyenne nulle et une matrice de

covariance (S; ;) définie pour v < 0 par :

Si=1-7"1-29)" Se=41-9)"1-2y)" 1-3y7",

Spp=4(5—117) (1 —7) 2 (1 =27) (1 = 37) (1 — 4y),

Et pour v > 0,
S = 1,812 = 4, 89p = 20.

Les fonctions p; et py sont définés par :

;

1, siy >0,
pr(7) =
1/(1—7),siy<0.
\
2, siy >0,
p2 (V) = )
| 2/{0 =) (A =-27)}, siy<0.
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Donc, pour notre preuve on écrit (P, Q) pour le vecteur normale limite dans , alors

(MD)? 2

(f(l0g Xtnkmym))* | P2(7) V(1) {(f(logx(n_k(m,n)))? = () }
MP _ 2 M _ }

p2(7) (01 (N)*VEN) \ Frogxen sz~ P2 (V)

p1(7) _ {p1 (7)}2
200 T o

n — 00) en distribution, par conséquent
, P q

—

1

k 1——2 L )y
(n) ( 7(L1))2 1 . ( 1(7))2
i) 2(7)

2
2 ()
k‘(n) p2(v) MT(?)
2 _ <M£1>)2} { _ (m(v))QH
[{1 M 1 p2(7)
P

o1 () {292 — pa (1) P}

)
{p2(7) = (0 ()2}

D (N

)

(n — o0) en distribution, notons que

1

11— —2  —mi .
e~ min(0,7)
p2(7)

Il reste a déterminer la distribution asymptotique de +/k(n) {My(f) - maX(O,y)} . cette
expression tend vers P.max(0,v) en distribution, pour v > 0 .Pour v = 0 la condi-
tion supplémentaire du correlaire est /k(n)bs (n/k(n)) — 0(n — oo) en probabilité, par
conséquent /k(n) f(10g X(u_k(myn)) — 0 et finalement \/WM,Q) — 0(n — o0) en pro-
babilité. D’une maniére similaire, nous obtenons \/WMTSU — 0 (n — o0) en probabilité

pour 7y < 0. m
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Définition 3.1.2 (Estimateur QM)

Estimation du quantile extréme sur la base de l’estimateur des moment est alors :

— CLZ" -1 X(n_km)Mfll)

Xy, = — . — —|— ank,n 5
P Y p () (ke
avec le choix
k . L, =0,
Qpn 1= n_p’ et p (7711”) = )

Quand v < 0, le point terminal est fini et peut étre estimé par :

1
3)\; = X(n_km)M?Sl) (1 - r) + X(n—k,n)-

Tn

(3.6)

La normalité asymptotique de ’estimateur 3.6 , pour différentes conditions sur la queue

de distribution et sur 'ordre de limitation p = p, pour n — oo est prouvée par Dekkers

et al [4].

Estimateur des Moments

1.0

05

gEmma
oo
I
,"H :.I
gf
II| L

a5

-1.0

] 30 100 150 200

2450 300

F1G. 3.1 — Estimateur des Moments, avec un intervalle de confiance de niveau 95% ,pour
I'EVI de la distribution de Gumbel(y = 0) basé sur 100 échantillons de 3000 observations.

30



Chapitre 3.Estimation de I'Indice des Valeurs Extrémes

3.1.3 L’estimateur de Hill

L’estimateur de I’EVI le plus populaire est I’estimateur de Hill qui a été introduit en 1975

[5], il est cependant limité au cas de Fréchet v > 0. Il est défini par la statistique

~H
’yk(n) = % Zz:; 10g Xn—i—l—l,n — log ank(n),n' (37)

Théoréme 3.1.2 (Propriétés asymptotiques 3.
On suppose que F € D (@1/7) ,7>0,k— o0, et k/n — 0 quand n — oo alors :
(i) Consistance faible :

/v\ﬁn) EiR v, quand n — oo.

(ii) Consistance forte : Si (k/loglogn) — oo quand n — oo,alors

ﬁ,f(n) 22, quand n — oo.
(i1i) Normalité asymptotique : On Suppose que F satisfait . SiVEA(n/k) — X\ quand

n — oo, alors

A
\/E@ﬁn) =) Lt N (1—,72) , quand n — o0.
- P

Définition 3.1.3 (Estimateur de Weissman Q)

L’estimateur de Weissman est défini par :

. N\
QH = Xn—k—l—l,n + (_)
np

3.1.4 Estimateur de Pickands

L’estimateur de Pickands a été introduit en 1975 par James Pickands [7], pour tout v € R.

Il est défini par :
(3.8)

~P . 1 < Xn—k+1,n - Xn—2k+l,n )

=——1lo
10g 2 & Xn—2k+1,n — An—4k+1n
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Théoréme 3.1.3 (Propriétés asymptotiques de 7P )
Soit Fe D(H,),v€R, k— oo etk/n— 0, quand n — oo.
(1) Consistance faible :

ol 5 v, quand n — oo.

(i1) Consistance forte : Si k/loglogn — oo, quand n — oo, alors
AP 2B 5, quand n — .

(11i) Normalité asymptotique : On Suppose que U admet des dérivées positives U " et que
+
—t1=7U(t) (avec l'un ou lautre choix du signe) est & variation réguliére a l’infini avec la

fonction auziliaire a. Si k = o(n/g~*(n))(n — o0), ou g(t) = 3727(U'(t)/a(t))?, alors
VERT =) 5 N(0,1), quand n — oco.

ol

s P4

VY= .
(2(27 — 1) log 2)?

Définition 3.1.4 (Estimateur Q)

L’estimateur @P de quantile Q(1 — p) associé a l’estimateur de Pickands est :

~P
. k/np)7y —1
Q" = Xnpi1n + % (Xn—kt1n = Xn-2k410) -

Dans le cas ou v < 0, le point terminal peut étre estimé par :

- X (ank+1,n - nf2k+1,n)
Tp = n—k+1n + .

27" —1
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3.2 Estimateurs du couple (v, o)

Suivant le type de problématique que l'on a, on peut avoir besoin non seulement d’un

estimateur de v mais aussi d’un estimateur de o.

3.2.1 Estimateurs par la méthode des moments

Dans le cas d’une distribution GPD (7, 0), 'estimateur des moments est basé sur le fait

X\ 1
EK1+7—>] si 1—ry >0

que

o :1—7”7

Il en découle 'expression des paramétres en fonction des deux premiers moments pi; et o

1 i >
o= =l +1],
2 <uz — i

1 2
72—(1— ' 2).
2 2 — py

En remplacant dans les expressions précédentes 111 et po par leurs versions empiriques,nous

~MOM ~MOM
Un

obtenons l'estimateur des moments du couple( ,YMOM) défini comme suit :

—9 -2
1— X 1 X
E%OM =_X (_—_2 + 1) 7 %401\4 —— (1 - _—_2) ) (3.9)
2 X2 _X 2 X2 - X

ol X et X2 sont les estimateurs empiriques des moments d’ordre 1 et 2 de I’échantillon.

La normalité asymptotique du couple (/7\711\4 oM GMOM

) peut étre établie sous la condition
v < 1/4. Pour affaiblir cette condition d’autres alternatives ont été proposées, telle la

méthode des moments pondérés (éventuellement généralisés).
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3.2.2 Estimateurs par la méthode des moments pondérés

Hosking et Wallis [6] ont également proposé une approche des Moments de Probabilités

Pondérés pour la GPD

(r+1)(r+1—7)

w, =B [XG,

v,0 (

X)) =

reN, (3.10)

avec X une v.a de fonction de distribution G ,.Pour r = 0, 1, on obtient

Lorsqu’on remplace wy et wy par leurs estimateurs empirique, on obtient les estimateurs

des moments de probabilités pondérés ¥ et o des parameétres de la GPD.

3.2.3 Estimateurs par maximum de vraisemblance

Supposons que notre échantillon des excés (X1, ..., Xy, ) est i.i.d avec la fonction GPD. La

fonction de densité g,, de G, (x) est alors

L(14~2) 7 gy £0
Gyo (@) =3 7 ( 2 ;o> 0. (3.11)
e~e/o siy=0

La fonction log-vraisemblance associé a 'échantillon (X7, ..., Xy, ) vaut donc

N,
1 u
lyo (21, ..., xN,) == —N,logo — (; + 1) E log (1 + gxl> , (3.12)

=1

pour v # 0. L’annulation des dérivées partielles de cette fonction par rapport a v et

o (resp.), conduit au systéme des équations de maximisation, & partir desquelles nous
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calculons les estimateurs du Maximum de vraisemblance(7y,, 0y, )

u

Niu log (1 + 7%) =7,

zi/o 1

1
N I+yzifo — 1+y?

N,
>
i=1
Ny
>
i=1
ou (z1, ..., x, ) sont les réalisations de (Xj, ..., Xy, ). Lorsque v > —1/2 Smith [8] a montré
la normalité asymptotique des estimateurs du maximum de vraisemblance

AN, — 1+ —1
/N, e LN, 0,(1+7) ! quand n — oo,

on,/on, — 1 -1 2

avec N (i, ) : la distribution Gaussienne bivariée de vecteur moyennne y et de matrice
de covariance ) . Ce résultat permet en particulier de calculer les bornes de 'intervalle

de confiance pour les estimateurs du maximum de vraisemblance.
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Conclusion

Tous les estimateurs de 'indice des valeurs extrémes mentionnés sous l'approche semi-
paramétrique (Estimateurs de Hill, de Pickands, des Moments) partagent quelques pro-
priétés souhaitables communes, telles que la consistance (faible et forte) et la normalité
asymptotique. L’objectif principal de ce mémoire est I’estimateur des moments. Nous avons
présenté la propriéte asymptotique de ce dernier, et I'utilisation de cet estimateur pour
obtenir des intervalles de confiance asymptotiques pour les quantiles relevés de F' (dans le
cas ou v < 0) ainsi que pour le point terminal.

Une autre méthode pour définir les "grandes observations" consiste a prendre les observa-
tions qui dépassent un seuil déterministe u. Cette méthode appelée méthode POT (Peaks

Over Threshold), est notamment utilisée pour estimer I'indice des valeurs extrémes.
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Annexe B : Abréviations et

Notations

Les différentes abréVariations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont ex-

pliquées ci-dessous.

(X1,..s X)) échantillon de taille n de v.a’s.

EMV estimateur de Maximum de Vraisemblance
X, moyenne arithmétique

iid indépendantes et identiquement distribuées
F, convergence en probabilité.

2, convergence en distribution.

25, convergence presque sure.

F fonction de distribution de la variable aléatoire X
F, fonction de distribution empirique

F fonction de survie

= Iinverse généralisé de F

(Q,F, P) espace de probabilité

TCL Théoréme Centrale Limite

N (0,1) loi normale standard

(X1my.y Xnp)  statistiques d’ordre associe & (Xi, ..., X,,)

)
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Annexe B : Abréviations et Notations

Xl,n
Xn,n
Xk:,n

fXjnuXk,n
EVT
GEV

D (H,)
GPD

TF

Z%U (I’l, ...71']\[“)

minimum de X7, X, ..., X,

maximum de Xi, X, ..., X,

k-iéme statistique d’ordre

fonction des quantiles

fonction des quantiles empirique

La fonction des quantiles de queue

La fonction des quantiles de queue empirique
fonction de répartition de la k-iéme statistique d’ordre
fonction de densité de probabilité de Xy,
fonction de densité jointe de X, et Xy,
Extrem Value Theory

lois de valeurs extrémes généralisées

loi de Fréchet

loi de Weibull

loi de Gumbel

famille des lois des valeurs extrémes généralisées
domaine d’attraction

Generalised Pareto distribution

point terminale

quantile d’ordre p

seuil

estimateur des moments

suite de va’s uniformément distribuées sur [0; 1]
égalité en distribution

presque sfire

estimateur de Hill

estimateur de Pickands

fonction log-varisemblance
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