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Introduction

Un processus stochastique ou processus aléatoire (voir calcul stochastique) ou fonction aléa-

toire (voir probabilité) représente une évolution, discrète ou à temps continu. En réalité, des

sciences de la terre aux sciences humaines. puis nous avons parlé de mouvement brownien, il

est observé par le botaniste Robert brown en 1827. Brown observait alors des grains de pollen

au microsope. Celles-ci étaient alors sujettes à un mouvement brownien dans le liquide. puis

Norbert Wiener donne une dé�nition mathématique en 1923 en construisant une mesure de

probabilité sur l�espace des fonctions réelles. Il étudie, la continuité et non-dérivabilité des

trajectoires du mouvement brownien. Il dé�nit également l�intégrale de Wiener (l�intégrale

par rapport au mouvement brownien).

Dans la théorie des probabilités, le théorème de Girsanov indique comment un processus

stochastique change si l�on change de mesure. Ce théorème est particulièrement important

dans la théorie des mathématiques �nancières. Ce type ont été prouvés pour la première fois

dans les années 1940 par Cameron-Martin, puis en 1960 par Girsanov. Ce théorème peut être

utilisé pour trouver l�unique probabilité risque neutre dans l�application à la �nance.

Ce mémoire est composé de trois chapitres :

Le première chapitre est consacré aux introduction au processus stochastique. Dans le deuxième

chapitre est di�nit le théorème de Girsanov. Le dernier chapitre on donne l�application au

calcul de risque-sensitive par �nancier.
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Chapitre 1

Introduction au processus

stochastique

L�objectif de ce chapitre, nous rappelons quelques résultats de calcul stochastique utilisés le

long de ce mémoire. Ce chapitre est prendre du référence Briand [1].

1.1 Tribus (� � alg�ebre)

Soit 
 un ensemble quelconque.

Dé�nition 1.1 Soit F une partie de P (
) ; est dite une �-algébre sur 
 si :

1. 
 2 F .

2. Stabilité par passage au complémentaire .i.e : 8A 2 F )Ac 2 F .

3. Stabilité par union dénombrable .i.e : A1; A2; A3; :::; An � F ) [n2NAn 2 F .

Alors on dit que (
;F) est un espace mesurable, et les éléments de 
 sont appelés les

ensembles mesurables.

Dé�nition 1.2 Soit 
 un ensemble. Une mesure de probabilité (ou distribution de probabi-

lité) est une application dé�nie sur une partie F de P (
) de la forme P : F ! [0; 1] telle

que
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Introduction au processus stochastique

1. P (
) = 1:

2. Si A et B sont deux parties disjointes de 
, alors

P (A [B) = P (A) + P (B) :

Et plus généralement, si (An) et une suite de parties deux à deux disjointes de 
; alors

P ([n2NAn) =
X
n2N

P (An) :

On dit que (
;F ;P) est un espace probabilité.

1.2 Processus stochastique

Soit T � Rn:

Dé�nition 1.3 On appelle processus stochastique (ou fonction aléatoire) une application X

de T � 
 dans E, telle que pour t 2 T, l�application ! 7! X(t; !) = Xt(!) est une variable

aléatoire, i.e est mesurable de (
;F) dans (E;B (Rn)) avec B (Rn) c�est la borélienne dans

Rn:

Dé�nition 1.4 (Filtration) Une �ltration sur un espace de probabilité (
;F ;P) est une

famille croissante (Ft)t�0 de sous tribus de F .i.e Fs � Ft � F ; 8s � t; on dit que

(
;F ; (Ft)t�0;P) est un espace de probabilité �ltré.

Dé�nition 1.5 (Filtration naturelle) Une �ltration est dite naturelle si elle véri�e deux pro-

priétés supplémentaires :

1. Les négligeables au sens large sont dans tous les Ft; i.e, si P (A) = 0 =) A 2 F0:

2. La �ltration est continue à droite , Ft = Ft+ := \s < tFs:

Dé�nition 1.6 (Processus mesurable) Un processus X est dite mesurable si l�application

(t; !) 7! Xt(!) est mesurable par rapport au tribus B(R+)
F :
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Introduction au processus stochastique

Dé�nition 1.7 (Processus adapté) Un processus X est dite adapté par rapport à la �ltration

fFtgt�0 si Xt est Ft mesurable, pour tout t.

Dé�nition 1.8 (Processus prévisible) On dit qu�un processus est prévisible (pour la �ltration

Ft) si X0 est F0�mesurable et Xt est Ft�1 mesurable pour chaque t > 0:

Dé�nition 1.9 (Modi�cation) Soient X et Y deux processus X est une modi�cation de Y

si pour tout t � 0 les variables aléatoires Xt et Yt sont égales P�p.s. 8t � 0; P(Xt = Yt) = 1.

Dé�nition 1.10 (Indistinguables) X et Y sont indistinguables si P�p.s, les trajectoires de

X et Y sont les mêmes c�est à dire P(Xt = Yt; 8t � 0) = 1:

Remarque 1.1 Si X et Y sont à trajectoire continues à droit (ou à gauche) et si X est une

modi�cation alors X et Y sont indistinguables.

Dé�nition 1.11 (Progressivement mesurable) Un processus X est progressivement mesu-

rable (pour la �ltration Ft) si l�application (s; !) 7! Xs(!) de [0; t]�
 dans Rd est mesurable

par rapport à B([0; t])
Ft et B(Rd).

Dé�nition 1.12 (Processus càd-làg) On dit qu�un processus X est càd-làg (continue à droite,

limite à gauche) s�il existe un ensemble N -négligeable N 2 F ; tel que : pour tout ! =2 N la

trajectoire t 7! Xt(!) est continue à droite en tout t > 0; et admet une limite à gauche en

t > 0.

Dé�nition 1.13 Soit X une variable aléatoire dé�nie sur (
;F ;P) ; et G une sous tribu de

F ; l�espérance conditionnelle E [X jG ] de X quand G est l�unique variable aléatoire

1. G�mesurable.

2. telle que
R
A
E [X jG ] dP =

R
A
XdP; 8A 2 G.

C�est aussi l�unique variable G�mesurable telle que

E [E (X jG )Y ] = E [XY ] :

Pour tout variable Y; G�mesurable bornée.

4



Introduction au processus stochastique

1.2.1 Martingale

Dé�nition 1.14 Un processus X à valeurs réelles est dite une martingale par rapport à la

�ltration fFtg si :

1. Pour tout t � 0, Xt est Ft�mesurable.

2. Pour tout t � 0, Xt est intégrable.

3. Pour tout 0 � s � t;

E [Xt j Fs] = Xs:

Si la dernière condition est remplaçée par E [Xt j Fs] � Xs on dit que Xt est une sur-

martingale, et si elle est remplaçée par E [Xt j Fs] � Xs on dit que c�est une sous-martingale.

1.2.2 Mouvement brownien

Dé�nition 1.15 On appelle mouvement brownien standard un processus stochastique B à

valeurs réelles tel que :

1. La fonction t 7�! Bt(!) est P�p.s. Continue.

2. Pour 0 � s � t; Bt�Bs est indépendant de la tribu � fBu; u � sg suit la loi gaussienne

centré de variance t� s.

3. B0 = 0 P�p.s.

Dé�nition 1.16 On appelle mouvement brownien standard à valeurs dans Rd W =
�
W 1; :::;W d

�
sont des mouvement browniens réels indépendants.

1.2.3 Propriétés du mouvement brownien (Wiener)

Proposition 1.1 SiW est un mouvement brownien, et F sa �ltration naturelle, les processus

Wt; W
2
t � t et exp(�Wt � �2

t

2
) (Brownien Exponentiel) sont des F�martingales.
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Introduction au processus stochastique

Preuve. Pour tout 0 � s � t; pour le premier, on a :

E [Wt jFs ] = E [Ws jFs ] + E [Wt �Ws jFs ]

= Ws + E [Wt �Ws]

= Ws + 0

= Ws:

Pour le deuxième, on a :

E
�
W 2
t �W 2

s jFs
�
= E

�
(Wt �Ws)

2 jFs
�

= E
�
(Wt �Ws)

2
�

= Var [Wt �Ws]

= t� s:

Et la condition sur le dernier s�obtient grâce à la transformée de laplace d�un gaussienne :

E
�
e�wt�

�2t
2 j Fs

�
= e

��2t
2 E

�
e�(wt�ws)e�ws jFs

�
= e�

�2t
2 e�wsE

�
e�(wt�ws)

�
= e�ws�

�2s
2 :

La demontration est terminer.

1.3 Quelques inégalités classiques

1.3.1 Inégalité de Doob

Théorème 1.1 Pour X = (Xt)t�0 dont les trajectoires sont continue p.s., on a

8T � 0; 8p > 1; 8� > 0; P
"
sup
t2[0;T ]

jXtj � �
#
� E [jXtjp]

�p
:
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Introduction au processus stochastique

1.3.2 Inégalité de Hölder

Lemme 1.1 Si p 2 [1;+1[, l�exposant conjugué de p est l�unique q 2 [1;+1[ ; tel que
1
p
+ 1

q
= 1; Z 1

0

jfgj �
�Z 1

0

jf jp
� 1

p
�Z 1

0

jgjq
� 1

q

:

1.3.3 Lemme de Fatou

Théorème 1.2 Si (Tn)n2N > 0; alors il existe une suite de variable aléatoire positive tel que :

E
h
lim inf

n!1
Tn

i
� lim inf

n!1
E [Tn] :

1.4 Intégrale stochastique et formule d�Itô

L�objectif de ce paragraphe est de dé�nir
R t
0
HsdWs: Ceci n�est pas évident car comme nous

l�avons rappelé précédemment les trajectoires du mouvement brownien ne sont pas à variation

�nie et donc l�intégrale précédente n�est en aucun cas une intégrale de Lebesgue�Stieltjes.

Dans toute la suite, on �xe un réel T strictement positif. les processus sont dé�nis pour

t 2 [0; T ], on notera X pour (Xt)t2[0;T ]. pour plus des détails voir philipe Briand [1].

Dé�nition 1.17 On appelle processus élémentaire H = (Ht)0�t�Tun processus de la forme :

Ht = �010 (t) +

pX
i=1

�i1]ti�1 ;ti[ (t);

où 0 = t0 < t1 < t2 < ::: < tp = T , �0 est une variable aléatoire F0�mesurable bornée, pour

i = 1; :::; p; �i est une variable aléatoire Fti�1�mesurable et bornée.

Dé�nition 1.18 (Processus d�Itô) On appelle processus d�Itô un processus X à valeurs

réelles tel que : P�p.s. 80 � t � T

Xt = X0 +

Z t

0

Ksds+

Z t

0

HsdWs; (1.1)

7



Introduction au processus stochastique

où X0 est F0�mesurable, K et H sont deux processus progressivement mesurable véri�ant

les condition, P�p.s :

Z T

0

j Ks j ds < +1 et
Z T

0

j Hs j2 ds < +1:

Proposition 1.2 (Intégration par partie) Si X et Y sont deux processus d�Itô de�nits dans

(1:1), alors

XtYt = X0Y0 +

Z t

0

XsdYs +

Z t

0

Ysds + hX; Y it ;

où hX; Y i est le crochet stochastique.

Théorème 1.3 (Formule d�Itô) Soient (t; x) 7�! f (t; x) une fonction réelle deux fois di¤é-

rentiable en x et une fois di¤érentiable en t et X un processus d�Itô on a :

f (t;Xt) = f (0; X0) +

Z t

0

f 0s (s;Xs) ds+

Z t

0

f 0x (s;Xs) dXs +
1

2

Z t

0

f (2)xx (s;Xs) d hX;Xis

1.5 Equation di¤érentielles stochastiques

Notation 1 On considère un espace probabilisé (
;F ;P) ; et on se donne W un mouvement

brownien d�dimensionnel (d � 1) sur cet espace. Soit Z une variable aléatoire quelconque.

Soit T un réel strictement positif, b : [0; T ]�Rd ! Rn et � : [0; T ]�Rn ! Rn�d des fonctions

mesurables. On cherche à résoudre l�équation di¤érentielle stochastique(EDS)

8><>: dXt = b (t;Xt) dt+ � (t;Xt) dWt;

X0 = Z;
(1.2)

ce qui, en terme intégrale s�écrit :

X i
t = Z

i +

Z t

0

bi (s;Xs) ds+

dX
j=1

Z t

0

�i;j (s;Xs) dW
j
s ; 1 � i � n;

8



Introduction au processus stochastique

où b (t;Xt) = (bi (t;Xt))1�i�n est appelé dérive ou drift et � (t;Xt) = (�ij (t;Xt))1�i;j�n est

appelé terme de di¤usion.

Dé�nition 1.19 Une solution faible de L�EDS (1:2) est la donnée d�un triplet (X;W ) ;

(
;F ;P) et (Ft) où :

1. (
;F ;P) est un espace de probabilité, et (Ft) est une �ltration de cet espace.

2. W est un mouvement brownien en dimension d, tel que (Wt) est une martingale rela-

tivement à la �ltration (Ft) :

3. Xt est un processus adapté à la �ltration (Ft).

4. On a P�p.s.

Xt = Z +

Z t

0

b (s;Xs) ds+

Z t

0

� (s;Xs) dWs:

Dé�nition 1.20 Un processus stochastique (Xt)t 2[0;T ] est appelé une solution forte de L�EDS

(1:2) avec condition initiale X0 si :

1. X est processus continue et progressivement mesurable.

2. P�p.s.

P
�Z T

0

jb (Xs; s)j ds < +1
�
= P

�Z T

0

k� (Xs; s)k2 ds < +1
�
= 1;

où k�k = trace (���) :

3. P�p.s., on a :

Xt = X0 +

Z t

0

b (Xs; s) ds+

Z t

0

� (Xs; s) dWs; 0 � t � T:

Avant de montrer l�existence de solution forte, il faut enoncer une lemme qui joue une rôle

très importante dans EDS.

Lemme 1.2 (Lemme de Gronwall) Soit T > 0 et g une fonction positive mesurable bornée

telle que

g (t) � a+ b
Z t

0

g (s) ds; 8t � T;

9



Introduction au processus stochastique

où a et b sont des constantes positive. Alors

g (t) � aebt; 8t � T:

Preuve. Par itération de la condition sur g sous intégrale, on écrit :

g (t) � a+ b
Z t

0

�
a+ b

Z s

0

g (u) du

�
ds

� a+ abt+ b2
Z
0�u�s�t

g (u) ds

� a+ abt+ b2
Z
0�u�s�t

�
a+ b

Z u

0

g (v) dv

�
duds

� a+ abt+ ab2
Z
0�u�s�t

duds+ b3
Z t

0

Z s

0

Z u

0

g (v) dvduds

� a+ abt+ ab
2t2

2
+ b3

Z t

0

Z s

0

Z u

0

g (v) dvduds

...

� a+ abt+ ab
2t2

2
+ a

b3t3

3!
+ ::: = aebt:

La demonstration est terminer.

Notation 2 On notera S2 l�espace vectoriel formé des processus X, progressivement mesu-

rable, à valeur dans Rn; tels que :

kXk2S2 = E
�
sup
0�t�T

jXtj2
�
<1;

et S2c le sous-espace formé par les processus continus.

1.5.1 Existence et unicité de la solution forte

Le théorème suivant donne des conditions su¢ santes sur b et � pour avoir un résultat d�exis-

tence et d�unicité pour l�EDS (1:2) :

Théorème 1.4 Soient b et � deux fonctions boréliennes uniformément continues en x et

lipschitziennes. On suppose qu�il existe une constante K telle que, 8t 2 [0; T ] ; x; y 2 Rn:

10



Introduction au processus stochastique

1. Condition de lipschitz en espace, uniforme en temps

jb (t; x)� b (t; y)j+ k� (t; x)� � (t; y)k � K jx� yj :

2. Croissance linéaire :

jb(t; x)j+ k�(t; x)k � K(1 + jxj):

3. E [j z j2] < +1:

Alors l�EDS (1:2) possède une unique solution Xt; tel que

E

"
sup
t2[0;T ]

j Xt j2
#
< +1:

Preuve. Soit X 2 S2c ; posons pour tout t 2 [0; T ] ;

� (Xt) = Z +

Z t

0

b (s;Xs) ds+

Z t

0

�(s;Xs)dWs:

le processus � (X) est bien dé�ni et continu, si X 2 S2c : Si X et Y sont deux éléments de S2c ;

80 � t � u � T; comme (a+ b)2 � 2a2 + 2b2: Alors

j� (Xt)� � (Yt)j2 � 2 sup
0�u�t

����Z t

0

(b(s;Xs)� b (s; Ys))ds
����2

+ 2 sup
0�t�u

����Z t

0

(� (s;Xs)� � (s; Ys))dWs

����2 :
En utilisant les propriétés de l�intégrale stochastique, il vient que

E
�
sup
0�t�u

j� (Xt)� � (Yt)j2
�
� 2E

"�Z u

0

jb (s;Xs)� b (s; Ys)j ds
�2#

+ 8E
�Z u

0

k� (s;Xs)� � (s; Ys)k2 ds
�
:

11



Introduction au processus stochastique

L�inégalité de Hölder donne alors la majoration

E
�
sup
0�t�u

j � (Xt)� � (Yt) j2
�
� 2TE

�Z u

0

j b (s;Xs)� b (s; Ys) j2 ds
�

+ 8E
�Z u

0

k � (s;Xs)� � (s; Ys) k2 ds
�
:

Comme les fonction b et � sont Lipschitz en espace, on obtient, pour 8u 2 [0; T ] ;

E
�
sup
0�t�u

j� (Xt)� � (Yt)j2
�
� 2K2 (T + 4)E

�Z u

0

sup
0�t�s

jXt � Ytj2 ds
�
: (1.3)

De plus, notant 0 le processus nul, on a comme (a+ b+ c)2 � 3 (a2 + b2 + c2) ;

j� (0)tj
2 � 3Z2 + 3 sup

0�t�T

����Z t

0

b (s; 0) ds

����2 + 3 sup
0�t�T

����Z t

0

�(s; 0)dWs

����2 ;
d�où l�on tire en utilisant l�inégalité de Doob et croissance linéaire de b et �

E
�
sup
0�t�T

j� (0)tj
2

�
� 3

�
E
�
Z2
�
+K2T 2 + 4K2T

�
: (1.4)

Les estimations (1:3) et (1:4) montrent alors que le processus � (X) appartient à S2c dès que

X appartient à S2c : On dé�nit alors par récurrence une suite de processus de S
2
c ; en posant

pour n � 0 X0 = 0 et Xn+1 = �(Xn) : On obtient à l�aide de la formule (1:3); pour tout

n � 0; notant C à la place de 2K2 (T + 4) ;

E
�
sup
0�t�T

��Xn+1
t �Xn

t

��� � CnT n

n!
E
�
sup
0�t�T

��X1
t

��2� ;
soit encore, notant D la majorant de l�inégalité (1:4)

E
�
sup
0�t�T

��Xn+1
t �Xn

t

��� � DCnT n
n!

:
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Introduction au processus stochastique

Il résultat de cette dernière inégalité que

X
n�0

 sup
0�t�T

��Xn+1
t �Xn

t

��
L1

�
X
n�0

 sup
0�t�T

��Xn+1
t �Xn

t

��
L2

�
p
D
X
n�0

(CT )
n
2

p
n!

< +1:

Ainsi, la série
P

n supt
��Xn+1

t �Xn
t

�� converge P�p.s, et donc, P�p.s., Xn converge uniformé-

ment sur [0; T ] vers un processus X continu. De plus X 2 S2c puisque la convergence a lieu

dans S2�voir l�inégalité précédente. On véri�e que X est solution de l�EDS (1:2) en passant

à la limite dans la dé�nition Xn+1 = �(Xn) : Si X et Y sont deux solution de l�EDS (1:2)

dans S2c alors X = �(X) et Y = �(Y ) : L�inégalité (1:3) donne alors, pour tout u 2 [0; T ] ;

E
�
sup
0�t�u

jXt � Ytj2
�
� 2K2 (T + 4)

Z u

0

E
�
sup
0�t�s

jXt � Ytj2
�
ds;

et le lemme de Gronwall montre que

E
�
sup
0�t�T

jXt � Ytj2
�
= 0;

ce qui prouve que X et Y sont indistinguables. Pour montrer l�unicité des solutions de l�EDS

(1:2) ; nous devons montrer que toute solution appartient à S2c ; c.à.d. comme toute solution

est continue par dé�nition, appartient à S2c : Pour cela, considérons le temps d�arrêt

�n = inf ft 2 [0; T ] ; jXtj > ng :

Si u 2 [0; t] ; on a

jXu^�nj
2 � 3(jZj2

+ sup
0�u�t

����Z u^�n

0

b (s;Xs) ds

����2 + sup
0�u�t

����Z u^�n

0

� (s;Xs) dWs

����2):
13



Introduction au processus stochastique

Il vient alors,

E
�
sup

0�u�t^�n
j Xu j2

�
� 3

 
E
�
j Z j2

�
+ E

"�Z t^�n

0

j b (s;Xs) j ds
�2#

+4E
�Z t^�n

0

k� (s;Xs) k2 ds
��
;

et utilisant la croissance linéaire de b et �; on obtient

E
�
sup

0�u�t^�n
jXuj2

�
� 3

�
E
���Z2���+ 2K2T 2 + 8K2T

+
�
2K2T + 8K2

� Z t

0

E
�
sup

0�u�s^�n
jXuj2

��
:

En appliquant le lemme de Gronwall à la fonction t 7�! E
�
sup0�u�t^�n jXuj2

�
E
�

sup
0�u�T^�n

jXuj2
�
� 3

�
E
�
jZj2

�
+ 2K2T 2 + 8K2T

�
exp

�
3
�
2K2T + 8K2

�
T
	
;

et le lemme de Fatou donne

E
�
sup
0�u�T

jXuj2
�
� 3

�
E
�
jZj2

�
+ 2K2T 2 + 8K2T

�
exp

�
3
�
2K2T + 8K2

�
T
	
:

Ceci implique l�unicité des solutions de l�EDS(1:2) :

14



Chapitre 2

Théorèmes de Girsanov

l�objectif de ce chapitre est de dé�nir le changement de probabilité par le théorème de Gir-

sanov. Ce partie est actuallement prendre du polycopie de Monique Jeanblanc [4]

2.1 Mesures absolument continues

2.1.1 Fonctionnelles continues sur l�espace L2

Soit I = [a; b] � R et � une mesure sur (R;B (R)). On dé�nit un produit scalaire sur L2 (R; �)

par la formule

hf; gi =
Z
R
fgd�; avec f; g 2 L2 (R; �) :

Pour tout f 2 L2 (R; �) ; l�application g 7�! hf; gi est une fonction linéaire continue. Le

théorème suivant établit l�assertion réciproque.

Théorème 2.1 Soit F : L2 (R; �)! R une fonctionnelle continue. Alors il existe une unique

fonction f 2 L2 (R; �) telle que

F (g) = hf; gi ; pour tout g 2 L2 (R; �)

15



Théorèmes de Girsanov

2.2 Transformation la mesure

Théorème 2.2 (Théorème de Radon�Nikodym) Soient (
;F) un espace mesurable et �; �

deux mesures ���nies sur (
;F) : Si � est absolument continu par rapport à �; il existe une

application f : 
 7�! R+ F�mesurable tell que � (A) =
Z
A

fd�; 8A 2 F : S�il existe une

autre application g tell que � (A) =
Z
A

gd�; alors f = g��presque partout.

2.3 Changement des probabilités

Soient P et Q deux mesures de probabilités sur (
;FT ) :

Proposition 2.1 On suppose que P et Q sont équivalentes. Alors il existe (Zt; t � T ) FP
t �

martingale strictement positive telle que Q = ZTP sur FT et QjFt = ZtPjFt ; c�est�à�dire telle

que EQ (X) = EP (ZtX) pour tout variable X est Q�intégrable Ft�mesurable pour t � T; de

plus, Z0 = 1; EP (Zt) = 1; 8t � T:

Preuve. Si la restriction de P et Q à FT sont équivalentes, il existe une variable aléatoire

ZT est FT �mesurable telle que Q = ZTP sur FT théorème de Radon�Nikodym 2:2. On

dit que ZT est la densité de Q par rapport à P et EQ (X) = EP (ZTX) pour toute va-

riable X est FT�mesurable et Q�intégrable: En particulier, ZT est strictement positive et

EP (ZT ) = 1: Soit ZT = EP (ZT jFt ) par construction (Zt; t � T ) est une martingale et est

la densité Ft�mesurable de Radon�Nikodym de Q par rapport à P sur Ft: En e¤et, si X est

Ft�mesurable et Q intégrable

EQ (X) = EP (ZTX) = EP [EP (XZT jFt )]

= EP [XEP (ZT jFt )]

= EP (XZt) :

16



Théorèmes de Girsanov

Remarque 2.1 La condition EP
h
exp

n
1
2

R T
0
f 2 (t) dt

oi
< +1 est su¢ sante et non néces-

saire, appelée condition de Novikov, avec ZT est un variable positive et E [ZT ] = 1:

Théorème 2.3 (La caractérisation de Lévy du mouvement brownien) Soit X (t) =

(X1 (t) ; :::; Xn (t)) un processus stochastique continu dans un espace de probabilité à valeurs

dans Rn: Puis les conditions suivantes sont équivalentes :

a) X(t) est un mouvement brownien par rapport à Q la loi de X(t) par rapport à Q est la

même que la loi d�un mouvement brownien n�dimensionnel.

b) (i) X(t) = (X1 (t) ; :::; Xn (t)) est un martingale par rapport à Q,

(ii) Xi (t)Xj (t) � �ijt est un martingale par rapport à Q pour tout i; j 2 f1; :::; ng ; avec

�ij est la mesure de Dirac, i.e.

�ij =

8><>: 1 si i = j

0 si i 6= j

2.4 Théorème de Girsanov

Théorème 2.4 (Théorème de Girsanov I) Soit Y (t) 2 Rn un processus d�Itô de la forme

8><>: dY (t) = a (t; !) dt+ dW (t) ; t � T

Y0 = 0;

où T � +1 est une constante donnée, et W (t) est un mouvement brownien n�dimensions

nous mettons

Zt = exp

�
�
Z t

0

a(s; !)dWs �
1

2

Z t

0

a2(s; !)ds

�
; t � T:

Supposons que a (s; !) satisfait la condition de Novikov :

E
�
exp

�
1

2

Z T

0

a2 (s; !) ds

��
< +1; (2.1)

où E = EP est l�espérance par rapport à P, dé�nie la mesure Q dans
�

;F (n)

T

�
par

dQ (!) = ZT (!) dP (!) :

17



Théorèmes de Girsanov

Alors Y (t) est un mouvement brownien n�dimension par rapport à la loi de probabilité Q.

pour t � T:

Preuve. Pour simpli�er, nous supposons que a (s; !) est borné. Au vu du théorème 2:3 nous

devons véri�er que

(i) Y (t) = (Y1 (t) ; :::; Yn (t)) est une martingale par rapport à Q:

(ii) Yi (t)Yj (t)� �ijt est une martingale par rapport à Q, pour tous i; j 2 f1; 2; :::; ng :

Pour véri�er(i) on met K(t) = ZtY (t) ; et on utilise la formule d�Itô pour obtenir

dKi (t) = ZtdYi (t) + Yi (t) dZt + dYi (t) dZt

= Zt (ai (t) dt+ dWi (t)) + Yi (t)Zt(
nX
k=1

�ak (t) dWk (t))

+ (dWi (t))(�Zt
nX
k=1

ak (t) dWk (t))

= Zt

 
dWi (t)� Yi (t)

nX
k=1

ak (t) dWk (t)

!

= Zt
(i) (t) dW (t) ;

où (i) (t) = ((i)1 (t) ; :::; 
(i)
n (t)); avec


(i)
j =

8><>: �Yi (t) aj (t) si j 6= i;

1� Yi (t) ai (t) si j = i:

Donc Ki (t) est une martingale par rapport à P, donc par dé�nition 1:13 nous obtenons, pour

t > s;

EQ [Yi (t) jFs ] =
E [ZtYi (t) jFs ]
E [Zt jFs ]

=
E [Ki (t) jFs ]

Zs
=
E [Ki (s)]

Zs
= Yi (s) ;

qui montrent que Yi (t) est une martingale par rapport à Q: cela preuve (i). la preuve de (ii)

est similaire. La demonstration est terminer.

Notation 3 WH (S; T ) dénote la classe de processus f (t; !) 2 R satisfait :

1. (t; !) 7! f (t; !) est B � F�mesurable où B dénote la borélienne ��algébre sur [0;1] :

18



Théorèmes de Girsanov

2. f (t; !) est Ft adapté.

3. E
�Z T

S

f 2 (t; !) dt

�
<1:

Théorème 2.5 (Théorème de Girsanov II ) Soit Y (t) 2 Rn, un processus d�Itô de la forme

dY (t) = � (t; !) dt+ � (t; !) dWt; t � T; (2.2)

Où Wt 2 Rm; � (t; !) 2 Rn et � (t; !) 2 Rn�m: Supposons qu�il existe des processus u (t; !) 2

Wm
H et � (t; !) 2 Wn

H tels que :

� (t; !)u (t; !) = � (t; !)� � (t; !) : (2.3)

Et supposons que vous satisfait la condition de Novikov.

E

�
exp

�
1

2

Z T

0

u2 (s; !) ds

��
< +1;

mettre

Zt = exp

�
�
Z t

0

u (s; !) dWs �
1

2

Z t

0

u2 (s; !) ds

�
; t � T; (2.4)

et

dQ (!) = ZT (!) dP (!) ; sur F (m)
T : (2.5)

Alors fW (t) =

Z t

0

u (s; !) ds+W (t) ; t � T; (2.6)

est une mouvement brownien par rapport à Q et en termes de fW (t) ; le processus Y (t) à la

représentation intégrale stochastique

dY (t) = � (t; !) dt+ � (t; !) dfW (t) :

Preuve. Il suit le théorème de Girsanov 2:4; que fW (t) est un mouvement brownien par
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Théorèmes de Girsanov

rapport à Q. Donc, remplaçant (2.6) à (2.2) nous obtenons, par (2.3)

dY (t) = � (t; !) dt+ � (t; !)
�
dfW (t)� u (t; !) dt

�
= [� (t; !)� � (t; !)u (t; !)] dt+ � (t; !) dfW (t)

= � (t; !) dt+ � (t; !) dfW (t) :

La demonstration est terminer.

Théorème 2.6 (Théorème de Girsanov III) Soit X (t) = Xx(t) 2 Rn et Y (t) = Y x(t) 2 Rn

une di¤usion d�Itô et un processus d�Itô, respectivement, des formes

dX (t) = b (X (t)) dt+ � (X (t)) dW (t) ; t � T; X(0) = x;

dY (t) = [ (t; !) + b (Y (t))] dt+ � (Y (t)) dW (t) ; t � T; Y (0) = x;

où la fonction b : Rn ! Rn et � : Rn ! Rn�m satisfaire la condition du théorème existence et

unicité et  (t; !) 2 Wn
H; x 2 Rn: Supposons qu�il existe un processus u (t; !) 2 Wm

H tel que

� (Y (t))u (t; !) =  (t; !) ;

et supposons que vous satisfait la condition de Novikov

E

�
exp

�
1

2

Z T

0

u2 (s; !) ds

��
< +1;

dé�nie Zt, Q et fW (t) comme dans (2.4), (2.5) et (2.6), alors

dY (t) = b (Y (t)) dt+ � (Y (t)) dfW (t) : (2.7)

En e¤et, la loi Q de Y x (t) est la même loi P de Xx (t) ; t � T:
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Preuve. La représentation (2.7) suit en appliquant le théorème de Girsanov 2.5, au cas :

� (t; !) = � (Y (t)) ; � (t; !) =  (t; !) + b(Y (t)); � (t; !) = b(Y (t)):

Alors la loi Q de Y x (t) est la même loi P de Xx (t) ; t � T; on conclure que découle de

l�unicité faible des solution de l�équation di¤érentielle stochastique EDS. La demonstration

est terminer.
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Chapitre 3

Application au calcul de fonction de

performence de type risque�sensitive

l�objectif de ce chapitre, nous appliquons le théorème de Girsanov à la �nance, ce chapitre est

accualement prendre à partir du chapitre 03 du livre Equation Di¤erentielle Stochastique :

Basique et Application [3].

3.1 Marché �nancier de la sensibilité au risque

Nous avons modélisé la dynamique de l�onduleur avec le processus de di¤usion comme EDS

suivant

dx (t) = b (t; x (t)) dt+ �dW (t) et x0 = x: (3.1)

Nous considérons un marché �nancier avec deux actifs (titres) peuvent être des choix d�in-

vestissement, le premier est suas risque est appelé aussi suas (dépôt en devises étrangères par

exemple) dont le prix S0 (t) à l�instant t est donné par

dS0 (t)

S0 (t)
= r (t; x(t)) dt:
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Le deuxième actif risqué est appelé stock, dont le prix S1 (t) à l�instant t est donné par

dS1 (t)

S1 (t)
= � (t; x (t)) dt+ � (t; x (t)) dW (t) ;

où r (t; x(t)) est le taux d�intérêt de la fonction d�obligation, � (t; x(t)) est le taux de volatilité

du cours de l�action et � (t; x(t)) est appelé le taux de rendement attendu. Considérons

maintenant un investisseur qui investit dans le suas�risque (dépôt en devises étrangères par

exemple) et dans le stock, et dont les décisions ne peuvent a¤ectu les prix sur le marché

�nancier.

Nous notons ici queW (t) est le mouvement brownien donné dans l�espace mesurable (
;F) :

Dé�nition 3.1 (Self�Financial) Il n�y a pas d�injection et pas de retrait de fonds sur [0; T ] :

Nous supposons aussi que notre marché doit auto �nancé, nous désignons par V (t) le montant

de la richesse de l�investisseur, et u(t) est le proportion de la richesse investie dans le stock

au temps t, alors

� (t) = u (t)V (t)

est le montant du stock et

(1� u(t))V (t)

est le montant dans le lien, ce qui signi�e que l�investisseur a

V (t)� u(t)V (t) = V (t)� � (t)

économies en banque. Puis la dynamique de la richesse de l�investisseur qui veut investir dans

le marché �nancier a la suite de

dV (t)

V (t)
= (V (t)� �(t)) dS0(t)

S0 (t)
+ �(t)

dS1 (t)

S1(t)
:

23



Application au calcul de risque�sensitive par �nancier

Honnêtement, la richesse de l�investisseur est décrite par

dV (t)

V (t)
= (V (t)� � (t))r(t; x(t))dt+ � (t) (�(t; x(t))dt+ �(t; x(t))dW (t)) (3.2)

= (V (t)� � (t))r(t; x(t))dt+ � (t)� (t; x(t)) dt+ � (t)� (t; x(t)) dW (t) (3.3)

= V (t)r(t; x(t))dt� � (t) r(t; x(t))dt+ � (t)� (t; x(t)) dt+ � (t)� (t; x(t)) dW (t)

= fV (t)r(t; x(t)) + (� (t; x(t))� r(t; x(t)))� (t)g dt+ � (t)� (t; x(t)) dW (t) :

Dé�nition 3.2 Une stratégie � est dite admissible si elle est de carré intégrable (Ft)t�0�adapté

des valeurs dans R tel que (3:2) a une solution forte (V (t))t2[0;T ] qui satisfait

E
Z T

0

jV (t)j <1;

l�ensemble de toute les stratégies admissibles sont désignés par Uad. L�investisseur veut maxi-

miser son utilité attendue (type HARA) sur l�ensemble Uad dans un certain temps terminal

T > 0

J (� (:)) =
1

�
E
�
V � (T )

�
: (3.4)

En choisissant une stratégie de choix de portfeulle appropriée � (:) ; où l�exposant � > 0

est appelé paramètre le risque sensible. Si on met � = 1 l�utilité (3:4) ramenée au cas de

risque�naturel habituel, l�espérance sous la mesure de probabilité P est notée par E.

Lemme 3.1 On peut réécrire l�espérance E
�
V � (T )

�
dans (3:4) en terme de l�exponentielle

attendue de critère intégrale

J (� (:)) =
1

�
V � (0) eE �exp�� Z T

0

h(t; x(t); � (t))dt

��
;

où eE est la nouvelle espérance par rapport à la mesure de probabilité eP:
Preuve. Appliquer la formule d�Itô à la valeur logarithmique de richesse

lnV � (t) = � lnV (t) = �f (t; V (t)) :
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Nous avons

�d (f (t; V (t))) = �d (lnV (t)) = �
@f

@t
(t; V (t)) dt+ �

@f

@x
(t; V (t)) dV (t)

+ �
1

2

@2f

@x2
(t; V (t)) hdV (t) ; dV (t)i

= �
1

V (t)
dV (t) + �

1

2

�
� 1

V 2 (t)

�
�2 (t)�2 (t; xt)V

2 (t) dt

= � fV (t) r (t; x (t)) + (� (t; x (t))� r (t; x (t)))� (t)g dt

+ � (t)� (t; x (t)) dW (t)� 1
2
��2 (t)�2 (t; x (t)) dt:

Puis en prenant intégrale de zéro à T par rapport au temps t, on obtient

J (� (:)) =
1

�
E
�
V � (T )

�
=
1

�
E
�
exp

�
lnV � (T )

��
=
1

�
E [exp (� lnV (T ))]

=
1

�
E
�
exp

�
�f (V (0)) + �

Z T

0

fV (t) r (t; x (t)) + (� (t; x (t))� r (t; x (t)))� (t)g dt

+�

Z T

0

� (t)� (t; x (t)) dW (t)� 1
2
�

Z T

0

�2(t)�2 (t; x (t)) dt

��
=
1

�
E
�
exp

�
lnV � (0) + �

Z T

0

fV (t) r (t; x (t)) + (� (t; x (t))� r (t; x (t)))� (t)g dt

+�

Z T

0

� (t)� (t; x (t)) dW (t)� 1
2
�

Z T

0

�2(t)�2 (t; x (t)) dt

��
=
1

�
exp(lnV � (0))E

�
exp

�
�

Z T

0

fV (t) r (t; x (t)) + (� (t; x (t))� r (t; x (t)))� (t)g dt

+�

Z T

0

� (t)� (t; x (t)) dW (t)� 1
2
�

Z T

0

�2(t)�2 (t; x (t)) dt

��
:
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Alors, nous obtenons

J (� (:)) =
1

�
V � (0)E

�
exp

�
�

Z T

0

fV (t) r (t; x (t)) + (� (t; x (t))� r (t; x (t)))� (t)g dt

+�

Z T

0

� (t)� (t; x (t)) dW (t)� 1
2
�

Z T

0

�2(t)�2 (t; x (t)) dt

�1
2
�2
Z T

0

�2 (t)�2 (t; x (t)) dt+
1

2
�2
Z T

0

�2 (t)�2 (t; x (t)) dt

��
=
1

�
V � (0)E

�
exp

��
�1
2
�2
Z T

0

�2(t)�2 (t; x (t)) dt+ �

Z T

0

� (t)� (t; x (t)) dW (t)

�
�1
2
�

Z T

0

�2(t)�2 (t; x (t)) dt+
1

2
�2
Z T

0

�2 (t)�2 (t; x (t)) dt

+�

Z T

0

fV (t) r (t; x (t)) + (� (t; x (t))� r (t; x (t)))� (t)g dt
��

=
1

�
V � (0)E [I � II] ;

où

I = exp

�
�1
2
�2
Z T

0

�2(t)�2 (t; x (t)) dt+ �

Z T

0

� (t)� (t; x (t)) dW (t)

�
;

II = exp

�
�1
2
�

Z T

0

�2(t)�2 (t; x (t)) dt+
1

2
�2
Z T

0

�2(t)�2 (t; x (t)) dt

+�

Z T

0

fV (t) r (t; x (t)) + (� (t; x (t))� r (t; x (t)))� (t)g dt
�

= exp

�
�

Z T

0

�1
2
(� � 1)�2 (t)�2 (t; x (t)) dt+ �

Z T

0

fV (t) r (t; x (t))

+ (� (t; x (t))� r (t; x (t)))� (t) dtg)

= exp

�
�

Z T

0

h (t; x (t) ; � (t)) dt

�
;

où

h (t; x (t) ; � (t)) = �1
2
(� � 1)�2 (t)�2 (t; xt) + V (t) r (t; xt) + (� (t; xt)� r (t; xt))� (t) :
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Application au calcul de risque�sensitive par �nancier

En vertu de condition de Novikov (2:1) du théorème de girsanov, 2:4; nous obtenons

E
�
exp��2 (t)

�
� C: (3.5)

En appliquant la transformation de Girsanov (voir le théorème de girsanov 2:4), l�expression

intégrale stochastique peut être di¤éré, et selon la condition (3:5), nous obtenons

deP
dP
= exp

�
�1
2
�2
Z T

0

�2 (t)�2 (t; xt) dt+ �

Z T

0

� (t)� (t; xt) dW (t)

�
;

pour certaines constantes �, C sont positifs. Alors

J (� (:)) =
1

�
E
�
V � (T )

�
=
1

�
V � (0)E [I � II]

=
1

�
V � (0)

"
deP
dP
exp

�
�

Z T

0

h(t; x (t) ; � (t))dt

�#

=
1

�
V � (0) eE �exp�� Z T

0

h(t; x (t) ; � (t))dt

��
:

eE est un nouvel espérance en ce qui concerne la mesure eP de probabilité, et nous notons par
fW (t) =W (t)� �

Z t

0

� (s)� (s; x (s)) ds;

est un mouvement brownien standard en vertu de la mesure de probabilité eP. En conclusion,
pour evry 0 � s � t � T; notre dynamique (3:1) satisfait le EDS suivante :

dx (t) = b (t; x (t)) dt+ �dW (t)

= b (t; x (t)) dt+ �d

�fW (t) + �

Z t

0

� (s)� (s; x (s)) ds

�
= b (t; x (t)) dt+ �dfW (t) + ��� (t)� (t; x (t)) dt

= (b (t; x (t)) + ��� (t)� (t; x (t))) dt+ �dfW (t)
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La demonstration est terminer.
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