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Introduction

Un processus stochastique ou processus aléatoire (voir calcul stochastique) ou fonction aléa-
toire (voir probabilité) représente une évolution, discréte ou a temps continu. En réalité, des
sciences de la terre aux sciences humaines. puis nous avons parlé de mouvement brownien, il
est observé par le botaniste Robert brown en 1827. Brown observait alors des grains de pollen
au microsope. Celles-ci étaient alors sujettes & un mouvement brownien dans le liquide. puis
Norbert Wiener donne une définition mathématique en 1923 en construisant une mesure de
probabilité sur I'espace des fonctions réelles. Il étudie, la continuité et non-dérivabilité des
trajectoires du mouvement brownien. Il définit également l'intégrale de Wiener (I'intégrale
par rapport au mouvement brownien).

Dans la théorie des probabilités, le théoréme de Girsanov indique comment un processus
stochastique change si 'on change de mesure. Ce théoréme est particulierement important
dans la théorie des mathématiques financiéres. Ce type ont été prouvés pour la premiére fois
dans les années 1940 par Cameron-Martin, puis en 1960 par Girsanov. Ce théoréme peut étre
utilisé pour trouver I'unique probabilité risque neutre dans ’application & la finance.

Ce mémoire est composé de trois chapitres :

Le premiére chapitre est consacré aux introduction au processus stochastique. Dans le deuxiéme
chapitre est difinit le théoréme de Girsanov. Le dernier chapitre on donne I'application au

calcul de risque-sensitive par financier.



Chapitre 1

Introduction au processus

stochastique

L’objectif de ce chapitre, nous rappelons quelques résultats de calcul stochastique utilisés le

long de ce mémoire. Ce chapitre est prendre du référence Briand [I].

1.1 Tribus (o0 — algébre)
Soit 2 un ensemble quelconque.

Définition 1.1 Soit F une partie de P (S2), est dite une o-algébre sur § si :

1. Qe F.
2. Stabilité par passage au complémentaire .i.e : VA € F =A° € F.

3. Stabilité par union dénombrable .i.e : Ay, A, As, ..., A, C F = UpenA, € F.

Alors on dit que (€2, F) est un espace mesurable, et les éléments de  sont appelés les

ensembles mesurables.

Définition 1.2 Soit 2 un ensemble. Une mesure de probabilité (ou distribution de probabi-
lité) est une application définie sur une partie F de P (S2) de la forme P : F — [0,1] telle

que



Introduction au processus stochastique

1. P(Q) =1.

2. Si A et B sont deux parties disjointes de §2, alors
P(AUB)=P(A)+P(B).
Et plus généralement, si (A,) et une suite de parties deuz & deux disjointes de €2, alors

P (Upendn) = Y P (A,).

neN

On dit que (Q, F,P) est un espace probabilité.

1.2 Processus stochastique
Soit T C R".

Définition 1.3 On appelle processus stochastique (ou fonction aléatoire) une application X
de T x Q dans E, telle que pour t € T, Uapplication w — X (t,w) = Xy(w) est une variable
aléatoire, i.e est mesurable de (Q, F) dans (E,B(R")) avec B(R™) c’est la borélienne dans

R™.

Définition 1.4 (Filtration) Une filtration sur un espace de probabilité (€2, F,P) est une
famille croissante (}-t)tzo de sous tribus de F .i.e Fs C F, C F, Vs < t, on dit que

(Q, F, (Ft)t>0,P) est un espace de probabilité filtré.
Définition 1.5 (Filtration naturelle) Une filtration est dite naturelle si elle vérifie deux pro-
priétés supplémentaires :

1. Les négligeables au sens large sont dans tous les Fy, i.e, siP(A) =0= A € Fy.

2. La filtration est continue a droite , Fy = Fy+ := Ng < +Fs.

Définition 1.6 (Processus mesurable) Un processus X est dite mesurable si l'application

(t,w) — Xi(w) est mesurable par rapport au tribus B(R,) @ F.
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Définition 1.7 (Processus adapté) Un processus X est dite adapté par rapport a la filtration

{Fi}iso 81 Xy est Fy mesurable, pour tout t.

Définition 1.8 (Processus prévisible) On dit qu’un processus est prévisible (pour la filtration

Fi) si Xo est Fo—mesurable et X, est Fy_1 mesurable pour chaque t > 0.

Définition 1.9 (Modification) Soient X et Y deux processus X est une modification de Y

si pour tout t > 0 les variables aléatoires X, et Y; sont égales P—p.s. ¥t > 0, P(X; =Y;) = 1.

Définition 1.10 (Indistinguables) X et Y sont indistinguables si P—p.s, les trajectoires de

X etY sont les mémes c’est a dire P(X, =Y;, Vt > 0) = 1.

Remarque 1.1 Si X etY sont a trajectoire continues a droit (ou & gauche) et si X est une

modification alors X etY sont indistinguables.

Définition 1.11 (Progressivement mesurable) Un processus X est progressivement mesu-
rable (pour la filtration F;) si Uapplication (s,w) — X,(w) de [0,] x Q dans R? est mesurable
par rapport a B([0,t])) @ F; et B(R?).

Définition 1.12 (Processus cad-lag) On dit qu’un processus X est cad-lag (continue o droite,
limite & gauche) s’il existe un ensemble N -négligeable N € F, tel que : pour tout w ¢ N la
trajectoire t — X,(w) est continue & droite en tout t > 0, et admet une limite a gauche en

t > 0.

Définition 1.13 Soit X une variable aléatoire définie sur (Q, F,P), et G une sous tribu de

F, Uespérance conditionnelle B[X |G| de X quand G est l'unique variable aléatoire

1. G—mesurable.
2. telle que [, B[X |G]dP = [, XdP, VA € G.

C’est aussi l'unique variable G—mesurable telle que

E[E(X|G)Y] = E[XY].

Pour tout variable Y, G—mesurable bornée.
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1.2.1 Martingale

Définition 1.14 Un processus X a valeurs réelles est dite une martingale par rapport a la

filtration {F;} si :

1. Pour tout £ > 0, X; est F;—mesurable.
2. Pour tout t > 0, X, est intégrable.

3. Pour tout 0 < s <'¢t,

E[X:| F] =X

Si la derniére condition est remplagée par E[X;| F;] < X on dit que X; est une sur-

martingale, et si elle est remplagée par E [X; | Fs| > X, on dit que c’est une sous-martingale.

1.2.2 Mouvement brownien

Définition 1.15 On appelle mouvement brownien standard un processus stochastique B a

valeurs réelles tel que :

1. La fonction t — By(w) est P—p.s. Continue.

2. Pour(0 < s <t, B,— By est indépendant de la tribu o {B,, u < s} suit la loi gaussienne

centré de variance t — s.

3. Bp=0P-p.s.

Définition 1.16 On appelle mouvement brownien standard & valeurs dans R4 W = (Wl, e Wd)

sont des mouvement browniens réels indépendants.

1.2.3 Propriétés du mouvement brownien (Wiener)

Proposition 1.1 SiW est un mouvement brownien, et F sa filtration naturelle, les processus

t
W, W2 —t et exp(cW; — 025) (Brownien Exponentiel) sont des F-martingales.
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Preuve. Pour tout 0 < s < t, pour le premier, on a :

E[Wt’fs]:E[Ws’fs]+E[Wt—Ws|fs]
=W, +E[W, — W]
=Ws+0

= Ws.
Pour le deuxiéme, on a :

E (W2 - W2|F) = E[(W, - W)’ | 7]
=B [(W, — W,)?]
= Var [W, — W]

=1 —s.

Et la condition sur le dernier s’obtient grace a la transformée de laplace d’un gaussienne :

E <6Aw’f—AT2t \ .7:5) =e 2 [ (e)‘(wt_wS)eAws

La demontration est terminer. m

1.3 Quelques inégalités classiques

1.3.1 Inégalité de Doob

Théoréme 1.1 Pour X = (X;)i>0 dont les trajectoires sont continue p.s., on a

B[] X:]"] .

<
= P

VT >0, Vp>1, ‘v’/\>0,IP>[sup | X > A

te[0,T
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1.3.2 Inégalité de Holder

Lemme 1.1 Si p € [1,+o0[, l'ezposant conjugué de p est l'unique q € [1,+o0[, tel que

INZE (/Olwfrp); (/OlrgrQ)é.

1.3.3 Lemme de Fatou

1 1 _
lylog,

Théoréme 1.2 Si(T),), .y > 0, alors il existe une suite de variable aléatoire positive tel que :

E [hm inf Tn] < lim inf B[T,].

n—o0 n—oo

1.4 Intégrale stochastique et formule d’It6

L’objectif de ce paragraphe est de définir fot H,dW. Ceci n’est pas évident car comme nous
I’avons rappelé précédemment les trajectoires du mouvement brownien ne sont pas a variation
finie et donc l'intégrale précédente n’est en aucun cas une intégrale de Lebesgue—Stieltjes.
Dans toute la suite, on fixe un réel T' strictement positif. les processus sont définis pour

t € [0,T], on notera X pour (X;)cjo,r]- pour plus des détails voir philipe Briand [I].

Définition 1.17 On appelle processus élémentaire H = (H;)o<i<run processus de la forme :

p
Hy = ¢oly (t) + Z qsil]tzewti[ (t)a
=1

o 0=ty <t1 <ty <..<t,=T, ¢ est une variable aléatoire Fo—mesurable bornée, pour

1 =1,...,p, &; est une variable aléatoire F;,_, —mesurable et bornée.

Définition 1.18 (Processus d’Ito) On appelle processus d’Itd un processus X a valeurs

réelles tel que : P—p.s. VO <t <T

t t
Xt:XOJr/ K5d3+/ H,dW,, (1.1)
0 0
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ot Xo est Fo—mesurable, K et H sont deux processus progressivement mesurable vérifiant

les condition, P—p.s :

T T
/ |K5]ds<+ooet/ | H, |* ds < +o0.
0

0

Proposition 1.2 (Intégration par partie) Si X etY sont deux processus d’Ité definits dans

(1.1), alors
t t
X =XOYO+/ Xdes+/ Yod, + (X,Y),.
0 0

ot (X,Y) est le crochet stochastique.

Théoréme 1.3 (Formule d’Ito) Soient (t,x) — f (t,z) une fonction réelle deuz fois diffé-

rentiable en x et une fois différentiable ent et X un processus d’Ito on a :

t t t
FX) = £ 0.50)+ [ X st [ LX)+ g [0 X d ),

1.5 Equation différentielles stochastiques

Notation 1 On considére un espace probabilisé (2, F,IP), et on se donne W un mouvement
brownien d—dimensionnel (d > 1) sur cet espace. Soit Z une variable aléatoire quelconque.
Soit T un réel strictement positif, b: [0, T] x RY — R" et o : [0, T] x R® — R"*? des fonctions

mesurables. On cherche & résoudre ’équation différentielle stochastique(EDS)

dXt =b (t, Xt) dt +0 (t, Xt) th,
Xy = Z,

ce qui, en terme intégrale s’écrit :

t d
XZ:Z’L_{_/ bl(S’Xs)ds+Z/ O'ZJ(S’XS)CZWg, 1§Z§n,
0 j=1 0
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ou b(t, Xy) = (b; (t7Xt))1§i§n est appelé dérive ou drift et o (t, X;) = (0i; (t, X4))1<ij<n e€st

appelé terme de diffusion.

Définition 1.19 Une solution faible de L’EDS (1.2) est la donnée d’un triplet (X, W),
(Q,F,P) et (F) ou :
1. (Q, F,P) est un espace de probabilité, et (F;) est une filtration de cet espace.

2. W est un mouvement brownien en dimension d, tel que (W) est une martingale rela-

tivement a la filtration (F;) .
3. X est un processus adapté a la filtration (F;).

4. On a P-p.s.
t t
Xt:Z—i—/ b(s,Xs)dS—i—/ o (s, Xs) dWs.
0 0

Définition 1.20 Un processus stochastique (X;), co,1) €t appelé une solution forte de L’EDS

(1.2) avec condition initiale Xo si :
1. X est processus continue et progressivement mesurable.

2. P-p.s.

IP{/OT\b(XS,s)]ds < +oo} :P{/OTHU<XS,S)H%3 < +oo} 1

ou ||o|| = trace (oo*).

3. P-p.s., ona:
t t
X, :Xg—i-/ b(Xs,s)dS—l—/ o (Xs,8)dW,, 0<t<T.
0 0

Avant de montrer 'existence de solution forte, il faut enoncer une lemme qui joue une role

trés importante dans EDS.

Lemme 1.2 (Lemme de Gronwall) Soit T' > 0 et g une fonction positive mesurable bornée

telle que
t
g(t) < a+b/ g(s)ds, Vt <T,
0

9
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ol a et b sont des constantes positive. Alors
g(t) <ae’ Vt<T.

Preuve. Par itération de la condition sur g sous intégrale, on écrit :

g(t)ga—l—b/ot (a—l—b/osg(u)du)ds

§a+abt+62/ g (u)ds

0<u<s<t

<a+abt+b2/ (a+b/ ()dv)duds

0<u<s<t

< a+ abt + ab® / duds + b3 / / / v) dvduds
0<u<s<t

<a+abt—|—a—+b3/// v) dvduds

b2 b33
<a+abt+a7+a?+ ae’.

La demonstration est terminer. m

Notation 2 On notera S? l’espace vectoriel formé des processus X, progressivement mesu-

rable, a valeur dans R™, tels que :
2 2
X1 =B | sup ] < oo,
0<t<T
et S? le sous-espace formé par les processus continus.

1.5.1 Existence et unicité de la solution forte

Le théoréme suivant donne des conditions suffisantes sur b et ¢ pour avoir un résultat d’exis-

tence et d’unicité pour 'EDS (|1.2)).

Théoréme 1.4 Soient b et o deux fonctions boréliennes uniformément continues en x et

lipschitziennes. On suppose qu’il existe une constante K telle que, ¥t € [0,T], x, y € R™.

10
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1. Condition de lipschitz en espace, uniforme en temps

[b(t,2) =b(t )|+ o (t,2) —o (b y)| < Kz —yl.

2. Croissance linéaire :

[b(t, )| + [lo(t, 2) || < K(1+ |2]).

3. Bl 2 |*] < +oo.

Alors UEDS (1.2)) posséde une unique solution X, tel que

E | sup | X; || < 4o0.

t€[0,T]

Preuve. Soit X € S?, posons pour tout ¢t € [0,77],
t t
P (Xy) = Z+/ b(s, Xs) d8+/ o(s, X,)dW,.
0 0

le processus @ (X) est bien défini et continu, si X € S2. Si X et Y sont deux éléments de 52,

V0 <t <u<T, comme (a+ b)2 < 2a? + 2b%. Alors

2
| (X;) — @ (V)] < 2 sup

0<u<t

/O (b(5, X.) — b(s,Y,))ds

2

+ 2 sup
0<t<u

/0 (0 (s,Xs) — o (s,Ys))dW,

En utilisant les propriétés de 'intégrale stochastique, il vient que

([ 1nts.x - b(s,n)|ds)2]

+8E [/0 o (s, X,) — o—(s,Ys)IIQdS] ,

E| sup rq><xt>—<1>m>|2] <98

0<t<u

11
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L’inégalité de Holder donne alors la majoration

B | sup [#00) -0 P <278 | [ 106,30 0530 ]

0<t<u
+ 8E [/ | o(s,Xs) —o(s,Ys)|? ds} :

0

Comme les fonction b et o sont Lipschitz en espace, on obtient, pour Yu € [0,77],

E | sup |® (X,) —<I>(Yt)\2} <2K*(T+4)E Uou sup \Xt—Yths} : (1.3)

0<t<u 0<t<s

De plus, notant 0 le processus nul, on a comme (a + b + )’ <3 (a® +b* + %),

/Otb(s,O)ds

d’ou I'on tire en utilisant I'inégalité de Doob et croissance linéaire de b et o

2 2

1@ (0),]” <32%+3 sup

0<t<T

+ 3 sup
0<t<T

?

t
/ o(s,0)dWs
0

B { sup |® (O)f] <3(E[Z%] + K°T* + 4K*T) . (1.4)

0<t<T

Les estimations ((1.3) et (1.4)) montrent alors que le processus ® (X ) appartient a S? dés que
X appartient a S?. On définit alors par récurrence une suite de processus de S?, en posant
pour n > 0 Xy = 0 et X" = & (X"). On obtient a I’aide de la formule (1.3), pour tout

n > 0, notant C' a la place de 2K (T + 4) ,

E |: sup |X21+1 _th‘:| < C’nTnE [ sup |Xt1|2:| ’

0<t<T nl lo<i<r
soit encore, notant D la majorant de l'inégalité ((1.4])

crrr

n!

E { sup | X[t —Xﬂ] <D

0<t<T

12



Introduction au processus stochastique

Il résultat de cette derniere inégalité que

sup | X[t — X'
0<t<T

=2

Ll

sup |Xn+1 Xn‘

0<t<T

<\/_Z CT%

n>0

2

n>0

LQ

< +00.

Ainsi, la série ) sup, }Xt”H — Xt"| converge P—p.s, et donc, P—p.s., X" converge uniformé-
ment sur [0, 7] vers un processus X continu. De plus X € S? puisque la convergence a lieu
dans S?-voir I'inégalité précédente. On vérifie que X est solution de 'EDS en passant
a la limite dans la définition X" = & (X™). Si X et Y sont deux solution de 'EDS
dans S? alors X = ® (X) et Y = @ (V). L’inégalité donne alors, pour tout u € 0,77,

E[sup ]Xt_y;’?} §2K2(T—|—4)/ E[sup |Xt_yt|21 ds,
0

0<t<u 0<t<s

et le lemme de Gronwall montre que

E [ sup |X, —Yﬂ 0,

0<t<T

ce qui prouve que X et Y sont indistinguables. Pour montrer I'unicité des solutions de ’'EDS
(1.2]) , nous devons montrer que toute solution appartient a S?, c.a.d. comme toute solution

est continue par définition, appartient a S2. Pour cela, considérons le temps d’arrét
=inf{t € [0,7],|X:| > n}.

Siwe[0,t], on a

|XU/\TTL 2 — 3(|Z|2
UNTp, 2 UNTn 2
—|—Os<u[<>t/ b(s, X)ds +Os<u12t/ o (s, Xs)dWs| ).
<u<t|Jo <u<t | Jo

13
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Il vient alors,

E{ sup |Xu|2] §3<EUZ|2]+E

0<u<tATn

([ 1o d>]
wam] [l x) 12 as])

et utilisant la croissance linéaire de b et o, on obtient

E{ sup |Xu|1 <3(E[|Z%|] +2K*T + 8K°T

0<u<tATn
t
+(2K2T+8K2)/ E[ sup |Xu|2]).
0

0<u<sAty

En appliquant le lemme de Gronwall a la fonction ¢ — E [supg<,<iar, |Xu|2]

E { sup |Xu|2} <3(E[|Z)*] +2K>T? + 8K>T) exp {3 (2K*T +8K*) T},

0<u<T ATy

et le lemme de Fatou donne

E { sup ]XUIQ} <3(B[|Z]°] +2K>T? + 8K*T) exp {3 (2K*T + 8K*) T’} .

0<u<T

Ceci implique I'unicité des solutions de 'EDS(1.2). m

14



Chapitre 2

Théorémes de (Girsanov

I’objectif de ce chapitre est de définir le changement de probabilité par le théoréme de Gir-

sanov. Ce partie est actuallement prendre du polycopie de Monique Jeanblanc [4]

2.1 Mesures absolument continues

2.1.1 Fonctionnelles continues sur ’espace L>

Soit I = [a,b] C R et 1 une mesure sur (R, B (R)). On définit un produit scalaire sur L? (R, p)

par la formule

(f,9) = /ngd,u, avec f, g € L* (R, p).

Pour tout f € L? (R, u), 'application g — (f, g) est une fonction linéaire continue. Le

théoréeme suivant établit ’assertion réciproque.

Théoréme 2.1 Soit F: L? (R, ) — R une fonctionnelle continue. Alors il existe une unique

fonction f € L* (R, ) telle que

F(g9) =(f,9), pour tout g € L* (R, 1)

15



Théorémes de Girsanov

2.2 Transformation la mesure

Théoréme 2.2 (Théoréme de Radon—Nikodym) Soient (2, F) un espace mesurable et p, v
deuzx mesures o— finies sur (2, F) . Si v est absolument continu par rapport & p, il existe une

application [ : Q — RT F—mesurable tell que v (A) = /fd,u, VA € F. Sl existe une
A

autre application g tell que v (A) = /gd,u, alors f = gu—presque partout.
A

2.3 Changement des probabilités
Soient P et Q deux mesures de probabilités sur (2, Fr) .

Proposition 2.1 On suppose que P et Q sont équivalentes. Alors il existe (Zy, t <T) Fi —
martingale strictement positive telle que Q = Z7IP sur Fr et Q 7, = ZiIP|f,, c’est—a—dire telle
que Eg (X) = Ep (£, X) pour tout variable X est Q—intégrable F,—mesurable pour t < T, de
plus, Zo =1, Ep (Z;) =1, Vt <T.

Preuve. Si la restriction de P et Q & Fr sont équivalentes, il existe une variable aléatoire
Zr est Fr —mesurable telle que Q = ZrP sur Fr théoréeme de Radon—Nikodym On
dit que Zr est la densité de Q par rapport a P et Eq (X) = Ep(Z7rX) pour toute va-
riable X est Fr—mesurable et Q—intégrable. En particulier, Zr est strictement positive et
Ep (Z7) = 1. Soit Zr = Ep (Zr |F;) par construction (Z;, t < T') est une martingale et est
la densité F;—mesurable de Radon—Nikodym de Q par rapport a P sur F;. En effet, si X est

F;—mesurable et QQ intégrable

Eq (X) =Ep (Z7rX) = Ep [Ep (X Zr | F)]
= Ep [XEp (Z7 | F)]

=Ep (XZ,).
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Théorémes de Girsanov

Remarque 2.1 La condition Ep [exp {% fOT 2 (t) dt}] < +o00 est suffisante et non néces-

saire, appelée condition de Novikov, avec Zr est un variable positive et B [Zr] = 1.

Théoréme 2.3 (La caractérisation de Lévy du mouvement brownien) Soit X (t) =
(X1 (t),..., X, (t)) un processus stochastique continu dans un espace de probabilité & valeurs
dans R™. Puis les conditions suivantes sont équivalentes :
a) X(t) est un mouvement brownien par rapport & Q la loi de X (t) par rapport a Q est la
méme que la loi d’un mouvement brownien n—dimensionnel.
b) (i) X(t) = (X1 (t),..., Xy () est un martingale par rapport o Q,

(11) X; (t) X; (t) — d;5t est un martingale par rapport & Q pour tout i,j € {1,...,n}, avec
0;; est la mesure de Dirac, i.e.

1lsii=7

0siij

(51'3' -

2.4 Théoréme de Girsanov

Théoréme 2.4 (Théoréme de Girsanov I) Soit Y (t) € R™ un processus d’Ité de la forme

dY (t) =a(t,w)dt+dW (t); t<T

ou T < 400 est une constante donnée, et W (t) est un mouvement brownien n—dimensions

nous mettons

t 1 t
Z; = exp (—/ a(s,w)dWs — 5/ a2(s,w)ds) , t<T.
0 0

Supposons que a (s,w) satisfait la condition de Novikov :
1 /7
E {exp (5/ a® (s,w) ds)} < 400, (2.1)
0
ou B = Ep est l’espérance par rapport a P, définie la mesure Q dans (Q, ]::(Fn)> par

dQ (w) = Zr (w) dP (w) .

17



Théorémes de Girsanov

Alors Y (t) est un mouvement brownien n—dimension par rapport & la loi de probabilité Q.

pourt <T.

Preuve. Pour simplifier, nous supposons que a (s, w) est borné. Au vu du théoréme nous
devons vérifier que

)Y (t)=(Y1(t),...,Y, (t)) est une martingale par rapport a Q.

(ii) Y; (t) Y; (t) — 0t est une martingale par rapport a Q, pour tous i,j € {1,2,...,n}.

Pour vérifier(i) on met K(t) = Z;Y (t), et on utilise la formule d’It6 pour obtenir

dE; (t) = Z,dY; (1) + Y (t) dZ, + dY; (t) dZ,

— Z, (i (£) dt+ dW; (1) + i (1) Zo(S —ap (£) AW (1)
k=1

+ (dW; () (=Z0 Y ag () AWy (1)

k=1
Z(dW Zak ) AWy (t )

= Zy9 (t)dW (t),
ot Y (1) = (1 (t), ... (1)), avec

O =Y (t)a;(t) sij#1,
] 1 =Y (t)a; (t) sij=i.

Donc K (t) est une martingale par rapport a P, donc par définition nous obtenons, pour

t> s,
E(ZY;(t)|F] _B[K (6)|F] _ E[K(s)] _

EQ[Y;(t) |~7:s]: E[Zt |fs] - Zs - Zs

qui montrent que Y; () est une martingale par rapport a Q. cela preuve (i). la preuve de (ii)

est similaire. La demonstration est terminer. m
Notation 3 Wy (S,T) dénote la classe de processus f (t,w) € R satisfait :

1. (t,w) — f(t,w) est B x F—mesurable ou B dénote la borélienne o—algébre sur [0, 0o .

18



Théorémes de Girsanov

2. f(t,w) est F; adapte.
T

3. E [/ f? (t,w)dt} < 00.
s

Théoréme 2.5 (Théoréme de Girsanov I ) Soit Y (t) € R", un processus d’Ité de la forme
dY (t) = B (t,w)dt + 0 (t,w)dWy, t < T, (2.2)

Ou W, e R™, B(t,w) € R et 6 (t,w) € R™™. Supposons qu’il existe des processus u (t,w) €

Wi et a(t,w) € W] tels que :
O(t,w)u(t,w)=pF(tw)—a(tw). (2.3)

Et supposons que vous satisfait la condition de Novikov.

E [exp (% /OT W (5, ) dsﬂ < 400,

mettre
t t
Z; = exp (—/ u(s,w)dW, — %/ u? (s, w) ds) , t<T, (2.4)
0 0
et
dQ (w) = Zp (w) dP (), sur Fi™. (2.5)
Alors
_ t
W(t):/u(s,w)ds—l—W(t), t<T, (2.6)
0

est une mouvement brownien par rapport a Q et en termes de W (t), le processus Y (t) a la

représentation intégrale stochastique
dY (t) = o (t,w) dt + 6 (t,w) dW (1).

Preuve. Il suit le théoréme de Girsanov , que W(t) est un mouvement brownien par

19



Théorémes de Girsanov

rapport & Q. Donc, remplacant (@ a nous obtenons, par

dY (1) = B (t,w) dt + 0 (t,w) (dW (t) — u(t,w) dt)

—~

= [ (t,w) — 0 (t,w)u (t,w)]dt + 0 (t,w) dW (¢)

—~

=a(t,w)dt+ 0 (t,w)dW ().

La demonstration est terminer.

Théoréme 2.6 (Théoréme de Girsanov II1) Soit X (t) = X*(t) e R" et Y (t) = Y*(¢t) € R”

une diffusion d’Ito et un processus d’Ito, respectivement, des formes
dX (t)=b(X (t))dt+ o (X (t))dW (t); t<T, X(0) =z,

dY (£) = [y (t,w) + b (Y ()] dt + o (Y (£)dW (t); ¢t < T, Y(0) =z,

ot la fonction b : R™ — R" et 0 : R™ — R™™ ™ satisfaire la condition du théoréme existence et

unicité et vy (t,w) € Wy, © € R™. Supposons qu’il existe un processus u (t,w) € Wy} tel que

oY) u(t,w)=y(w),

et supposons que vous satisfait la condition de Novikov

1 (7
E {exp (5/ u? (s5,w) ds)} < 400,
0
définie Z;, Q et w (t) comme dans , et @, alors

dY () = b(Y () dt + o (Y (£))dW (t) . (2.7)

En effet, la loi Q de Y™ (t) est la méme loi P de X* (t); ¢t < T.
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Théorémes de Girsanov

Preuve. La représentation (2.7) suit en appliquant le théoréme de Girsanov , au cas :

0(t,w) =0 (Y (1), B(t,w) =7(tw) +bY(t), a,w)=>bY(t).

Alors la loi Q de Y7 (t) est la méme loi P de X?(¢); t < T, on conclure que découle de
I'unicité faible des solution de I’équation différentielle stochastique EDS. La demonstration

est terminer. m
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Chapitre 3

Application au calcul de fonction de

performence de type risque—sensitive

I’objectif de ce chapitre, nous appliquons le théoréme de Girsanov a la finance, ce chapitre est
accualement prendre & partir du chapitre 03 du livre Equation Differentielle Stochastique :

Basique et Application [3].

3.1 Marché financier de la sensibilité au risque

Nous avons modélisé la dynamique de I'onduleur avec le processus de diffusion comme EDS

suivant

drz (t) =b(t,z (t))dt + AdW (t) et xg = x. (3.1)

Nous considérons un marché financier avec deux actifs (titres) peuvent étre des choix d’in-
vestissement, le premier est suas risque est appelé aussi suas (dépot en devises étrangeres par

exemple) dont le prix Sy (t) & 'instant ¢ est donné par

=r(t,z(t)) dt.
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Le deuxiéme actif risqué est appelé stock, dont le prix S (¢) a 'instant ¢ est donné par

ds: (1)
S1(t)

=u(t,z(t))dt +o(t,z(t)dW (1),

ou r (t,z(t)) est le taux d’intérét de la fonction d’obligation, o (¢, z(t)) est le taux de volatilité
du cours de laction et p (¢, x(t)) est appelé le taux de rendement attendu. Considérons
maintenant un investisseur qui investit dans le suas—risque (dépot en devises étrangéres par
exemple) et dans le stock, et dont les décisions ne peuvent affectu les prix sur le marché
financier.

Nous notons ici que W (t) est le mouvement brownien donné dans ’espace mesurable (€2, F) .

Définition 3.1 (Self-Financial) Il n’y a pas d’injection et pas de retrait de fonds sur [0,T].

Nous supposons aussi que notre marché doit auto financé, nous désignons par V' (¢) le montant
de la richesse de 'investisseur, et u(t) est le proportion de la richesse investie dans le stock

au temps t, alors

m(t) =u )V (t)

est le montant du stock et

(1 —u(@®) V(#)

est le montant dans le lien, ce qui signifie que l'investisseur a

économies en banque. Puis la dynamique de la richesse de 'investisseur qui veut investir dans

le marché financier a la suite de
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Honnétement, la richesse de I'investisseur est décrite par

‘i/v_(%) = (V(t) = 7 (&))r(t, 2(t)dt + 7 (t) (u(t, 2(t))dt + o (t, x(t))dW (1)) (3.2)

= (V(t) — 7 (O)r(t, a(t))dt + 7 (£) (£, 2(t)) dt + 7 (£) o (£, () dW (¢) (3.3)
= V()r(t,a(t))dt — 7 () r(t, o(t))dt + 7 (t) @ (t, () dt + 7 (£) o (£, 2(t)) dW (£)

={V()rt,z(t)) + (u(t,z(t)) —r(t,z(t))m ()} dt + 7 () o (t,2(t)) dW (t).

Définition 3.2 Une stratégie 7 est dite admissible si elle est de carré intégrable (F;), —adapté

des valeurs dans R tel que a une solution forte (V (t)),cio7 qui satisfait

E/OT|v<t>|<oo,

l’ensemble de toute les stratégies admissibles sont désignés par U,y. L’investisseur veut maxi-

miser son utilité attendue (type HARA) sur l’ensemble U,q dans un certain temps terminal

T>0

T(r () = 5B (V*(T). (3.4

En choisissant une stratégie de choix de portfeulle appropriée 7 (.), ou l'exposant 6 > 0
est appelé paramétre le risque sensible. Si on met 0 = 1 'utilité ramenée au cas de

risque—naturel habituel, [’espérance sous la mesure de probabilité P est notée par E.

Lemme 3.1 On peut réécrire l’espérance E (VH (T)) dans en terme de [’exponentielle

attendue de critére intégrale

J(r () = %ve OF [exp (9 /OT h(t,2(t), (t))dt)} |

ot & est la nouvelle espérance par rapport a la mesure de probabilité P.

Preuve. Appliquer la formule d’It6 a la valeur logarithmique de richesse

Ve () =0V (t)=0f(t,V(1)).
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Nous avons

Xz

Od (f (t,V () =0d(InV (1)) = 8f (t,V (t))dt + 9% (t,V () dV (t)

102§
0555 (V) (dV (), dV (1)
1

_ QVL(t)dv () + 9% (—W—@)) 72 (1) 0 (£, 20) V2 (¢) dt

=0{V{)r(t,z (1)) + (u(t,z(t)) —rtz(t))r(t)}d
b (@) o (ta(®)dV (t) — %GWZ (£) 02 (£, 2 (1)) dt.

Puis en prenant intégrale de zéro a T par rapport au temps ¢, on obtient

(7 () =SB (V' ()

1 T
= 5E {exp (ln V7 (0) + 0/0 {V(@)rt,xz(t)+ (u(t,x(t

1

%IH %IH%I!—‘%

E [exp (InV?(T))]

Efexp (010 V (T))]
[exp (ef< O) 10 [ (Vt)yrta(t)+(ulta(®) —rta®)n
+9/0 W(t)o(t,x(t))dW(t)—%Q/o ()02 (t,m))dtﬂ

)

+9/0T7T(t)a(t z (b)) dW (t) — 19/T7T2<t)0'2 (t, x(t))dt)}

%exp InV?(0))E lexp ( / {V(t)

#0 [Cx@oamaw o -0 [ o <>>dt)]
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Application au calcul de risque-sensitive par financier

Alors, nous obtenons

1) =g oBleo (o [ o (e (0) = 7 (1 (@) 7 0}
+0/0 T (t)o (t,z (t))dW (t)_ﬁe/o 2 (t)o? (t,x (t)) dt

—192/0 72 (1) 02 (t,x(t))dtJr%é’Q/o 72 (£) o2 (t,x(t))dt)}

= %Ve (0)E {exp{(—%@Q/o 2 (t)o? (t,x (1)) dt—{—@/o w(t)o (t,x(t))dW (t))

—lefoTﬂ(t)a? (t,x(t))dtJr%HQ /OTWQ (£) 02 (¢, 2 (1)) dt

T

w0 [ V@ te®) + (uta®) —rte®)n <t>}dt}]

= %va (OVE[I x II],

ou

r=ew (<30 [ w00 G waeo [ 0o 0)av o).

IT = exp (——9/ ) dt + 292 /T7r2(t)a2 (t,z (t))dt
+9/0 V() (e () +(u(t,x(t))—r(t,x(t)))w(t)}dt)
= exp (9/0 —%(0—1) (t)o (t,m(t})dt—{—@/o {V(@)r(t,z(t))

+(u () —r(tz(t))m(t)di})

ou
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En vertu de condition de Novikov (2.1)) du théoréme de girsanov, , nous obtenons
E (exp an® (t)) < C. (3.5)

En appliquant la transformation de Girsanov (voir le théoréme de girsanov , I’expression

intégrale stochastique peut étre différé, et selon la condition (3.5)), nous obtenons

e (e [ POFwamao [ xwowa v o).

pour certaines constantes «, C' sont positifs. Alors

1

J(r()) = B (V* (1))
_ %vﬂ (OVB[I x IT]
= %VG (0) %exp <9/0 h(t,z (t),n (t))dt)]
1

- §V9 0)E {exp (9 /OT h(t,z(t),m (t))dt)] :

[ est un nouvel espérance en ce qui concerne la mesure P de probabilité, et nous notons par

W (t) :W(t)—ﬁ/o 7 (s)o (s,x(s))ds,

est un mouvement brownien standard en vertu de la mesure de probabilité P. En conclusion,

pour evry 0 < s <t < T, notre dynamique (3.1]) satisfait le EDS suivante :

dz () = b(t,z (£)) dt + AdW (¢)
=b(t,z(t))dt + Ad <W (t) + 9/0 m(s)o(s,x (5))d8)
= b(t,z () dt + AdW (t) + A0 (t) o (t, 2 (1)) dt

= (b(t,z (t)) + A7 (t) o (£, () dt + AdW (t)

27



Application au calcul de risque-sensitive par financier

La demonstration est terminer. m
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