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Introduction

Les études de phénomeénes aléatoires au cours du temps sont aujourd’hui légions, que ce
soit dans le domaine de la physique nucléaire, de la biologie cellulaire ou bien encore dans
des situations concrétes de la vie courante, comme pour I’étude du congestionnement d’une
centrale téléphonique (dépendant du processus des appels téléphoniques qui se produisent
a des instants aléatoires). L’interprétation de ces phénomeénes est tend vers toujours a des
fonctions dépendes de deux variables temps et aléatoire qui sont les processus stochas-
tiques, surtout les processus de Poisson.

Un processus de Poisson, nommé d’aprés le mathématicien francais Siméon Denis Poisson
et la loi du méme nom, est un processus de comptage classique dont I’équivalent discret est
la somme d’un processus de Bernoulli. C’est le plus simple et le plus utilisé des processus
modélisant une file d’attente. C’est un processus de Markov, et méme le plus simple des
processus de naissance et de mort (ici un processus de naissance pur). Les moments de
sauts d’un processus de Poisson forment un processus ponctuel qui est déterminantal pour
la mesure de Lebesgue avec un noyau K (z,y) = A1 {,—,}.

Ce mémoire s’articule autour de trois chapitres.

Le premier chapitre : dans le premier chapitre nous présentons un rappel sur les va-
riables aléatoires, chaine de Markov, les processus stochastique et processus de Markov.
Le deuxiéme chapitre : dans ce chapitre nous faisons une synthése sur les processus de
Poisson. En premier temps, nous abordons les processus de comptages, puis nous étudions

les processus de Poisson homogéene et non homogene et les processus composé.
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Le troisiéme chapitre : Enfin, le dernier chapitre contient quelque exemple de processus
de Poisson, comme processus de naissances pur, nous adapterons ce processus au cas
de la croissance d’'une population pour lequel il semble raisonnable de tenir compte de
la taille de la population pour modéliser la fréquence des naissances, et exemple sur la
division cellulaire. Le processus de morts au sein d’une population sera traité dans le

méme mouvement.



Chapitre 1

Processus de Markov

1.1 Variable aléatoire discréte :

Définition 1.1.1 (2, F, P) est un espace de probabilité et E un ensemble.
On appelle variable aléatoire discréte une application X de Q) dans E telle que X (Q2) est
fini ou dénombrable et pour tout v € E, X *({z}) € F.

On dit que X est une variable aléatoire discréte réelle si E = R

Définition 1.1.2 Soit X une v-a discréte X () = {X,;;n € I} ou I est fini ou dénom-

brable. La loi de probabilité de X est la suite (P,)ner. ot pour tout n € I,

1.2 Chaine de Markov a temps discret :

Définition 1.2.1 Une chaine de Markov a temps discret est une suite de variables aléa-

toires { X, }n>o @ valeurs dans un espace d’états ( fini ou infini) dénombrable telle que :

P(Xn+1 - in+1|Xn - in, ...,XU - Z[)) - P(Xn—H - in+1|Xn - Zn)
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pour tous les états i,y1,1in,...,10 et tout entier n > 0, c’est la propriété markovienne.
L’indice n représente habituellement le temps. Lorsque les probabilités de transition ci-
dessus sont stationnaire (c’est-a-dire les mémes pour tout entier n > 0), la chaine est dite

homogéne.

1.3 Matrice de transition :
La matrice P = (P;;) dont 'entrée sur la rangée ¢ et dans la colonne j est donnée par :

notée aussi parfois P;;, pour tous les états ¢ et j, est appelée la matrice de transition.

1.4 Matrice de transition en n pas :

La matrice de transition en n pas pour tout n > 1 est la matrice P dont I’entrée sur la

rangée ¢ et dans la colonne j est donnée par :
P = P(X, = j|Xo =)
pour tous les états ¢ et j. par stationnarité, on a :

P = P( Xk = j| Xk = J)

1

pour tout k£ > 0.De plus, on a les propriétés ci- dessous.
1 0 <P <1 pour tous i, j

25, ]PZ(;L) = 1 pour tout .
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3 IP’E.;?) => IP’I(.ZIC)]P’Z(;L_’C) pour tous 7, j et pour tout 0 < k£ < n avec :

1 sie=y.
PO —
* { 0 sinon.

En notation matricielle, on a P™ = PHP—F) pour tout 0 < k < n, avec PO = T,
ou I désigne la matrice identité.
4 PM™ =P" pour tout n > 0

Les propriétés 1 et 2 sont immédiates car R@)

;~ est une probabilité et la somme sur j pour

tout i fixé donne la probabilité de ’ensemble de toutes les transitions possibles a partir
de i. Ces deux propriétés signifient que la matrice de transition en n pas est une matrice
stochastique.

La propriété 3 appelée I'équation de Capman-kolmogorov, est obtenue en conditionnant

sur ’état & un instant intermédiaire k entre 0 et n en utilisant la stationnarité. Cela donne :
P (X =j|Xo=1i) =Y  P(Xn=j, Xx = | Xo = i)
!
= P(X, = j|Xi =1, Xo = i)P(Xg = | Xo = i)
!
= P(X, = j| X = )P(Xi = 1| Xo = i)
!

l

pour tous ¢, j et pour tout 0 < k < n, tel qu’illustré dans la figure 1.

FiG. 1.1 — Représentation de I’équation de Chapman-Kolmogorov.
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Enfin la propriété 4 découle de I’équation de Chapman-kolmogorov et du fait que la matrice
de transition en un pas est la matrice de transition elle-méme, c’est a dire P() = P. La

propriété 4 est donc vraie pour n = 1 et si elle est vraie pour n — 1 > 1, alors :

P — pr-1pl) — pr-1p _ pr.

Le cas n = 0 est trivial par définition. La matrice de transition en n pas est donc donnée
par la n —iéme itération de la matrice de transition, d’ou 'importance de pouvoir calculer

la puissance d’une matrice.

Exemple 1.4.1 Le temps d’un jour au suivant : On suppose que le temps qu’il fera
demain, ou bien S pour ensoleillé ou bien N pour nuageux, étant donné le temps qu’il
fait aujourd’hui ne dépend pas du temps qu’il faisait les jours précédents. On désigne par
S, l'événement que le jour n > 0 est ensoleillé et par N, celui qu’il est nuageux. Les

probabilités conditionnelles suivantes sont données.

P<Sn+1’5’n) = 072;

P(S,.1|N,)) = 0, 4.

On a alors :

P(Nyi1|Sp) =1 = P(Spi1]S0) = 0,8

P(Npy1|N,) =1 = P(Sp;1|N,) = 0,6.

On définit la variable aléatoire X, par X,, =0 si S, se réalise, et X,, =1 si N,, se réalise.

La suite {X, }n>0 est une chaine de Markov & temps discret sur les états 0 et 1 dont la
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matrice de transition P est donnée par :

0,2 0,8
P—

0,4 0,6
On est lundi et c’est ensoleillé. On veut connaitre la probabilité que le vendredi suivant

soit un jour ensoleillé. Or, vendredi est dans quatre jours. On doit donc calculer :
P(X, = 0|Xy = 0) =P}
4 0 00 5

Soit Uentrée (0,0) de la matrice de transition en 4 pas. On obtient pour cette matrice :

4 2

p@ _ pt 0,2 0,8 0,36 0,64 0,3344 0, 6656

0,4 0,6 0,32 0,68 0,3328 0,6672

On conclut que IP(%) = 0,3344. On remarque que cette probabilité est trés prés de IP’%) =

0,3328. En fait, les deux lignes de la matrice de transition en 4 pas sont pratiquement
identiques, ce qui signifie que l’état de départ ne fait pratiquement plus de différence apreés

seulement 4 pas.

1.5 Processus stochastique :

Définition 1.5.1 Un processus stochastique est une famille X = (X;)ie;r de variables
aléatoires a valeur dans un espace mesurable (0, F') est indexée par le tempst. Le paramétre
de temps t variant dans I.

1) sit five : X; est une variable aléatoire définie sur (2, F) a valeur dans (R?, B(R?)).

2) siw fixe : X; appelé la trajectoire de (Xi)ier associée a w.

Remarque 1.5.1 Un processus stochastique (X;)ier est dit a temps discret si T est un

ensemble infini dénombrable.



Chapitre 1. Processus de Markov

Définition 1.5.2 Filtration soit (2, F') un espace mesurable.

1- Si F; est une sous-tribu de F' pour tout t € T, et si Fy, C Fy, pour tous s < t, alors
F = (F})er est appelée filtration de (2, F).

En particulier, si X = (Xy)wer est un processus stochastique, la filtration F = (o0(Xs; s <
t))ier est appelée filtration naturelle X.

2- Un processus stochastique X est dit adapté o une filtration (F})er si pour tout t > 0,

la variable aléatoire X, est Fi-mesurable.

Définition 1.5.3 (Processus a trajectoire continue) Un processus (X;) est a trajec-

toire continue ou stmplement processus continue si :

P{w € Q;t — X (w) est continue}) =1

Définition 1.5.4 (Processus progressivement mesurable) : Un processus (X;)icr est
dit progressivement mesurable par rapport & F si pour tout t € T application (s,w) —

Xs(w) est mesurable sur [0,t] x Q muni de la tribu produit B([0,t]) @ F;.

Remarque 1.5.2 Un processus progressivement mesurable est mesurable et adapté.

Proposition 1.5.1 St X est un processus stochastique dont les trajectoires sont continué
a droite (ou a gauche), alors X est mesurable et progressivement mesurable s’il est de plus

adapté.

1.5.1 Processus de Markov :

Définition 1.5.5 Un processus {X(t),t € T'} est appelé processus de Markov (ou marko-
vien) si :

P[X(t,) <zp | X(t),t <tn1] = P[X(tn) < zp | X(tn_1)]

o typ_1 < ty.



Chapitre 2

Processus de poisson

2.1 Processus de comptage :

Définition 2.1.1 Soit N(t) le nombre total d’événements qui se sont produits dans l'in-
tervalle [0, t],le processus stochastique {N(t),t > 0} est appelé processus de comptage.
Les processus de comptage possédent les propriétés suivantes qui découlent directement de

leur définition.

Propriété 2.1.1 i) N(t) est une variable aléatoire dont les valeur possible 0,1,2, ...
ii) La fonction N(t) est non décroissante : N(t3) — N(t1) > 0 si ty >t > 0.
De plus, N(ts) — N(t1) est le nombre total d’événements qui se sont produits dans l’inter-

valle [tq,ts].

Définition 2.1.2 Un processus de comptage est dit & accroissements indépendants si les

nombres de tops se produisant dans des intervalles de temps disjoints sont indépendants.

Définition 2.1.3 Un processus de comptage est dit & accroissements stationnaires si la
loi de probabilité du nombre de tops se produisant dans un intervalle de temps donné ne

dépend que de la longueur de celui-ci.
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2.2 Processus de Poisson homogénes :

Définition 2.2.1 Un processus de comptage { N (t);t > 0} est appelé processus de Poisson
d’intensité X > 0 si :

a) N(0) =0;

b) le processus est a accroissements indépendants ;

c) le nombre de tops se produisant dans un intervalle de temps de longueur t > 0 suit une

loi de Poisson de paramétre At

A"
Vs > 0,Yt > 0,Yn € N, P(N(s +1t) — N(s) = n) = eAt%
n:

Définition 2.2.2 Un processus de comptage { N (t);t > 0} est appelé processus de Poisson
d’intensité X > 0 si :

i) N(0) =0;

ii) le processus est a accroissements indépendants, et stationnaires ;

iti) P(N(h) = 1) = Ah + o(h) pour h — 0

i) P(N(h) > 2) = o(h) pour h — 0.

Remarque 2.2.1 Les définitions 2.2.1 et 2.2.2 sont équivalentes.

2.2.1 Une construction des processus de Poisson homogénes

Définition 2.2.3 Soit (T,,),>0 une suite croissante de variables aléatoires réelles positives
telles que (11, To—Ty,+, T;,—T,—1,++) soit une suite de variables aléatoires indépendantes et
de méme loi, suivant une loi exponentielle de paramétre X > 0. On lui associe le processus

de comptage {N(t);t > 0}, avec N(t) =3 -1 liru<s}-

Remarque 2.2.2 On peut vérifier que c’est bien un processus de comptage. On a alors :

0 st t < Tl
N(t) =
n St Tn S t < Tn+1

10
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Théoréme 2.2.1 Un processus de comptage défini par la définition 2.2.3 est un processus

de Poisson au sens de la définition 2.2.1.
Commencons d’abord par montrer quelques lemmes utiles.

Lemme 2.2.1 Vit > 0,Vn > 1,

n

t
/ Lio<ti<...<tp<tydty...dl, = o

Preuve. soit n > 1 et soit ¢ > 0. Alors :

to
/ Lio<ti<..<tn<tydty...dt, = / L{octoc..<tn<t} [/ dtl} dty...dt, (Fubini-Tonelli)
n Rnfl 0

Lio<to<...<tn<tytodly...dty,

I
T

Rn—1

: (par récurrence. pour 2 < k <n —1)

1 —
= /Rnk+1 1{O<tk<tk+1<...<tn§t}m(tk)k 1dtkdtn

k+1 k—1
t
/ Ljo<tpsr<..<tn<t} [/ L'dtk] dtj1...dt, (Fubini-Tonelli)
Rn—k 0 (k - 1)
1
- / 1{0<tk+1<~~-<tn§t}g (tk+1)k dtgy1...dty
Rn—k .

: (par récurrence. pour k =n — 1)

1 n—1
= /1 — (t, dt,,
/[R; {0<tngt} (n _ 1)' ( )

Lemme 2.2.2 Soit {N(t);t > 0} un processus de comptage défini par la définition 2.2.3.
Alors N(t) suit une loi de Poisson de paramétre Xt. En outre, sachant que N(t) =

n,{T;}1<i<n est un n-échantillon de loi uniforme sur le segment [0,t], de densité

n!
(tla "'7tTL) - t_nl{0<t1<~--<tn§t}

11
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Preuve. Commengons par calculer la loi de N(t). Tout d’abord, le n-uplet (T3, 15+, T},)

a pour densité (par rapport a la mesure de Lebesgue)

(t1y o ty) — 1{0<t1<.“<tn§t})\n€_)\tn

En effet, soit f une fonction mesurable, positive. Posons f(T},---,T},) = g(T1, To—T4,, T,,—
T 1).

Elf(Ty, -, T,)] = Elg(ty, ta —t1, -ty — tp_1)]

= / g(ti,ta — t1, oty — too1) Locn <. cpre M AT A7) \emA It gy, | dt,

f(tr, - tn) 1{0<t1<...<t})\n67)‘t"dt1 dty,
Rn

Ainsi on obtient, Vt € R,,Vn € N,

P(N(t) =n) = P(T,

/ 1{tn<t<tn+1}d(t17 BT tn+1>
R+

1

A

S S Tn+1>

/ Lio<ti<.. <tn<t<tn+1}/\n+1 ALt b

Rn+1

= / 1{0<t1<,_<tn§t})\"+1 [/ e”"“dtnﬂ] dt;...dt, (par Fubini - Tonelli)
Rn t

= eiAt)\n / 1{0<t1<...<tn§t}dt1-'-dtn
Rn

_ (par le lemme 2.2.1)

On obtient donc la premiére partie du lemme :

Calculons la loi de(74,-+, T;,) sachant N(t) =

12
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VI' C R™ mesurable, on a, comme Vt > 0, Vn € N, P(N(t) =n) # 0,
P(N(t) =n)

n!
i n+1l_—At,
- e M) /I‘X]R Liocti<..ctn<t<to i }A € Hrdty...dt,

P((Ty,...T,) €T | N(t) = n) =

' o0
prmnd #ttn /P 1{0<t1<...<tn§t} [/ Ae_Atn+1dtn+1:| dtldtn (Fubini—TOIleHi)
t

nl
— 1{0<1t1 <o<tp<tydiy...diy

Ainsi {(T3,,T,)|N(t) = n} a pour densité (t1,,t,) — 1ot <. <t,<¢} Par rapport a la
mesure de Lebesgue sur R". Soient Si,-+-, .5, des variables aléatoires indépendantes, de loi
uniforme sur le segment [0, ¢], (ie de densité z — %1{09@5} (x)dx).Si on note {St,-, S, }
les variables aléatoires obtenues en réordonnant {Si,---, S,,} dans l'ordre croissant, alors le
n-uplet (S/y,-+,S1,) a pour densité : (s/1,:+,sl,) — f—n!dsll---ds/n. On reconnait la densité

de {(T1,+-,T,,)|N(t) = n}, d’ou le lemme 2. m

Lemme 2.2.3 Soit {N(t);t > 0} un processus de comptage défini par la définition 2.2.3.

V0 =1y <1 << 711 =1 subdivision de [0,t] et V(nj)lgjgk/25:1 nj=mn, on a:

P(N(Tj) - N<Tj—1) =mn;; J€ {1727 -

Preuve. soit 0 = 1y < r; <---< 1 = t une subdivision quelconque de [0, t]. Avec les mémes
notations que dans la preuve du lemme 2.2.2, si on note (N} — N/) le nombre de variables
aléatoires Sy dans l'intervalle ]a, b] (ce qui est également le nombre de S; dans |a, b] car on

ne fait que reprendre les mémes variables aléatoires mais dans un ordre différent), on a :

k nj
. L frj—rj1\”’

, , . . — ) ) =
P(N!, =N, , = nwﬁ“’kb‘”'gny!( : ) |

13
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En effet, puisque Sy,---, S, iid ~ U([0,t]),alors (N],---, Nj) forme un vecteur de loi multi-

nomiale de parameétres :

* n (nombre de tirages indépendants) avec » ., n; = n;

% pj = 2=2=1(1 < j < k) (probabilité de la jo¢ issue n;).

Ainsi, {(T1,...,T5,) | N(t) = n} ayant méme loi que {57, ..., S}, }, on obtient donc que :

P(N(r;) = N(rj—1) = nj;j € [L K] | N(t _n‘H ( ) |

-~

n; tops dans |rj_1,r]

(avec n = Z?Zl nj, sinon cette probabilité est nulle).
Pour se débarrasser du conditionnement, on multiplie par P(N(¢) = n). Rappelons que

P(N(t) =n) = e M- (M (cf. lemme 2.2.2).

(32 ) k n
_ At (A2) = n,Hi rj —Ti-1)’
n! ey n;! t
k
k n
_\Ee] [] 00 = ri)”
=1 n;: tmi
I CR Y
TLj'

et ce VO = ry < r; <---< 1, =t subdivision de [0, ], d’ou le lemme 2.2.3. =
Preuve a présent le théoréme 2.2.1.
Preuve. Soit {N(¢);t > 0} un processus de comptage défini par la définition 2.2.3.

a) N(0) =0 car T > 0 presque stirement.

14
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Montrons que {N(t);t > 0} est a accroissements indépendants. et que le nombre de tops

dans lintervalle [s, s + t], N(s+t) — N(s) suit une loi e poisson de parameétre At, ie

P(N(s+t)— N(s)=n) = e‘”%

D’aprés le lemme 2.2.3. on a V0 = r¢g < ry <--< 1 = t subdivision de [0,?] et V(n;)i1<j<k

tel que Z§:1 nj =n,

AU [N (g = ry)]

P(N(rj) = N(rj_1) = ny 5 j € {12, k}) = [[ €

i nj!
Ainsi, Vs,t > 0, (pour 7o = 0,71 = 5,79 = s+1t), on a :
k n
P(N(s) =k,N(s+1t)— N(s)=n) = e_’\s—()\]j) .e_’\t—()\tg
! n!
et en sommant sur les k, on obtient :
P(N(s+t)— N(s)=n)= P(N(s)=k,N(s+1t)— N(s)=n)
keN
o —As (As)k -t ()\t>n
- {e Kl } Tl
keN
Y (AE)"
N n!

Finalement, Vs,t > 0, N(s +t) — N(s) suit une loi de poisson, d’ou c).

Et de plus, on obtient que :
P(Mi<j<i{N(r;) = N(rj1) = n;}) = [[ PUN(r;) = N(rj-1) = nj}).

j=1

On en déduit donc que le processus est bien a accroissements indépendants, d’ou b).

Cela conclut donc la démonstration du théoréme 2.2.1. =
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Chapitre 2. Processus de poisson

Théoréme 2.2.2 Soit {N(t);t > 0} défini par la définition 2.2.1. Notions (X,,)n>1 les

sauts (X, représente linstant du n®™¢ top). Alors la suite (X,,) ainsi définie vérifie la

définition 2.2.3.

Preuve. Reprenons les méme notation que dans le théoréme 2.2.2, et considérons (7, ),>1

vérifiant la définition 2.2.3. On peut alors définir un processus { N'(¢);t > 0} au sens de

la définition 2.2.3. Montrons que Vn > 1. (Xj)i1<k<n €t (Tk)1<k<n ont méme loi.

1. étapel : Montrons que Vn > 1,VI' C R™ mesurable, on a :

P((Xy,...X,) €T | N(t)=n)=P((Ty,...T,) e T | N'(t) =

Par le lemme 2.2.2, on sait que N’(¢) suit une loi de poisson, et que VI' C R"

mesurable,

n!

P((T3,., T,) €T [ N'() =) = =

(a) sous-étapel : Cas particulier des pavés rangés.

/1{0<t1< <to<tydti...dt,

Soit 0 = 19 < r; < .. < rp = t une subdivision de l'intervalle [0,¢], soit

k
(nj)1<j<n/ D j=1 ny = n.
Considérons I' = ®%_,]r;_1,7;]™ . Montrons que

n!

P((X1, X,) €T | N(t) =) = =

Posons P = P((X1,...,X,,) € T'| N(t) = n).

On a:

/1{0<t1< <tn<t}dt1 .dt,,

N () = Nrja) =nyp =AX s~ €l milme € [Lngl}

={(X s Nismen; €115}

16



Chapitre 2. Processus de poisson

D’otll on obtient :

P = P(N () = n)
_ PUN(rj) = N(rj-1) =y, j € [LK]})
P(N(t) =n)

Or, d’aprés la définition 2.2.1, on sait que V¢ > 0, N(t) suit la loi de Poisson
de parametre A\t, et que le processus est a accroissements indépendants. Les

intervalles |r;_;, r;] étant disjoints, on obtient :

A(rj=rj—1)A(rj—rj—1)]"

P({N(rj) = N(rjz1) =nj.j € LK} =[] <

j=1 n!
()™ Sl =\
— M n!H_ J J—1
7j=1
k (rj—rj_1)"J
Dot P = 2 [T1, (™).
En outre, d’aprés le lemme 2.2.1,
(rj —rj—1)"
VJ € [1 k] n—.]' == . 1{0<tj1<...<tjnj ST‘j*ijldtjl"'dtjnj
j* g
d’ou :
k
n!
P = t_n |:/n 1{0<tj1<“'<tjnj Srj_Tj—ldtjl"'dtjnj]
e

k
n!
— t_"/R H1{0<tjl<,,,<tjnjSTj_Tj_l}dtll...dtlnldtQI...dt%...dtkl...dtknk

Vj e [1,k],Vi € [1,n], posons xz;, = t;, +1;_1.

17



Chapitre 2. Processus de poisson

La mesure de Lebesgue étant invariante par translation, on obtient :

n! b
P = t_’n H 1{Tj71<$j1<...<xjnj Sr]}dmll dxknk
n =1

n!
= t_n e 1{O<a:11<...$1n1 §T1<a:21<...<x2n2§r2<...<rk_1<a}kl<...<a:knk Srk}dxll---dxknk
n
n!
= Lo<ar, <,y <2, <<, <t} 021 AT,

®F_yrj—1,m5]"

1€
n!
P((X1,. X,) €T | N(t) = n) = o / Locoren cmnenydzrodz,  (2.1)
T

et ce pour tout I' de la forme ®%_,]r;_1,7;]™, avec (r;)i<j<x subdivision de
[0, t].
sous-étape 2 : Cas des pavés quelconques.

Montrons que pour tout pavé I' = Q1 |a, §;], ona :

n)

P((X1,., X,) €T N(t) =) = o / Loctsen et <iydty..dby
T

Considérons (o, fi)1<i<n des réels tels que Vi € [1,n], a; < G;.

On a bien str, I' = ®!,]a;, ;] mesurable dans R muni de la mesure de
lebesgue.

Calculons [, 1{o<t,<..<t,<ipdty...dt, et P((Xy,...,X,) € T | N(t) = n).
Considérons a présent (r;)1<;< le réordonnement dans I’ordre croissant et sans
répétition des «, 3;.

AIOI‘S, Vi e [17 TL], Eljl S [17 k] / ]aiaﬁi] :]Tji7rji+mi] - UZZBl]TjiHH Tji+li+1]'
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Chapitre 2. Processus de poisson

Ainsi, on a :

I' = @i ]a, 5]
- ®?:1UZZ61]TJ€+IN Tji“’li“!‘l]

= UZ”:BI U?:;Bl {®;L:1]Tji+l7:7 Tji+li+1]} (On développe)

Les ®! 1|7}, 41, Tj;+1;+1) sont tous disjoints car le produit d’une partition est une

partition du produit.
Posons maintenant Ag = {(p1, ..., pn)/Vi € [1,n], J; < p; < ji+m;}. Ainsi, pour
p; = J; +1;, on obtient I' = U;llizl_l... U;’;J;?;"_l {®%|7pss Tpis1] }-
n
I'=Ug,,..pn)eno ®]pr Tpi+1]

=1

Ainsi :

fp 1{0<t1<...<tn<t}dt1---dtn = Z(pl,...,pn)er f®?=1]”pi17’pi+ﬂ 1{0<t1<...<tn<t}dtl---dtn
P((X1,..,X,) €| N(t) =n) = Z(Pl7..,pn)€A() P((X1,.., Xn) € ®?:1]Tpivrpi+1] | N(t) =n)

En outre, pour tous 1 < iy < jo < n tels que p;, > pjo, (i€ piy > Djo+1 €t
Tpiy = Tpig+1), quelque soit (p1, ..., Pigs o Djos --Pn) € Do fixé, on a
* v(th "'7tn) € ®?:1]rpi’ rpi-i-l]atjo < rpjo-i-l < Tpio < tio d’ou 1{0<t1<-~-<tn<t}(t17 ceey tn) =
0.

Et donc [ on

:1]7"pi’7"pi+1}

1{0<t1<_._<tn<t}dt1...dtn — 0

* De méme, par croissance des X;, on a :

P((X17 7Xn) S ®?:1]rpi7rpi+1] ‘ N(t) = n) =0.
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Chapitre 2. Processus de poisson

Ce qui nous ameéne donc a poser :

A = {(p177pn) € A0/p1 S S pn}7

et

D = U(p1,~~~7pn)€A®?:l]Tpn Tpi+1]'

On vient de montrer que :

fr‘ Liocti<...<tn<tydty...dt,, = fD Lioct; <...<tn<tydts...dty,
P((Xy,...X,) €T | N(t)=n)=P((Xy,...X,) € D| N(t) =n)

OrY(p1, ... pn) € A, @77y, 1p,41] est de la forme @F_,|r;_1,75]" avec 0 = ry <
ry < .. <71 =1, les n; pouvant étre nuls, et 2521 n; = n par construction

donc, d’apres 1’équation 2.1 de la premiére sous-étape, on a :

= n!
P((X1, ., X0) € Qlrp, ] | N(t) =n) = m / Liocty <. <tn<nydty...dt,
®:L 1}TP17TP1+1]

=1

Finalement, on obtient :

P((Xy,...X,) €T | N(t) = n) = P(X1, ... X,) € D | N(t) = n)

= Z P((Xb --an) € ®?:1]Tpiﬂrpi+l] ‘ N(t) = n>

(P1ye,Pn)EA
n!
N Z / 1{0<t1<.“<tn<t}dt1...dtn
(p1,-- ,Pn)GAO Q7 ]rp; Tp;+1]
n'
~m 1{0<1t1< <tn<tydty..dty
n'

tn 1{0<t1< <tn<t}dt1 dt

= P((T, ..., T,) €T | N'(t) = n)
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Chapitre 2. Processus de poisson

et ce quelque soit I' C R™ pavé mesurable.

(c) sous-étape 3 : Cas des boréliens.

L’ensemble des pavés forme une famille o-fini qui engendre les boréliens de R™.

D’ou VI borélien, on a :
P((Xy,...X,) €T | N(t)=n)=P((Ty,....,T,,) €T | N'(t) = n).

2. étape 2 : Déconditionnement

Ainsi Vn > 1,V C R, on a :

P((Xy,..X,) el)=P((Xy,....X,) e [, N(t) =n)
= P((X1,..., X,) €T | N(t) = n) x P(N(t) = n)
= P((Ty,..,T,) €T | N'(t) = n) x P(N'(t) = n)
= P((Ty,..,T,) €T, N'(t) = n)

= P((Ty,..,T,) €T

On en déduit que ¥Yn € N, (Xy,..., X,,) et (T4, ..., T,,) ont méme loi, ie {N(t);t > 0}
vérifie les propriétés de la définition 2.2.3.

Cecl termine donc la démonstration du théoréme 2.2.2.

2.3 Processus de poisson composé

Définition 2.3.1 Soit {N(t);t > 0} un processus de Poisson de tauz \, et soit X, X, ...

des variables aléatoire i.i.d. et indépendantes du processus {N(t);t > 0}. Le processus

21



Chapitre 2. Processus de poisson

stochastique {Y (t);t > 0} définit par :

N(t)

Y(t) =Y X Vt>0 (etY(t)=0si N(t)=0)

est appelé Processus de poisson composé.

2.4 Processus de poisson non homogéne

Définition 2.4.1 Soit {N(t);t > 0} un processus de comptage & accroissements indé-
pendantes. Ce processus est appelé Processus de poisson non homogéne (ou non

stationnaire) de fonction d’intensité A(t) > 0, pourt >0, si N(0) =0 et

i) PIN(t+6) — N(t) = 1] = A(£)3 + o(6);
it) P[N(t +8) — N(t) > 2] = o(6).
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Application

3.1 Processus de naissances

3.1.1 Exemple de la division cellulaire

On s’intéresse au nombre N (t) de cellules dans une culture a la date ¢. On suppose que
chaque cellule a la méme probabilité AAt de se diviser durant un intervalle de durée At
ce qui analogue aux hypotheéses initiales du processus de Poisson. Une fois qu’une cellule
est divisée, on considére qu’on a affaire & deux cellules "neuves” susceptibles de se diviser
a leur tour.

Il faut bien noter qu’on s’intéresse ici seulement & la naissance de nouveaux individus et
non a leur mort et qu’on obtient donc une modélisation nécessairement croissante de la
taille de la population.

Equation de récurrence. Pour une cellule donnée, on a :

P{0 division durant [t;t + At]} =1 — AAt + 0(At),
P{1 division durant [t;t 4+ At]} = AAt + 0(At),

P{2 divisions ou plus durant [t;t + At]} = 0(At).
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Si on considére ’ensemble de la population, la probabilité pour que 2 cellules se divisent

dans un méme intervalle de temps At assez cours est négligeable. On a donc :

P{N(t+ At) = N(t)} = P{0 division durant[t; ¢ + At]},
P{N(t+ At) = N(t) + 1} = P{1 division durant[t; ¢ + At|},

P{N(t + At) = N(t) + k, k > 2} = 0(A);

et si on tient compte de l'effectif au début de 'intervalle [¢;¢ + At], il vient :

P{N(t+ At) = N(t)} = 1 — AN(t)At + 0(At),
P{N(t + At) = N(t) + 1} = AN(t)At + 0(At),

P{N(t+ At) = N(t) + k, k > 2} = 0(At).

On retrouve des équations semblables & celle obtenues pour un processus poissonnien mais

elles ne sont plus homogenes dans le temps puisqu’elles dépendent de effectif N (t).

3.1.2 Loi de la taille de la population

Equations différentielles. Si on note maintenant p,(t) la probabilité que effectif de la

population soit égal & n a la date t :

pult) = PAN(t) = n}
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On obtient ’équation suivante :

pu(t + At) = p,(t) x P {aucune division durant [¢;t + At]}
+ pn-1(t) x P{une division durant [t;t + At]}
+ 0(At)

= pu(t) {1 — AnAt} + pr_1(t)A(n — 1) At + 0(At)

qui s’écrit également :

Pu(t + AL) — pa(t)
At

= —Anp,(t) + A(n — 1)p,_1(t) + O(A—Att)

Par passage a la limite, on obtient 1’équation différentielle (récurrente)

Pa(t) = =Anpa(t) + A(n = 1)pna(t). (3.1)

Loi de N(t). On note ng leffectif initial de la population (N (0) = ng). Comme les cellules
sont supposées se diviser indépendamment les unes des autres, on peut considérer que
la croissance d’une population de taille initiale ny est équivalente & la croissance de ng
populations de tailles initiales 1. N(¢), qui est la taille de la population au temps ¢, s’écrit
comme la somme de la taille des ny populations : si on note N(t) la taille de la iéme

population au temps ¢, on a :

Ainsi pour obtenir la loi de N(t), on va s’intéresser a la loi de N;(t). Comme elles suivent
toutes le méme processus, il suffit de regarder la loi de N(t) pour le cas ng = 1.

Cas ng= 1. Les fonctions p,(t) vérifient I’équation différentiel donné par (3.1) avec en
plus que po(t) = 0 puisque la taille de la population ¢ initiale est 1 et que 'on s’intéresse

ici & un processus de naissance pur. Pour obtenir p,(t), on utilise la méme méthode que
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pour le processus de Poisson.

1. On a:
pi(t) = =Api(t) & pi(t) = Che At
or
donc :
pl(t) — 67/\15
2. On a

ph(t) = Ap1(t) — 2Apo(t) = Ae™™ — Apa(t).

on résout tout d’abord :

Ph(t) = —2Apa(t) < pa(t) = Cre >

puis on fait varier la constante Cy = C5(t) ce qui donne :

Po(t) = e [Cy(t) — 2XCa(1)].

Par analogie avec ’équation de départ, on a que :

Ch(t) = M,

= Cg(t) = QM + Co,

d’ou

pa(t) = (M + cp)e
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or

p2(0) =0

donc :

pa(t) = e_’\t(l — e”).

3. On peut montrer par récurrence que :
pa(t) = e M1 — M)
On résout tout d’abord
Poa(t) = =A(n 4 Dppya(t) < pria(t) = Coy (t)e
On a donc :

Crya(£) = Mnefp, (1),
— )\ne/\nt(l _ e*/\t)nfl’

— )\ne/\t(e)\t o 1>n71.

En intégrant, on obtient :

Crosr(t) = (M — 1) + ¢

D’ou

(( At 1)n + Cn>€—/\(n+1)t’

[

Pn+1 (t)

or

Pnia (0) =Y
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donc :

Poaa(t) = e M1 —e )",

On reconnait la distribution géométrique :
N(t)~Gle™].

Cas géneéral N(0) = ng. N(t) est donc une somme de ng variables aléatoires indépen-
dantes qui suivent chacune une distribution géométriques de parameétre e~*. La distribu-

tion d’une telle somme est la loi binomiale négative de parameétre ng et e~ :

N(t) ~ BN (ng,e ™).

On a que :

i) = (11 e ey,

ng—l

Proposition 3.1.1 En utilisant les définitions de [’espérance et de la variance d’une la
loi binomiale négative, il vient :

E[N ()] = noe™,

c’est a dire qu’avec ce modeéle, la croissance de la population est exponentielle en espérance.
D’autre part :

V[N (t)] = nge(eM — 1),
On peut ainsi noter que le coefficient de variation vaut :

E[N(1)] noe 1

TVVIND] Ve (e —1) T Ve

C.V.IN()]

ce qui signifie que la variabilité relative autour de [’espérance tend & devenir constante et

d’autant plus faible que la population initiale est grand.
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3.1.3 Loi de la durée entre deux événements successifs

Comme pour le processus de Poisson, on s’intéresse a la loi de la durée séparant deux
événements successifs. On note par X, la variable aléatoire représentant la durée entre le

kéme et le k + 1éme événement. On a que :

Xy = Ty — Ty,

si T}, représente le temps ot le kéme événement se produit.

Prenons tout d’abord k = 0. X, représente le temps d’attente jusqu’a la division d'une
cellule sachant qu'il y a ng cellules. Si on note X{ le temps d’attente jusqu’a que la
cellule 7 se divise, le temps d’attente jusqu’au premier événement pour toute la population

correspond au premier temps d’attente des ng cellules, donc X est :

Xo=inf{X{,i=1,...,n0}

Par analogie avec le processus de Poisson, on a que X! suit une loi exponentielle de
paramétre A. De plus, on a supposé que les ng cellules se comporter indépendamment les
unes des autres, ce qui implique que les variables X sont indépendantes. En utilisant la
loi de I'inf d’exponentielle, on montre que X, suit une loi exponentielle de parameétre la

somme des paramétres des ny exponentielles, donc :

X() ~ E(/\ng)

De la méme fagon, on peut montrer que :

ou ny est le nombre de cellules & 'instant T}, i.e. soit ng + k.
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3.1.4 Autres formes de ’intensité

Le modéle présenté ci-dessus débouche sur une croissance exponentielle de la population
qui n’est évidemment pas toujours réaliste. Pour mieux rendre compte de ’expansion on

peut utiliser des modeéles hétérogeénes avec une intensité A dépendant de 'effectif
A= A(n).

Modeéle logistique (ou de densité-dépendance)

On peut introduire une limite supérieure n,,, pour effectif avec une fonction de freinage

A(n)zA(l—#).

Quand Deffectif N(t) s’approche de la borne n,,x, 'intensité des naissances tend vers 0 et

de la forme :

la population cesse de croitre.

Le modéle déterministe équivalent est gouverné par 1’équation différentielle

dont la solution est :
NmaxT0

n(t) =

" g+ (Mmax — 19)e M’

on reconnait la forme de la fonction logistique.

Intensité quadratique.

On peut également envisager des modeéle de croissance encore plus rapide que I'exponen-
tielle. C’est ce qu’on obtient si on suppose que l'intensité des naissances est proportionnelle
a la taille de la population

A(n) = An,

ce qui revient a prendre en compte le nombre de rencontres possibles entre tous les in-
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dividus. Ce modele est dit quadratique puisque A(n)At est la probabilité quun individu
donne naissance a un autre dans un intervalle de temps At ; quand il y a n individus, cette
probabilité vaut n x A\(n) = An?.

L’espérance vaut alors :

No

E[N({t)] = ————,
NV = T3

et n’est pas définie au-dela de t = (Ang)~*. On montre qu’avec une telle intensité, la taille

de la population explose (tend vers U'infini) en un temps fini : les naissances ont lieu de

plus en plus fréquemment, a une vitesse telle qu’elles deviennent infiniment fréquentes.

3.2 Processus de morts

On peut facilement construire un modéle analogue pour la décroissance d’'une population
en supposant qu’a chaque instant ¢, toutes les cellules vivantes ont une probabilité uAt de
mourir dans un intervalle de temps [t; ¢ + At]. Cela revient a supposer que la durée de vie
des individus est distribuée exponentiellement avec un parameétre .

On obtiendra ainsi une décroissance aléatoire de Ueffectif N(¢) depuis une valeur initiale

ng jusqu’a 0.

Loi de N(t).

Si on considére que les durées de vie des individus sont exponentielles et indépendantes,
on a:

P{un individu donné est encore vivant en t} = e = p(t)

D’apres la fonction de répartition de la loi exponentielle F(t) = 1 — e #'. Le nombre

d’individu encore vivant & la date ¢ parmi le ng initiaux suit donc une loi binomiale :

N(t) ~ Bno, p(t)]
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et donc :

pn(t) = P{il ya encore n individu vivants en ¢}

no n no—n
= p()" [1 = p(t)]
n
o nog—n
= e ™ (1 —e ) (pour 0 < n < ng)
n

Propriétés et interprétations. On en déduit immédiatement que :

E [N (t)] = nop(t) = noe ™",

VN(®)] = nop(t) [L = p(t)] = noe ™" (1 — ),

C’est a dire que la taille de la population décroit, en espérance, & vitesse exponentielle et
que sa variance diminue également & vitesse exponentielle.

Ce modeéle présente les mémes défauts que le processus de naissances vu plus haut : sa
rusticité le rend peu réaliste et on utilise le plus souvent des fonctions p(n) hétérogenes
pour compenser ces défauts.

On peut remarquer que l'espérance n(t) = nge " est solution de I'équation différentielle

déterministe

n'(t) = —pn(t)

Loi de la durée entre deux événements.
Comme pour le processus de naissances, la loi de la durée entre deux événements est une
loi exponentielle qui dépend de la taille de la population. Si on note X = Ty 1 — T} la

durée entre le k éme et le k + 1 éme événement et si N(0) = ny,

X~ &(p(no—k))
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Date d’extinction. Loi de la date d’extinction :
On déduire la probabilité d’extinction de la population de la loi de N(t). Si on note T* la

date d’extinction : T* =inf{t : N(t) = 0}, on a :
P{T* <t} = P{N(t) = 0} = po(2),

donc :

P{T* <t}=(1—-e*)".

Temps moyen d’extinction : La date d’extinction s’exprime en fonction des durées

entre deux événements successifs :
jv>k = XO —|— Xl + —|— Xnofl.

D’apres la loi de la durée entre deux événements, on en déduit que le temps moyen d’ex-

tinction vaut :

no—1 no
1 1
E[I" =Y X;= Zﬁ ~ o 0.577 + log ng] .
=0 =1
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Annexe A : Résultats utiles

Lois des variables aléatoires discrétes importantes :

Nom et Symbole Support Loi Espérance | Variance
Bernoulli B(p) {0,1} P.(z) = p"(1 —p)t=® p p(1—p)
Binomiale B(n, p) {0,...,n} Px(xz) =CEp™(1 —p)" 7 np np(1 —p)
Poisson P(\) N Px(z) = e} A A
Géomeétrique G(p) N* Px(z)=(1—-p)!p 5 %
Binomiale négative BA'(n,p) | {n,n+1,..} | Px(z) = C'{p"(1 — p)*™" m nlg—f

Propiétés de la loi exponentielle

Loi conditionnelle : On peut remarquer que :

P(T>s+t,T>s) P >s+t)

P(T>s+t|T>s)=

P(T > s)  P(T >5s)
—A(t+s)
— L NPT > ).
e S

Conséquence. La propriété précédente est a 1’origine du paradoxe suivant : si un usager
attend un bus d’une ligne sur laquelle les passages sont poissonniens, la loi (et donc
notamment l'espérance) du temps d’attente reste constante au cours du temps. En d’autres

termes, si les bus passent en moyenne toutes les 10 minutes et que cet usager a déja attendu
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Annexe A :Reésultats Utiles

7 minutes, I'espérance du temps qui lui reste & attendre est de ... 10 minutes!

E(T)=EB(T —t|T >t)=

>

Loi de I’inf de deux variables exponentielles. Soient X et Y deux variables expo-

nentielles indépendantes de parameétres respectifshet p :
X ~&N), Y ~&u), (X,Y)indépendants;
soit Z la plus petite de ces deux variables
Z =inf(X,Y),

Ona:

A Iz
) P(Z=X)=—— PZ=Y)=—.
(i) PZ=X)=1im PZ=Y)
Preuve. (i) On a P(Z > 2z) = P(X > 2,Y > Z) = P(X > 2)P(Y > Z) = e Ve # =
6_()\_‘—#)2.
(i) Ona P(Z = X) = P(X <Y) = [[" fx(@)P(Y > z)dz = [ Ne e rdy =

f0+°° e~ AFtmz g — ; autre résultat s’obtient par symétrie. m

)
A
prwt
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Annexe : Abréviations et Notations

Les différentes abréVariations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont ex-

pliquées ci-dessous.

(X1, ..., Xp) échantillon de taille n de v.a’s.
(Q, F,P) Espace de probabilité.
{ X} >0 Suite e variable aléatoire
P Matrice de transition
(Q, F) Espace mesurable
R4 Espace réel euclidien de dimension d.
B(R?) Tribu Borélienne sur R<.
E Espérance par rapport a la probabilité P.
\% Variance par rapport a la probabilité P.
1d Indépendant identiquement distribué
inf Inférieur.
max Maximum
N(t) Processus de comptage
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