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Introduction

Notre objectif dans ce mémoire c’est ’étude d’un probléme d’existence des controles op-
timaux pour un probléme de controle dérigé par un systéme des équations différentielles
stochastique rétrograde linéaire de type champ moyen (EDSRs) défini sous la forme sui-

vante :
. - ~ R T
Y, =¢ +/ (AY; + AR Y| + BZ, + BE [Z;] + Cu; + CE [ut]) dt — / Zi dWy, (1)
; t

avec

A,A\, B,E, C, et C sont des matrices suitables, Y = & est un processus Fp-mesurable
représente la condition terminale et u; c’est la variable de controle.

Alors notre probléme de controle est minimiser une certainne fonction de cout J(.) définie
par :

J(u) =B [gm,w)) + [ VBN 2Bz B a]. @

La méthode de démonstration de notre résultat d’existence des controles optimaux pour
les EDSRs linéaires dans ce mémoire est basée sur le fait que I’ensemble des valeurs des
controles est compact donc la suite minimisante -qui appartient a cet ensemble- est relati-
vement compact c¢’est-a-dire quelle admet une sous-suite qui converge faiblement et d’apres
le théoréeme de Mazur, il existe une suite de combinaisons convexes qui converge au moyen
quadratique. Ainsi que 'utilisation de la convergence forte de la suite <Yt”, fOT Zdet> .

Cette méthode a été utilisé pour démontrer I'existence des controles optimaux pour les



Introduction

équations différentielles stochastiques rétrogrades linéaires dans le travail de Bahlali et
al. [1]. Aussi cette méthode a été utilisé pour démontrer l'existence des controles opti-
maux pour les équations différentielles stochastiques linéaires de type champ moyen dans
le travail de Bahlali et al. [2]

Ce mémoire est divisée en deux chapitres comme suit :

- Le premier chapitre : c’est un chapitre introductif concernant le calcul stochas-
tique, en donnant quelques notions et des définitions : processus stochastique, fil-
tration, adaptation, mesurabilité, martingale, mouvement Brownien, intégrale sto-
chastique, processus d’It6 et la formule d’It6. Ce chapitre a été inspiré des travaux :

31 (4], [5], (6], [7] et [8].

- Dans le deuxiéme chapitre, On démontre I’éxistence du controle stochastique optimal
@ qui minimise la fonction de cott (2) sur 'ensemble des contrdles admissibles U,q
telle que les trajectoires (Y, Z[) associées & ce controle @ vérifiant notre systéme
d’EDSR linéaire de type champ moyen (1), c’est a dire

J(u) = inf J(u). (3)

u€Uyq

et

T T
YE=¢6+ / (AYf + AE Y] + BZ}! + BE[Z}'] 4+ Cu; + CE [at]) dt — / ZdW,.
t t



Chapitre 1

Calcul stochastique

1.1 processus stochastique

L’objet de la théorie des processus stochastique c’est 1’etude des phénomenes dépendant

d’aléatoire et du temps.

Définition 1.1.1 On appel un processus stochastique toute famille des variables aléatoires
X = (Xy),.r définies sur un méme espace de probabilité (0, F, P), & valeur dans un espace

mesurable des états (F,¢) et indicées par un paramétre t appartenant & un ensemble T :

X:TxQ — E
(t,w) —  Xi(w).

1.1.1 Propriété des processus stochastique

* Sionfixét € T, w € Q — X;(w) le processus stochastique devient une variable aléatoire
sur (2, F, P).

* Sionfixt w € Q,t € T — X;(w) le processus stochastique devient une fonction & valeurs
réelles, appelée trajectoire du processus.

* On dit que le processus est & trajectoires continues (ou est continu) si les applications

t — X;(w) sont continues pour presque tout w € €.

3



Chapitre 1. Calcul stochastique

* On dit qu’un processus est cadlag (continue a droite, pourvu limites & gauche) si ses
trajectoires sont continues a droite, pourvu de limites a gauche. On dit aussi qu'un
processus est caglag (continue a gauche, pourvu limites a droite) si ses trajectoires

sont continues & gauche, pourvu limites a droite.
Définition 1.1.2 ( Processus indépendants)

Deux processus (Xi),5 et (Y2),5( definis sur le méme espace de probabilité (€2, F, PP) sont
dits indépendants lorsque les tribus qu’ils engendrent o (X) = (X;,t > 0) et o (Y) =

(Y, t > 0), sont elles-mémes indépendantes.

Proposition 1.1.1 Deux processus stochastique (Xi)ier €t (Yy)ier sont équivalents si et

seulement si,

Vn € N*, ¥4y, . t, € T"

(Xt17 "'7'th) é (}/7517 ""Y;n)'

Définition 1.1.3 Un processus (X;),.; est un modification d’un processus (Yy),p si et
seulement si,

VieT, X;=Y:, P—ps.(cad: P(X;=Y;) =1).

1.1.2 Accroissements de processus aléatoires

Définition 1.1.4 On considére un processus stochastique en temps continue (X)i>o.

i Les accroissements de ce processus (X;);>o sont les processus stochastiques X; — X, pour

tout 0 < s <t < 0.

ii Ce processus est dit & accroissement indépendants lorsque pour tout n et tout 0 <

to <t < ... < t, < oo, les variables X;, — Xy, Xy, — Xy, o, Xy, — Xy sont

n n—1

indépendantes.



Chapitre 1. Calcul stochastique

iii Ce processus est dit & accroissement stationnaire lorsque pour tout s et t > 0, la loi de

I’accroissement X;., — X; ne dépend pas de t, c’est-a-dire
Loi(Xyon — Xy) = Loi( Xy, — Xo).

iiii Ce processus est dit stationnaire si pour tout A > 0, (X¢ip)t>0 £ (X¢)t>0 ne dépend

pas de h > 0 c-a-d

Vh > 0 et Vt1,...,t, > 0on a

L
(Xt1+h7 ey th-‘rh) - (ti ey th)

1.2 Filtration

Définition 1.2.1 On appelle une filtration toute famille croissante de sous tribu F, c’est-

a-dire telle que Fy C F; pour tout s < t.

Définition 1.2.2 On appelle une filtration engendrée par X, notée F~, c’est une suite

croissance de tribu (F;* )icjor) engendrée par (Xy)wepo.r) ¢ est-a-dire
FX=0(X,,s <),

pour tout t € [0,T]

Remarque 1.2.1 La filtration FX c’est la plus petite filtration qui rend le processus X

adapté.

Définition 1.2.3 On appelle tribu des prévisibles, la tribu sur (0,00) X £ engendrée par

les réctangles de la forme

Js,t] x A, 0<s<t, AeF,.



Chapitre 1. Calcul stochastique

1.3 Mesurabilite et adaptation

Définition 1.3.1 Un processus stochastique (X;)icr, est dit progressivement mesurable

si, VT > 0 la fonction
(t,w) € ([0,T], B([0,T])) x (€, Fr) = Xi(w) € (R, B(R)),

est mesurable.

Définition 1.3.2 Un processus stochastique X = (X;) est dit adapté (par rapport a une

filtration F;) si Xy est Fy-mesurable pour tout t.

Proposition 1.3.1 Si le processus stochastique (Xi)icpor est Fi-adapté, la variable aléa-

toire X, est Fi-mesurable pour tout s € [0,T] et tout t € [0,T].

Définition 1.3.3 Un processus stochastique (Xi)icjor) est dit prévisible si et seulement
st lapplication :

(tvw) - Xt(w)a
est mesurable par rapport & la tribue des prévisibles.
Définition 1.3.4

1. On dit que deux processus X et Y sont égaux & une modification si
X, =Y, psVit.

2. Deux processus sont égaux en loi (X tor Y') si pour tout (¢y,ts,...,t,) et pour tout

n € Non a

(X Xt27"'7th>g(nl,Ym,...,nrJ.

t17



Chapitre 1. Calcul stochastique

1.4 Martingale

1.4.1 A. Cas discret

On se donne une filtration, c’est-a~dire une famille de sous-tribus J,, croissante (telle que

Fn C Fotr)-
Définition 1.4.1 On dit que le processus (X,,n € N) est une F,—martingale si

1. X, est intégrable, Vn € N.
2. X, est F,—mesurable, Vn € N.

3. E[Xp1 | Fu] = X, Vn € N.
Propriété 1.4.1 E[X,., | F.]=X,,Vne N, Vpe N.

Exemple 1.4.1 51 X, =Y, + Yo+ ...+ Y, ot les Y; sont indépendantes équidistribués et

centrées, X, est une martingale.

1.4.2 B.Cas continu

On se donne une filtration, c’est-a-dire une famille de sous-tribu F; croissante ( telle que

.'FsCft,VSSt).

Définition 1.4.2 Le processus stochastique (X, t € [0, +00[) est une martingale par rap-

port a F; st

i X; est F;-mesurable et intégrable pour tout ¢.
it B[X, | Fs] =X, Vs <t

Propriété 1.4.2 Si X est une martingale E[X;] = E[X,], Vt > 0.

Définition 1.4.3 Un processus stochastique (X;,t € [0,+0c[) est une sur-martingale

(resp sous-martingale) par rapport o la filtration (F;) si

7



Chapitre 1. Calcul stochastique

1. X, est F;-mesurable et intégrable pour tout ¢

2.
E[X; | Fs| < X, Vs <t (respectivement E [X; | F] > X).

Exercice. Soit X une variable aléatoire intégrable. Montrer que (E([X | F3])i>0) est une

martingale.

Solution 1.4.1 Soit s >t et X; =E[X | F|. On a, en utilisant le fait que F; C F

EX | A =E[(X]|F)|FA=Xi=E[X|F].
Remarque 1.4.1 Une martingale X; est toujour adaptée o sa filtration naturelle F;X .

Exemple 1.4.2 Le processus stochastique M est une sous-martingale si le processus (— M)

est une sur-martingale.

Exercice. Montrer que si le processus M est une martingale et A un processus croissant

adapté tel que A, < A;,Vs < t, alors M — A est une sur-martingale.

Solution 1.4.2 Soit X; = M; — A;.On a pourt > s

E[M | Fs] = My — E[A: | Fsl,

et comme A, < A; ou —A; < —A,,

E[X; | Fs] < My —E[A; | Fs] = My — Ay = X,

1.5 Mouvement Brownien

Définition 1.5.1 Le processus ((W;),t > 0) est un mouvement brownien MB (standard)

st



Chapitre 1. Calcul stochastique

— P(Wy=0) =1 (le mouvement brownien est issu de l'origine).
- Vs < t, W, — Wj est une variable aléatoire de loi gaussienne, centrée de variance (t — s).
- Vn,Vt;, 0 < ty < t; < ... < ty, les variables (Wy, — W;, |, ..., Wy, — Wy, Wy, ) sont

indépendantes.

Définition 1.5.2 Un mouvement Brownien (standard ) réel est un processus gaussien

centré (Wy)i>o a trajectoire continues de fonction de covariance

K(s,t) = min(s,t) = s A t.

On Pappelle aussi processus de Wiener.
- L’opérateur K(s,t) = min(s,t) est symétrique et de type positif.

Généralisation :
On dit que le processus stochastique X; est un Brownien de drift u et de coefficient de
diffusion o si

Xy =z + pt + oWy,

ou W est un mouvement Brownien standard.

Le processus stochastique X; est une variable aléatoire gaussiene d’espérance x + ut et de
variance o>t.

De plus pour tout (¢,s), la variable aléatoire (X;,, — X;) sont indépendante de F;* =

o {X,,0<s<t}.

1.5.1 Propriétés immédiates

1. W = (W, t > 0) est un mouvement Brownien (MB) et sa filtration naturel est

ft:O'{WS,SSt}

2. Wy =0 car la loi de Wy est N(0,0) = do.

9



Chapitre 1. Calcul stochastique

3. Wi ~ N(0,t) puisque E [W;] = 0 et var(W;) = K(t,t) = t.
4. (Wi)>0 est un processus a accroissement indépendants. En effet, soit 0 < t; < to <

t3 < t4, 0n a

cov(Wy, — Wy, , Wy, — Wi,) = E[(Wi, — Wy ) (W, — W)
=E[W,W,| — E W, W]
—E[W,Wi,] +E[W, W]
=ty—ta—t1+1

=0.

Les variables W, — W;, et W,, — W,, sont donc non corrélées. Comme elles sont

gaussiennes, elles sont indépendantes.

5. Sis<t,onaW,—W,~W,_,. En effet,

E W, — W] = E W] - E[W,] =0

et
Var(Wy — W) = cov(W, — W, W, — W)
= cov(Wy, Wy) — 2cov(Wy, Wy) + cov(Wy, W)
=t—2s+s,
=1—s.
donc

W, — Wy ~ N0, — 5) ~ Wy_,.

Théoréme 1.5.1 Le mouvement Brownien standard (W,).cr, est une martingale par rap-

port a sa filtration naturelle FV.

10



Chapitre 1. Calcul stochastique

Preuve. On applique I'inégalité de Cauchy-Schartz. On a
E (W] < (B [[Wi*])"? = /% < o0,V > 0
Pour ¢t > s > 0, on a aussi

E (W, | Fl'] =BW, - W, + W, | FF)
=E[W, - W, | FV]+E[W, | F)]
= E[W, — W] + W,

= Ws.

1.5.2 Brownien multidimensionnel

Définition 1.5.3 Soit W; = (VVt(l), Wt@), o Wt("))T un processus n-dimensionnel (I’expo-
sant (T) note la transposition d’un vecteur). On dit que W est un mouvement Brownien
multidimensionnel si les processus (W i < n) sont des Browniens indépendants. Leurs
accroissements sont indépendants. Pour chaque (a,b), le processus aWt(l) + Wt@) est un

processus gaussien.

Théoréme de lévy : Soit (X;) un processus a trajectoires continues, adapté a une filtra-
tion (F;) et telle que :

i) X, est une martingale par rapport a (F;),

ii) X2 — t est une martingale par rapport a (F;),

Alors (X;) est un mouvement Brownien standard.

Théoréme 1.5.2 (Inégalités maximales) Soit X une martingale (ou une sous-martingale

positive) continue o droite. Alors,

11



Chapitre 1. Calcul stochastique

1. Vp > 1,Va > 0, a?P (sup, | X;[" > a) < sup, E[| X:|"],

p
2. Vp > 1,E [sup, | X,["] < (ﬁg) sup, B [| X, "]

Théoréme 1.5.3 (Théoréme d’arrét) Si X est une martingale et si o et T sont deux

temps d’arrét bornés tels que o < 7 , alors,
E[X; | Fo] = Xo, P — p.s.

Définition 1.5.4 (Martingale locale) Soit X un processus F-adapté, a trajectoires
continues a droite. On dit que X est une martingale locale s’il existe une suite crois-
sante de temps d’arrét {Tn}n21 telle que lim 7, = +oo, P — p.s pour tout n, X™ 1. <o

est une martingale.

Théoréme 1.5.4 (Inégalité de Burkholder-Davis-Gundy "BDG") Soit p > 0 un
réel. Il existe deux constantes C,, et c, telles que pour toute martingale locale continue X,

nulle en zéro,

©|y
3 vl

ICSSHES [sup |Xt|p} < CB[(X.X)

>0

|

Remarque 1.5.1 En particulier, si T > 0

B [<X,X>§] <E { sup \Xﬂ <CE [<X,X>T§} .

0<t<T

1.6 Intégrale stochastique

1.6.1 Définition d’intégrale stochastique

Soit ¢ un processus. On dit qu'un processus ¢ est étagé (élémentaire) s’il existe une suite
des réels

ti, 0<ty<t; <..<t,

12



Chapitre 1. Calcul stochastique

et une suite de variable aléatoire p; telles que ¢; soit F; -mesurable, appartienne a L£2(Q)

et que ¢; = @; pour tout t € |t;,t;41], soit

n—1
Ps (w) = Z@j (w) 1}tj;tj+1 [(8)'
=0

On définit alors

| V= YW ts0) - Wit
=0
On a
E {/ gpdeS] =0,
0
var [/ gdeWS] =E [/ gozds] )
0 0
et
t n—1
| oW =YWty nt) = Wity A1)
0 g

Ce qui établit la continuité de I'application ¢ — fooo s dWs. SiTj, 0 <7< 7 <...<7T,

est une suite croissante de temps d’arrét, et si

s = Z_:%(W)l]fj’fm](S)a

ou ¢; est une suite des variables aléatoires telles que ¢; soit F. -mesurable, appartienne

a L2(Q), on définit alors

/0 t psdWy = (W (rja At) = W(r; A L))

13



Chapitre 1. Calcul stochastique

1.6.2 Propriété d’intégrale stochastique

Propriété 1.6.1 On note par T’ l'ensemble L2, (2 x RT) des processus ¢ adaptés caglad
vérifiant

E Uot gog(w)ds] < 00, VE.

Linéarité.
Soit a et b des constantes et (¢’;i = 1,2) deux processus de I'. On a

t

t t
/ (agoi, + bgpi)dWs = a/ cpidWs + b/ goidWS.
0 0 0

Propriétés de martingale

Proposition 1.6.1 Soit

t
M, :/ wsdWs ot p €T,
0

Le processus M est une martingale a trajectoire continue.

b) Soit N; = ([, sdW,)? — [} ¢2ds. Le processus (N, ¢ > 0) est une martingale.

1.7 Processus d’Ito

On dit que X est un processus d’Ito si

t t
Xy=z+ / bsds + / o.dWs,
0 0

ol b est un processus adapté tel que f(f |bs| ds existe (au sens de Lebesgue) p.s. Pour tout

t > 0, et 0 un processus appartenant a I'.

14



Chapitre 1. Calcul stochastique

On utilise la notation déffirentielle suivante :

dXt = btdt + O'tth,

X():l’,

telle que;

b : le drift (la dérive),

o : le coefficient de diffusion.
L’écriture

dXt = btdt + Utth,
est unique (les processus b et o vérifient les conditions d’intégrabilité).

Propriété 1.7.1 Si o appartient a I', on a
t
B4 =E X+ | B ds
0
et

S t S
Vit > s, B[X, | Fs] = Xo +/ b.dr +E {/ bydr | .7:5} +/ o, dW,
0 s 0

¢
:Xs—l—E[/ brdr]]:s}

Sib=0 et o €T, le processus X est une martingale continue.

Exercice. Ecrire les processus suivants comme des processus d’Ito6 en précisant leur drift

et le coefficient de diffusion
1. Xt - WtZ
2. Xt =1 + eWt

3. X, = W2 — 3tW,.

15



Chapitre 1. Calcul stochastique

Solution 1.7.1 Soit

1. X; = W?2. On posant f(z) = z2, alors
, 1
2. X; =t+e". On posant f(t,x) =t + e® alors
1
dX; = dt + exp Wy dW; + 3 exp W.dt.
3. Xy = W3 — 3tW,. On posant f(t,z) = 23 — 3tx alors
1
dX; = 3W2dW,; — 3tdW, — 3W,dt + 5 X 32W dW,dW;) = (3W2 — 3t)dW,.
1.7.1 Intégrale par rapport & un processus d’Ito
Soit X un processus d’It6 de la forme
dXt = btdt + Utth-

On note

t ot t
/ pudX, / ebads + / eIV,
0 0 0

1.7.2 Formule d’Ito6

Premiére forme

Théoréme 1.7.1 Soit f une fonction de R dans R, de class C? a dérivées bornées. Alors

FO0) = 1)+ [ £ (Xds +5 [ (Xots

16



Chapitre 1. Calcul stochastique

La régle de multiplication :

th.th == dt,
dt.dW, = 0,
dt.dt = 0.

Deuxiéme formule d’It6

Théoréme 1.7.2 Soit f une fonction définie sur R, x R de class C* par rapport a t, de

class C? par rapport ¢ . On a

7050 = 1050 + [ £ Xds+ [ L6, X00X+ 5 [ flls Xoks

La forme différentielle correspondante est :

76,0 = (1 (0.0 4 00 X002 ) e+ £, X)X,

/ / ]_ "
Proposition 1.7.1 Supposons que
t t
X, = XO—I—/ b(XS)ds—i—/ o(X,)dWs,
0 0

ou b et o sont des fonctions de R dans R bornées. St f une fonction de R dans R de class

C? o dérivées bornées et vérifiant :

le processus f(x) est une martingale.
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Chapitre 1. Calcul stochastique

Formule de base

Théoréme 1.7.3 Soit
t
E U (f’(WS))st] < 00,Vt > 0. (4)
0

Alors Yt > 0
t , 1 Loy,
10V) = $00) = [ Fvaaw.+ 5 [ F s 9

Nous remarquons que (f (W,),t > 0) est un processus continue et adapté & (F,) et que
la condition (4) est vérifiée, fot [ (W,)dW, est bien définie (et fot f//(Ws)ds est aussi car

Uapplication s — f” (W) est continue).
Le second terme du membre de droite dans (5) est appelé terme d’Ito.
Exemple 1.7.1 Soit

1. f(z) = z; d’aprés (5) on trouve :

t
Wt—Woz/ 1dWs 40
0

t
~ [faw.
0

2. f(x) =22 on a d’apres (5)

t 1 t
I . / 2W,dW, + / 2ds
0 0

t
- 2/ W.dW, +t,
0

en plus, W2 —t = 2 fot W,dW, est une martingale (la condition (4) est vérifiée)

t t
E {/ (2W3)2d51 = / 4sds = 2t* < oo.
0 0

puisque ;
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Chapitre 1. Calcul stochastique

t 1 t
eV —1 = / Vs dW, + —/ eVsds.
0 2 Jo

Noter qu'ici aussi la condition est vérifice (4), car

t t t o2t _ 1
E l/ (eWS)2ds] = / E [¢**] ds = / e*ds = < 0.
0 0 0 2

Si on pose X; = e, alors la formule ci-dissus devient :

t 1 t
Xt—lz/ XdeS—i——/ Xds.
0 2 0

Autrement dit, on a trouvé une équation pour le processus (X;). Sous forme différentielle,

celle-ci s’écrit

1
dXt = Xtth + éXtdt

Xo=1.

Sachant que % n’existe pas, "on ne divise pas par dt". Noter que la forme différentielle

ci-dessus n’a aucun sens en tant que telle et ne constitue qu’une notation pour la forme

intégrale donnée plus haut.

Théoréme 1.7.4 Soient (W;) un mouvement Brownien standard et f € C?(R,,R) telle

que
t af 2
E /0 (%(S’WS)) ds| < oo, Vt> 0.
Alors ¥Vt > 0,
ft, W) — f(0 W)—/tg(s W)ds—l—/tg(s We)dW, —|—1 taz—f(s Ws)ds, p.s
sy YVt 70_Oatas Oaxas s 208272’8 y D-S.
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Chapitre 1. Calcul stochastique

Exemple 1.7.2 Soit f(t,z) = "% alors

of 1
Bt —§f;
of 01,
or  Ox2
et
of 10°f _
ot 20x2
donc

t
_t _s
e 2—1:/ V2 W,
0

. _t . . .
Le processus stochastique (Z; = e"V'~2) est une martingale exponentielle associée au mou-

vement Brownien standard, qui satisfait [’équation différentielle stochastique suivante :

t
Zt —1= / ZSdWS, 7.€. dZt = thWt et ZO =1.
0

1.7.3 Formule d’intégration par parties

Soit (Xi)i>0, (Yz)i>0 deux processus d’1to. Alors

t t
V¢ >0 on a, X;Y, — XY, = / X.dY, +/ Y,dX, + (X,Y),, p.s.
0 0

Aussi la forme différentielle est :

d(Xt, Xt) - Xtd}/;g + }/tht —|— d <X, Y>t .
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Chapitre 2

L’existence des contrdles optimaux
pour les EDSRs linéaires de type

champ moyen

2.1 Introduction

Soit W; un processus de Wiener r-dimensionnel défini sur un espace de probabilité complet
(Q2,F,P). On notera par (F;),, la filtration naturelle de (mouvement Brownien W;) tel
que Fy contient tous les ensembles P-null de F, et on considére une variable aléatoire &
de carrée intégrable et Fp-mesurable.

Nous considérons un probléme de controle optimal dans lequel le systéme est governé par

I’EDSR linéaire de type champ moyen suivante :
T . . . T
Y, =¢ +/ (AYt + AR Y| + BZ; + BE [Z;] + Cu; + CE [ut]) dt — / ZidWy,  (2.1)
t t

avec
A, ﬁ, B, §, C, et C sont des matrices suitables.

L’équation (2.1), c’est une équation différentielle stochastique rétrograde linéaire de type
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Chapitre 2. L’existence des controles optimaux pour les EDSRs linéaires de type champ
moyen.

champ moyen, avec Y = €.

Définition 2.1.1 Un controle admissible u est un processus de carré intégrable et pro-
gressivement mesurable & valeurs dans certain sous-ensemble U C RF. Notons par Uy

l’ensemble de tous les controles admissibles.

Remarque 2.1.1 On a ajouté la condition du carré intégrable pour le contréle juste pour

assurer l'existence de solution de notre systéme (2.1).

Notre probléme de controle consiste a trouve parmi les controles admissibles, un controle
% qui minimise sur I’ensemble des controles admissible U,,, la fonction de cout J définie
par :

ﬂ@ZEM%Emﬂ+Ah@ﬁﬂML%E%%%EMWt, (2.2)

telle que les trajectoires associées a ce controle (Y}, Z;) vérifiant I’ EDSR linéaire de type
champ moyen (2.1),
avec

h:RF — R x U - R,

et

g:RF S R,

sont des fonctions données.

Un controéle qui résoudre ce probléme de controle est appele contrdle optimal, c’est-a-dire

J(@) = inf J(u). (2.3)

u€Uqq

Afin de résoudre le probléme de contréle ci-dessus, nous considérons les hypothéses sui-

vantes :

L’ensemble des valeurs des controles U C RF est convexe et compact. (2.1)
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Chapitre 2. L’existence des controles optimaux pour les EDSRs linéaires de type champ
moyen.

Les fonctions h et g sont continues et convexes. (2.2)

Considérons les espaces suivant :

4 7 :10,T] x Q — R%; Z est progressivement mesurable :
My(0, T, R™4) ;= .
E [fo 12,2 dt < oo}

p Y :[0,T] x Q — R%Y est progressivement mesurable :
S%(0,T,R?Y) := ,

E [SUPogtST |Yt|2] < 00
< oo} ,

Upg := {u € L%(0,T,R*);u, € U ¥t € [0,T], P —p.s}, avec U C R”.

L%(0,T,RY) := {f(t,w) Fi-adapté tel que : E {/OT (f(t,w))*dt

2.1.1 Le résultat d’existence d’un controéle optimal

Théoréme 2.1.1 Supposons que les hypothéses (A1) et (A2) sont satisfaits, alors il existe

un triple de processus (Yy, Zy, ;) Fy-adapté tel que

i) (Y;, Z;) est 'unique solution pour 'EDSR de type champ moyen (2.1).

ii) @, minimise la fonction de cott J sur 'ensemble des controles admissibles Uy,

c’est-a-dire notre probleme de controle {(2.1),(2.2),(2.3)} admit une solution optimale.
Preuve. Soit (Y™, Z™, u™) est une suite de minimisante c’est-a-dire, telle que
lim J(u") = inf J(u) lorsque n — +oc.

n—00 uEU4q

D’apreés le fait que ’ensemble des valeurs de controle U est un ensemble compact, donc il
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Chapitre 2. L’existence des controles optimaux pour les EDSRs linéaires de type champ
moyen.

existe une constante positive k avec

T
E [/ (uf)th} <k V¥Yn>0,
0

c’est-a-dire, (u") est relativement compact ce qui implique quelle admit une sous-suite

qu’on la note (u™) telle que :
u™ — 1 faiblement en L%(0, T, R¥).
D’apres le théoréeme de Mazur, il existe une combinaison convexes

" = E At avec iy, > 0 et g A, = 1

m>0 m>0

telle que
ii" — @ fortement (au moyenne quatratique) dans L%(0, T, R*). (2.4)

Car 'ensemble U C R¥ est convexe et compact, il s’ensuit que @ € U,g.
Soient (Y™, Z", ") telle que ( Y™, Z™) 'unique solution de "EDSR de type champ moyen

suivante,
~ T ~ A ~ ~ A ~ A T ~
Y," = §+/ (AY" + AE [Ytn} + BZ'+ BE(Z]') + Cuy + CE [a}])dt — / ZidWy, (2.5)
t t

et (Y, Z,u) telle que (Y, Z) I'unique solution de 'EDSR de type champ moyen suivante

T T
Y, =¢+ / (AY, + AE [V;] + BZ, + BE [Z,] 4+ Cu, + CE [u])dt — / ZydWy.  (2.6)
t t

24
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moyen.

On a besoin de prouver que
f/t” — Y, fortement dans S*(0,T,R"),

T T
et / Z3dWy — / Z,dW, fortement dans L2(0, T, R™*%).
0 0

Prouvons (2.7) :

on a

a (V= ¥i) = - (A(y - ¥ + A® 7] -B[%])

v B(Z"— Z,) + B(E [Zt"} ~E[Z])

N

+O@@ — @)+ C(Ba] — E [at])) dt

+ (28 = Zy)dW,.

N2
En appliquant I'intégration par parties & (Y;* —Y;| on trouve
ppiq g t

~ _\2 ~ _ ~ _ ~ _ . _
a(Vr-v) =2 (%= %) d (¥ - ) +a (¥ - V.77 - ¥;)

(V7 = Yo ~(A(F = ) + A [77] — B [7])

I
S

v B(Z"— Z,) + B(E [zg] ~E[Z)]) + C(@y — u)

~

+ O] -~ Bl )d+ (2 - Zt>2 dt,
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moyen.

passant a l'intégrale entre [t, T| on obtient

/T d(Y; = Yi)?dt =2 /T AW =Y A - V(B V)] B [V))
- BO = V(20 - Z,) - BOT - V(8| 2] - B[Z])

n
S

par suite

(T =527 = O =¥ =2 [ [-AG - %02 - A7 - V(8 [77] - B [72)

on sait d’apres (2.5) et (2.6) que
YR =Yy =€ alors (Y —Yp)? =0,

donc
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passant a ’espérence on a

- 12 T, 2

E[sup ‘Yt”—Yt }+EU Zr — 7, ds}
0<t<T 0

T - _ 2 N _ ~ _
szE/ {|A| vr -y +|A| |-y [ 7] - B[]

0
+1BI [V - Y| |20 - 2]+ |B| e - | - [B[22] - B (2]
1O [T = Y| -l =l + |C] [¥ = Y| - 1B 2] ~ B ()] ds,

on utilise 'inégalité de Young (2ab < a® + b) et (2ab < ea® + 1b?) on trouve :

- _ 2 T
E{sup Yt"—Yt]—l—E{/
0
- 2

0<t<T

<2|A|E ?;”—ZZWE{?;”}—E[_J

)
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ce qui implique

- _ 12 T, 2
]E{sup (Y;"—Yt }JFEU ‘Z;‘—ZS ds]
0

0<t<T
. | B| B R T, . 2
g(2|A|+2‘A‘+?+?+|0|+\0‘)EU ’y;n—y; ds}
0
. T, 2
+(eyB|+eB()E[/ Zr 7, ds}
0

R T
+(\C;+‘C>EV ]ﬁ?—asfds}
0
T 5 2 T
SClE[/ Y-V, ds}%—ceE[/
0 0

T
+ O4E U | — u3|2ds] :
0

Z" — 7,

2
ds}

si on pose

on trouve

- 12 1 T, 2
E{Sup ‘Yt”—Yt ]+—E[/ ‘ZQ—ZS ds]
0<t<T 2 0

T 9 T
< O1E [/ ds] + CoF U yag—asﬁds].
0 0

D’apres cette inégalité on peut trouver les inégalités suivantes

Jscslf

Y-,

- _ 5 2 T
E[sup Yr—Y, Y-, ds}+02E U ya’;—asy?ds], (2.9)
0

0<t<T

et
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On applique le lemme de Gronwall sur (2.9), on obtient

- _ 2 T
}/tn —Y, :| < O,E |:/ |ﬁ'2 o as|2 d8:| eXp(T—t)Cl
0

E{sup

0<t<T

— 0, lorsque n — 4oc.

Alors
Y;" — Y, fortement dans S?(0,7,R"). (2.11)

Prouvons (2.8) :

En utilisant (2.4) et (2.11) dans l'inégalité (2.10), on trouve

T, _ 2
EU 7n - 7, ds] —~ 0,
0 n—-400
d’apres l’isometrie d'Ito
T, - 2 T, 2
EU (ZQ—ZS)th] :E[/ 7"~ Z, ds] ~ 0
0 0 n—-4o00o

ce qui nous donne
T T
/ ZdWy — / ZsdW, au moyenne quatratique.
0 0

Il nous reste a prouver que « minimise le fonctionel de cotit J sur I’ensemble des controles

admissibles U,4. Supposons que les hypothéses (A1) et (A2) sont satistaits. Posons

[ = inf J(u).

u€Uqq
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Considérons la suite minimisante (Y, Z", u") telle que

| = lim J(u") = lim Blg(Yy B[¥y)

n—oo

T
4 / WY B (YY), 2B (27 B [))dt |
0
On a déja

J(a) =B [g(Yo, B [V5))
+ [ bt 5B 1Y) 2B 2] 5 Bl
= o (Jim 758 | i 37

T
+/ h(t, lim V", E [lim ?;"] ,lim 2", E [lim Zf] lim @, B [lim af])dt} ,
0 n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo

n—oo

puisque les fonctions g et h sont continues, il vient que

J(@) = lim E [g (onn,E [YO”])

n—oo

T

+ [ e B [7r) 2 s (2] o B e
0

’ (Z VB [ 3 ¥ )

m=>0 m>0
m+n
E Omn 2",

+ / T (t, D Y TE D oY
0 m>0 m>0 m>0
-

m4+n
g Q24
m>0

m>0

= lim E

n—oo

m—+n
E ) E Qmn Uy B

m>0

I
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utilisant le fait que g, h sont convexes, nous obtenons :

J(@) < lim ) apy, lim B g (Y7 B [Y"])

>0 n—oo
T
+ / B (Y E Y 20 B (27t E [t
0
= lm Y v (u™)
n—o0 >0

< lim E Q. max  J(u™t")
n—00 1<m< Ay
m>1

= lim max J(u™*") Zamn

n—oo 1<m<A,
m>1

= lim J(u"""™)

n—o0

= inf J(u).

u€Ugyq
Alors

J(u) = inf J(u).

u€Ugyq
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a étudié un probléeme d’existence des controles stochastiques opti-
maux pour un probléme de controle optimal qui consiste & étudier des systémes governés

par des équations différentielles stochastiques linéaires de type champ moyen.

La méthode de démonstration est basée sur le fait que I’ensemble des valeurs des controles a
été supposé d’étre convexe aussi les fonctions définissant le fonctionel de cotit sont convexe

ainsi que 'utilisation du théoréme de Mazur.

Cette méthode a été utilisée pour prouve l'existence des contrdles optimaux pour des
systémes gouvernés par des équations différentielles stochastiques (EDSs) linéaires et des
équations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSRs) linéaires, dans ce mémoire on
a appliqué cette méthode pour les équations différentielles stochastiques rétrogrades (ED-

SRs) linéaires de type champ moyen.
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Annexe : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations utilisées tout au long de ce mémoire sont comme suit

(Q,F,P)
(&L, F, Fi, P)
Wi

EDSR

Espace de probabilité.

Espace de probabilité filtré.

Mouvement Brownien.

Temps d’arrét.

Ensemble de controle admissible.

Suite des combinison convexe.

Suite minimisante.

Controle optimal.

fonction de cott.

Crochet stochastique.

Presque stirement pour la mesure de prpbabilité .
présque slirement..

Un borélien de R* (I’ensemble des valeurs de controle).

équations différentielles stochastiques rétrograde.
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