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Introduction générale

Dans ce memoire, nous nous intéressont & trouver un couple de processus {(Y/*, Z4%); ¢ <
s < T}, a valeurs dans R* x R¥*! telles que pour chaque s € [t,T], (Y%, Z4%) est un o(W,;

t<r<s)Vo(B, — Bst <r <s) mesurable et

S

T
Y0 = h(XF) + [F(X7 Y7, Z07)dr

T T
+[g(XE®, Y, Z5YdB, — [Z55dW,,  t<s<T.

Ou lintégrale dWW est un intégrale d’Itd progressive et I'intégrale dB est un intégrale d’Ito
retrograde. Nous montrerons que, dans des conditions appropriées sur f et g, I’équation
différentielle doublement stochastique rétrograde (EDDSR) ci-dessus a une solution unique.
Enfin nous montrerons que sous des conditions de régularité assez forte sur b,0, f et g,
{YP: (t,x) € [0,T] x R?} est la solution unique du systéme d’équations différentielles par-

tielles stochastiques (EDPS) suivantes :

u(t,z) = h(x) + f[ﬁsu(s, z)+ f(z,u(s,x), (Vuo)(s,z))|ds

S

—i—}g(m, u(s,x), (Vuo)(s,z))]dBs, 0<t<T.

Ol v prend des valeurs dans R¥,

(L u);(t,x) = (Luy)(t,x), 1<i<k,



Introduction générale
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Ce mémoire est constitué de trois chapitres :

Chapitre 1. Dans ce chapitre introductif, nous avons donné une introduction sur le calcul
stochastique.

Chapitre 2 Dans ce chapitre nous donnerons une démonstration detaille des principaux
résultats de la theéorie des équations différentielles doublement stochastique retrograde, nous
insisterons sur le résultat d’existence et d’unicité ainsi quelque propriétés de régularité de la
solution par rapport a I’état initial.

Chapitre 3 dans ce chapitre on donne le lien entre les EDDSPR et un systéme d’équations

différentielles partielles stochastiques semi-lineaires.



Chapitre 1

Rappels et compléments

Dans tout la suite de ce résumé, on supposera donné un espace probabilisé (2, F, P).
(2 est un ensemble, F est une tribu contenue dans I’ensemble des parties de €2 et P est une

probabilité sur la tribu F.

1.1 Notions générale

Définition 1.1.1 (filtration) Une filtration {F;}i>0 sur un espace de probabilité (2, F, P)

est suite croissante de sous-tribus de F c’est a dire :
F,CF, CF, Vs<t.

Définition 1.1.2 (processus stochastique) On appelle processus stochastique X et a va-
leurs dans R? une famille (X;)ier d’applications mesurables de (9, F) dans (R?, B(R?));

pour tout t € T', X, est une vartable aléatoire.

Définition 1.1.3 (mesurabilité) Un processus X est mesurable si l'application (t,w) —
Xi(w) de Ry x Q dans R? est mesurable par rapport auz tribus B(R,) ® F et B(R?).
On peut noter qu’un processus stochastique peut étre vu comme une fonction aléatoire : a

chaque w, on associe la fonction t — Xy(w) qui est appelée trajectoire.

3



Chapitre 1. Rappels et compléments

Définition 1.1.4 (adaptation) Un processus X est adapté par rapport a la filtration {F; }i>o

si, pour tout t, X; est Fy-mesurable.

1.2 Mouvement brownien

Définition 1.2.1 On appelle mouvement brownien standard un processus stochastique W a

valeurs réelles tel que :

1. P-p.s. t — Wy(w) est continue;

2. pour 0 < s < t, W, — W est indépendant de la tribu o{W,,u < s} et de loi gaussienne

centrée de variance t — s ;
3. Wog=0 P —p.s.
Pour tout t > 0, la variable aléatoire Wy suit la loi gaussienne centrée de variance t donc de

densité (2mt) Y2 exp{—x2/(2t)}.

Remarque 1.2.1 On dit que W est un {F;}>0—MB si W est un processus continu, adapté

a la filtration {Fi}io0, vérifiant :

Vu € RY0 < s < t, B(e™WeWa)| F) = exp{—u?(t — 5)/2}.

1.3 Martingales

Définition 1.3.1 Un processus X a valeurs réelles est une sur martingale par rapport a la

filtration {F;}i>o si -

1. pour tout ¢ > 0, X; est F;—mesurable;
2. pour tout t > 0, X, est integrable;

3. pour 0 < s <t, B(X;|F,) < X,.



Chapitre 1. Rappels et compléments

X est une sous-martingale lorsque -X est une sur-martingale ; X est une martingale si X est

a la fois une sur-martingale et une sous-martingale.

Théoréme 1.3.1 (Burkholder-Davis-Gundy (BDG)) Soit p > 0 un réel. Il existe deux

constantes c, et C,, telles que, pour toute martingale locale continue X, nulle en zéro,

ol [(X, X>ﬁé2} <FKE {Sup |Xt\p} <C,E [(X, X>§42}

t>0

Remarque 1.3.1 En particulier, si T > 0,

ol [<X7X>§/2} <K [ sup ’Xtd < C,E [(X,Xﬁ/z]

0<t<T

Lemme 1.3.1 (Gronwall) Soit g : [0,7] — R une fonction continue telle que, pour tout
t

t
g(t) <a+0bfg(s)ds, a€R, b>0.
0

Alors, pour tout t,

g(t) < aexp(bt).

Théoréme 1.3.2 (Inégalité de Holder) Soient p,q € (1;4+00) avec

ou alors soient p =1 et ¢ = co. Alors, pour f € LP et g € L1,

[1ssldu <111, g,

Théoréme 1.3.3 (Représentation des martingales browniennes) Soit M une martin-

gale (cadlag) de carré intégrable pour la filtration {F}" }ieor).Alors il existe un unique pro-



Chapitre 1. Rappels et compléments

cessus (Hy), .1 appartenant a M?(RF), tel que

t
P —p.s. Vt € [0,T), My= My+ [HdW;.
0

1l est important de remarquer que ce résultat implique que, dans la filtration brownienne, les

martingales sont continues.

Théoréme 1.3.4 (Critére de Kolmogorov) Soit (X;)cjo ¢ un processus a valeurs dans

un Banach. Supposons qu’il existe trois constantes strictement positives, v, €, C telles que :
Vs,t € [0,1]%, E[|X, — X.|"] < Ot — s,
Alors il existe une modification Y de X telle que
Va € [0,¢/], E(T;g 1Y, = Yall /[t = s[")7] < oo.

En particulier, les trajectoires de Y sont holderiennes d’ordre c.

1.4 Processus d’Ito

Définition 1.4.1 On appelle processus d’Ité un processus X a valeurs dans R tel que :
t t
Pps YO<t<T, Xi=Xo+ [Kids+ [HydWs;.
0 0

ou. Xy est Fo—mesurable, K et H sont deuxr processus progressivement mesurables vérifiant

les conditions,

T T
P—ps: [|KJ|ds<oo et [|Hy|*dW, < oo.
0 0

Cette décomposition, si elle existe est unique.

Proposition 1.4.1 La variation quadratique sur [0,t] d’un processus d’Ité6 X est donnée

6



Chapitre 1. Rappels et compléments

par :

(X, X), <f9 st,fe dB > = bfegds.

La covariation quadatique entre deux processus d’Ito X et'Y donnée par :
t t
X, = Xo+ [psds + [0,dBs,
0 0
et
t t
Y, =Yy + [¢lds + [0.dBs,
0 0

vaut :

t
(X,Y) = [0,0.dB,.
0

1.5 Formule d’Ito

Est un outil particuliérement important dans I’étude des processus stochastique.
Théoréme 1.5.1 Toute fonction f € C*(R) a dérivée seconder bornée vérifier :

B = B) + [ FBIAB+ 3 [BIABB), e<T

Définition 1.5.1 La notion d’intégrale stochastique par rapport & processus d’Ité se définit

de la maniére naturelle suivante :

t t

J [ (Xo)dXs = [f/(Xs sosds+ff 5)0dB,.

0 0
Théoréme 1.5.2 Soit f une fonction C*(R), on a alors :

t

f(Xt):f(XO)‘l_{f (X,)dX; + ff” )d (X, X),

=f(Xo)+ff( sosds+ff )0,dB, + = ff” X,)0%ds,

0



Chapitre 1. Rappels et compléments

ou forme différentielle
1 t
df (X:) = f'(Xo)d X} + §ff”(Xt>d (X, X), -
0
Proposition 1.5.1 (Intégration par parties) SI X etY sont deuz processus d’Ito, alors

t t
XYy = XoYo + [XdYs + [YdX, + (X,Y),.
0 0

1.6 Intégrale stochastique progressive-rétrograde

1.6.1 Notation et préliminaires

Soit {W (t),t € [0, 1]} un processus de Wiener standard de dimension d satisfaisant W (0) = 0,
défini sur un espace de probabilité (2, F, P); (W(t) = (Wi(t), Wa(t), ..., Wa(t))).

A chaque t € [0, 1], on associe deux o—algebres
F,=0(W(s),0 <s<t),

et

Ft=o(W(s)—W(1); t<s<1).

Alors {F;} est une filtration progressive (c-a-d. F; T comme t 1), et {F"'} est une filtration
retrograde ( F' 7 comme t |).

Nous utiliserons la notation avec I'indice {X,;} pour indiquer un processus F;—adapté, et la
notation avec {Y*} pour indiquer un processus F*— adapté. La raison de la notation {W (¢)}
est que {W(t),t T} est un processus F; Wiener, et {WW(t) — W(1),t |} est un processus
F'-Wiener, les deux ayant le méme différentiel dW (t).

On donne maintenant les définitions des intégrales stochastiques progressive et retrograde.

Soit {X;,t € [0,1]} un processus continu Fi-adapté avec des valeurs dans R", et & € C'(R").



Chapitre 1. Rappels et compléments

Soit {7™, n € N} n’importe quelle suite de partitions :
T ={0=t; <t} <..<tr =1},

tel que |7"| = sup (tf,4 —t}) — 0 quand n — oo.. Alors l'intégrale progressive d’Ito
0<k<n—1

de ®(X;) par rapport a dWW (t) est définie comme suit

t

[®(X,)dW(s) 2 P — lim "f@(xtk)(wakﬂ At) — W (ty At)),

0 N0 =

On suppose maintenant que {Y* ¢ € [0,1]} soit un processus continu F'-adapté avec des
valeurs dans RM, et ¥ € C(RM). Alors I'intégrale d’Ito retrograde de W(Y'?) par rapport a

dW (t) est définie comme :

jl"\If(Ys)dW(s) 2P lim SO (beyr V) — Wt V1)),

t N0 k=0

Et le processus qui en résulte est une F'* martingale locale continue retrograde.



Chapitre 2

Equations différentielles doublement

stochastiques rétrogrades

Le but de ce chapitre est de presenter briévement le resultat d’existence et d’unicité de
la solution d’une equation différentielle doublement stochastique retrograde et étudions la

régularité.

2.1 Définitions et notations

Soient (€2, F, P) un espace de probabilités, T > 0 un temps fini.
{Wi,0 <t <T} et {B;,0 <t < T} deux processus de mouvement brownien standard et
independants avec des valeurs dans R? et R! définie sur (Q, F, P), respectivement.

On considére les filtrations
FV=0{W,0<s<t} et Flr=0{B,— Byt <s<T}

complétes par les ensemble p-null.

Le o-algebre

10



Chapitre 2. Equations différentielles doublement stochastiques rétrogrades

ou pour chaque processus {7},
f;n,t:a{nr_ns;SSTSt}\/Na :'E?:fg,t

Notons que la collection { F;, t € [0,T |} n’est ni croissante, ni décroissante, et il ne s’agit
pas donc d’une filtration.

On défini les éspaces des processus suivants :

M?(]0,T); R") I'ensemble des processus {¢;,t € [0, ]} mesurables, a valeurs dans R", tels

que :

T
1. E/ | dt < 0.

0
2. ¢, est F; mesurable V¢ € [0,T ].

S%([0, T]; R™) I'ensemble des processus aléatoires continues {p;, ¢ € [0,T ]} & valeurs dans R™,

qui satisfait :

1. E(sup |g*) < 0.
0<t<T

2. ¢ est F; mesurable pour Vt € [0, ].

On considére les deux fonctions
f:Qx[0,T] x RF x R*4 — RF,

g:Qx[0,T] x R¥ x RF*d — R,

Qui sont mesurables pour tout (z,y) € R* x R¥*4 et

f(y,2) € M*([0,T); R¥)

11



Chapitre 2. Equations différentielles doublement stochastiques rétrogrades

g(.,y,2) € M?([0, T]; R*).

2.2 Hypothéses

On considére les hypothéses suivantes

Il existe des constantes ¢ > 0 et 0 < a < 1, tel que,

pour tout (w,t) € Q x [0,T], (y1,21), (y2, 22) € R* x R¥*L,

(H.1)
2 2 2
|f(t g, 21) = ftye, 22) 7 < elyr — vol ™ + [l21 = 22[7),
L lg(t, y1,21) — g(t, 42, 22)”2 <cly — ?J2|2 +allz — 2’2”2-
(H.2) Il existe ¢, tel que pour tous (t,y, z) € [0,T] x RF x RF*4,

99" (t,y, 2) < 22"+ ¢(||g(t,0,0)||* + [y[*)1.

(H.3){g;(t,x,y,z)@@*g;(t,x,y, 2)* < 00*,vt € [0,T),r € RY, y € R*, 2,0 € R¥*<,

Etant donné ¢ € L*(Q, Fr, P, R¥), on cherche & resoudre 1’équation différentielle doublement

stochastique retrograde suivante :

T T T
Yt=§+/f(s,Ys,Zs)ds+/g(s,Ys,Zs)st—/ZSdWS, 0<t<T, (21
t t

t

la variable aléatoire £ est dite condition terminale et f est le générateur.
Nous notons que l'intégrale par rapport a { B;} est " I'integrale d’'Ito retrograde” et 'integrale

par rapport a {W,} est " I'integrale d’It6 progressive ".

2.3 Existence et unicité :

L’objectif principal de cette section est de prouver le :

12



Chapitre 2. Equations différentielles doublement stochastiques rétrogrades

Théoréme 2.3.1 Sous l’hypothése (H.1), l’eq( posséde une unique solution, telles que :
(Y, Z) € S2(0,T]; R¥) x M([0, T]; R¥*?),

Avant de prouver le théoréme, nous établissons le méme résultat dans le cas ou f et g ne
dépendent pas ni de Y et ni de Z. Etant donné f € M*([0, T];R*) et g € M?([0, T]; R¥*!) et
¢ € L3(Q, Fr), considérons ’EDDSR :

T

T T
K—§+/fwma+/¢@ﬂ%—/éﬂwg 0<t<T. (2.2)

t

Proposition 2.3.1 [l existe un unique couple
(Y, Z) € S*([0, T]; R¥) x M?([0, T]; R¥*4).

qui résoudre 1'eq. (2.9).

Preuve.

unicité. Soit (Y, Z) la différence de deux solutions, alors

T
Z+/ZdW$:0, 0<t<T.

t
par l'orthogonalité on obtient que

T
E(V.|) + E/TT[ZSZS*]ds -0,

t

et donc Y, =0 P p.s.,Z, =0dt dP p.s d’oi I'uniciteé.

Existence. On défini la filtration (G;)o<i<7 par

G, =F"VvFE etsoit

13



Chapitre 2. Equations différentielles doublement stochastiques rétrogrades

T T
M, = E9[¢ + /f(s)ds + /g(s)st], 0 <t < T, une martingales de carré intégrable
0

0

Par le théoreme de représentation des martingale, il existe un processus { Z; }, (G;) —progressivement

mesurable & valeurs dans R¥*?, tel que :
T
E/|Zt]2dt < 00,
0

et
t

Mt:M0+/ZSdWS, 0<t<T.

0

Par conséquent
T

Mrp = M, + /stWs>

t

En remplacement Mr et M;, par leurs définition, alors on a, pour ¢ € [0,7],

T

Y, =&+ /T f(s)ds + /T g(s)dB, / Z,dW,,

t

ou

(s /Tf(S)dS + /Tg(s)st)-

t

I1 me reste a montrer que {Y;} et {Z;} sont Fi-adaptés. Pour Y; est évident puisque pour
chaque t,
Y, = E(©)F, v FP).

Ou O est Fr V FP mesurable. Puisque FP est indépendante de F; V 0(0), et

Y= E(@/ft)-

14



Chapitre 2. Equations différentielles doublement stochastiques rétrogrades

Maintenant .

/stWs =&+ /Tf(S)dS + /g(S)dBS - Y,

t

T

t
Et le coté droit est F)Y V ]if"T mesurable. Ainsi, d’aprés le théoréme de représentation des
martingales d'Ito, {Z, t < s < T} est F)V V F[ adapté. Par conséquent Z, est FL' v Fl

mesurable pour tout ¢ < s, donc il est F)V V F/}, mesurable. m

Lemme 2.3.1 Soit a € S?([0,T];R¥), B € M?([0,T|;R*), v € M2([0,T]|; R, et ¢ €
M?([0, T]; R*>9), tels que :

t t

t
at:a0+/ﬁsds+/vsd38+/5sdws, 0<t<T,
0

0 0

alors

t t

t t t
| = |a0\2—|—2/(as,ﬁs)d5—|—2/(as,fysst)—|—2/(as,5deS)—/nysHst—l—/H(SSszs.
0 0 0 0

0

Et

t

t t
Elosf? = Elaof* + QE/(as,Bs)ds _ E/ a2 ds + E/ 161 ds.
0 0 0

Plus généralement, si ¢ € C*(RF)

t

Blan) = dlc) + / (&' (aw), Bu)ds + / (&/(an), 7dBy) + / (&' (an), 3.dIV.)

0

t
1

t
_ §/Tr[¢"(ozs)757:]d8 + %/Tr[qﬁ"(as)éséz]ds.
0 0

15



Chapitre 2. Equations différentielles doublement stochastiques rétrogrades

Preuve. (de la théoreme 2.3.1)

L’unicité. Soit {V}}, Z}'} est {V};?, Z?} deux solutions.de 'EDDSR ({2.1) On suppose que :
Y,=Y'-Y? Z,=27'-7 0<t<T.

Alors

T T
V= [Ufs. Y220 = (5,2, Z2)ds + / 5.Y1,Z)) ~ g5, Y2, 22)]dB,

t
T

_ / Z.dW..

t

Et par suite, on applique le lemme (2.3.1) a Y, on trouve

T
BV + 8 [ 7.1 s = 28 [ (706,32, 22) = 55,2, 22). Vo

~+

D’aprés (H.1) et I'inégalité

1 1—a
b < 2 b?
T R

T T T T
E(T) +E/ |Z:| ds < c(a)E/ ik O‘E/ 1Z,|2 ds —i—aE/ 1Z.12 ds.
t t t t

avec 0 < a < 1 est la constante dans (H.1). Par conséquent

2o 20 oI5

B(Yi")

16



Chapitre 2. Equations différentielles doublement stochastiques rétrogrades

par le lemme de Gronwall, il vient que F (‘2‘2) =0, 0<t<T,
et donc E/ 1Z,||” ds = 0.

Existence. On défini une suite récurssive {(Y}, Z})}i—o1.. comme suit Y = 0,7 = 0.

yoos

étant donné {(Y7, Z})}, {(Y,*!, Z/*1)} I'unique solution de 'EDDSR suivante :

T T T

V=g [ Zhds v [l Y2 Z)dB,~ [ Zinaw.
t t t
Soient Y; T 2V — Vi, et Z, 2 Z*' — Zi, 0<t<T par un calcul on obtient :
T T
E5a -1 2 B
B ( v ) w70 as- 2E/<f<s,yg,zw (Fs, Vi, 2070, 7 s

t

+E / lo(s, Y7, Z1) = g(s, i, Z70)| ds.

Soit $ € R. Par 'intégration par parties, on obtient

T

B(v e + 8E ( Bsds—i—E/”ZH e ds,

t

T
9 / (s, Y, Z0) — (Fs, YL, 200, Yo s

+E/||g s, Y3, Z0) — g(s, Y71, Z7Y)||P e ds.

17



Chapitre 2. Equations différentielles doublement stochastiques rétrogrades

Il existe ¢,y > 0, tels que

T T
2 1112
B(7 )58+(5—7)E/ 7;“‘ eﬁsds+E/HZjl‘ e ds
t
T
—il2 1
SE/(CYS + +&H )ePids.

Et par suite

E/ A 5Sds<(1—ga)iE/T(E|Y;1}2+HZSlH2)eﬁsds.

t t

H—l

Et comme 2 < 1, {(Y}, Z})}i0,1,2,.. est une suite de Cauchy dans M?(0, T; R*)x M?(0, T; R¥*%).
et donc {Y;'}_,,,. est de Cauchy dans S*([0,T];R¥), et que

(V. 2)) = Jim (Y], Z))}

est la solution de ’équation (2.1). m

Théoréme 2.3.2 Supposons, de plus que pour certains p > 2, £ € L¥(Q, Fr, P;R¥) et que

T
E/W@&W“WW&®Wﬁ<m
0

18



Chapitre 2. Equations différentielles doublement stochastiques rétrogrades

alors

[S4S]

0<t<T

T
E | sup |V’ + /||Zt||2dt < 0.
0

Preuve. On applique le Lemme (2.3.1). avec ¢(z) = |z|”, ce qui donne
T T
vip+ 8 [z as + Bo -2 [ v @z v
t t

T T
1€ +p / YLP2 (f(s, Yo, Z2), Ya)ds + p / V.72 (Y, g(s, Ya, Z,)dB,)
t t

T

P _
[ gty ) P s

t

T T
+ g(p - 2)/ YoP " (99" (s, Ya, Zo)Ya, Yo )ds — p/ Y. P72 (Y, ZdW).
t t

Si on prend 'espérance, on obtient

T T
B+ 28 12 120 s + B - 28 [ 1nr 22y vods

t t

T T
< B(eP) +p B [ V2 (Y 20, Yods + BE [ 102 gl Z0) P ds
t t

N3

T
P9k / Yo7 (99" (s, Y, Z0)Y, Ya)ds.
t

D’aprés (H.1) et pour tout a < o’ < 1, il existe c¢(a’) tel que

lg(t,y. 2)I” < @)yl + llg(t,0,0)[1*) + ' |1=].

19



Chapitre 2. Equations différentielles doublement stochastiques rétrogrades

En utilisant les hypotheéses (H.1), (H.2), et I'inégalité de Holder et Young, on déduit qu’il

existe # > 0 et ¢, tels que pour 0 <t <T,

T
Eﬂﬁﬁ+ﬂE/hﬂ“ﬂwmﬂw
t

T
< E([S]) + ¢ E/(IYtI” +1/(s5,0,0)[" + [g(s,0,0)[[")ds.

t

Et par suite, d’aprés le lemme de Gronwall,

0<t<T

T
wpﬂMW+E/MPWaWﬁ<w.
0

Et donc,

T
Y < I+ [ (V) + 1£(5.0,0)1 + lg(s,0,0)|)ds

t

T T
+p / Yo" (Ys, g(s, Y, Z4)dB,) — p / Y. [P (s, ZodW).
t t

D’aprés I'inégalité de BDG, on obtient la majoration suivante

T
E(sup [Yi]) < BE) +cE [ I + 120,007 + g(t.0.0) ).
<t<
0

T

+wEL/mW4@¢wnzmamﬁ

\4

T
+cE /|Y,5|2p4 (Z,2:Y,,Y,)dt.
0
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Chapitre 2. Equations différentielles doublement stochastiques rétrogrades

Par suit :
T
/ VP (Zz Yodt < E | v / Y 2 dt
1
< SB(swp Vi) + B / Y2 2 .
0<t<T
Alors

E( sup |V3]) < cc.

0<t<T

T

T T
0

0
T

+/Hg(t,Yt,Zt)Hth—2/(K,thwt).

0

Donc, pour tout 6 > 0,

[NiS)
[SS]

T T
/ 1ZPdt | < (146) / lg(t, Vi, 2|2 dt
0 0

[MiS]

T
L6 +p) |1EF+ Yol + / (F(E Yiu Z2), Vo)t
0

[NJ4S)
1

p
T 2 T

+ / (Yirg(t, Y, Z0)dBy)| + / (Y, Z0 dW3)
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Chapitre 2. Equations différentielles doublement stochastiques rétrogrades

Il vient, alors

/HZt * dt

+c(0+p)E

< (1+46)*ak

+c(0+p)E <
< [(1+6)%a+(

Nous choisissons § > 0 ass

(Rappelons que a < 1). m

< (1+6)% (/Zt2dt

[SJiS)

|

g
] + (0, p)
T 2
/|Yt|||ZtHdt +e(6+p)E
0
T 5
/ 1zt | | +d6.p)
0
s
sup mﬁ) [ 1z
0<t<T
0
g
(1+6)|E /||Zt| it

ez petit, tel que

(1+0)a+(1+46) <1

22
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Chapitre 2. Equations différentielles doublement stochastiques rétrogrades

2.4 Reégularité de la solution de ’EDDSR

2.4.1 Définitions et notations

Soit T" un réel strictement positif. Notons par :

C*(RP; R?) I’ensemble des fonctions de classe C* de R? dans RY,

Cl’fb(Rp ; RY) I'ensemble des fonctions de classe C* dont les dérivées partielles d’ordre inférieur
ou égal & k sont bornées (et donc la fonction elle-méme croit au plus linéairement a 'infini),
et ensuite C’,’; (RP; RY) I'ensemble des fonctions de classe C* qui, avec toutes leurs dérivées
partielles d’ordre inférieur ou égal & k, croissent au plus comme une fonction polynomiale en
x a l'infini.

Etant donnés b € CP)(R4GR?) et 0 € CF(RYR™Y) et pour tout ¢ € [0,7), = € R? nous
désignons par {X5* ¢t < s < T} 'unique solution de I'EDS suivante :

dX0" = 0(X\")ds + o (X7 )dWst <s < T (2.3)

X0 =g,

d’aprés des résultats connues sur les EDS, la solution {X? 0 <t < s < T, z € R?} admet
une version continue de classe C? p.s, (la fonction et ses dérivées étant p.s. continue par
rapport a (¢, s, z)).
De plus,

sup (|X0*] + |[w X0 + | D*XE7)) € N LP(S),

0<s<T p>1
ou VX5 désigne la matrice des dérivées de premier ordre de X5 par rapport a x, et DX’
la matrice des dérivées du second ordre.

Maintenant, on a utilise les notations suivantes
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Chapitre 2. Equations différentielles doublement stochastiques rétrogrades

JAY x
f(57y7’z) = -](.(87’)(§7 7y7 Z>7

A €T
9(s,y,2) = g(s, X"y, 2).
Ou

[0, 7] x R* x RF x R¥>4 — R,

g:[0,T] x RY x R x RF*4 — RF*!,

On suppose, que pour tout s € [0,T], (z,y,2) — (f(s, 7,9, 2),9(s,z,y,2)) est de classe C3,
et des dérivés bornées

On suppose que (H.1),(H.2) et (H.3).sont satisfaits :

Soit h € C3(R%R¥), pour tout ¢ € [0,T],2 € R?, soit {(Y}*, Z*), t < s < T} la solution

unique de ’'EDDSR :

T
Vi WX + [ 50X Y 2 (2.4
T T
+ / g(r, X3, Y%, Z;%)dB, — / Z8dW,, t<s<T.

On Xb* = X57,, Yh* =Y5" et Z4* =0, pour s < t.

s

Théoréme 2.4.1 {Y}%; (s,t) € [0,T)>,x € R} admet une version de trajectoire appar-

tiennent a C%%2([0,T)? x RY).

Corollaire 2.4.1 Il existe une version continue de champs aleatoire {Y;"*;t € [0,T], z € R%}

tel que pour tout t € [0,T], © — Ytt’x est de classe C?%p.s, est de dérivées continues p.s en

(t,x).
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Chapitre 2. Equations différentielles doublement stochastiques rétrogrades

Preuve. ( du theoreme 2.4.1) D’aprés le théoréme (2.3.2), pour tout p > 2, il existe ¢, et g,

tels que

T p/2
B ( sup [V |7 + (fHZﬁ’szds> ) < o)(1+ |,
t

t<s<T

Pour ¢t vt/ < s < T, il vient alors

rot 1/ ’oot ’o ’oo
Vi = (R A XN - X
0

T
+ f(SOT(tJ xT; tlv x/)[X?w - Xﬁlwl] + wr(t, T, tlv xl)[ij - Y;ﬂt/’xl]
’ ’ ! ! T ’ / ! !
et )28 = 25 dr + [ (@, (6wt 2 )X — X
+ 0, (st 2 YT =Y 4y, (st 225 — 20 ))dB,

T ! ’
— [(Zb" = Z5" )W,

1 ’ o
or(ty it ') = [f(005 T )dA.

0

@Z)T(t,x;t/,x ff t“ ' YdA.

ot 2t ) ff t‘“ @ YdM.

De la méme maniére on obtient 3,,,et X,, avec f remplacé par g, et

ST = (XD K = XD )Y A -y )

SV )
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Chapitre 2. Equations différentielles doublement stochastiques rétrogrades

Par suite, d’aprés le théoreme (2.3.2) et I’estimation :

E ( sup ‘X};”” — Xt

0<s<T

P
)s%u+uV+m%xm—fV+n—ﬂ”%

donc, pour tout p > 2, il existe ¢, et g, tels que

» T
E | sup + (f
0<s<T t

< cp(1+ |27+ 2| (| — 2']7 + |t — ¢']%).

o
t,x t,x
LS

! !
t,x t ,x
)Zs? — Zs b}

5 p/2
ds) )

Ensuite, nous définissons

ALt 2 (b _ ey g,

ot h € R\{0}, {ey, ..., eq} est une base orthonormale de R%. Al Y% et Al Z1% sont définis de

méme maniére. On & :

+
~ m%,ﬂ M%;ﬂ OSH-

Lyhe B (XET 4+ ARAL XED)AL X BTN

L ERMALXT + [ (EALY + SR AL Zr [ dAdr

+

o, ow— .

9o (EEMALXE g (SRS ALY + gL (EX5M A, 2] dAd B,
— [AL Zb5 W,
S

ol

Z5" = (r, XPT 4 ARAL X VI 4+ MY 287 4 AR, ZE).

=r,\

Nous notons que pour chaque p > 2, il existe un ¢, tel que

E ( sup }A%Xﬁ’x‘p) < ¢p.

0<s<T
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Les mémes estimations que ci-dessus donnent que

T p/2
E ( sup |a) Y|P+ (f | a5, Zﬁ’wH2d8> ) < cp(1+|z|? + |h]).
¢

t<s<T

Finalement, on considére

WYIT = ALY = TR+ ARALXG) ALX G dA

B(XES 4 AW AL XET )AL XE g\

’

" r—=t,z,h . , —t' .z’ b . !z
Fo(ENDALXDT — fo(EL 0T )AL X JdAdr

+

L ERNAYET — [ (&) ALY dAdr

Y

+

FUESMALZE = [ )AL 20 dAdr

z

+

. ! ! ! -
9o (EEMALXET — gl (Er 7" )AL X AN B,

! =t x.h 7 T — /,1‘/7}1, 7 ! !
9, (ALY = g (Z3 ALY T dAB,

y\—r A\

+

+

+
n HML ﬂmgﬂmgqmgﬂmgquﬂog.ioc_ —
O O O O— . O O— .

G(ESMALZET — g (ELTM) AL ZE | dNdB,

[ALZET = N 27 1AW

On note que

. - ! / p
B ((sup, 810" = 80X ) < (U ol = o = P+ 0P,

0<s<T
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et

—ta,h =t a2l b ta t t,x+he, t' @' +-he,
‘:7",)\ - ‘:'7",)\ S (‘Xr - Xr + XT f = XT '
" t,x+he, t' . x'+hl.
+ Y;t,:r _ Y;t T + Y; € Y;‘ €q
ro t,x+he, t' x'+h..
+ ||z =z |+ | 2 20,

D’aprés le théoréme (2.3.2), et le théoréme 2.9 dans [4], on obtient que

9 p/2
ds) )

<1+ x|+ 2 |"+ AT+ W) x (Jz =2/ P+ [h =N+ |t — t’|”/2).

T
p+ f

At

A
i r7t,x i t.x
‘Ath - h’ZS

. ; 1o
E | sup |ALYE" — ALY
0<s<T

L’existence d’une dérivée continue de Y!* par rapport a x suit de l'estimation ci-dessus,
ainsi que 'existence d’une dérivée en moyenne quadratique de Z%* par rapport a z, qui est
continue en moyenne quadratique par rapport a (s,t,x). L’existence d’une dérivée seconde

continue de Y** par rapport a x est prouvée de maniére similaire. m

Par [4], {(w;w = 247 gzte = ag_)} est la solution unique de 'EDDSR :

T
VYT = WX VX / ol X0 Y, 2 VX
T, XU Y ZE Y L [, X5 Y, 2609 7 dr
T
i / (g0 (r, XP7, Y00, ZE YV XEE 4 gl (r, X0, Y00, ZE) oY e

s
T

+ g (r, X0 Y, 20 20| d B, — / v ZLE AW,

s

Proposition 2.4.1 Le champ aléatoire {Z0*;0 <t < s < T,x € Rd} a une version continue
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Chapitre 2. Equations différentielles doublement stochastiques rétrogrades

presque stirement, tels que
Z." = VYT (VX e (X)),

et en particulier

ZP" =Y o(x).

Preuve. Pour tout variable aléatoire de la fore F' = f(W(hy),..., W (hy); B(k1), ..., B(kp)),
avec f € C°(R™P), hy,...,h, € L*([0,T],R), ky, ..., k, € L*([0,T],R"), ou :

et soit

DUF 2 S FLW () oy W () Blky), oo BUip)hilt), 0<t<T,

Nous supposons que

2

T
I1Fllo = | B+ [ 1D
0

On définit 'espace de Sobolev :
D2 A §||~H1,2

sous les hypothéses de théoréme 2.4.1, les composantes de X5 Y et ZbL* prennent des
valeurs dans D2 et les couples {(DyY!® DyZb®; t < 0 < s < TH{(VY}* VZi®)},
vérifiont pour chaque 6 fixé la méme équation, mais le VX" a été remplacé par Dy X'*.
Alors, pour t < 0 < s,

DX ;" = VX" (VXy") o (Xy").
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Et
DgX,t’x — (Dgyt’x, D@Z.t’x),

VXH — (VY5 V257,

il s’ensuit que

DoY " = VY (VXg") ™! o(Xy").

Maintenant, DyY* = 0 pour 6 > s, et
DyYy™ £ lim DoY!* = 27,0 p.s
S

Ce qui termine la preuve de proposition m
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Chapitre 3

Interprétation probabiliste de la

solution de PEDPS

On donne maintenant le lien entre '"EDDSR et un systéme d’équations différentielles partielles

stochastiques retrogrades semi lineaire :

—l—/[,u s,x)+ f(s,z,u(s,x), (Vuo)(s,z))|ds (3.1)

T
—I—/g(s,m,u(s,x), (Vuo)(s,z))dBs, 0<t<T.
¢

Oun u:R, xR — RF,

Lu1
Lu= :
Luk
avec
J 0? d 0
L=- * :
3 2,07t a) g+ Db )
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Théoréme 3.0.2 Si les fonctions [ et g satisfaisont les hypothéses (H.1) et (H.2) et h
de classe C°. soit {u(t,r);0 <t < T, z € R} un champ aleatoire tel que u(t,z) est F{%-
mesurable pour tout (t,x),u € C%2([0,T] x R%:R¥) p.s et u vérifier I'équation Alors
u(t,z) =Y, ou {(YI*, Z5%); t < 8 < Thsoaera €st la solution unique de 'EDDSR .

Preuve. 1l suffit de montrer que {(u(t, X2*), (Vuo)(s, X1*);0 < s < t} est la solution de

IEDDSR (2.4).

Soitt =tg<t; <ta<..<t,="T.

n—1

> [ults, Xi7") = ultivn, X;77,)]

=0

= Llults, X;") = ults, X;7,)] + Llults, Xp77,) — ultion, Xi7))]

tit1 tiv1
= — | L u(t“ X;’m)ds — f (VUO’) (tu X;’x)dWS
ti t;

141

¢
+ [ 1L(us, X000 + f(s, X0 u(s, X027, (Vuo) (s, X127 ))]ds
t;
b t,x t,x t,x
+ fg(s,Xti’H,u(s,Xti’H),(Vua)(s,Xti’H))st.

ti

ou nous avons utilisé la formule d’Ito et I’équation satisfait par u. On obtient ensuite une
unique de 'equation (2.4). m

Nous montrons maintenant I'inverse de théoréme (3.0.2).

Théoréme 3.0.3 Si f, g et h satisfaisons les hypothéses de chapitre2 Alors {u(t,x) 2 \ARE

0<t<T,xecRY estlunique solution classique de systéme de I’EDPS retrograde .

Preuve. On sait que

t,x
tx t+h’Xt"Fh
Yiin =Y

par conséquent,

32
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u(t + h,x) —u(t,z) = u(t +h,z) —ult +h, X;5) +ult +h, X;5) — ult,z)
t+h t+h
— _/L u(t +h, XP")ds + /(Vua)(t + h, XL AW,

t t
t+h t+h

- / Fls, X7 Y%, 200 ds — / g(s, X1 Y 700)dB,
t t
t+h

+ / ZLdW.

t

On peut alors terminer la preuve exactement comme dans le Théoreme 3.2 de Pardoux et

Peng[4] m

Remarque 3.0.1 Dans le cas ou g est linéaire par rapport au dernier variables, et ne depend
pas de y, g est de la forme :

g(s,x,2) = c(s, )z,
La condition (H.1) pour g, dans ce cas, se réduit a |c(s,z)| < a < 1.

Remarque 3.0.2 Notre résultat généralise la formule stochastique de Feynman-Kac pour
les EDPS linéaires. En effet, si k = 1, f et g sont linéaires en y et ne dépendent pas de z,
I’EDDSR devient

T T T
Vi =) + [alr XY+ [ XY, — [z,

S
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et il a une solution explicite donnée par :

T T T
1
VT = exp / a(r, X2*)dr + / b(r,X}f’I)dBT—§ / |b(r, X2)|*dr | B(XE")
T r r T
t,x t,x 1 2 t,xy |2 t.x
— [exp | [a(8,X;7)d0+ [ b(0, X, )ng—§ b*(0, X™)|" db | ZL*dw,,

t
et Y, est Flmesurable,

T

T T
1
v =B WX e fatr Xpydr - [on X008, = 5 [ bt X)) [
t t

t
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Annexe : Abréviations et Notations

Les différentes abréVariations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées

ci-dessous.

B(R%)
N

1A
1E
DQXt,x
D

]D)l'2
VX!

la tribu borélienne de R?

I’ensemble de la classe p-nulle de F

Vtrac AA* (la norme euclidienne pour une matrice A de dimension d x d )
est la norme 1.2

la tenseur des dérivées du second ordre

est 'opérateur de dérivation

est Uopérateur de dérivation dans L*(Q, L?[0, T, R?)

la matrice des dérivées de premier ordre de X* par rapport a x
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