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Introduction générale

Dans ce memoire, nous nous intèressont à trouver un couple de processus f(Y t;x
s ; Zt;xs ); t �

s � Tg; a valeurs dans Rk � Rk�l telles que pour chaque s 2 [t; T ]; (Y t;x
s ; Zt;xs ) est un �(Wr;

t � r � s) _ �(Br �Bs:t � r � s) mesurable et

Y t;x
s = h(X t;x

T ) +
TR
s

f(X t;x
r ; Y t;x

s ; Zt;xs )dr

+
TR
s

g(X t;x
r ; Y t;x

s ; Zt;xs )dBr �
TR
s

Zt;xr dWr; t � s � T:

Où l�intégrale dW est un intégrale d�Itô progressive et l�intégrale dB est un intégrale d�Itô

retrograde. Nous montrerons que, dans des conditions appropriées sur f et g, l�équation

di¤érentielle doublement stochastique rétrograde (EDDSR) ci-dessus a une solution unique.

En�n nous montrerons que sous des conditions de régularité assez forte sur b; �; f et g;

fY t;x
t ; (t; x) 2 [0; T ] � Rdg est la solution unique du système d�équations di¤érentielles par-

tielles stochastiques (EDPS) suivantes :

u(t; x) = h(x) +
TR
s

[Lsu(s; x) + f(x; u(s; x); (ru�)(s; x))]ds

+
TR
s

g(x; u(s; x); (ru�)(s; x))]dBs; 0 � t � T:

Où u prend des valeurs dans Rk;

(L u)i(t; x) = (Lui)(t; x); 1 � i � k;
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Introduction générale

et

L =
1

2

dP
i;j=1

(���)ij
@2

@xi@yj
+

dP
i=1

bi
@

@xi
:

Ce mèmoire est constitué de trois chapitres :

Chapitre 1. Dans ce chapitre introductif, nous avons donné une introduction sur le calcul

stochastique.

Chapitre 2 Dans ce chapitre nous donnerons une démonstration dètaille des principaux

résultats de la thèorie des èquations di¤érentielles doublement stochastique retrograde, nous

insisterons sur le résultat d�existence et d�unicité ainsi quelque propriétés de régularité de la

solution par rapport à l�ètat initial.

Chapitre 3 dans ce chapitre on donne le lien entre les EDDSPR et un systéme d�èquations

di¤érentielles partielles stochastiques semi-lineaires.
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Chapitre 1

Rappels et compléments

Dans tout la suite de ce résumé, on supposera donné un espace probabilisé (
;F ; P ):


 est un ensemble, F est une tribu contenue dans l�ensemble des parties de 
 et P est une

probabilité sur la tribu F .

1.1 Notions générale

Dé�nition 1.1.1 (�ltration) Une �ltration fFtgt�0 sur un espace de probabilité (
;F ; P )

est suite croissante de sous-tribus de F c�est à dire :

Fs � Ft � F ; 8s � t:

Dé�nition 1.1.2 (processus stochastique) On appelle processus stochastique X et à va-

leurs dans Rd une famille (Xt)t2T d�applications mesurables de (
;F) dans (Rd, B(Rd)) ;

pour tout t 2 T , Xt est une variable aléatoire.

Dé�nition 1.1.3 (mesurabilité) Un processus X est mesurable si l�application (t; !) 7�!

Xt(!) de R+ � 
 dans Rd est mesurable par rapport aux tribus B(R+)
F et B(Rd).

On peut noter qu�un processus stochastique peut être vu comme une fonction aléatoire : à

chaque !, on associe la fonction t 7�! Xt(!) qui est appelée trajectoire.
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Chapitre 1. Rappels et compléments

Dé�nition 1.1.4 (adaptation) Un processusX est adapté par rapport à la �ltration fFtgt�0

si, pour tout t, Xt est Ft-mesurable.

1.2 Mouvement brownien

Dé�nition 1.2.1 On appelle mouvement brownien standard un processus stochastique W à

valeurs réelles tel que :

1. P�p.s. t 7�! Wt(!) est continue ;

2. pour 0 � s < t;Wt�Ws est indépendant de la tribu �fWu; u � sg et de loi gaussienne

centrée de variance t� s ;

3. W0 = 0 P � p:s:

Pour tout t > 0, la variable aléatoire Wt suit la loi gaussienne centrée de variance t donc de

densité (2�t)�1=2 expf�x2=(2t)g:

Remarque 1.2.1 On dit que W est un fFtgt�0�MB si W est un processus continu, adapté

à la �ltration fFtgt�0; véri�ant :

8u 2 R80 � s � t; E(eiu(Wt�Ws)jFs) = expf�u2(t� s)=2g:

1.3 Martingales

Dé�nition 1.3.1 Un processus X à valeurs réelles est une sur martingale par rapport à la

�ltration fFtgt�0 si :

1. pour tout t � 0; Xt est Ft�mesurable ;

2. pour tout t � 0; X�
t est integrable ;

3. pour 0 � s � t; E(XtjFs) � Xs:
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Chapitre 1. Rappels et compléments

X est une sous-martingale lorsque -X est une sur-martingale ; X est une martingale si X est

à la fois une sur-martingale et une sous-martingale.

Théorème 1.3.1 (Burkholder-Davis-Gundy (BDG)) Soit p > 0 un réel. Il existe deux

constantes cp et Cp telles que, pour toute martingale locale continue X, nulle en zéro,

cpE
h
hX;Xip=21

i
� E

�
sup
t�0
jXtjp

�
� CpE

h
hX;Xip=21

i

Remarque 1.3.1 En particulier, si T > 0,

cpE
h
hX;Xip=2T

i
� E

�
sup
0�t�T

jXtjp
�
� CpE

h
hX;Xip=2T

i

Lemme 1.3.1 (Gronwall) Soit g : [0; T ] �! R une fonction continue telle que, pour tout

t

g(t) � a+ b
tR
0

g(s)ds; a 2 R; b � 0:

Alors, pour tout t,

g(t) � a exp(bt):

Théorème 1.3.2 (Inégalité de Hölder) Soient p; q 2 (1;+1) avec

1

p
+
1

q
= 1;

ou alors soient p = 1 et q =1. Alors, pour f 2 Lp et g 2 Lq;

Z
jfgj d� � kfkp kgkq :

Théorème 1.3.3 (Représentation des martingales browniennes) SoitM une martin-

gale (càdlàg) de carré intégrable pour la �ltration fFW
t gt2[0;T ]:Alors il existe un unique pro-

5



Chapitre 1. Rappels et compléments

cessus (Ht)t2[0;T ] ;appartenant à M
2(Rk), tel que

P � p:s: 8t 2 [0; T ]; Mt =M0 +
tR
0

HsdWs:

Il est important de remarquer que ce résultat implique que, dans la �ltration brownienne, les

martingales sont continues.

Théorème 1.3.4 (Critère de Kolmogorov) Soit (Xt)t2[0;1]d un processus à valeurs dans

un Banach. Supposons qu�il existe trois constantes strictement positives, ; �; C telles que :

8s; t 2 [0; 1]d, E [kXt �Xsk] � C jt� sjd+" :

Alors il existe une modi�cation Y de X telle que

8� 2 [0; �=[; E(sup
s 6=t
kYt � Ysk = jt� sj�)] <1:

En particulier, les trajectoires de Y sont hölderiennes d�ordre �:

1.4 Processus d�Itô

Dé�nition 1.4.1 On appelle processus d�Itô un processus X à valeurs dans R tel que :

P:p:s 80 � t � T; Xt = X0 +
tR
0

Ksds+
tR
0

HsdWs:

où.X0 est F0�mesurable, K et H sont deux processus progressivement mesurables véri�ant

les conditions,

P � p:s :
TR
0

jKsj ds <1 et
TR
0

jHsj2 dWs <1:

Cette décomposition, si elle existe est unique.

Proposition 1.4.1 La variation quadratique sur [0; t] d�un processus d�Itô X est donnée

6



Chapitre 1. Rappels et compléments

par :

hX;Xit =
�

tR
0

�sdBs;
tR
0

�sdBs

�
=

tR
0

�2sds:

La covariation quadatique entre deux processus d�Itô X et Y donnée par :

Xt = X0 +
tR
0

'sds+
tR
0

�sdBs;

et

Yt = Y0 +
tR
0

'0sds+
tR
0

�0sdBs;

vaut :

hX; Y i =
tR
0

�s�
0
sdBs:

1.5 Formule d�Itô

Est un outil particuliérement important dans l�étude des processus stochastique.

Théorème 1.5.1 Toute fonction f 2 C2(R) à dérivée seconder bornée véri�er :

f(Bt) = f(B0) +
tR
0

f 0(Bs)dBs +
1

2

tR
0

f 00(Bs)d hB;Bis ; 8t � T:

Dé�nition 1.5.1 La notion d�intégrale stochastique par rapport à processus d�Itô se dé�nit

de la maniére naturelle suivante :

tR
0

f 0(Xs)dXs =
tR
0

f 0(Xs)'sds+
tR
0

f 0(Xs)�sdBs:

Théorème 1.5.2 Soit f une fonction C2(R); on a alors :

f(Xt) = f(X0) +
tR
0

f 0(Xs)dXs +
1

2

tR
0

f 00(Xs)d hX;Xis

= f(X0) +
tR
0

f 0(Xs)'sds+
tR
0

f 0(Xs)�sdBs +
1

2

tR
0

f 00(Xs)�
2
sds;

7



Chapitre 1. Rappels et compléments

ou forme di¤érentielle

df(Xt) = f 0(Xt)dX
0
t +

1

2

tR
0

f 00(Xt)d hX;Xit :

Proposition 1.5.1 (Intégration par parties) SI X et Y sont deux processus d�Itô, alors

XtYt = X0Y0 +
tR
0

XsdYs +
tR
0

YsdXs + hX;Y it :

1.6 Intégrale stochastique progressive-rétrograde

1.6.1 Notation et préliminaires

Soit fW (t); t 2 [0; 1]g un processus de Wiener standard de dimension d satisfaisantW (0) = 0;

dé�ni sur un espace de probabilité (
;F ; P ) ; (W (t) = (W1(t);W2(t); :::;Wd(t))):

A chaque t 2 [0; 1], on associe deux ��algèbres

Ft = �(W (s); 0 � s � t);

et

F t = �(W (s)�W (1); t � s � 1):

Alors fFtg est une �ltration progressive (c-à-d. Ft " comme t "), et fF tg est une �ltration

retrograde ( F t " comme t #).

Nous utiliserons la notation avec l�indice fXtg pour indiquer un processus Ft�adapté, et la

notation avec fY tg pour indiquer un processus F t� adapté. La raison de la notation fW (t)g

est que fW (t); t "g est un processus Ft Wiener, et fW (t) � W (1); t #g est un processus

F t-Wiener, les deux ayant le même di¤érentiel dW (t):

On donne maintenant les dé�nitions des intégrales stochastiques progressive et retrograde.

Soit fXt; t 2 [0; 1]g un processus continu Ft-adapté avec des valeurs dans Rn, et � 2 C(Rn).

8



Chapitre 1. Rappels et compléments

Soit f�n; n 2 Ng n�importe quelle suite de partitions :

�n = f0 = tn0 < tn1 < ::: < tnn = 1g;

tel que j�nj 4= sup
0�k�n�1

(tnk+1 � tnk) �! 0 quand n �! 1:. Alors l�intégrale progressive d�Itô

de �(Xt) par rapport à dW (t) est dé�nie comme suit

tR
0

�(Xs)dW (s)
4
= P � lim

n�!1

n�1P
k=0

�(Xtk)(W (tk+1 ^ t)�W (tk ^ t));

On suppose maintenant que fY t; t 2 [0; 1]g soit un processus continu F t-adapté avec des

valeurs dans RM , et 	 2 C(RM). Alors l�intégrale d�Itô retrograde de 	(Y t) par rapport à

dW (t) est dé�nie comme :

1R
t

	(Y s)dW (s)
4
= P � lim

n�!1

n�1P
k=0

	(Y tk+1)(W (tk+1 _ t)�W (tk _ t)):

Et le processus qui en résulte est une F t martingale locale continue retrograde.

9



Chapitre 2

Equations di¤érentielles doublement

stochastiques rétrogrades

Le but de ce chapitre est de presenter briévement le resultat d�existence et d�unicité de

la solution d�une equation di¤érentielle doublement stochastique retrograde et étudions la

régularité.

2.1 Dé�nitions et notations

Soient (
;F ; P ) un espace de probabilités, T > 0 un temps �ni.

fWt; o � t � Tg et fBt; o � t � Tg deux processus de mouvement brownien standard et

independants avec des valeurs dans Rd et Rl dé�nie sur (
, F , P ), respectivement.

On considère les �ltrations

FW
t = �fWs; 0 � s � tg et FB

t;T = �fBs �Bt; t � s � Tg

complétes par les ensemble p-null.

Le �-algebre

10



Chapitre 2. Equations di¤érentielles doublement stochastiques rétrogrades

Ft
4
= FW

t;T _ FB
t;T ;

où pour chaque processus f�tg;

F�
s;t = �f�r � �s; s � r � tg _N; F�

t = F�
0;t:

Notons que la collection { Ft, t 2 [0,T ]} n�est ni croissante, ni décroissante, et il ne s�agit

pas donc d�une �ltration.

On dé�ni les éspaces des processus suivants :

M2([0; T ];Rn) l�ensemble des processus {'t; t 2 [0,T ]} mesurables, à valeurs dans Rn; tels

que :

1. E

TZ
0

j'tj2 dt <1:

2. 't est Ft mesurable 8t 2 [0,T ]:

S2([0; T ];Rn) l�ensemble des processus aléatoires continues {'t; t 2 [0,T ]} à valeurs dans Rn;

qui satisfait :

1. E( sup
0�t�T

j'tj2) <1:

2. 't est Ft mesurable pour 8t 2 [0,T ]:

On considère les deux fonctions

f : 
� [0; T ]� Rk � Rk�d �! Rk;

g : 
� [0; T ]� Rk � Rk�d �! Rk�l:

Qui sont mesurables pour tout (x; y) 2 Rk � Rk�d; et

f(:; y; z) 2M2([0; T ];Rk)

11



Chapitre 2. Equations di¤érentielles doublement stochastiques rétrogrades

g(:; y; z) 2M2([0; T ];Rk�l):

2.2 Hypothèses

On considère les hypothèses suivantes

(H.1)

8>>>>>>><>>>>>>>:

Il existe des constantes c > 0 et 0 < � < 1; tel que,

pour tout (!; t) 2 
� [0; T ]; (y1; z1); (y2; z2) 2 Rk � Rk�l;

jf(t; y1; z1)� f(t; y2; z2)j2 � c(jy1 � y2j2 + kz1 � z2k2);

kg(t; y1; z1)� g(t; y2; z2)k2 � c jy1 � y2j2 + � kz1 � z2k2 :

(H.2)

8><>: Il existe c; tel que pour tous (t; y; z) 2 [0; T ]� Rk � Rk�d;

gg�(t; y; z) � zz� + c(kg(t; 0; 0)k2 + jyj2)I:

(H.3)
�
g0z(t; x; y; z)��

�g0z(t; x; y; z)
� � ���;8t 2 [0; T ]; x 2 Rd; y 2 Rk; z; � 2 Rk�d:

Etant donné � 2 L2(
, FT , P , Rk); on cherche à resoudre l�équation di¤érentielle doublement

stochastique retrograde suivante :

Yt = � +

TZ
t

f(s; Ys; Zs)ds+

TZ
t

g(s; Ys; Zs)dBs �
TZ
t

ZsdWs; 0 � t � T; (2.1)

la variable aléatoire � est dite condition terminale et f est le générateur.

Nous notons que l�intégrale par rapport à fBtg est " l�integrale d�Itô retrograde" et l�integrale

par rapport à fWtg est " l�integrale d�Itô progressive ".

2.3 Existence et unicité :

L�objectif principal de cette section est de prouver le :

12



Chapitre 2. Equations di¤érentielles doublement stochastiques rétrogrades

Théorème 2.3.1 Sous l�hypothèse (H.1), l�eq( 2.1) possède une unique solution, telles que :

(Y; Z) 2 S2([0; T ];Rk)�M2([0; T ];Rk�d):

Avant de prouver le théorème, nous établissons le même résultat dans le cas où f et g ne

dépendent pas ni de Y et ni de Z. Etant donné f 2M2([0; T ];Rk) et g 2M2([0; T ];Rk�l) et

� 2 L2(
, FT ), considérons l�EDDSR :

Yt = � +

TZ
t

f(s)ds+

TZ
t

g(s)dBs �
TZ
t

ZsdWs; 0 � t � T: (2.2)

Proposition 2.3.1 Il existe un unique couple

(Y; Z) 2 S2([0; T ];Rk)�M2([0; T ];Rk�d):

qui résoudre l�eq.(2.2).

Preuve.

unicité. Soit (Y ; Z) la di¤érence de deux solutions, alors

Yt +

TZ
t

ZsdWs = 0; 0 � t � T:

par l�orthogonalité on obtient que

E(
��Y t

��2) + E

TZ
t

Tr[ZsZs
�
]ds = 0;

et donc Yt = 0 P p.s.,Zt = 0 dt dP p.s d�où l�unicité.

Existence. On dé�ni la �ltration (Gt)0�t�T par

Gt = FW
t _ FB

T ; et soit

13



Chapitre 2. Equations di¤érentielles doublement stochastiques rétrogrades

Mt = EGt [� +

TZ
0

f(s)ds+

TZ
0

g(s)dBs]; 0 � t � T; une martingales de carré intégrable

Par le théorème de représentation des martingale, il existe un processus fZtg; (Gt)�progressivement

mesurable à valeurs dans Rk�d, tel que :

E

TZ
0

jZtj2 dt <1;

et

Mt =M0 +

tZ
0

ZsdWs; 0 � t � T:

Par conséquent

MT =Mt +

TZ
t

ZsdWs;

En remplacement MT et Mt, par leurs dé�nition, alors on a, pour t 2 [0; T ];

Yt = � +

TZ
t

f(s)ds+

TZ
t

g(s)dBs �
TZ
t

ZsdWs;

où

Yt
4
= EGt(� +

TZ
t

f(s)ds+

TZ
t

g(s)dBs):

Il me reste à montrer que fYtg et fZtg sont Ft-adaptés. Pour Yt est évident puisque pour

chaque t,

Yt = E(�=Ft _ FB
t ):

Où � est FT _ FB
t mesurable. Puisque FB

t est indépendante de Ft _ �(�); et

Yt = E(�=Ft):

14



Chapitre 2. Equations di¤érentielles doublement stochastiques rétrogrades

Maintenant
TZ
t

ZsdWs = � +

TZ
t

f(s)ds+

TZ
t

g(s)dBs� Yt;

Et le côté droit est FW
T _ FB

t;T mesurable. Ainsi, d�après le théorème de représentation des

martingales d�Itô, fZs; t < s < Tg est FW
s _FB

t;T adapté. Par conséquent Zs est FW
s _FB

t;T

mesurable pour tout t < s, donc il est FW
s _ FB

t;T mesurable.

Lemme 2.3.1 Soit � 2 S2([0; T ];Rk); � 2 M2([0; T ];Rk);  2 M2([0; T ];Rk�l); et � 2

M2([0; T ];Rk�d), tels que :

�t = �0 +

tZ
0

�sds+

tZ
0

sdBs +

tZ
0

�sdWs; 0 � t � T;

alors

j�tj2 = j�0j2 + 2
tZ
0

(�s; �s)ds+ 2

tZ
0

(�s; sdBs) + 2

tZ
0

(�s; �sdWs)�
tZ
0

ksk2 ds+
tZ
0

k�sk2 ds:

Et

E j�tj2 = E j�0j2 + 2E
tZ
0

(�s; �s)ds� E

tZ
0

ksk2 ds+ E

tZ
0

k�sk2 ds:

Plus généralement, si � 2 C2(Rk)

�(�t) = �(�0) +

tZ
0

(�0(�s); �s)ds+

tZ
0

(�0(�s); sdBs) +

tZ
0

(�0(�s); �sdWs)

� 1
2

tZ
0

Tr[�00(�s)s
�
s ]ds+

1

2

tZ
0

Tr[�00(�s)�s�
�
s ]ds:
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Preuve. (de la théoreme 2.3.1)

L�unicité. Soit fY 1
t ; Z

1
t g est fY 2

t ; Z
2
t g deux solutions.de l�EDDSR (2.1) On suppose que :

Yt = Y 1
t � Y 2

t ; Zt = Z1t � Z2t ; 0 � t � T:

Alors

Yt =

TZ
t

[f(s; Y 1
s ; Z

1
s )� f(s; Y 2

s ; Z
2
s )]ds+

TZ
t

[g(s; Y 1
s ; Z

1
s )� g(s; Y 2

s ; Z
2
s )]dBs

�
TZ
t

ZsdWs:

Et par suite, on applique le lemme (2.3.1) a Y , on trouve

E(
��Yt��2) + E

TZ
t

Zs2 ds = 2E TZ
t

(f(s; Y 1
s ; Z

1
s )� f(s; Y 2

s ; Z
2
s ); Ys)ds

+ E

TZ
t

g(s; Y 1
s ; Z

1
s )� g(s; Y 2

s ; Z
2
s )
2 ds:

D�aprés (H.1) et l�inégalité

ab � 1

2(1� �)
a2 +

1� �

2
b2

E(
��Yt��2) + E

TZ
t

Zs2 ds � c(�)E

TZ
t

��Yt��2 ds+ 1� �

2
E

TZ
t

Zs2 ds+ �E

TZ
t

Zs2 ds;
avec 0 < � < 1 est la constante dans (H.1). Par conséquent

E(
��Yt��2) + 1� �

2
E

TZ
t

Zs2 ds � c(�)E

TZ
0

Ys2 ds;

16
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par le lemme de Gronwall, il vient que E(
��Yt��2) = 0; 0 � t � T;

et donc E

TZ
0

kZsk2 ds = 0:

Existence. On dé�ni une suite récurssive f(Y i
t ; Z

i
t)gi=0;1;::: comme suit Y 0

t � 0; Z0t � 0:

étant donné f(Y i
t ; Z

i
t)g; f(Y i+1

t ; Zi+1t )g l�unique solution de l�EDDSR suivante :

Y i+1
t = � +

TZ
t

(f(s; Y i
s ; Z

i
s)ds+

TZ
t

(g(s; Y i
s ; Z

i
s)dBs �

TZ
t

Zi+1s dWs:

Soient Yt
i+1 4
= Y i+1

t � Y i
t ; et Z

i+1

t

4
= Zi+1t � Zit ; 0 � t � T par un calcul on obtient :

E

����Yti+1���2�+ E

TZ
t

Zi+1t

2 ds = 2E TZ
t

(f(s; Y i
s ; Z

i
s)� (f(s; Y i�1

s ; Zi�1s ); Ys
i+1
)ds

+ E

TZ
t

g(s; Y i
s ; Z

i
s)� g(s; Y i�1

s ; Zi�1s )
2 ds:

Soit � 2 R: Par l�intégration par parties, on obtient

E(
���Yti+1���2)e�t + �E

TZ
t

���Yti+1���2 e�sds+ E

TZ
t

Zi+1s

2 e�sds;
= 2E

TZ
t

(f(s; Y i
s ; Z

i
s)� (f(s; Y i�1

s ; Zi�1s ); Ys
i+1
)e�sds

+ E

TZ
t

g(s; Y i
s ; Z

i
s)� g(s; Y i�1

s ; Zi�1s )
2 e�sds:

17
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Il existe c;  > 0; tels que

E(
���Yti+1���2)e�s + (� � )E

TZ
t

���Ysi+1���2 e�sds+ E

TZ
t

Zi+1s

2 e�sds
� E

TZ
t

(c
���Ysi���2 + 1 + �

2

Zis2)e�sds:
Où � =  + c, et c = 2c

1+�
;

E

����Yti+1���2� e�t + E

TZ
t

�
c
���Ysi+1���2 + Zi+1s

2� e�sds;
� 1 + �

2
E

TZ
t

(c
���Ysi���2 + Zis2)e�sds:

Et par suite

E

TZ
t

(c
���Ysi+1���2 + Zi+1s

2)e�sds � �1 + �
2

�i
E

TZ
t

(c
��Y 1
s

��2 + Z1s2)e�sds:
Et comme 1+�

2
< 1; f(Y i

t ; Z
i
t)gi=0;1;2;::: est une suite de Cauchy dansM2(0; T ;Rk)�M2(0; T ;Rk�d):

et donc fY i
t g=0;1;2:::est de Cauchy dans S2([0; T ];Rk); et que

f(Yt; Zt)g = lim
i�!1

f(Y i
t ; Z

i
t)g

est la solution de l�équation (2.1).

Théorème 2.3.2 Supposons, de plus que pour certains p > 2; � 2 LP (
;FT ; P ;Rk) et que

E

TZ
0

(jf(t; 0; 0)jp + kg(t; 0; 0)kp)dt <1;

18
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alors

E

0B@ sup
0�t�T

jYtjp +

0@ TZ
0

kZtk2 dt

1A
p
2

1CA <1:

Preuve. On applique le Lemme (2.3.1). avec '(x) = jxjp, ce qui donne

jYtjp +
p

2

TZ
t

jYsjp�2 kZsk2 ds+
p

2
(p� 2)

TZ
t

jYsjp�4 (ZsZ�sYs; Ys)ds

= j�jp + p

TZ
t

jYsjp�2 (f(s; Ys; Zs); Ys)ds+ p

TZ
t

jYsjp�2 (Ys; g(s; Ys; Zs)dBs)

+
p

2

TZ
t

jYsjp�2 kg(s; Ys; Zs)k2 ds

+
p

2
(p� 2)

TZ
t

jYsjp�4 (gg�(s; Ys; Zs)Ys; Ys)ds� p

TZ
t

jYsjp�2 (Ys; ZsdWs):

Si on prend l�espérance, on obtient

E(jYtjp) +
p

2
E

TZ
t

jYsjp�2 kZsk2 ds+
p

2
(p� 2)E

TZ
t

jYsjp�4 (ZsZ�sYs; Ys)ds

� E(j"jp) + p E

TZ
t

jYsjp�2 (f(s; Ys; Zs); Ys)ds+
p

2
E

TZ
t

jYsjp�2 kg(s; Ys; Zs)k2 ds

+
p

2
(p� 2)E

TZ
t

jYsjp�4 (gg�(s; Ys; Zs)Ys; Ys)ds:

D�aprés (H.1) et pour tout � < �
0
< 1, il existe c(�

0
) tel que

kg(t; y; z)k2 � c(�
0
)(jyj2 + kg(t; 0; 0)k2) + �

0 kzk2 :
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En utilisant les hypothèses (H.1), (H.2), et l�inégalité de Hölder et Young, on déduit qu�il

existe � > 0 et c; tels que pour 0 � t � T;

E(jYtjp) + �E

TZ
t

jYsjp�2 kZsk2 ds

� E(j�jp) + c E

TZ
t

(jYtjp + jf(s; 0; 0)jp + kg(s; 0; 0)kp)ds:

Et par suite, d�aprés le lemme de Gronwall,

sup
0�t�T

E(jYtjp) + E

TZ
0

jYtjp�2 kZtk2 dt <1:

Et donc,

jYtjp � j�jp + c

TZ
t

(jYsjp) + jf(s; 0; 0)jp + kg(s; 0; 0)kp)ds:

+ p

TZ
t

jYsjp�2 (Ys; g(s; Ys; Zs)dBs)� p

TZ
t

jYsjp�2 (Ys; ZsdWs):

D�aprés l�inégalité de BDG, on obtient la majoration suivante

E( sup
0�t�T

jYtjp) � E(j�jp) + cE

TZ
0

jYtjp + jf(t; 0; 0)jp + kg(t; 0; 0)kp)dt:

+ cE

vuuut TZ
0

jYtj2p�4 (gg�(t; Yt; Zt)Yt; Yt)dt

+ cE

vuuut TZ
0

jYtj2p�4 (ZtZ�t Yt; Yt)dt:
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Par suit :

E

vuuut TZ
0

jYtj2p�4 (ZtZ�t Yt; Yt)dt � E

0B@Y p
2
t

vuuut TZ
0

jYtjp�2 kZtk2 dt

1CA
� 1

3
E( sup

0�t�T
jYtjp) +

1

4
E

TZ
0

jYtjp�2 kZtk2 dt:

Alors

E( sup
0�t�T

jYtjp) <1:

TZ
0

kZtk2 dt = j�j2 � jY0j2 + 2
TZ
0

(f(t; Yt; Zt); Yt)dt+ 2

TZ
0

(Yt; g(t; Yt; Zt)dBt)

+

TZ
0

kg(t; Yt; Zt)k2 dt� 2
TZ
0

(Yt; ZtdWt):

Donc, pour tout � > 0;

0@ TZ
0

kZtk2 dt

1A
p
2

� (1 + �)

0@ TZ
0

kg(t; Yt; Zt)k2 dt

1A
p
2

+ c(� + p)

264j�jp + jY0jp +
������
TZ
0

(f(t; Yt; Zt); Yt)dt:

������
p
2

+

������
TZ
0

(Yt; g(t; Yt; Zt)dBt)

������
p
2

+

������
TZ
0

(Yt; Zt dWt)

������
p
2

375 :
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Il vient, alors

E

264
0@ TZ
0

kZtk2 dt

1A
p
2

375
� (1 + �)2�E

264
0@ TZ
0

kZtk2 dt

1A
p
2

375+ c0(�; p)

+ c(� + p)E

264
0@ TZ
0

jYtj kZtk dt

1A
p
2

375+ c(� + p)E

264
0@ TZ
0

jYtj2 kZtk2 dt

1A
p
4

375 ;
� (1 + �)2�E

264
0@ TZ
0

kZtk2 dt

1A
p
2

375+ c0(�; p)

+ c(� + p)E

8><>:
�
sup
0�t�T

jYtj
p
2

�264
0@ TZ
0

kZtk dt

1A
p
2

+

0@ TZ
0

kZtk2 dt

1A
p
4

375
9>=>; ;

� [(1 + �)2�+ (1 + �)]E

264
0@ TZ
0

kZtk2 dt

1A
p
2

375+ c00(� + p):

Nous choisissons � > 0 assez petit, tel que

(1 + �)2�+ (1 + �) < 1:

(Rappelons que � < 1).
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2.4 Régularité de la solution de l�EDDSR

2.4.1 Dé�nitions et notations

Soit T un réel strictement positif. Notons par :

Ck(Rp;Rq) l�ensemble des fonctions de classe Ck de Rp dans Rq,

Ckl;b(Rp;Rq) l�ensemble des fonctions de classe Ck dont les dérivées partielles d�ordre inférieur

ou égal à k sont bornées (et donc la fonction elle-même croît au plus linéairement à l�in�ni),

et ensuite Ckp (Rp;Rq) l�ensemble des fonctions de classe Ck qui, avec toutes leurs dérivées

partielles d�ordre inférieur ou égal à k, croissent au plus comme une fonction polynomiale en

x à l�in�ni.

Etant donnés b 2 C3l;b(Rd;Rd) et � 2 C3l;b(Rd;Rd�d) et pour tout t 2 [0; T ); x 2 Rd; nous

désignons par fX t;x
s ; t � s � Tg l�unique solution de l�EDS suivante :

8><>: dX t;x
s = b(X t;x

s )ds+ �(X t;x
s )dWs; t � s � T

X t;x
s = x:

(2.3)

d�aprés des résultats connues sur les EDS, la solution fX t;x
s ; 0 � t � s � T; x 2 Rdg admet

une version continue de classe C2 p.s, (la fonction et ses dérivées étant p.s. continue par

rapport à (t; s; x)):

De plus,

sup
0�s�T

���X t;x
s

��+ ��5X t;x
s

��+ ��D2X t;x
s

��� 2 T
p�1
Lp(
);

où 5X t;x
s désigne la matrice des dérivées de premier ordre de X t;x

s par rapport à x; et D2X t;x
s

la matrice des dérivées du second ordre.

Maintenant, on a utilise les notations suivantes
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f(s; y; z)
4
= f(s;X t;x

s ; y; z);

g(s; y; z)
4
= g(s;X t;x

s ; y; z):

Où

f : [0; T ]� Rd � Rk � Rk�d �! Rk;

g : [0; T ]� Rd � Rk � Rk�d �! Rk�l:

On suppose, que pour tout s 2 [0; T ], (x; y; z) �! (f(s; x; y; z); g(s; x; y; z)) est de classe C3;

et des dérivés bornées

On suppose que (H.1),(H.2) et (H.3).sont satisfaits :

Soit h 2 C3p(Rd;Rk), pour tout t 2 [0; T ]; x 2 Rd, soit f(Y t;x
s ; Zt;xs ); t � s � Tg la solution

unique de l�EDDSR :

Y t;x
s = h(X t;x

T ) +

TZ
s

f(r;X t;x
r ; Y t;x

r ; Zt;xr )dr (2.4)

+

TZ
s

g(r;X t;x
r ; Y t;x

r ; Zt;xr )dBr �
TZ
s

Zt;xr dWr; t � s � T:

Où X t;x
s = X t;x

s_t; Y
t;x
s = Y t;x

s_t et Zt;xs = 0; pour s < t:

Théorème 2.4.1 fY t;x
s ; (s; t) 2 [0; T ]2; x 2 Rdg admet une version de trajectoire appar-

tiennent à C0;0;2([0; T ]2 � Rd):

Corollaire 2.4.1 Il existe une version continue de champs aleatoire fY t;x
t ; t 2 [0; T ]; x 2 Rdg

tel que pour tout t 2 [0; T ], x �! Y t;x
t est de classe C2p.s, est de dérivées continues p.s en

(t; x):
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Preuve. ( du theoreme 2.4.1) D�aprés le théorème (2.3.2), pour tout p � 2, il existe cp et q;

tels que

E

 
sup
t�s�T

��Y t;x
s

��p + � TR
t

Zt;xs 2 ds�p=2
!
� cp(1 + jxjq):

Pour t _ t0 � s � T; il vient alors

Y t;x
s � Y t

0
;x
0

s = [
1R
0

h
0
(X t0;x0

T + �(X t;x
T �X t0;x0

T ))d�](X t;x
T �X t0;x0

T )

+
TR
s

('r(t; x; t
0; x0)[X t;x

r �X t0;x0

r ] +  r(t; x; t
0; x0)[Y t;x

r � Y t0;x0

r ]

+ �r(t; x; t
0
; x

0
)[Zt;xr � Zt

0
;x
0

r ])dr +
TR
s

('r(t; x; t
0
; x

0
)[X t;x

r �X t
0
;x
0

r ]

+  r(t; x; t
0
; x

0
)[Y t;x

r � Y t
0
;x
0

r ] + �r(t; x; t
0
; x

0
)[Zt;xr � Zt

0
;x
0

r ])dBr

�
TR
s

(Zt;xr � Zt
0
;x
0

r )dWr:

Où

'r(t; x; t
0
; x

0
) =

1R
0

f
0

x(
Pt;x;t

0
;x
0

r;� )d�:

 r(t; x; t
0
; x

0
) =

1R
0

f
0

y(
Pt;x;t

0
;x
0

r;� )d�:

�r(t; x; t
0
; x

0
) =

1R
0

f
0

z(
Pt;x;t

0
;x
0

r;� )d�:

De la même maniére on obtient 'r;  ret �r; avec f remplacé par g, et

Pt;x;t
0
;x
0

r;� = (r;X t
0
;x
0

r + �(X t;x
r �X t

0
;x
0

r ); Y t
0
;x
0

r + �(Y t;x
r � Y t

0
;x
0

r )

; Zt
0
;x
0

r + �(Zt;xr � Zt
0
;x
0

r )):
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Par suite, d�aprés le théorème (2.3.2) et l�estimation :

E

�
sup
0�s�T

���X t;x
s �X t

0
;x
0

s

���p� � cp(1 + jxjp + jx0jp)(jx� x0jp + jt� t0jp=2);

donc, pour tout p � 2, il existe cp et q, tels que

E

 
sup
0�s�T

���Y t;x
s � Y t

0
;x
0

s

���p + � TR
t

Zt;xs � Zt
0
;x
0

s

2 ds�p=2!

� cp(1 + jxjq + jx0jq)(jx� x0jp + jt� t0jp=2):

Ensuite, nous dé�nissons

�i
hX

t;x
s

4
= (X

t;x+hei
s �X t;x

s )=h;

où h 2 Rnf0g; fe1; :::; edg est une base orthonormale de Rd. �i
hY

t;x
s et �i

hZ
t;x
s sont dé�nis de

même manière. On à :

�i
hY

t;x
s =

tR
0

h0(X t;x
T + �h�i

hX
t;x
T )�

i
hX

t;x
T d�

+
TR
s

1R
0

[f
0

x(�
t;x;h
r;� )�

i
hX

t;x
r + f

0

y(�
t;x;h
r;� )�

i
hY

t;x
r + f

0

z(�
t;x;h
r;� )�

i
hZ

t;x
r ]d�dr

+
TR
s

1R
0

g
0

x(�
t;x;h
r;� )�

i
hX

t;x
r g

0

y(�
t;x;h
r;� )�

i
hY

t;x
r + g

0

z(�
t;x;h
r;� )�

i
hZ

t;x
r ]d�dBr

�
TR
s

�i
hZ

t;x
r dWr;

où

�t;x;hr;� = (r;X t;x
r + �h�i

hX
t;x
r ; Y t;x

r + �h�i
hY

t;x
r ; Zt;xr + �h�i

hZ
t;x
r ):

Nous notons que pour chaque p � 2, il existe un cp; tel que

E

�
sup
0�s�T

���i
hX

t;x
s

��p� � cp:
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Les mêmes estimations que ci-dessus donnent que

E

 
sup
t�s�T

��Mih Y t;x
s

��p + � TR
t

Mih Zt;xs 2 ds�p=2
!
� cp(1 + jxjq + jhjq):

Finalement, on considére

�i
hY

t;x
s ��i

h0Y
t
0
;x
0

s =
1R
0

h0(X t;x
T + �h�i

hX
t;x
T )�

i
hX

t;x
T d�

�
1R
0

h0(X t0;x0

T + �h0�i
hX

t0;x0

T )�i
h0X

t0;x0

T d�

+
TR
s

1R
0

f
0

x(�
t;x;h
r;� )�

i
hX

t;x
r � f

0

x(�
t0;x0;h0

r;� )�i
h0X

t0;x0

r ]d�dr

+
TR
s

1R
0

f 0y(�
t;x;h
r;� )�

i
hY

t;x
r � f

0

y(�
t0;x0;h0

r;� )�i
h0Y

t0;x0

r ]d�dr

+
TR
s

1R
0

f 0z(�
t;x;h
r;� )�

i
hZ

t;x
r � f

0

z(�
t0;x0;h0

r;� )�i
h0Z

t0;x0

r ]d�dr

+
TR
s

1R
0

g
0

x(�
t;x;h
r;� )�

i
hX

t;x
r � g0x(�

t0;x0;h0

r;� )�i
h0X

t0;x0

r ]d�dBr

+
TR
s

1R
0

g
0

y(�
t;x;h
r;� )�

i
hY

t;x
r � g0y(�

t0;x0;h0

r;� )�i
h0Y

t0;x0

r ]d�dBr

+
TR
s

1R
0

g
0

z(�
t;x;h
r;� )�

i
hZ

t;x
r � g0z(�

t0;x0;h0

r;� )�i
h0Z

t0;x0

r ]d�dBr

�
TR
s

[�i
hZ

t;x
r ��i

h0Z
t0;x0

r ]dWr:

On note que

E

�
sup
0�s�T

����i
hX

t;x
s ��i

h0X
t0;x0

s

���p� � cp(1 + jxjp)(jx� x0jq + jh� h0jp + jt� t0jp=2);
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et

����t;x;hr;� � �t
0;x0;h0

r;�

��� � (���X t;x
r �X t

0
;x
0

r

���+ ���X t;x+hei
r �X

t0;x0+h0ei
r

���
+
���Y t;x
r � Y t

0
;x
0

r

���+ ���Y t;x+hei
r � Y

t0;x0+h0ei
r

���
+
Zt;xr � Zt

0
;x
0

r

+ Zt;x+heis � Z
t0;x0+h0ei
s

):
D�aprés le théorème (2.3.2), et le théorème 2.9 dans [4], on obtient que

E

 
sup
0�s�T

����i
hY

t;x
s ��i

h0Y
t0;x0

s

���p + � TR
t^t0

�i
hZ

t;x
s ��i

h0Z
t
0
;x
0

s

2 ds�p=2!

� cp(1 + jxjq + jx0jq + jhjq + jh0jq)� (jx� x0jp + jh� h0jp + jt� t0jp=2):

L�existence d�une dérivée continue de Y t;x
s par rapport à x suit de l�estimation ci-dessus,

ainsi que l�existence d�une dérivée en moyenne quadratique de Zt;xr par rapport à x, qui est

continue en moyenne quadratique par rapport à (s; t; x). L�existence d�une dérivée seconde

continue de Y t;x
s par rapport à x est prouvée de manière similaire.

Par [4],
n�
OY t;x

s = @Y t;xs

@x
;OZt;xs = @Zt;xs

@x

�o
est la solution unique de l�EDDSR :

OY t;x
s = h0(X t;x

T )OX
t;x
T +

TZ
s

[f
0

x(r;X
t;x
r ; Y t;x

r ; Zt;xr )OX t;x
r

+ f
0

y(r;X
t;x
r ; Y t;x

r ; Zt;xr )OY t;x
r + f

0

z(r;X
t;x
r ; Y t;x

r ; Zt;xr )OZt;xr ]dr

+

TZ
s

[g0x(r;X
t;x
r ; Y t;x

r ; Zt;xr )OX t;x
r + g0y(r;X

t;x
r ; Y t;x

r ; Zt;xr )OY t;x
r

+ g0z(r;X
t;x
r ; Y t;x

r ; Zt;xr )OZt;xr ]dBr �
TZ
s

OZt;xr dWr:

Proposition 2.4.1 Le champ aléatoire fZt;xs ; 0 � t � s � T; x 2 Rdg a une version continue
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Chapitre 2. Equations di¤érentielles doublement stochastiques rétrogrades

presque sûrement, tels que

Zt;xs = OY t;x
s (OX t;x

s )
�1�(X t;x

s );

et en particulier

Zt;xt = OY t;x
t �(x):

Preuve. Pour tout variable aléatoire de la fore F = f(W (h1); :::;W (hn);B(k1); :::; B(kp)),

avec f 2 C1b (Rn+p); h1; :::; hn 2 L2([0; T ];Rd); k1; :::; kp 2 L2([0; T ];Rl); où :

W (hi)
4
=

TZ
0

(hi(t); dWt); B(kj)
4
=

TZ
0

(kj(t); dBt);

et soit

DtF
4
=

nP
i=1

f 0i(W (h1); :::;W (hn);B(k1); :::; B(kp))hi(t); 0 � t � T:

Nous supposons que

kFk1;2 =

0@E[F 2 + TZ
0

jDtF j2 dt]

1A
1
2

:

On dé�nit l�espace de Sobolev :

D1;2 4
= S

k:k1;2 :

sous les hypothèses de théorème 2.4.1, les composantes de X t;x
s ; Y t;x

s et Zt;xs prennent des

valeurs dans D1;2; et les couples f(D�Y
t;x
s ; D�Z

t;x
s ; t � � � s � Tg; f(rY t;x

s ;rZt;xs )g;

véri�ont pour chaque � �xé la même équation, mais le rX t;x
s a été remplacé par D�X

t;x
s .

Alors, pour t � � < s;

D�X
t;x
s = rX t;x

s (rX
t;x
� )

�1�(X t;x
� ):
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Chapitre 2. Equations di¤érentielles doublement stochastiques rétrogrades

Et

D�X
t;x
� �! (D�Y

t;x
� ; D�Z

t;x
� );

rX t;x
� �! (rY t;x

� ;rZt;x� );

il s�ensuit que

D�Y
t;x
s = rY t;x

s (rX t;x
� )

�1 �(X t;x
� ):

Maintenant, D�Y
t;x
s = 0 pour � > s; et

D�Y
t;x
�

4
= lim

s# #�
D�Y

t;x
s = Zt;x� ; � p:s

Ce qui termine la preuve de proposition
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Chapitre 3

Interprétation probabiliste de la

solution de l�EDPS

On donne maintenant le lien entre l�EDDSR et un système d�équations di¤érentielles partielles

stochastiques retrogrades semi lineaire :

u(t; x) = h(x) +

TZ
t

[Lu(s; x) + f(s; x; u(s; x); (Ou�)(s; x))]ds (3.1)

+

TZ
t

g(s; x; u(s; x); (Ou�)(s; x))dBs; 0 � t � T:

Où u : R+ � Rd �! Rk;

L u =

0BBBB@
Lu1
...

Luk

1CCCCA ;

avec

L =
1

2

dP
i;j=1

(���)ij(t; x)
@2

@xi@xj
+

dP
i=1

bi(t; x)
@

@xi
:
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Théorème 3.0.2 Si les fonctions f et g satisfaisont les hypothèses (H.1) et (H.2) ;et h

de classe C2. soit fu(t; x); 0 � t � T; x 2 Rdg un champ aleatoire tel que u(t; x) est FB
t;T -

mesurable pour tout (t; x); u 2 C0;2([0; T ]� Rd;Rk) p.s et u véri�er l�équation (3.1) Alors

u(t; x) = Y t;x
t ; où f(Y t;x

s ; Zt;xs ); t � s � Tgt�0;x2Rd est la solution unique de l�EDDSR (2.4).

Preuve. Il su¢ t de montrer que f(u(t;X t;x
s ); (Ou�)(s;X t;x

s ); 0 � s � tg est la solution de

l�EDDSR (2.4).

Soit t = t0 < t1 < t2 < ::: < tn = T:

n�1P
i=0

[u(ti; X
t;x
ti )� u(ti+1; X

t;x
ti+1)]

=
P
i

[u(ti; X
t;x
ti )� u(ti; X

t;x
ti+1)] +

P
i

[u(ti; X
t;x
ti+1)� u(ti+1; X

t;x
ti+1)]

= �
ti+1R
ti

L u(ti; X
t;x
s )ds�

ti+1R
ti

(Ou�)(ti; X t;x
s )dWs

+
ti+1R
ti

[L(u(s;X t;x
ti+1)) + f(s;X

t;x
ti+1 ; u(s;X

t;x
ti+1); (Ou�)(s;X

t;x
ti+1))]ds

+
ti+1R
ti

g(s;X t;x
ti+1 ; u(s;X

t;x
ti+1); (Ou�)(s;X

t;x
ti+1))dBs:

où nous avons utilisé la formule d�Itô et l�équation satisfait par u. On obtient ensuite une

unique de l�equation (2.4).

Nous montrons maintenant l�inverse de théorème (3.0.2).

Théorème 3.0.3 Si f; g et h satisfaisons les hypothèses de chapitre2 Alors fu(t; x) 4= Y t;x
t ;

0 � t � T; x 2 Rdg est l�unique solution classique de système de l�EDPS retrograde (3.1).

Preuve. On sait que

Y t;x
t+h = Y

t+h;Xt;x
t+h

t+h

par conséquent,
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Chapitre 3.Interprétation probabiliste de la solution de l�EDPS

u(t+ h; x)� u(t; x) = u(t+ h; x)� u(t+ h;X t;x
t+h) + u(t+ h;X t;x

t+h)� u(t; x)

= �
t+hZ
t

L u(t+ h;X t;x
s )ds+

t+hZ
t

(Ou�)(t+ h;X t;x
s dWs

�
t+hZ
t

f(s;X t;x
s ; Y t;x

s ; Zt;xs )ds�
t+hZ
t

g(s;X t;x
s ; Y t;x

s ; Zt;xs )dBs

+

t+hZ
t

Zt;xs dWs:

On peut alors terminer la preuve exactement comme dans le Théorème 3.2 de Pardoux et

Peng[4]

Remarque 3.0.1 Dans le cas ou g est linéaire par rapport au dernier variables, et ne depend

pas de y; g est de la forme :

g(s; x; z) = c(s; x)z;

La condition (H.1) pour g, dans ce cas, se réduit à jc(s; x)j � � < 1:

Remarque 3.0.2 Notre résultat généralise la formule stochastique de Feynman-Kac pour

les EDPS linéaires. En e¤et, si k = 1, f et g sont linéaires en y et ne dépendent pas de z,

l�EDDSR devient

Y t;x
s = h(X t;x

T ) +

TZ
s

a(r;X t;x
r )Y

t;x
r dr +

TZ
s

b(r;X t;x
r )Y

t;x
r dBr �

TZ
s

Zt;xr dWr;
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Chapitre 3.Interprétation probabiliste de la solution de l�EDPS

et il a une solution explicite donnée par :

Y t;x
s = exp

0@ TZ
s

a(r;X t;x
r )dr +

TZ
s

b(r;X t;x
r )dBr �

1

2

TZ
s

��b(r;X t;x
r )
��2 dr

1Ah(X t;x
T )

�
TZ
s

exp

0@ rZ
s

a(�;X t;x
� )d� +

rZ
s

b(�;X t;x
� )dB� �

1

2

rZ
s

��b2(�;X t;x
� )
��2 d�

1AZt;xr dWr;

et Y t;x
t est FB

t;Tmesurable,

Y t;x
t = E

24h(X t;x
T ) exp(

TZ
t

a(r;X t;x
r )dr +

TZ
t

b(r;X t;x
r )dBr �

1

2

TZ
t

��b(r;X t;x
r )
��2 dr)�FB

t;T

35
:
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Annexe : Abréviations et Notations

Les di¤érentes abréVariations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées

ci-dessous.

B(Rd) la tribu borélienne de Rd

N : l�ensemble de la classe p-nulle de F

kAk =
p
trac AA� (la norme euclidienne pour une matrice A de dimension d� d )

kFk1:2 est la norme 1:2

D2X t;x
s la tenseur des dérivées du second ordre

D est l�opérateur de dérivation

D1:2 est l�opérateur de dérivation dans L2(
; L2[0; T ];Rd)

5X t;x
s la matrice des dérivées de premier ordre de X t;x

s par rapport a x
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