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Introduction

Les équations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSRs en abrégé) furent intro-
duites pour la premiére fois (la forme linéaire) en 1973 dans les travaux de J. Bismut lorsqu’
il étudiait ’équation adjointe associée au principe du mazrimum stochastique en controle op-
timal.

Cependant, il a fallu attendre les années 1990 pour voir une théorie plus générale sur les

EDSRs. Elle fut initiée par Peng et Pardouz qui ont introduit une nouvelle forme

T T
Yt=5+/ f(s,Ys,zs)ds—/ Zaw,  te0,T],
t t

Résoudre une EDSR revient a déterminer un couple de processus moté (Y},Zt)tzo qui ne
dépend que l'information connue jusqu’a l'instant t c’est a dire, on dit que les processus sont
adaptés a la filltration Brownienne avec W est un mouvement Brownien definie sur un espace
de probabilité (2, F, P) et la condition terminal Y = £ ,ou £ est une variable aléatoire de
carré integrable.

Nous intéressons au probléme d’éxistence de contrdle optimal stochastique.ot le systéme est
gouvernés par une équations différentielles stochastique rétrogrades linéaire de la forme sui-
vante :

T T
Y, =¢ +/ {asYs 4+ bsZs + csus} ds — / ZdWsg, t€[0,T].
t t

Notre objective est de minimiser sur l’ensemble des contréles admissibles une fonction de cott

donnnée par :

J(u)=E [g (Yo) + /OTh(t,Yt,Zt,ut) dt}
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ol

h:RF xR x U —R
g:RF — R,

sont des fonctions déterministes données. Un contréle u est dit optimal s’il vérifie

J(u) = inf J(u)..

u€Uyq

Le plan de travail est comme suit :

Chapitre 1 :Rappel sur le calcul stochastique

Dans ce chapitre, nous allons expliquer la théorie du calcul stochastique, en donnant les
définitions et les propriétés des processus continues ainsi que leurs résultats principaux qui
nous permettre de définir d’intégrale stochastique et la formule d’Ité.

Chapitre 2 :Equations différentielles stochastique rétrogrades

Dans ce chapitre nous allons montrer un premier résultat d’existence et d’unicité de la solu-
tion d’'une EDSR, ce résultat est du a E.Pardoux et S.Peng et c’est le premier résultat d’exis-
tence et d’unicité pour les équations différentielles stochastique rétrogrades (EDSR) dans le
cas ou le générateur non linéaire sous des hypothéses lipschitiziennes en (Y, Z).

Chapitre 3 :Existence du contrdle optimal pour les EDSR linéaires

Dans ce chapitre nous démontrons [’existence du contréle optimal strict pour les équations
diférentielles stochastiques rétrogrades linéaires. On suppose ici, que le domaine de controle
est conveze ainsi que les fonctions h et g (de fonctionnel de coit) sont convexe. La preuve

est basée sur les techniques de convergence forte et le théoréme de Mazur.



Chapitre 1

Rappel sur le calcul stochastique

Le calcul stochastique est une extension du calcul différentiel et intégrale classique, dans
laquelle les processus a temps continus remplacant les fonctions, et les martingales jouent le
role des constantes.

Le but de ce chapitre est consacré a donner des définitions de base et des résultats principaux

pour les utiliser aux prochains chapitres.(Q, F, (F)i>0, P)

1.1  Processus stochastiques

Définition 1.1 (Processus Stochastique) Soit T' un ensemble. On appelle processus sto-
chastique sur un espace de probabilité (Q, F, P) indexé par T et ¢ valeurs dans R?, une famille
(X)ier d’applications mesurables de (Q, F) dans (RY, 3(RY)) ; pour tout t € T, X; soit une

variable aléatoire.

Remarque 1.1 Les fonctions t ~ Xy(w) sont appelées les trajectoires du processus stochas-

tique X;.

Définition 1.2 On appelle filtration (Fi)i>o de (2, F), une famille croissante de sous tribus
de F i.e Fs C Fy C F,Vs <t.

Remarque 1.2 Un espace de probabilité (Q, F, P) muni d’une filtration (F;)er est satisfait

les conditions habituelles si :
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i) Les ensembles négligeables sont contenus dans Fy.

i1) La filtration est continue & droite i.e. Fy = Ngsy Fs V.

La famille croissante de sous tribus Gy = o(Xs, s < t) s’appelle la filtration naturelle du
processus stochastique X . Mais Gy ne contient pas nécessairement les ensembles négligeables
(N), c’est pour cela on introduit la filtration naturelle augmentée de X définie par F, =
o(N U Gy). Lorsque nous parlerons de filtration naturelle, il s’agira toujours de la filtration

naturelle augmentée.

Définition 1.3 (Processus adapté) Un processus stochastique (X;)ier est adapté par rap-

port & la filtration (Fi)i>o si ¥Vt > 0, X, € Fy i.e. Xy est Fy—mesurable pour tout t.

Définition 1.4 (Modification d’un processus indistinguables) Soient (X;)i>o et (Y:)i>0
deux processus stochastiques définis sur méme espace (2, F, P)

(i) X est une modification (ou une version) de 'Y si : pour tout t > 0, les variables X; et'Y;
sont égales

P—psvt P(X;=Y,) =1

(17) X etY sont indistinguables si P — p.s, les trajectoires de X et'Y sont les mémes i.e.

P(X, =Y, Vt>0)=1.

Définition 1.5 (Processus progresivement mesurable) Un processus stochastique (X;)i>o
est progressivement mesurable par rapport a (Fi)iso, si Uapplication (s,w) — X(w) de

[0,%] x Q dans R? est mesurable par rapport a 5([0,t]) @ F; et B(R?).

Remarque 1.3 Un processus progressivement mesurable est mesurable et adapté. On note
aussi que st X est processus mesurable et adapté alors il posséde une modification progressi-

vement mesurable.

Proposition 1.1 St X est un processus stochastique dont les trajectoires sont continues a
droite (ou & gauche), alors X est mesurable et progressivement mesurables s’il est de plus

adapté.
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1.2 FEsperance conditionelle

Définition 1.6 Soit X € L' (2, P) et G une sous tribu de F On définit ’espérance condi-

tionnelle de X sachant G, ['unique variable aléatoire (X | G)G—mesurable sur 2 telle que :
/XdP _ /E(X 1 G)dP, VB eG.
B B

1.2.1 Quelque Propriétés dé l’espérance conditionnelle

Soient X, Y € L% (Q, P) et G une sous tribu de F, presque strement on a :
1. Linéarité :Soit a et b deuxr constantes

E(aX +bY | G) = aB(X | G) + bE(Y | G).

2. Croissance : Soit X et Y deux v.a telles que

JAlors
E(X [G) <E(Y [9),

3. S1 X est G—mesurable alors :

E(X | G) = X.

4. Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires, si Y est G—mesurable alors :

E(XY |G)=YE(X | G)

5. Si X est indépendante de G alors :
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B(X | G) = BE(X)

6. Si G et H sont deux tribus telles que H C G alors
E(X [H) = EEX | H)|G) = B(E(X | G)[H)

. On note souvent

BEX [ H)|9) =B(X | H] G)

1.3 Martingales

Définition 1.7 Un processus (M;):>o est dit martingale si :
(1) Pour tout t > 0, M, est Fy— mesurable ;

(i7) Pour tout t > 0, M, est intégrable i.e. B(|M;|) < oo ;
(1i1) Pour tout Vt > s >0, BE(M, | F) = M;.P — p.s.

On définit de maniére similaire une sous-martingale si (iii) est remplacé par
E(M, | F) > M, P— pas.

Et sur-martingale si (i17) est remplacé par (B(M, | Fs) < My).P —p.s, YVt > s> 0.

Définition 1.8 (Temps d’arrét) Une variable aléatoire T : Q@ — [0, 00] est un temps d’ar-

rét si l'événement {T <t} € F;,Vt, 0 <t < 0

Théoréme 1.1 (Théoréme d’arrét) Soit (M) est une martingale continue par rapport a

(Fy) et Ty, Ty deux temps d’arréts tels que 0 < T1(w) < Th(w) < K < 00, Yw € . Alors
E(MT2 ‘ le) = MTl-P — P.S,

et donc
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En particulier si 0 < T(w) < K,Yw € §, alors
E(Mr) = E(M,).

Le théoréme est encore valide pour une sous-martingale et une sur-martingale (avec les in-

égalités correspondantes).

Théoréme 1.2 (Théoréme d’arrét de Doob) Si X est une martingale et si o et T sont

deux temps d’arrét bornés tels que
o <71,EX,|F]|=X, P—ps.

Théoréme 1.3 (Burkholder-Davis-Gundy "BDG") Soit p € |0, 00[. Il existe deux constantes

¢, et C) telles que, pour toute martingale continue X, nul en 0.

¢BI(X, X)&] < Elsup| X,["] < CE[(X, X)%)].

t>0

Remarque 1.4 FEn particulier, st T > 0,

Bl(X, X)3] < B[ sup |X,|"] < C,B[(X, X)3].

0<t<T

1.4 Mouvement Brownien

Définition 1.9 (Mouvement brownien) Un processus stochastique (Wi, t > 0) a valeurs

réelles est appelé mouvement brownien (standard) s’il vérifie les quatre propriétés suivantes :

(i) Wo =0

(73) Pour tout s < t,l’accroissement Wy — Wy suit la loi gaussienne centrée de variance t — s.
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(1ii) si 0 < t; <ty < ... < ty,les accroissements Wy, , Wy, — Wy, ..., Wy, — W, . sont indé-

pendants.
(1v) En dehors d’un ensemble de probabilité nulle, les trajectoires t — Wy(w) sont continues.

Notons que (i) et (ii) implique que Wy = Wy — Wy suit la loi gaussienne centrée de variance

t dont la densité est
1 o2
V27t .

Définition 1.10 Un mouvement brownien est dit standard si Wy =0 P —p.s, B[W;] =0

et B]W?] = t.

Dans la suite si on parlera de mouvement brownien sans précision, il s’agira d’un mouvement

brownien standard.

Proposition 1.2 Soit (W});>0 un mouvement brownien standard, alors Wy est un processus
gaussien i.e. pour tout n et tous 0 < tg < t7 < tg..... < tp, (Why, ... W) est un vecteur

gaussien.

Théoréme 1.4 X est mouvement brownien standard si et seulement st X est un processus

gaussien continu centré de fonction de covariance
cov(Xs, Xy) = s At = min(s,t).

Proposition 1.3 Soit W un mouvement brownien Standard, on a :

1- pour tout T > 0, {Wi 7 — Wr}iso est un mouvement brownien indépendant de
oc(Wy,u<T)

2- pour tout ¢ > 0, {CWC% b0 ¢ est un mouvement brownien ;

3- Le processus défini par Xo =0 et Xy = tW1 est un mouvement brownien ;
t

Proposition 1.4 Soit W un mouvement brownien on a :
1-Vt, P — p.s, W, n’est pas différentiable en aucun point t.

2- Wy n’est pas a variation finie en aucun point t.

8
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Proposition 1.5 Le mouvement brownien standard (Wy,t > 0) est une martingale par rap-

port & sa filtration naturelle F}V = o(W,,0 < s < t).

Proposition 1.6 Soit (W);>o un mouvement brownien. Les processus suivants sont des
martingales par rapport a (FV) :
(Z) Mt == Wt2 - t,

(1) N, = eMi=3).

Théoréme 1.5 (Théoréme de représentation des martingales) Soit (F;)o<i<r la fil-
tration naturelle du mouvement brownien standard (Wy)o<i<r. Soit M une martingale conti-
nue de carré intégrable par rapport & (Fy)o<i<r. Alors il existe un processus adapté H tel

que

T
E(/Hfds) < 00,
0

et, pour tout t € (0,77,

t
M, = M(ﬁ—/l-]SdVVS P —p.s
0

1.5 Calcul d’Ité

Définition 1.11 (Processus d’Itd) On appelle processus d’It6, un processus X a valeurs

réelles tel que :

t t
VO<t<T, Xt:X0+/bsd8+/08dWS, P—p.s

0 0

ot Xg est Fo—mesurable, b et 0 sont deux processus progressivement mesurables vérifiant les

t t
/|bs|ds<oo et /||US||2ds<oo
0 0

Le coefficient b est le drift ou la dérivée, o est le coefficient de diffusion.

conditions
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Théoréme 1.6 (Formule d’It6) Soit f une fonction définie sur R, x R de classe C* par

rapport a t, de classe C* par rapport a x, & dérivées bornées, on a

t

f(t, Xy) = f(0,Xo) + /f;r(s,Xs)dXs + /f;(s,Xs)ds—l— %/f;’m(s,Xs)agds
0 0

0

ce qui [’on note

(1, X0) = [0 X0+ 3 f20(0 X0 )oFlde + (1, X)X,

= fi(t, Xo)dt + f,(t, X;)dX + f" (t, X¢)d(X)¢
Proposition 1.7 La formule d’Ité6 montre que

Cette formule est connue sous le nom d’intégration par parties. La quantité o(t)os(t) cor-
respond au crochet de X1, X noté (X1, Xs) est défini comme le processus & variation fini

X1,X2 f01

1.6 Rappels d’analyse

Lemme 1.1 (Lemme de Gronwall) Soit T > 0 et soit g une fonction positive mesurable
bornee sur lintervalle [0, T|.Supposons qu’il existe deux constantes a > 0,b > 0 telles que

pour tout t € [0,77],

g(t) <a+ b/o g(s)ds.

Alors ona pour tout t € 0,7,

g(t) < aexp(bt)

Théoréme 1.7 (Théoréme de Mazur) Si z,, converge faiblement vers x alors il existe

10
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une suite de combinaisons convexes c, telle que

Cp = Zamxi,ou a; >0 et Zai =1,

i>0 i>0

qui converge fortement vers x :
| ¢ — 2 ||— 0, comme n — oo

Définition 1.12 (L’ensemble convexe) Un ensemble A est dit conveze lorsque pour tout

x ety de A, le segment [x;y] est inclu dans A, c’est -a-dire
Va,ye A;VAe[0,1] Az +(1—-)N)ye A

Définition 1.13 (Fonction convexe) On dit qu’une fonction f définie sur un ensemble

convexe non vide A et ¢ valeurs dans R est conveze si et seulement si
Va,ye A;VAE0,1]; fAz+ (1 =Ny <A (2)+ (1= f(y).

De plus, la fonction f est dite strictement convexe si l'inégalité est stricte lorsque x # y et

A€o, 1].

Définition 1.14 (suite minimisante) Soit V un espace de Banach,i.e., un espace vectoriel
muni d’une norme qui est complet (toute suite de Cauchy est convergente dans V ). Soit

K C V un sous-ensemble non-vide. Soit un fonctionel J.V — R On considére ilr(lf VJ (v).On
ucKC

dit que u est un minimum local du fonctionel j sur 'ensemble K s’il vérifié :
ueketI>0V|v—u|<d= J()>J(u).
.On dit que u est un minimum global de J sur K si

ve K et J(v)>J(u) VveK.

11



Chapitre 2

Equations différentielles stochastiques

rétrogrades (EDSR)

Le but de ce chapitre est de présenter brievement le résultat d’existence et d’unicité d’équation
différentielle stochastique rétrograde dont les coefficients sont globalement lipschitziens. Ce
résultat a été obtenu par Pardouxr et Peng avec le générateur non linéaire et une donnée

terminale de carré intégrable.

2.1 Présentation du probléeme

Sotent (Q,}", (]:t)tzo , P) un espace probabilisé filtré, et & une variable aléatoire mesurable
par rapport a Fr, ou T désigne un temps terminal.

On voudrait résoudre ’équation différentielle suivante :

—dy,
M py. ren.
YT:€,

en imposant que, pour tout instant t ,Y; ne dépende pas du futur aprés t c’est a dire que le

processus Y soit adapté par rapport & la filtration {F.},, -

Prenons l'exemple le plus simple a savoir f =0, le candidat naturel est Y; = & qui n’est pas

adapté si & n'est pas déterministe.

12
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La meilleure approzimation-disons dans L?-adaptée est la martingale Y; = E (¢ | Fy), si on
travaille avec la filtration naturelle d’un mouvement brownien, le théoréme de représentation
des martingales browniennes permet de construire un processus Z de carré integrable et adapté

tel que :

KZE(ilﬂ)ZE[fH/OthWS.

Un calcul élémentaire montre :

t
Ytzf—/ Z dWs, t € [0,T7,
0

ou de fagon équivalente

—dYy = —Z, dWy, t € [0,T],
Yr=¢.
On voit donc apparaitre sur l’exemple le plus simple une seconde inconnue qui est le processus

Z dont le réle est de rendre le processus Y adapté.

Par conséquent, comme une seconde variable apparait, pour obtenir la plus grande généralité,

on permet o f dépendre du processus Z ; l’équation devient alors :

—dY, = f(t,Y,, Z) dt — Z, dW,, t€[0,T],

YT:£7

(2.1)

ou de fagon équivalente, sous forme intégrale,
T T
Y —§+/ f(s,Ys,Zs)ds—/ ZdW,,t € 0,T].
t t

2.2 Notations et définition d’une solution

Fizons d’abord quelques notations pour Y,Y € R* | Y |désigne la norme euclidienne et

(Y,Y) le produit scalaire. Une matrice de taille K x d est considérée comme un élément de

13
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RE*d - sa norme euclidienne est donnée par || Z ||= \/Trace (ZZ*).
On se donne (2, F, P) un espace de probabilité complet et W un mouvement brownien (MB)

d-dimensionnel sur cet espace. On notera {F;},5, la filtration naturelle du MB W. On

travaillera avec deux espaces de processus :

- On note S?(R¥) : I’espace vectoriel formé des processus Y, progressivement mesurables, a

valeurs dans R”, tels que :

2 2
1Yl o2 1= E Lsup 4 } < o0,

<t<T
2 , :

et S%(R¥) le sous espace formé par le processus continus.
(&

- En suite M*(R5*4) celui formé par les processus Z, progrssivement mesurables, a valeurs

dans R¥*?  tels que :

2 EE—
1Z]| 2 = i | Z:||” dt| < o0,
M?(RF*) désigne ’ensemble des classes d’équivalence de M?*(R**9).

R et R¥*? seront souvent omis; les espaces S%, S i et M? sont des espaces de Banach
pour les normes définies précédemment. Nous désignerons B? [’espace de Banach S z(RK ) X
M2(RExd),

Dans tout ce chapitre, ainst que dans le suivant, nous nous donnons une application aléatoire
f définie sur [0, T] x Qx R¥ x R**? ¢ valeurs dans R telle que, pour tout (Y, Z) € R*¥ x RF*4,
le processus {f (t,Y,Z)}o<,cp s0it progressivement mesurable. On considére également une
variable aléatoire &, mesurable par rapport & Fr et & valeurs dans RF.

La fonction f s’appelle le générateur et & la condition terminale.

On veut résoudre l’équation differentielle stochastique rétrograde (EDSR en abrégé)
Supposons qu’il existe un processus progressivement mesurable ( f,o<t< T) € M? a valeurs

dans RT et des constantes p et A > 0 tels que :
H1.V(Y,Z) € RF x R¥*4_ f (.. y,z) est progressivement mesurable,

14
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H2. On a

VLY, Z  |f (Y, 2) < i+ A (YT +1Z]), P —ps,

H3. f(t,Y,.) est lipschitzienne, i.e.,

VY, 7,7 ‘f(t,}/,Z)-f(t,Y,Z’)‘ gAHZ—Z’H,P—p.s,

H4. f(t,.,Z) est monotone, i.e,

i ! ! /2
VLYY, Z (Y—Y,f(t,Y,Z)—f(t,Y,Z)) gu‘Y—Y P—ps,

H5.vt,Y,Z  f(t,Y,Z) est continue, P — p.s.

Définition 2.1 Une solution de I’EDSR[2.1] est un couple de processus

{(Ys, Zi) o<y vérifiant :

1. Y et Z sont progressivement mesurables & valeurs recepectivement dans R¥ et RF*?;
2. P-p.s.;

T
/ {f (r,Y,, Z,) + ||Zr||2} dr < oo;
0

3. P-p.s., ona:

T T
Yt:§+/ f(r,YT,ZT)dT—/ Z,dW,, 0<t<T.
t t

Remarque 2.1 Il est important de retenir les deux points suivants : tout d’abord, les in-
tégrales de l'équation [2. 1létant bien définies, Y est une semi-martingale continue, ensuite,
comme le processus Y est progressivement mesurable, il est adapté et donc en particulier Yy

est une quantité déterministe.
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Avant de donner un premier théoréme d’existence et d’unicité, nous allons montrer, que sous

une hypothése relativement faible sur le générateur f, le processus Y appartient a S2.

Proposition 2.1 Supposons qu’il existe un processus {f (t,Y,Z)}oc < ¢ , positif apparte-

nant a M?(RF) et deuz constantes positives C et K tels que
V(L,Y,Z) € [0,T] x R x R™% (Y, 2)| < fi+C Y|+ K||Z].
Si{(Ye, Zt) Yocy<r st une solution de ’EDSR[Z.Tltelle que Z € M? alors Y appartient a S2.
Preuve. On a, pour tout t € [0,T],
¢ t
Yi=Yo- [ 10v.z)ar - [ zaw,

0 0

et par suit, utilisant ’hypothése sur f,

T
Y| < |Yo|+/ (f + K | Z,]) dr + sup
0

0<t<T

t
+C’/ Y| dr.
0

t
/ Z,dW,
0
t
/ ZdW,
0

posons

T
A= yYo\Jr/ (fr + K||Z.]|) dr + sup
0

0<t<T

)

par suite on a

t
;| §A+C/ Y| dr.
0

Y étant un processus continu, le lemme de Gronwall fournit linégalité :

Y| < Aexp (Ct),

et donc :

sup Y] < Aexp (CT),

0<t<T

16
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A\ est une variable aléatoire de carré intégrable, puisque par hypothése, Z appartient o M? et

donc, d’aprés l'inégalité de Doob, on a

t
/ ZdW,
0

E | sup

0<t<T

2 t
] g4supE[/ HZrH?dr},
0<t<T 0

ce qui signifie que le troiséme terme de X\ est de carré intégrable. Il en est de méme pour
{fit}ocier €t Yo puisque’il est déterministe donc de carré intégrable.
Ceci montre que Y appartient ¢ S*. m

Finissons par un résultat d’intégrabilité qui servira a plusieurs reprise.

Lemme 2.1 Soient Y € S?(RE) et Z € M?(RE*?), alors

t
{/ Y, Z,dW,, t € [O,T]}
0

est une martingale uniformément intégrable.

Preuve. En appliquant ["inégalité Burkholder-Davis-Gundy, il existe une constante positive

C telle que :

Jo Yo ZpdW,

B | sup | <cB|(f7mk 1zl ar)]

0<t<T

1
< CE [ sup il (' HZTH2dr)21
0<t<T

et par suite en appliquant linégalité :

a? b?
h< — 4+ —
ab < 5 + R
on obtient :
t , T
E{Sup /YT.ZTdWT} <C (]E{sup |Y;|2} +E[/ ||ZT||2er.
0<t<T | Jo 0<t<T 0

17
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Par hypothése le deuxiéme membre de cette inégalité est fini, et donc on aura :

t
E [ sup / Y, . Z.dW,
0

0<t<T

| <,

d’ou le résultat. m

2.3 FExistence et unicité des solutions Lipschitz

2.3.1 Le résultat de Pardoux-Peng

Dans cette section, nous allons montrer un premier résultat d’éxistence et d’unicité qui sera
généralisé plus tard. Ce résultat est di & E. PARDOUX et S. PENG [1], c’est le premier
résultat d’existence et d’unicité pour les EDSR dans le cas ot le générateur est non-linéaire.

Néanmoins dans la démonstration nous suivrons de prés Briand [7] et El-Karoui & all [5].

Rappelons pour la derniére fois que [ est définie sur [0, T] x Qx R* x R**4 ¢ valeur dans R*,
telle que, pour tout (Y,Z) € R* x R4 e processus {f (t,Y, Z)}Yo<y<r SOit progressivement
mesurable. On considére également & une variable aléatoire, Fr—mesurable,a valeurs dans
RF.

Voici les hypothéses sous lesquelles nous travailler.

(L) 1l existe une constante K telle que P — p.s.,

1. condition de Lipschitz en (Y, Z) : pour tout t,Y,Y' , Z, 7',

f(t,Y,Z)—f(t,Y’,Z’)‘ gK((Y—Y’|+HZ—Z’

):

2. condition d’intégrabilité :

E {|§|2—|—/T|f(r,0,0)|2dr} < 0.
0

18
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Nous commengons par un cas trés simple, celui o f ne dépend ni de Y ni de Z i.e. on se

donne & de carré intégrable et un processus {F}oo,p dans M 2(R¥) et on veut trouver une

solution de I’EDSR

T T
Yt=§+/ FTdr—/ Z,dW,, 0<t<T (2.2)
t t

Lemme 2.2 Soient & € L?(Fr) et {Fi}ocpcy € M*(R*). L’EDSR posséde une unique
solution (Y, Z) telle que Z € M?.

Preuve. Supposons dans un premier temps que (Y,Z) soit une solution vérifiant Z € M>.

St on prend ’esperance conditionnelle sachant F;, on a nécessairement,

T
K;:]E(f—k/ F,,dr\}"t).
t

On définit donc Y a l'aid de la formule précédent et il reste a trouver Z . Remarquons que,

d’aprés le théoreme de Fubini, comme F' est progressivement mesurable

t
/ F.dr
0

est un processus adapté a la filtration {ft}te[O,T} ; en fait dans S i puisque F' est de carré

intégrable. On a alors, pour tout t € [0,T],

T ¢ ¢
Y;=E (f —|—/ F.dr | .7-}) — / F.dr .= M, — / F.dr,
0 0 0

ou M est une martingale brownienne; par le théoréme de représentation des martingales

brownienne on construit un processus Z appartenant & M? tel que :

t t t
Yt:Mt—/ Frdr:Mo—i—/ ZTdWT—/ F.dr.
0 0 0

On vérifie facilement que (Y, Z) ainsi construit est une solution de ’EDSR étudiée puisque
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comme Y = €&,

¢ ¢ T T
Y; — &= My + / Z,dW, — / F.dr — <M0 -+ / Z,.dW, — / Frdr>
0 0 0 0

finalement, on obtient,
T T
}/t = / F’rd/’n - / ZTdWT.
t t

L’unicité est évidente pour les solution vérifiant Z € M?. m

Théoréme 2.1 Pardouz-Peng[l] Sous l'ypothése (L), ’EDSR 1| posséde une unique solu-
tion (Y, Z) telle que Z € M?.

Preuve. L’idée de la démonstration est basée sur un argument de point five sur l’espace de
Banach B? des solutions (Y,Z). Ceci en construisant une application ¥ de B? dans lui-
méme, telle que (Y, Z) est solution de ’EDSR si et seulement si (Y, Z) est un point fize
de V.

Pour (U, V) élément de B?, on définit (Y, Z) = W (U, V) comme étant la solution de ’EDSR :

T T
yt:§+/ f(T,UT,VT)dr—/ Z,.dW,., 0<t<T.
t t

Remarquons que cette derniére EDSR posséde une unique solution qui est dans B%. En effet,

posons F, = f (r,U,,V,). Ce processus appartient & M? puisque, f étant Lipshitz,

[E < 1f(r,0,0)| + KU + K |[V2]],

et ces trois derniéres processus sont de carré intégrable. Par suite, nous pouvons appliquer
le Lemme (2.1) pour obtenir une unique solution (Y, Z) telle que Z € M?*. (Y, Z) appar-
tient a B? : lintégralité de Z est obtenue par construction et, d’aprés la proposition (2.1),
Y appartient a S i L’application ¥ de B%*dans lui-méme est donc bien définie.

Soient (U, V) et (U, V') deux élément de B et (Y,Z) =¥ (U, V),
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Y.Z)y=v(U,V).

Posons y=Y =Y etz=2—-7.0na, yr =0 et

dY, = — {f(t, U, V) — f (t, Ut',v;’)}dw Z,dW,.

On applique la formule de Ité a e™ ]Yt]2 pour obtenir :

d (e |Vi*) = ae |Vi|*dt — 2, { f (t, U, Vi) — f (t,U,,V;) } dt

+2eY,. Z,dW, + et || Zy|)? dt.

Par conséquent, intégrant entre t et T, on obtient

eat ‘YH2 + ftT eor HZT”2 dr = j;T ear (—04 |Y;’2 —+ 2yr, {f (?”, Ur; V;) — f (7”, U/ V/) }) dr

ryor

— [T 2eY,. Z,dW,,

et, comme f est Lipshitz, il vient, notant u et v pour U — U et V — V' respectivement,

il + [ e | Z P dr < [T e (—a [YolP 4 2K Y3 fug] + 2K [y, | [Jor]) dr

— [ 2e°7Y,. Z, AW,

Pour tout € > 0, on a

2

2ab < L 4 b,
19

et donc, l'inégalité précédente donne

et Vi + [Te || Z,|2dr < [T e (—a+ &) Y, 2 dr — [T 2e07Y,.Z,dW,

+e [T e (lu 2 + o ]?) dr,
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2K?
et prenant o« = ——, on a, notant
€
T
R. = 5/ e’ (|u,,|2 + ||v,,||2) dr,

0

T T
vt € [0,7], ot m|2+/ O |1 2| dr < R€—2/ Y. ZodW,. (2.3)

t t

D’aprés le lemme (2.1), la martingale locale

T
{ / eO”Y,,ZTdW,} :
0 t€[0.7]

est une martingale uniformément intégrable nulle en 0 puisque Y,Y appartiennent & S* et
Z,Z" appartiennent ¢ M?2.

En prenant ’espérance, il vient que pour t =0 :

E UOT e Z,|1? dr} <E|R.]. (2.4)

Revenant a l’inégalité les inégalités Burkholder-Davis-Gundy fournissent fournit
E { sup et W} <E[R]+E [( T ey, P ||ZT||2dr)2}

0<t<T )
<E[R.] +CE { sup e? |Y;] (fOT e ||ZT||2d7“> 2] ,
0<t<T
2 b2

uit, comme ab < — + —,
b =9 T

at 2 1 at 2 C? ’ ar 2
E | sup e |Vi|"| < E[R.] + §E sup e |Yi|7| + 7E e | Z,||" dr| .
0

0<t<T 0<t<T

Prenant en considération l'inégalité on obtient finalement

T
E { sup e“t|Yt|2+/ e‘”’HZTHer} < (3+C*)E[R],
0

0<t<T
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et par suite, revenant a la définition de R.,

T T
E [ sup € |Y;|? —|—/ e’ HZT||2dr] <e(3+C*)(1VIE { sup e |uy)? +/ e Hvr||2dr] :
0 0

0<t<T 0<t<T

Prenons ¢ tel que ¢ (3+C?)(1VT) = %, de sorte que l'application VU est alors une contrac-

tion stricte de B? dans lui-méme si on le munit de la norme
1

T 2
WVl =B | sup e U+ [ e wigfar]
0

0<t<T

qui en fait un espace de banach-cette derniére morme étant équivalent o la norme usuelle
correspondant au cas o = 0.

U posséde donc un unique point fixe, ce qui assure l’existence et 'unicité d’une solution de

IEDSR [2.1] dans B2. =

2.4 Une estimation a priori

Dans ce paragraphe en donnant une premiére estimation sur les EDSR : il s’agit en fait

d’étudier la dépendance de la solution de EDSR par rapport aux données qui sont & et le

processus { f (t,0,0)}opcr -

Proposition 2.2 Supposons que (&, f) vérifie (L). Soit (Y, Z) la solution de ’EDSR

telle que Z € M?. Alors, il existe une constante C, universelle telle que

T T
E[sup eﬁtm\2+/ Pt ||Zty\2dt] <C.E [eﬂTy§|2+/ P f (¢,0,0)>dt]
0

0<t<T 0
avec B =1+ 2K + 2K?2.
|2

Preuve. On applique la formule de Ité & ' |Y;|* pour obtenir :

SN+ [T e | Z P dr =TI + [T e (B + 2V, f (r, Yy, Z,)) dr

— [T 2ePY,. Z,dW,.

t
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Comme [ est K-lipschitz, on a, pour tout (t,Y,7),
2y.f (1,Y, Z) < 2|Y||f (,0,0)| + 2K [Y[* + 2K |[Y[|| Z] ,

b2
et donc utilisant le fait que 2ab < ca® + - pour € =1 puis 2,

12

2Y.f (t,Y,Z) < (142K +2K?) [V + | (£,0,0)* + 5

Si on prend 8 =1+ 2K + 2K? on obtient, pour tout t € [0,T7],

T g T g
SV + 3 [T e | Z, dr < ePT e + [ e |f (r,0,0))dr

(2.5)
—2 [ MY, Z,dW,.

En prenant l’espérance, on obtient facilement, pour t = 0,

T T
E U e HZTHer} <2E [eﬁT|f|2+/ eﬁ’”!f<r,o,0>\2dr] :
0 0
Revenant o l'inégalité les inégalité BDG fournissant,

B | sup e V| < B[ IeR + [ e 17 00,007 ar]

0<t<T

+CB | (e Pz o).

D’autre part,
1

b] 1
cB| (e iziPar)| <o s ol (7 P ar) |

0 0<t<T

<1iE [ sup e w} + CE[f e 112, dr].

0
0<t<T
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1l vient alors,

E [ sup e’ |Yt|2] <2E [eﬁT €17 + foT | f (7“,070)|2d7”]

0<t<T

T T
+C?E | [} e 12, dr ],

et finalement on obtient

E | sup eﬁt|Yt|2+f0TeBt||Z,,||2dr} §2(2—|—C2)E[65T|§|2+f0T65’”|f(r,0,0)|2dr ,

0<t<T

ce qui termine la preuve de la proposition prenant C, =2 (2+ C?). =

2.5 Le role de 7

Nous allons voir que le réle de Z, plus précisément celut du terme ftT Z.dW, est de rendre

le processus Y adapté et que lorsque cect n’est pas nécessaire Z est nul.

Proposition 2.3 Soit (Y, Z) la solution de 'EDSR et soit T un temps d’arrét majoré

par T.

On suppose, outre Uhypothése (L), que & est F,-mesurable et que f(t,Y,Z) = 0 dés que
t>T.
Alors

Y=Y ,et Z,=0 sit>r.

Preuve. Ona P-p.s,

T T
Yt:§+/ f(r,YT,ZT)dT—/ Z.dW,., 0<t<T,
t t
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et donc, pour t =1, comme f(t,Y,Z) =0 dés que t > T,

T T T
YT:§+/ f(r,Yr,Zr)dr—/ ZTdI/Vrzg_/ Z.dW,.

Il vient alors Y, = E (1 | F;) =& et par suite fTT Z.dW, =0 d’ou l'on tire que

(/TTZTdWT) —E {/TTHZerdT} o

et finalement que Z,.1,>, = 0.

2

E

1l s’en suit immédiatement que, st t > 1,Y; = Y., puisque par hypothése,
T T
Y:r_Y;f_F/ f(T,K,ZT)dT—/ ZrdWT:Y;‘,—i_O_Oa

ce qui termine la preuve. m

Notons que dans le cas ot & et f sont déterministes alors Z est nul et Y est la solution de

I’équation différentielle

dY,
— = (.Y.,0) Yr=¢.

2.6 FEDSR linéaires

Dans ce paragraphe nous étudions le cas particulier des EDSR linéaire pour lesquelles nous

allons donner une formule plus ou moins explicite.
On se place dans le cas k = 1; Yest donc réel et Z est une matrice de taille 1 X d c’est a

dire vecteur ligne de dimension d.

Proposition 2.4 Soit {(a,b;)},c; un processus & valeurs dans R x R?, progressivement
mesurable et borné. Soient {(c)}cjoq un €lément de M?(R)et & une variable aléatoire,

Fr—mesurable, de carré intégrable, a valeurs réelles.

26



Chapitre 2.Equations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR)

L’EDSR linéaire

T T
Y;5 = 5 + / {arxfr + Zrbr + Cr} dr — / ZrdWT,
t t

posséde une unique solution qui vérifie :

T
vVt € [0,7], YV, =I"E (§FT +/ ¢ I'pdr | Ft) g
t

avec, pour tout t € [0,T],

t 1 t t
Ft—exp{/ br.dWr——/ |bT|2dr+/ ardr}.
0 2 0 0

Preuve. Commengons par remarquer que le processus T 'Ué?"l.ﬁe'f’ N
dFt = Ft (a/tdt "‘ bthVt) s PO = ]_

D’autre part, comme b est borné, l'inégalité de Doob montre que T’ appartient a S>.

De plus, les hypothéses de cette proposition assure l’existence d’une unique solution (Y, Z)
a UEDSR linéaire ; il suffit de poser f(t,Y,Z) = a;Y + Zb, + ¢; et de vérifier que (L) est
satisfaite. Y appartient a S*par la proposition (2.1).

La formule d’intégration par parties donne

dr,Y, =TydY; + Y,dly +d(T,Y),

= —Ftctdt + FtthWt + PtY;bt.th,

ce qui montre que le processus I'tY; + fot c.I'vdr est une martingale locale qui est en fait une

martingale car ¢ € M? et I',Y sont dans S%. Par suite,

t T
FtY; + / CTFTdT =E (FTYT + / crfrdr ’ Ft) y
0 0
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ce qui donne la formule annoncée. m

Remarque 2.2 Notons que si & > 0 et st ¢, > 0 alors la solution de I’EDSR linéaire vérifier

Yy > 0.

Cette remarque va nous permettre d’obtenir le théoréme de comparaison au paragraphe sui-
vant.

Pour illustrer ce résultat prenons le cas ot a et ¢ est nuls. On a alors

T T
VB (gexp{/ b, 5 |br|2dr} |E> _E €| F).

o P* est la mesure de densité par rapport a P

T 1 T
Ly = exp {/ b,.dW, — —/ ybr\er} :
0 2 0

Une autre fagon de voire cela, plus dans [’esprit «probabilité risque neutre », est de regarder

I’EDSR sous P*.
En effet, sous P*, B; = VVt—fUt b.dr est un MB - c’est le théoréme de Girsanov. Or [’équation

peut s’écrire
—dift = thtdt - thWt - —thBt, YT = f
Donc, sous P*, Y est une martingale, ce qui montre aussi la formule.

On retrouve ainsi les changements de mesure de probabilité du type «transformation de Gir-

sanov».
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Chapitre 3

Existence du controle optimal pour les

EDSR linéaires

3.1 Préliminaires

Soit W = (Wt)te[O,T] un mouvement Brownien de dimension r définie sur un espace pro-
babilisé filtré (Q,}", () ieqomy ,P), On suppose que (F)yepr) =0 (W (s),0<s<t) estla
filtration naturelle du mouvement Brownien , soit £ est une variable aléatoire Fr mesurable

telle que

E [|¢]°] < oo,

sotent a,b et ¢ sont bornées et progressivement mesurables par rapport a la filtration F;, on

considére le probléme de controle optimal gouvernés par I’EDSR linéaire

T T
Y, =¢+ / {asYs + bsZs + coust ds — / ZsdW, (3.1)
t t

Définition 3.1 On appelle controle admissible tout processus u = (u (t)ogth) progressive-

ment mesurable o valeurs dans U de RF.

On note par U,y l’ensemble de tous les controles admissibles.
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Pour tout u € Uyy

Soit maintenant la fonction codt définit par

J(u)=E [g (Yo) + /OTh(t,Yt,Zt,ut) dt| ; (3.2)

ou

h:RF x R x I — R

g:RF — R,
sont des fonctions déterministes données.

Le probléeme de contrdle optimal est de minimiser le cout J sur ’ensemble des controles
admissibles.

On suppose que

(A;) U C R* est convexe et compact.

(As) h et g sont continues et convexes.

On note par

L% ((), T; ]R’“) = {f (t,w) est adapté telle que : || f||; = EfOT f(t, w)2 dt < oo} .
Upd := {u € L% (]Rd) cup € UVt € 10,7 ,P.p.s} avec U C RF,

Notez que nous avons une contrainte supllémentaire qu’un contréle doit étre carré-intégrable
Juste pour assurer lexistence des solutions [3.1] par u.
Le probleme de contrdle optimal peut étre enoncé comme suit

Probléme :
Minimize sur lensemble Uyq. Quand (Ay) et (As) sont supposés, le probléeme s’appelle
habituellement un probléme de contréle optimal stochastique linéaire-convexe, puisque le sys-

téme controlé est linéaire et le cott fonctionnel est convexe.
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3.2 Existence d’un controle optimal strict
Le résultat principal de cette section est

Théoréme 3.1 Si (A;) et (As) sont assurez, alors il existe un processus (E, Zt,ﬂt) adapté

par rapport & la filtration F; telle que,

(i) (Y, Zi) est la solution unique de 'EDSR

(1) w minimiser J.

Supposons d’abord que (Ay) et (As) sont verifieés ,

Soit (Y7, 77, u?) une suite minimisante, i.e

lim J(«/) = inf J(u) comme j — oc.
j—o0 u€Uqq

Puisque U est compact alors, il existe un constant positive k telle que

T
EV \u{|2dt]<k, Vj >0,
0

ainsi, il y a une sous suite notée par u’ telle que

w — @ faiblement dans L% (0,T;R") .

Par le théoreme de Mazur, la suite de combinaisons convexe,

= E ozijulﬂ avec oy; > 0, et E ;= 1,

i>0 i>0

satisfait
@ — u fortement dans L% (0,T;R"). (3.3)

Puisque l’ensemble U C R¥ est convezxe et compact, alors @ € Uy
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Théoréme 3.2 Soit (Yj, Zi, ﬂj> est la solution unique de ’EDSR suivante

T T
Y =¢+ / (asY! + 270, + csili) ds — / Z1dW, (3.4)
t t

et (}7, Z, a) est la solution unique de ’EDSR suivante

Ve / (08, + Zub, + eyi) ds — / " Zaw,, (3.5)
t t
alors
Y] —Y, fortement dans Cr ((), T; Rk) , (3.6)
et
T T
/t ngWS — /t Z, W,  fortement dans L5 (0, T, ]Rk) . (3.7)

Preuve. La preuve de [3.6]
On a

T T
thj:§+/ (asYngZjstrcsag) ds—/ ZIdW,,
o T
Yt=§+/ (asYs + Zsb, —|—csus)ds—/ Z,dW,,
t t
(W—E)—/tT[as< }7>+b<Z Z)+cs(ﬂ§—a5)]ds—/tT<Z§—ZS)dWs
a (V7 = %) == [ (V7 = V) + 00 (2 = Z) + o (@] — )| dt + (20 = 2) aw,

on appliquent la formule d’ito a , on obtient

~ . _ 12
v - Y,

~ 12 - _ - - . . _
a|y7 7| =2|¥ - Vi|a|77 - Vi + (¥ - V.77 - Th)
=2 ~t - [_at <}~/tj—37t)—bt (th_Zt>—Ct (u —ut)dt]
o _ - . _ 112
Zl — 7, Z! — Z|| dt,
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passant a lintegrale , ona

donc

Y] -, Zl - Z,

2+/tT‘

Ona l'integrale suivante ftT <Y{g — Y, 7] — Z8> dWs est une martingale de carret integrable

nulle on 0
alors
L2 T 2 T e~
E | sup |Y/ —Y; —|—E{/ ’Zﬁ—Zt de|§2E{/ las| | Y = Yi| |V — Y| ds
t€[0.7) 0 0
T ~ . —_ ~ —
ﬁ/wa—n.g—zm
0
T ~ . — .
+/ |c| Yt]—Y;|ﬂg—us}ds},
0

puisque as,by,c; sont bornées alors ona :
|at| < M 7|bt| < ku ”CtH < e

alors et d’aprés l'inegalité de Young; nous donne

T, 2 T,
+EU Hzg—Zs ds]gzMEU

0 0
2 T
}ds]jL'yE{/

0

T .
/\@_mﬁﬁ.
0
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On choisit o = \/LT/@ pour obtenir

2 T 2 T 2 T 2
E | sup Y/ -V, +EV ‘Zg—zs ds}§2ME[/ Yi-Y, d51+k]E{/ 2k Y] = Y| +
te[0.7] 0 0 0
! |2 -2 d
—_— —_ s S
2k 1170
T, 2 T )
+7EU Y] -, ds+/ @] — | ds],
0 0
donc
2 1 Ty _ 2 T, _ 2
E | sup ’Yﬂ—Yt +—EU ‘Zg—zs ds}§(2M+2k2+7)E{/ Y/ - Y, ds]
t€[0.7] 2 0 0

T ) 9
+E [/ @) — | ds].
0

Ona d’apreés linégalitd3.8, nous déduisons deux inégalités :

2

E Vi -,

T
§(2M+2k2+7)E[/
0

sup
t€[0.7]

et

=

On applique le lemme de Gronwall

2

71— Z, Y -,

s

ds]§(2M+2k2+7)E[/OT

2 r 9
ds} +E [/ @] — | ds].
0

2

vi-¥,

S

E Y/ - Y,

2 r 5
ds] +9E [/ @] — | ds] :
0

T
< (2M+2k2+7)EU
0

sup
t€[0.7]

On note par
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o0 = |77 - %[,

T )
a:yE{/ ’ﬂg—ﬂs| ds},
0

et
b= (2M +2k* +7),
donc
2 o :
E | sup |V -V, §7E{/ @) — )| ds]exp(2M+2k2+’y),
t€[0.7 t
comme
@ — @ quand j — oo dans L?r (O,T; ]Rk) ,
alors

fftj — Y, fortement dans Cyr (O,T; Rk) .

D’aprés ona

77— 7, Yi Y,

E{fﬂ

2
ds} <2(2M +2k* +7)E [fOT

2
ds] .

2
ds]

L2 [ I~

Puisque les suites (Y{g) et (4) sont convergentes, alors

5[

7] - 7,

2
ds} — 0 comme j — 00,

ce qui 1mplique
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T T
/ ngWs — / Z.dW, fortement dans LQF (O,T; ]Rk) )
t t

1l reste de prouver que u minimize la fonction cout J sur U,y l’ensemble des contréles ad-
mussibles
Supposons que (A1) et (As) sont assurez .

Soit la suite (Y7, 27 u/) telle que

T
lim J(uj) = lim E [g (YOJ) +/ h(EYtj?Zgaui) dt
0

j—00 Jj—0
= inf J(u),

u€Uqq

on a

J(@) =B |g(%) + i btV Z ) di]

E {g (hm YOJ) + [ h <t, lim Y¢, lim Z7, lim a{) dt] ,
Jj—00 Jj—o0 Jj—o0 Jj—o0

puisque g et h sont continues, alors

J(@) = lim J (@)

j—00

— 1im B g (V) + Ji b (6.7, 2, ) a]

J—00
= llIIl E |:g (Zainbi+j) + fOTh (t, ZOéijE/ti—H’, ZOéijZZ—H, Zaijuiﬂ) dt:| s
>0 120 >0

puisque g et h sont convexes, alors
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J (ﬂ) < lim ZaijE [g (YOZ'JFJ') + ng h (ta Y?Jrj> ZZH’ u?rj) dt}

J—00>0

= lim Y a;;J (u)

J—0>0

= lim > a; Max J (u"*7)

j*>ooi21 1<i<ng

=lim Max J (u"77) Y ay;

=lim J (u”"(j))

Jj—0

= inf J(u),

u€Uqq

en conséquence

J(u) < inf J(u).

- u€Uqq
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Conclusion

Dans ce mémoire on a démontrer ’existence du contréle optimal pour les équations différen-
tielles stochastiques rétrogrades linéaires ot la fonction de codt et sous la forme générale.
La méthode de démonstration est basée sur le fait que l’ensemble des valeurs du controles est

conveze et compact et la fonction de cott est convexe ainsi que le théoréeme de Mazur.
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Annexe A : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées

ci-dessous.
(Q,F,p) Espace de probabilité.
(Ft)e>0 Filtration.

(Q, F, (F)i=0, P) Espace de probabilité filtré.

EDSR Equations différentielles stochastiques rétrogrades.

P—p.s presque surement pour la mesure de probabilité p.

U,d L’ensemble des controles admaissibles

U Controle optimal.

E L’espérance par rapport a la probabilité p

J() Fonction de coit.

B(R) La tribu borélienne sur R

B(R%) La tribu borélienne sur R?.

M?(RF*4) L’espace vectoriel formé des processus Z, prog-mes & valeurs dans RF*?
S? Lespace vectoriel formé des processus Y prog-mes & valeurs dans R¥.
S? Le sous formé par les processus continus.

B? L’espace de Banach.

(., Le produit scalaire dans R?.

W, Mouvement brownien.

13 Variable aléatoire a valeur dans R*.
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