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Introduction

Dans ce travail, on considère un problème de contrôle stochastique de type champ-moyen,

qui consiste a minimiser une fonction de coût donnée par :

J (u) = E
�Z T

0

h (t; xt;E' (xt) ; ut) dt+ g (xT ;E� (xT ))
�
;

où xt est une solution en t d�un systeme gouverné par l�équation di¤érentielle stochastique

(EDS) de type champ-moyen de la forme suivante :

8>><>>:
dxt = b (t; xt;E	(xt) ; ut) dt+ � (t; xt;E� (xt) ; ut) dBt;

x (0) = x0;

où b, �,	 et � sont des fonctions déterministes et Bt un mouvement brownien.

Notre objectif est d�établir des conditions nécéssaires et su¢ santes d�optimalité sous la forme

de principe du maximum stochastique de Pontryagin. Le system considéré dans ce travail

est de type champ-moyen dans lequel les coe¢ cients dépendent, de manière non linéaire,

sur le processus de l�état xt avec sa loi de probabilité (esperance E(x)). En particulier, nous

supposons le domaine de contrôle est nécessairement convexe. Cette étude est basé sur le

travail de Andersson, Djehiche [2] (A maximum principle for sdes of mean-�eld type, Applied

Mathematics & Optimization 63 (2011), no. 3, 341-356.).

Nous présentons dans ce travail trois chapitres, le premier chapitre est introductif et permet

d�introduire les outils essentiels pour le deuxieme et le troisième chapitres, ces deux dérniers,

contient la contribution essentielle de notre travail.
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Introduction

La suite de ce travail est organisée de la maniére suivante :

Dans le premier chapitre, nous commencons par présenter les résultats principaux du calcul

stochastique, puis nous donnons les classes des contrôles stochastiques de façons générales.

Le deuxième chapitre contient la contribution essentielle de ce travail. Ce chapitre est consa-

cré à l�étude du problème de principe du maximum stochastique où le syteme di¤érentiel est

gouverné par des EDSs de type champ-moyen. Pour cela, on suppose que la fonction coût

J (u), où u est un contrôle admissible, est di¤érentiable et accepte un minimum en bu qu�on ap-
pelera contrôle optimale, J (bu) = min fJ (u) ; u 2 U : convexeg ; puis on perturbe le contrôle
bu sur un intervalle de longueur � où on obtient un contrôle u� qu�on appelera perturbation
convexe de bu, en remarquant ici que u� est un contrôle admissible, est Ft adapté. L�intérêt
de la perturbation du contrôle optimal bu est d�introduire un contrôle u� sur laquelle nous
pourrons dériver la fonction J

�
u�
�
. Le domaine de contrôle admissible est supposé convexe.

Les conditions nécéssaires véri�ées par le contrôle bu appelera conditions nécéssaire d�optima-
lité. Ce resultat a été établi par Andersson, Djehiche [2] (A maximum principle for sdes of

mean-�eld type, Applied Mathematics & Optimization 63 (2011), no. 3, 341-356). Notons

que les étapes d�étude suivies dans ce chapitre sont similaires à celles de Bensoussan [4].

("Lectures on stochastic control," Nonlinear �ltering and stochastic control, Springer, 1982,

pp. 1-62).

Dans le dernier chapitre, nous appliquons le principe maximum stochastique au problème de

sélection de portefeuille moyenne variance.
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Chapitre 1

Rappels sur le calcul stochastique

Le but de ce chapitre est consacré à donner des dé�nitions de base et des résultats

principaux pour les utiliser aux prochains chapitres.

1.1 Processus stochastiques

Soit (
;F ; (Ft)t�0;P) un espace probabilisé �ltré.

Dé�nition 1.1 (Processus stochastique) Soit T un ensemble. On appelle processus sto-

chastique sur un espace de probabilité (
;F ;P) indexé par T et à valeurs dans Rd, une famille

(Xt)t2T d�applications mesurables de (
;F) dans (Rd; �(Rd)) ; pour tout t 2 T; Xt soit une

variable aléatoire.

Remarque 1.1 Les fonctions ty Xt(!) sont appelées les trajectoires du processus stochas-

tique Xt:

Dé�nition 1.2 (Filtration) On appelle �ltration (Ft)t�0 de (
;F), une famille croissante

de sous tribus de F .i.e Fs � Ft � F ;8s � t.

Remarque 1.2 Un espace de probabilité (
;F ;P) muni d�une �ltration (Ft)t2T est satisfait

les conditions habituelles si :

i) Les ensembles négligeables sont contenus dans F0:

ii) La �ltration est continue à droite i.e. Ft = \s>t Fs 8t:

3



Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

La famille croissante de sous tribus Gt = �(Xs; s � t) s�appelle la �ltration natu-

relle du processus stochastique X. Mais G0 ne contient pas nécessairement les ensembles

négligeables (N ), c�est pour cela on introduit la �ltration naturelle augmentée de X dé�nie

par Ft = �(N [ Gt): Lorsque nous parlerons de �ltration naturelle, il s�agira toujours de la

�ltration naturelle augmentée.

Dé�nition 1.3 (Processus adapté) Un processus stochastique (Xt)t2T est adapté par rap-

port à la �ltration (Ft)t�0 si 8t � 0; Xt 2 Ft i.e. Xt est Ft�mesurable pour tout t:

Dé�nition 1.4 (Modi�cation d�un processus, Processus indistinguables) Soient (Xt)t�0

et (Yt)t�0 deux processus stochastiques dé�nis sur même espace (
; F ;P)

i) X est une modi�cation (ou une version) de Y si : pour tout t � 0; les variables Xt et Yt

sont égales

P� p:s:8t P (Xt = Yt) = 1:

ii) X et Y sont indistinguables si P� p:s; les trajectoires de X et Y sont les mêmes i.e.

P (Xt = Yt;8t � 0) = 1:

Dé�nition 1.5 Un processus stochastique (Xt)t�0 est progressivement mesurable par rapport

à (Ft)t�0; si l�application (s; !) �! Xs(!) de [0; t] � 
 dans Rd est mesurable par rapport

à �([0; t])
Ft et �(Rd):

Remarque 1.3 Un processus progressivement mesurable est mesurable et adapté. On note

aussi que si X est processus mesurable et adapté alors il possède une modi�cation progressi-

vement mesurable.

Proposition 1.1 Soit (Xt)t�0 un processus stochastique dont les trajectoires sont continues

à droite (ou à gauche), alors Xt est mesurable et progressivement mesurables s�il est de plus

adapté.
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Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

Dé�nition 1.6 Les variables aléatoires Xt � Xs; 0 � s � t, sont appelées les accroisse-

ments du processus stochastique (Xt):

i) Processus à accroissement indépendants :

(Xt �Xs) ? FX
t = �(Xr ; 0 � r � s); 80 � s � t:

ii) Processus à accroissement stationnaires :

Xt �Xs � Xt�s �X0; 80 � s � t:

Dé�nition 1.7 Un processus stochastique X = (Xt)t2T est gaussien ssi toute combinai-

son linéaire de ses marginales �1Xt1 + :::: + �nXtn suit une loi gaussienne (pour tout n 2

N; t1; :::tn 2 T et �1:::�n 2 R).

1.2 Mouvement Brownien

Dé�nition 1.8 On appelle Mouvement Brownien un processus stochastique (Bt)t�0 à valeurs

réelles tel que :

i) Continuité P� p:s ; la fonction s �! Bs(!) est une fonction continue.

ii) Indépendance des accroissements : si 0 � s � t; Bt �Bs est indépendant de

Fs = �(Bu; u � s) et de loi gaussienne centrée de variance t� s.

iii) Stationnarité des accroissements : si 0 � s � t, la loi de Bt � Bs est identique à celle

de Bt�s �B0 = Bt�s.

On dit qu�un mouvement brownien par rapport à x si B0 = x.

Dé�nition 1.9 Un mouvement brownien est dit standard si B0 = 0 P � p:s; E[Bt] = 0 et

E[B2t ] = t:

Dans la suite si on parlera de mouvement brownien sans précision, il s�agira d�un mouvement

brownien standard.
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Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

Proposition 1.2 Soit (Bt)t�0 un mouvement brownien standard, alors Bt est un processus

gaussien i.e. pour tout n et tous 0 � t0 � t1 � t2::::: � tn; (Bt1 ; ::::Btn) est un vecteur

gaussien.

Proposition 1.3 Soit B un mouvement brownien Standard, on a :

1. fBt+T � BTgt�0 est un mouvement brownien indépendant de �(Bu; u � T ) pour tout

T > 0:

2. (�B) est aussi un mouvement Brownien.

3. Pour tout c > 0; fcB t
c2
gt�0 est un mouvement brownien.

4. Le processus dé�ni par X0 = 0 et Xt = tB 1
t
est un mouvement brownien.

Proposition 1.4 Soit B un mouvement brownien on a :

1. 8t; P� p:s; Bt n�est pas di¤érentiable en aucun point t:

2. Bt n�est pas à variation �nie en aucun point t.

1.3 Martingales

Dé�nition 1.10 Un processus (Xt)t�0 est dit martingale si :

i) Pour tout t � 0; Xt est Ft� mesurable.

ii) Pour tout t � 0; Xt est intégrable i.e: E(jXtj) <1.

iii) Pour tout 8t � s � 0; E(Xt j Fs) = Xs: P� p:s.

On dé�nit de manière similaire une sous-martingale si iii) est remplacé par

E(Xt j Fs) � Xs P� p:s:

Et sur-martingale si iii) est remplacé par

(E(Xt j Fs) � Xs) P� p:s; 8t � s � 0:
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Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

Proposition 1.5 Le mouvement brownien standard (Bt; t � 0) est une martingale par rap-

port à sa �ltration naturelle FW
t = �(Bs; 0 � s � t):

Proposition 1.6 Soit (Bt)t�0 un mouvement brownien. Les processus suivants sont des mar-

tingales par rapport à (FW
t ) :

i) Mt = B
2
t � t;

ii) Nt = exp
�
Bt � t

2

�
:

Théorème 1.1 (Burkholder-Davis-Gundy."BDG") Soit p 2 ]0;1[ : Il existe deux constantes

cp et Cp telles que, pour toute martingale continue X, nul en 0.

cpE[hX;Xi
p
21] � E[sup

t�0
jXtjp] � CpE[hX;Xi

p
21]:

Remarque 1.4 En particulier, si T > 0;

cpE[hX;Xi
p
2
T ] � E[ sup

0�t�T
jXtjp] � CpE[hX;Xi

p
2
T ]:

1.4 Calcul d�Itô

B est un mouvement Browenien.

Dé�nition 1.11 (Processus d�Itô) On appelle processus d�Itô, un processus X à valeurs

réelles tel que :

80 � t � T; Xt = X0 +

Z t

0

bsds+

Z t

0

�sdBs; P� p:s;

où X0 est F0�mesurable, b et � sont deux processus progressivement mesurables véri�ant les

conditions Z t

0

jbsj ds <1 et
Z t

0

k�sk2 ds <1:

Le coe¢ cient b est le drift ou la dérivée, � est le coe¢ cient de di¤usion.
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Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

Théorème 1.2 (Formule d�Itô) Soit f une fonction dé�nie sur R+ � R de classe C1 par

rapport à t, de classe C2 par rapport à x, à dérivées bornées, on a

f(t;Xt) = f(0; X0) +

Z t

0

f 0x(s;Xs)dXs +

Z t

0

f 0s(s;Xs)ds+
1

2

Z t

0

f 00xx(s;Xs)�
2
sds;

ce qui l�on note

df(t;Xt) = [f
0
t(t;Xt) +

1

2
f 00xx(t;Xt)�

2
t ]dt+ f

0
x(t;Xt)dXt

= f 0t(t;Xt)dt+ f
0
x(t;Xt)dXt +

1

2
f 00xx(t;Xt)dhXit:

Proposition 1.7 La formule d�Itô montre que

d[X1X2](t) = X1(t)dX2(t) +X2(t)dX1(t) + �1(t)�2(t)dt:

Cette formule est connue sous le nom d�intégration par parties. La quantité �1(t)�2(t) cor-

respond au crochet de X1; X2 noté hX1; X2i est dé�ni comme le processus à variation �ni

hX1; X2i =
Z t

0

�1(s)�2(s)ds:

1.5 Equations di¤érentielles stochastiques(EDS)

Dé�nition 1.12 Une équation di¤érentielle stochastique est une équation de la forme

Xt = x+

Z t

0

b(s;Xs)ds +

Z t

0

�(s;Xs)dBs;

ou sous une forme 8><>: dXt = b(t;Xt)dt+ �(t;Xt)dBt;

X0 = x:

Le coe¢ cient b s�appelle le dri¤t et la matrice � s�appelle la matrice de di¤usion.
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Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

L�inconnu est le processus X. Le problème est, comme une équation di¤érentielle ordinaire,

de montrer que sous certaines conditions sur les coe¢ cients, l�équation di¤érentielle a une

unique solution.

Dé�nition 1.13 (Solution d�EDS) Une solution (forte) de l�EDS est un processus continu

tel que :

1. X est progressivement mesurable ;

2. P� p:s:
R t
0
fjb(s;Xs)jg+ k�(s;Xs)k2 ds <1; où k�k = trace(���);

3. P� p:s; on a :

Xt = x+

Z t

0

b(s;Xs)ds +

Z t

0

�(s;Xs)dBs; 0 � t � T:

Lemme 1.1 (de Gronwall) Soit g : [0; T ] �! R une fonction véri�ant

8t 2 [0; T ] 0 � g(t) � �(t) + �
tZ
0

g(s)ds;

pour une constante � � 0 et pour une fonction � : [0; T ] �! R intégrable par rapport à la

mesure de Lebèsgue. On a alors

8t 2 [0; T ] 0 � g(t) � �(t) + �
tZ
0

�(s)e�(t�s)ds:

L�intérêt est notamment que g n�apparaît qu�une seule fois dans la nouvelle inéquation

en particulier, si � est une fonction constante, on trouve

8t 2 [0; T ]; g(t) � �e�t;

et si � = 0; on a g = 0.
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Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

1.6 Classes des contrôles

1.6.1 Contrôle admissible

On appelle contrôle admissible tout processus ut où t 2 [0; T ] mésurable et Ft�adapté à

valeur dans un borélien A de Rn. Notons par U l�ensemble de tous les contrôles admissibles.

U = fu : [0; T ]� 
! A; tel que u est mésurable et Ft-adaptég .

1.6.2 Contrôle optimal

Le problème de contrôle optimal consiste à minimiser une fonction coût J (u) sur un

ensemble de contrôle admissible U . On dit que le contrôle bu est optimal si J (bu) � J (u)

8u 2 U .

1.6.3 Contrôle feed-back

Soit ut un contrôle Ft adapté, et soit
�
FX
t

	
la �ltration naturelle engendrée par le

pocessus X. On dit que ut est Feed-back contrôle si ut est aussi adapté par rappot la �ltration�
FX
t

	
: On dit aussi qu�un contrôle u est feed-back si et seulement si u dépend de X.

1.7 Quelques inégalités

Dé�nition 1.14 Une fonction f : (R+;R)! R est dite lipschitzienne s�il existe K � 0 telle

que :

jf (t; x)� f (t; y)j � K jx� yj 8t 2 R+; x; y 2 R:

Proposition 1.8 Soient p et q deux nombres conjugués
�
1
p
+ 1

q
= 1
�
avec p,q 2 ]1;1[,

X 2 Lp et Y 2 Lq. Alors X Y 2 L1 et

kXY k1 � kXkp kY kq :

10



Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

Remarque 1.5 pour p = q = 2 on obtient l�inégalité de Cauchy-Schwarz :

E [jXY j] �
h
E
�
jXj2

� 1
2 E
�
jY j2

� 1
2

i
:

Proposition 1.9 (Inégalité de Jensen) Soit X une variable aléatoire de L1, soit

' : R! R une fonction convexe . Alors on a :

' (E (X=G)) � E (' (X) =G) :

11



Chapitre 2

Principe du maximum stochastique

Dans ce chapitre, on va établir les conditions nécessaires ainsi que les conditions suf-

�santes d�optimalité pour les EDSs de type champ-moyen. La méthode de démonstration

basée sur le principe d�optimisation convexe.

2.1 Formulation du problème

Soit T un nombre réel strictement positif �xé et (
;F ;Ft;P) un éspace probabilisé �ltré

satisfaisant aux conditions habituelles, B = (Bt)t�0 est un Mouvement Brownien dé�nie

sur cet éspace. Nous supposons que (Ft)t�0 est la �ltration naturelle de B augmentée par

les ensembles P-nulle de F . L�espace d�action, U est un sous-ensemble non vide, fermé et

convexe de R, et U est la Classe de processus mesurables, Ft adaptés et carrés intégrables

u : [0; T ]� 
! U . Pour tout u 2 U .

On considère l�équation di¤érentielle stochastique :

8><>: dxt = b (t; xt;E	(xt) ; ut) dt+ � (t; xt;E� (xt) ; ut) dBt;

x (0) = x0;
(2.1)

12



Chapitre 2. Principe du maximum stochastique

où

b : [0; T ]� R� R� U ! R; 	 : R! R;

� : [0; T ]� R� R� U ! R; � : R! R:

La fonctionne de coût est donnée par :

J (u) = E
�Z T

0

h (t; xt;E' (xt) ; ut) dt+ g (xT ;E� (xT ))
�
; (2.2)

où

g : R� R! R; � : R! R;

h : [0; T ]� R� R� U ! R; ' : R! R:

Nous supposons ce qui suit

(H1) Les coe¢ cient 	;�; � et ' sont continument di¤érentiable et g est continument di¤é-

rentiable par rapport à (x; y) et b; �; h sont continument di¤érentiable par rapport à (x; y; �).

(H2) Tous les dérivées sont lipschitziennes et bornées.

(H3) La fonction g est convexe en (x; y).

(H4) L�hamiltonien est convexe en (x; y; �).

(H5) Les fonctions 	;�; ' et � sont convexes.

(H6) Les fonctions by; �y; hy et gy sont non-négatives.

x désigne la variable d�état, y la « valeur d�esperance » et � la variable du contrôle.

Sous l�hypothèses (H1) ; (H2), l�EDS (2:1) admet une solution unique.

Le problème de contrôle optimal est de minimiser le fonction J (�) sur le contrôle U . Le

contrôle qui résout ce problème est appelé optimal.

Nous notons pour tout processus 't,

j ' j�;2T = sup
t2[0;T ]

j 't j2 :
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Chapitre 2. Principe du maximum stochastique

et par bx; by; b� les dérivées de b par rapport à la trajectoire d�état, la valeur d�esperance et

la variable de contrôle, respectivement, et de même pour les autres fonctions. En�n, nous

notons par bxt et but la trajectoire et le contrôle optimaux, respectivement.
2.2 Conditions nécessaires d�optimalité

Dans cette section, nous énoncons les conditions nécessaires d�optimalité sous la forme

d�un principe du maximum, on peut utiliser la méthode de perturbations convexes du contrôle

optimal.

2.2.1 Développement de Taylor

Soit x�t la trajectoire correspondante à la perturbation suivante :

u�t = but + ��t; �t 2 U:

On note par

bb (t) = b�t; bxt;Eb	(t) ; but� ;
b	(t) = 	 (bxt) ;

et de même pour les autres fonctions et leurs dérivés.

L�objectif de cette section est de déterminer la dérivée de Gateaux du coût fonctionnelle en

termes de développement de Taylor.

Lemme 2.1 Soit8>>>><>>>>:
dzt =

�bbx (t) zt +bby (t)E�b	x (t) zt�+bb� (t) �t� dt
+
�b�x (t) zt + b�y (t)E�b�t (t) zt�+ b�� (t) �t� dBt;

z0 = 0:

(2.3)

14



Chapitre 2. Principe du maximum stochastique

Alors,

lim
�!0

E
����x�t � bxt�

� zt
�����;2
T

= 0:

Preuve. Puisque les coe¢ cients de (2:3) sont bornés et d�aprés la proposition (2:2) dans [10],

il existe une solution unique telle que

E

 
sup
t2[0;T ]

j zt jp
!
<1: 8p 2 N+: (2.4)

On pose y�t =
x�t�bxt
�
� zt et d�aprés (2:4) il est également clair que

E

 
sup
t2[0;T ]

j y�t jp
!
<1 8p 2 N+: (2.5)

Nous avons y�0 = 0 et y
�
t satisfait l�EDS suivante

dy�t =
1

�

�
b
�bxt + � �y�t + zt� ;E	 �bxt + � �y�t + zt�� ; but + ��t��bb (t)� dt

�
�bbx (t) zt +bby (t)E�b	x (t) zt�+bb� (t) �t� dt

+
1

�

�
�
�bxt + � �y�t + zt� ;E� �bxt + � �y�t + zt�� ; but + ��t�� b� (t)� dBt

�
�b�x (t) zt + b�y (t)E�b�x (t) zt�+ b�� (t) �t� dBt: (2.6)

Notant que

d

d�
b
�
�;E
�
	
�bxt + �� �y�t + zt��� ; ��

= by
�
�;E
�
	
�bxt + �� �y�t + zt��� ; ��E �	x �bxt + �� �y�t + zt�� �y�t + zt�� �:
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Chapitre 2. Principe du maximum stochastique

D�aprés [4]; on peut écrire

1

�

�
b
�bxt + � �y�t + zt� ;E	 �bxt + � �y�t + zt�� ; but + ��t��bb (t)� dt

=

Z 1

0

bx
�bxt + �� �y�t + zt� ;E	 �bxt + �� �y�t + zt�� ; but + ���t� �y�t + zt� d�

+

Z 1

0

by
�bxt + �� �y�t + zt� ;E	 �bxt + �� �y�t + zt�� ; but + ���t�

:E
�
	x
�bxt + �� �y�t + zt�� �y�t + zt�� d�

+

Z 1

0

b�
�bxt + �� �y�t + zt� ;E	 �bxt + �� �y�t + zt�� ; but + ���t� �td�: (2.7)

On note par x�;�t = bxt + �� �y�t + zt�et u�;�t = but + ���t nous remplacons (2:7) dans (2:6) on
trouve

1

�

�
b
�bxt + � �y�t + zt� ;E	 �bxt + � �y�t + zt�� ; but + ��t��bb (t)�

�
�bbx (t) zt +bby (t)E�b	x (t) zt�+bb� (t) �t�

=

Z 1

0

bx

�
x�;�t ;E	

�
x�;�t

�
; u�;�t

�
y�t d�

+

Z 1

0

by

�
x�;�t ;E	

�
x�;�t

�
; u�;�t

�
E
�
	x

�
x�;�t

�
y�t

�
d�

+

Z 1

0

�
bx

�
x�;�t ;E	

�
x�;�t

�
; u�;�t

�
�bbx (t)� ztd�

+

Z 1

0

�
by

�
x�;�t ;E	

�
x�;�t

�
; u�;�t

�
E
�
	x

�
x�;�t

�
zt

�
�bby (t)E�b	x (t) zt�� d�

+

Z 1

0

�
b�

�
x�;�t ;E	

�
x�;�t

�
; u�;�t

�
�bb� (t)� �td�: (2.8)

Les trois derniers termes tend vers 0 dans L2 (
� [0; T ]) quand � ! 0: Pour plus de détail,
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Chapitre 2. Principe du maximum stochastique

nous réécrivons l�avant dernier terme ci-dessus

It :=

Z 1

0

�
by

�
x�;�t ;E	

�
x�;�t

�
; u�;�t

�
� by

�bxt;E	�x�;�t � ; u�;�t ��E�	x �x�;�t � zt� d�
+

Z 1

0

�
by

�bxt;E	�x�;�t � ; u�;�t �� by �bxt;E	(bxt) ; u�;�t ��E�	x �x�;�t � zt� d�
+

Z 1

0

�
by

�bxt;E	(bxt) ; u�;�t ��bby (t)�E�	x �x�;�t � zt� d�
+bby (t)Z 1

0

�
E
�
	x

�
x�;�t

�
zt

�
� E

�b	x (t) zt�� d�:
En utilisant la continuité et la limite de Lipschitz des fonctions ainsi que l�inégalité de Cauchy-

Schwarz, nous obtenons l�estimation suivante de la norme L2 (
� [0; T ]) de l�expression ci-

dessus (K > 0 est une constante).

E
Z T

0

j It j2 dt � K
(�Z T

0

Z 1

0

E j ��
�
y�t + zt

�
j4 d�dt

� 1
2
�Z T

0

E j zt j4 dt
� 1

2

+

�Z T

0

Z 1

0

E j ���t j4 d�dt
� 1

2
�Z T

0

E j zt j4 dt
� 1

2

)
;

qui converge vers 0 quand � ! 0 puisque les valeurs d�esperance sont �nies. Des estima-

tions similaires pour le troisième et le cinquième terme dans (2:8) montrent que ces termes

convergent également vers 0 dans L2 (
� [0; T ]) : Maintenant, on écrit la partie de di¤usion

en (2:6) de la même manière et en utilisant l�inégalité Burkholder-Davis-Gundy, nous avons

par la limite de la fonctions et l�inégalité de Jensen

E j y� j�;2T � K
 Z T

0

E j y� j�;2t dt+

Z T

0

sup
s2[0;t]

j E
�
y�s
�
j2 dt

!
+ ��

� K
Z T

0

E j y� j�;2t dt+ ��;

où K > 0 est une constante et �� ! 0 comme � ! 0. On applique le lemme de Gronwall on

obtient le résultat.

17



Chapitre 2. Principe du maximum stochastique

Lemme 2.2 La dérivée de Gateaux de la fonction de coût est donnée par

d

d�
J (bu+ ��)����

�=0

= E
�Z T

0

�bhx (t) zt + bhy (t)E (b'x (t) zt) + bh� (t) �t� dt�
+ E (bgx (T ) zT + bgy (T )E (� (T ) zT )) :

Preuve. Par la dé�nition de la dérivée de Gateaux, et en utilisant la notation

g (xT ) = g (xT ; E (� (xT ))) ; on a

d

d�
E
�
g
�
x�T
������

�=0

= lim
�!0

E

 
g
�
x�T
�
� g (bxT )
�

!

= lim
�!0

E
Z 1

0

gx
�bxT + � �x�T � bxT �� x�T � bxT�

d�

+ E
Z 1

0

gy
�bxT + � �x�T � bxT ��E��x �bxT + � �x�T � bxT �� x�T � bxT�

�
d�

= E (bgx (T ) zT + bgy (T )E (b�x (T ) zT )) :
De la même façon on peut le montrer

d

d�
E
�Z T

0

h
�
x�t ; u

�
t

�
dt

�����
�=0

= E
�Z T

0

�bhx (t) zt + bhy (t)E (b'x (t) zt) + bh� (t) �t� dt� :
D�après les dé�nitions de la fonction de coût et du contrôle perturbé, nous obtenons la preuve

de ce lemme.

2.2.2 Dualité

On dé�nit l�équation adjointe

8>>>><>>>>:
dbpt = ��bbx (t) bpt + b�x (t) bqt + bhx (t)� dt+ bqtdBt

�
�
E
�bby (t) bpt� b	x (t) + E (b�ybqt) b�x (t) + E�bhy (t)� b'x (t)� dt;

bpT = bgx (T ) + E (bgy (T )) b�x (T ) :
(2.9)
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Cette équation se réduit à la forme standart lorsque les coe¢ cients ne dépendent pas expli-

citement sur la loi marginale de la di¤usion.

Sous les hypothèses (H1) � (H2), l�équation (2.9) est une EDSR linéaire de champ-moyen

avec des coe¢ cients bornés, elle admet une solution adaptée unique telle que

E j bp j�;2T +E
Z T

0

j bqt j2 dt < +1: (2.10)

Lemme 2.3

E (bpT zT ) = E�Z T

0

�bptbb� (t) �t � ztbhx (t)� ztE�bhy (t)� b'x (t) + bqtb�� (t) �t� dt� :
Preuve. D�aprés (2:3) et (2:9) , on appliquant la formule d�intégration par parties à bptzt,

bptzt = Z T

0

�bptbbx (t) zt + bptbby (t)E (	x (t) zt) + bptbb� (t) �t � ztbbx (t) bpt
� ztE

�bby (t) bpt� b	x (t)� ztb�x (t) bqt � ztE (b�y (t) bqt) b�x (t)� ztbhx (t)
�ztE

�bhy (t)� b'x (t) + bqtb�x (t) zt + bqtb�y (T )E�b�t (t) zt�+ bqtb�� (t) �t� dt+Mt;

où Mt est un martingale esperance égale zéro . En prenant esperance on obtient

E (bpT zT ) = EZ T

0

�bptbb� (t) �t � ztbhx (t)� ztE�bhy (t)� b'x (t) + bqtb�� (t) �t� dt;
d�ou le résultat cherché.

Nous dé�nissons le Hamiltonien habituel par

H (t; x; �; u; p; q) = h

�
t; x;

Z
'd�; �

�
+ b

�
t; x;

Z
	d�; u

�
p+ �

�
t; x;

Z
�d�; u

�
q:

Pour faciliter la notation, chaque fois que x est une variable aléatoire dont la loi de probabilité

est �, nous utiliser la notation suivante pour l�Hamiltonien.

H (t; x; �; u; p; q) := h (t; x;E (' (x)) ; u) + b (t; x;E (	 (x)) ; u) p+ � (t; x;E (� (x)) ; u) q:
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Combinant Lemme 2.3 avec Lemme 2.2 et puisque

E (bpT zT ) = E (bgx (T ) zT + bgy (T )E (b�x (T ) zT )) :
Nous obtenons le résultat suivant.

Corollaire 2.1 La dérivée de Gateaux de la fonction du coût peut être exprimée en terme

de l�hamiltonien H de la façon suivante

d

d�
J (bu+ ��)����

�=0

= E
�Z T

0

�bh� (t) �t + bptbb� (t) �t + bqtb�� (t) �t� dt�
= E

�Z T

0

d

d�
H (t; bxt; but; bpt; bqt) �tdt� :

2.2.3 Résultat Principal

Comme U est convexe, on peut choisir la perturbation

u�t = but + � (�t � but) 2 U pour � 2 [0; 1] :
Ainsi, puisque bu est optimal, nous avons l�inégalité

d

d�
J (bu+ � (� � bu))����

�=0

= E

�Z T

0

d

d�
H (t; bxt; but; bpt; bqt) (�t � but) dt� � 0:

Comme dans [4] , nous pouvons réduire cela à

d

d�
H (t; bxt; but; bpt; bqt) (�t � but) � 0;

c.-à-d. pour tous � 2 U . nous résumons ceci avec le résultat principal de cette section.

Théorème 2.1 Sous hypothèses (H1)�(H2), si but est un contrôle optimal et bxt la trajectoire
correspondante , alors il existe une pair processus adapté (bpt; bqt) qui satisfait (2:9) et (2:10)
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telle que

d

d�
H (t; bxt; but; bpt; bqt) (�t � but) � 0, P� p:s; pour tout t 2 [0; T ] : (2.11)

Remarque 2.1 Nous notons que si nous supposons que les fonctions b; �; h; g; ';	; � et

� sont seulement Lipschitz continu, Théorème 2.1 est toujours véri�e, mais sur un espace

probabilité étendue, en utilisant des dérivés distributifs et la propriété bouleau-Hirsch Flow

(voir par exemple.[7] ).

2.3 Conditions su¢ santes d�optimalité

Dans cette section, nous énoncons les conditions su¢ sante d�optimalité, avec les mêmes

notations que celles du section précédent.

Théorème 2.2 Supposons que les conditions (H1) � (H6) sont satisfaites et soit bu 2 U ,
avec bxt la trajectoire correspondante à bu , et telle qu�il existe une solution bpt; bqt à l�équation
adjointe (2:9) si

H (t; bxt; but; bpt; bqt) = inf
�2U

H (t; bxt; �; bpt; bqt) P� p:s;8t 2 [0; T ] ; (2.12)

alors bu est un controle optimal.
Remarque 2.2 Sous l�hypothèse (H4), les conditions (2:11) et (2:12) sont équivalentes.

Preuve. Supposons b (t) = b (t; xt;E (	 (xt)) ; ut) et de même pour les autres fonctions. De

plus, nous désignons H (t) = H (t; xt; ut; bpt; bqt) et bH (t) = H (t; bxt; but; bpt; bqt) D�aprés g et �
sont convexes et gy � 0,on a

E (bg � g) � E (bgx (T ) (bxT � xT ) + bgy (T )E (b� (T )� � (T )))
� E (bgx (T ) (bxT � xT ) + bgy (T )E (b�x (T ) : (bxT � xT )))
= E (bpT (bxT � xT )) :
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En utilisant la formule d�intégration par partie, on obtient en prenant les espérances

E (bpT (bxT � xT ))
= E

�Z T

0

(bxt � xt) dbpt + Z T

0

bptd (bxt � xt) + Z T

0

bqt (b� (t)� � (t)) dt�
= �E

Z T

0

(bxt � xt)�bbx (t) bpt + E�bby (t) bpt�� b	x (t) + b�x (t) bqt
+ E (b�y (t) bqt) b�x (t) + bhx (t) + E�bhy (t)� b'x (t) dt
+ E

Z T

0

bpt �bb (t)� b (t)� dt+ EZ T

0

bqt (b� (t)� � (t)) dt
= �E

Z T

0

(bxt � xt)�bbx (t) bpt + E�bby (t) bpt� b	x (t) + b�x (t) bqt
+ E (b�y (t) bqt) b�x (t) + bhx (t) + E�bhy (t)� b'x (t)� dt
+ E

Z T

0

� bH (t)�H (t)� dt� EZ T

0

�bh (t)� h (t)� dt;
où, dans la dernière étape, nous avons utilisé la dé�nition de l�Hamiltonian H. Ensuite, nous

dirévons l�hamiltonien et on utilisons la convexité des fonctions pour obtenir pour tous

t 2 [0:T ], P� p:s,

bH (t)�H (t)
� bHx (t) (bxt � xt) + bhy (t)E (b' (t)� ' (t)) +bby (t)E �b	(t)�	(t)� bpt

+ b�y (t)E �b� (t)� � (t)� bqt + bHu (t) (but � ut)
� bHx (t) (bxt � xt) + bhy (t)E (b'x (t) (bxt � xt)) +bby (t)E �b	x (t) (bxt � xt)� bpt

+ b�y (t)E �b�x (t) (bxt � xt)� bqt + bHu (t) (but � ut)
� bHx (t) (bxt � xt) + bhy (t)E (b'x (t) (bxt � xt)) +bby (t)E �b	x (t) (bxt � xt)� bpt

+ b�y (t)E �b�x (t) (bxt � xt)� bqt;
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où dans la dernière étape nous avons utilisé que bHu (but � ut) � 0 en raison de la condition
nécessaire (2:12) en ajoutant les inégalités ci-dessus, on obtient

J (bu)� J (u)
= E

Z T

0

�bh (t)� h (t)� dt+ E (bg (T )� g (T ))
� E

Z T

0

� bH (t)�H (t)� dt� EZ T

0

(bxt � xt)�bbx (t) bpt + E�bby (t) bpt� b	x (t)
+ b�x (t) bqt + E (b�y (t) bqt) b�x (t) + bhx (t) + E�bhy (t)� b'x (t)� dt

= E
Z T

0

� bH (t)�H (t)� dt� EZ T

0

(bxt � xt)� bHx (t) + E�bby (t) bpt� b	x (t)
+ E (b�y (t) bqt (t)) b�x (t) + E�bhy (t)� b'x (t)� dt � 0;

ce qui signi�e que bu est un contrôle optimal.
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Chapitre 3

Problème de sélection de portefeuille

moyen variance

Dans ce chapitre nous utilisons le principe du maximum pour résoudre le problème de

sélection de portefeuille moyenne variance.

Nous considérons un marché avec un actif risqué et un compte bancaire sans risque. Le prix

de l�actif sans risque S0t et le prix de actif risqué S
1
t à temps t 2 [0; T ] évolue selon l�équation8><>: dS0t = �tS

0
t dt;

dS1t = �tS
1
t dt+ �tS

1
t dBt;

où �t; �t; �t sont des fonctions déterministes bornées. Si ut désigne le montant d�argent investi

dans l�actif risqué à l�instant t; on peut écrire la valeur xt d�un portefeuille auto�nancé

composé des actifs à risqué et sans risque, comme suit :

8><>: dxt = (�txt + (�t � �t)ut) dt+ �tutdBt;

x (0) = x0:
(3.1)

Une version largement discutée du problème du portefeuille moyen variance consiste à trouver

un contrôle admissible u qui minimise la variance

V ar (xT ) = E
�
x2T
�
� (ExT )2 ;
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à condition que

E (xT ) = a;

où a est un nombre réel donné.

Le coût fonctionnel, à minimiser, est donné par

J (u) =


2
V ar (xT )� E (xT ) : (3.2)

En le récrivant comme

J (u) = E
�
2
x2T � xT

�
� 
2
(E (xT ))2 ;

nous voyons qu�il s�agit d�un coût fonctionnel de la forme (2:2) . Comme indiqué par exemple

[5] , cela devient un problème de contrôle incohérent dans le temps.

Nous commençons par écrire l�hamiltonien pour ce système

H (t; x; �; u; p; q) = (�tx+ (�t � �t)u) p+ �tuq:

Par conséquent, l�équation adjointe (2:9) devient

8><>: dpt = ��tptdt+ qtdBt;

pT =  (xT � �T )� 1;
(3.3)

où �t = E (xt)

En regardant l�état terminal de pt , nous cherchons la solution (pt; qt) de (3:3) . Nous essayons

un processus pt de la forme suivante

pt = At (xt � �t)� Ct; 8t 2 [0; T ] ; (3.4)

où At et Ct sont des fonctions déterministes avec AT =  et CT = 1. Notant que de (3:1) ,

nous avons
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d�t = (�t�t + (�t � �t)E (ut)) dt; (3.5)

Appliquons la formule d�Itô à pt ,on obtient

dpt =
�
At (�t (xt � �t) + (�t � �t) (ut � E (ut))) + A

0

t (xt � �t)� C
0

t

�
dt (3.6)

+ At�tutdBt;

où A
0
t et C

0
t désignent les dérivés par rapport à t.

En comparant les coe¢ cients avec (3:3) , on obtient

At (�t (xt � �t) + (�t � �t) (ut � E (ut))) + A
0

t (xt � �t)� C
0

t

= �tAt (xt � �t) + �tCt; (3.7)

qt = At�tut: (3.8)

Puisque H est une fonction linéaire en u, les conditions (2:11) et (2:12) sont équivalentes,

nous considérons la première condition d�ordre pour minimiser l�Hamiltonian on obtient

(�t � �t) pt + �tqt = 0:

Insérer (3:8) dans cette dernière expression , alors le contrôle est de la forme feed-back suivante

but = (�t � �t)
�2t

(bxt � b�t)� (�t � �t)
�2tAt

Ct; (3.9)

qui est carré intégrable , de plus bxt est la valeur d�esperance de but est
E (but) = (�t � �t)Ct

�2tAt
: (3.10)
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Donc, en insérant (3:10) dans (3:7), on obtient

but = 1

At (�t � �t)

 �
2�tAt + A

0

t

�
(bxt � b�t)� C 0

t �
 
�t +

(�t � �t)2

�2t

!
Ct

!
: (3.11)

Identi�er (3:9) et (3:11) comme deux régressions égales sur (bxt � b�t), nous pouvons comparer
les coe¢ cients pour obtenir les équations suivantes pour At et Ct.8><>: (�t � �t)2At �

�
2�tAt + A

0
t

�
�2t = 0; AT = ;

�tCt + C
0
t = 0; CT = 1:

Alors, les solutions à ces équations sont :

8><>: At = e
R T
t (2�s��s)ds;

Ct = e
R T
t �sds;

où

�t =
(�t � �t)2

�2t
:

Par conséquent, a partie de (3:9) , le contrôle optimal est donné par

but = �t � �t
�2t

�
CtA

�1
t � (bxt � b�t)�

=
�t � �t
�2t

�
1


e
R T
t (�s��s)ds � (bxt � b�t)� : (3.12)

Avec valeur d�esperance

E (but) = �t � �t
�2t

1


e
R T
t (�s��s)ds: (3.13)

Donc, en insérant (3:13) dans (3:5) , on obtient b�t.
db�t = ��tb�t + 1


�te

R T
t (�s��s)ds

�
dt; b�0 = x0: (3.14)
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La solution de (3:14) est

b�t = x0eR t0 �sds + 1

e

R T
t
(�s��s)ds

�
e
R t
0 �sds � 1

�
: (3.15)

En�n, en insérant (3:15) dans (3:12), nous obtenons la solution du problème de sélection de

portefeuille moyen variance (3:2) , quand xt observer (3:1) , donné de la forme feed-back

suivante

bu (t; bxt) = �t � �t
�2t

�
x0e

R t
0 �sds +

1


e
R T
0 �sds�

R T
t �sds � bxt� ;

qui est identique au contrôle optimal trouvé dans [15].
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Annexe B : Abréviations et Notations

Les di¤érentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées

ci-dessous.

(
;F ;P) Espace de probabilité.

(Ft)t�0 Filtration.

(
;F ; (Ft)t�0;P) Espace de probabilité �ltré.

Bt Movement Brwonien.

N L�ensemble des négligeable.

EDS Èquation di¤érentielle stochastique.

EDSR Èquation di¤érentielle stochastique retrogrede.

Rd Espace réel euclidien de dimension d.

B
�
Rd
�

Tribu borélienne sur Rd.

E L�espérance par rapport à la probabilité P.

J (�) La fonction de coût à minimiser.

A Un borélien de Rd.

U Ensemble des contrôles admissibles.

bu Contrôle optimal.

u�t Contrôle perturbé.

H (t; x; �; u; p; q) Hamiltonien.

h�; �i le produit scalaire dans Rd.

P� p:s presque surement pour la mesure de probabilité p.
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