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Introduction

En théorie des probabilités, un processus de Lévy, nommé d�après le mathématicien français

Paul Lévy, est un processus stochastique à temps continu, continu à droite limité à gauche

(càdlàg), partant de 0, dont les accroissements sont stationnaires et indépendants (cette

notion est expliquée ci-dessous). Les exemples les plus connus sont le processus de Wiener et

le processus de Poisson

Le théorème de Girsanov indique comment un processus stochastique change si l�on change

de mesure. Ce théorème est particulièrement important dans la théorie des mathématiques

�nancières. Ce type ont été prouvés pour la première fois dans les années 1940 par Cameron-

Martin, puis en 1960 par Girsanov. Ce théorème peut être utilisé pour trouver l�unique

probabilité risque neutre dans l�application à la �nance

Ce mémoire est composé de trois chapitres :

Le première chapitre est un chapitre introductive au processus stochastique. Dans le deuxième

chapitre est di�nit le processus d�Itô-Lévy, nous avons parlé de formule d�Itô-Lévy après ça

I�equations di¤érentielles stochastiques avec sauts . Le dernier chapitre on donne l�application

de théorème de Girsanov dans processus d�Itô-Lévy a la �nancier, il se compose de deux

exemples, le premier sur Marché �nancier de la sensibilité au risque, et le second sur le

probabilité risque neutre.
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Chapitre 1

Introduction au processus

stochastique

Dans ce chapitre on peut donner quelques concepts de base au processus stochastique comme

formule d�Itô, et le équations di¤erentielles stochastique pour plus de détail voir le livre [4],

et le livre [3].

1.1 Tribus

Soit E un ensemble quelconque.

Dé�nition 1.1.1 Soit F une partie de P (E), on dit que F est un tribu si et seulment si :

1.E 2 F .

2.Stabilité par passage au complémentaire. i.e : 8A 2 F =)AC 2 F .

3.Stabilité par union dénombrable. i.e : soit A1; A2; A3; :::::; An 2 F =)
S
n2N
An 2 F .

On appelle l�espace (E;F) espace mesurable.
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Chapitre 1.Introduction au processus stochastique

1.1.1 Mesures

Dé�nition 1.1.2 Soit (E;F) un espace mesurable une mesure sur (E;F) est un application

� : F !�R+ = [0;+1] telle que :

1) � (�) = 0.

2) 8 (An)n2N une suite de parties deux à deux disjointes de E alors :

�

� S
n2N
An

�
=
X
n2N

� (An) .

1.2 Processus stochastique

Soit (E;F) un espace mesurable.

Dé�nition 1.2.1 (Filtration) Une �ltration est une famille croissante de sous tribus de F ,

c�est à dire Ft � Fs pour tout t � s et F0 = f�;Eg.

Dé�nition 1.2.2 (Processus adapté) Un prosessus stochastique X = fX (t) ; t � 0g est dit

adapté par rapport à une �ltration (Ft)t�0 si Xt est Ft-mesurable.

Dé�nition 1.2.3 (Trajectoire continue) On dit que le processus X = fX (t) ; t � 0g est à

trajectoire continue si l�application t! X (t; !) soit continue.

Dé�nition 1.2.4 (Processus prévisible) On dit qu�un processus X = fX (t) ; t � 0g est pré-

visible pour Ft, si X0 est F0-mesurable et Xt est Ft�1-mesurable pour chaque t > 0.

1.2.1 Martingale

Dé�nition 1.2.5 Un processus X à valeurs réelles est dite une martingale par rapport à la

�ltration fFtg si :

1. Pour tout t � 0, Xt est Ft-mesurable.

2. Pour tout t � 0, Xt est intégrable.

3



Chapitre 1.Introduction au processus stochastique

3. Pour tout 0 � s � t,

E [Xt j Fs] = Xs.

1.2.2 Mouvement Brownien

On se donne un espace de probabilite (
;F ;P), et un processus (Bt; t � 0) sur cette espace.

Dé�nition 1.2.6 Le processus (Bt; t � 0) est un mouvement Brownien standard si :

1) P (B0 = 0) = 1.

2) 8s � t , Bt � Bs est une variable aléatoire de loi gaussienne centrée de variance

(t� s).

3) 8n 2 N, 8ti, 0 � t0 � t1 � ::::::: � tn; les variable
�
Btn �Btn�1 ; :::::; Bt1 �Bt0 ; Bt0

�
sont independants.

4) Bt est continue.

1.3 Intégrale stochastique et formule d�Itô

Dé�nition 1.3.1 (Processus élémentaire) On appelle processus élémentaire (Ht)0�t�T tout

processus de la forme

Ht (!) =
nX
i=1

�i (!)1]ti�1;ti[ (t) ;

où 0 = t0 < t1 < t2 < ::::: < tn = T et �i est un variable aléatoire Fti�1-mesurable et borné.

Dé�nition 1.3.2 L�intégrale stochastique d�une processus élémentaire H est le processus

continue (I (Ht))0�t�T dé�nit par

I (H)t =

Z t

0

HsdBs;

où bien s�écrit

I (Ht) =

nX
i=1

�i (!)
�
Bti^t �Bti�1^t

�
.

4



Chapitre 1.Introduction au processus stochastique

1.3.1 Processus d�Itô

Dé�nition 1.3.3 Soient
�

;F ; (Ft)t�0 ;P

�
un espace �ltré, et Bt une mouvement Brownien,

on appelle processus d�Itô un processus (Xt)0�t�T à valeur dans R telle que

8t � T Xt = X0 +

Z t

0

bsds+

Z t

0

�sdBs,

avec :

1) X0 est F0-mesurable.

2) (bt)0�t�T et (�t)0�t�T deux processus adaptés à Ft.

3)
Z t

0

jbsj ds < +1 P�p.s
Z t

0

j�sj2 ds < +1 P�p.s.

1.3.2 Formule d�Itô

Soit (Xt)0�t�T un processus d�Itô, écrit sous la forme :

Xt = X0 +

Z t

0

bsds+

Z t

0

�sdBs.

Alors

dXt = btdt+ �tdBt.

Théorème 1.3.1 Soit f : R! R une fonction de classe C2 alors :

f (Xt) = f (X0) +

Z t

0

f 0 (Xs) dXs +
1

2

Z t

0

f 00 (Xs)�
2
sds.

Alors

df (Xt) = f
0 (Xs) dXs +

1

2
f 00 (Xs)�

2
sds.
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Chapitre 1.Introduction au processus stochastique

Théorème 1.3.2 Soit f une fonction dé�ne sur R+ � R de classe C1 par rapport à t et de

classe C2 par rapport à x on a

f (t;Xt) = f (0; X0) +

Z t

0

@f

@t
(s;Xs) ds+

Z t

0

@f

@x
(s;Xs) dXs +

1

2

Z t

0

@2f

@x2
(s;Xs) d hXsi ,

telle que

d hXsi = hdXs; dXsi = hbsds+ �sdBs; bsds+ �sdBsi = �2sds.

Théorème 1.3.3 Soient X1 et X2 deux processus d�Itô, et f une fonction dans R de classe

C2 alors

f (X1 (t) ; X2 (t)) = f (X1 (0) ; X2 (0)) +

Z t

0

@f

@x1
(X1 (s) ; X2 (s)) dX1 (s)

+

Z t

0

@f

@x2
(X1 (s) ; X2 (s)) dX2 (s) +

1

2

Z t

0

@2f

@x21
(X1 (s) ; X2 (s)) d hX1is

+
1

2

Z t

0

@2f

@x22
(X1 (s) ; X2 (s)) d hX2is +

Z t

0

@2f

@x1@x2
(X1 (s) ; X2 (s)) d hX1; X2is .

Théorème 1.3.4 (Intégrale par partie) Soit X et Y deux processus d�Itô telle que

Xt = X0 +

Z t

0

�sds+

Z t

0

�sdBs et Yt = Y0 +
Z t

0

�
0

sds+

Z t

0

�
0

sdBs.

Alors

XtYt = X0Y0 +

Z t

0

XsdYs +

Z t

0

YsdXs + hX;Y it ,

avec

hX; Y it =
Z t

0

�s�
0

sds.

De plus la formule d�intégrale par partie s�écrit

d (XtYt) = XtdYt + YtdXt + d hX;Y it .
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Chapitre 1.Introduction au processus stochastique

Preuve. On applique la formule d�Itô à la processus précédents

(Xt + Yt)
2 = (X0 + Y0)

2 + 2

Z t

0

(Xs + Ys) dXs + 2

Z t

0

(Xs + Ys) dYs

+

Z t

0

d hXis +
Z t

0

d hY is + 2
Z t

0

d hX; Y is

= (X0 + Y0)
2 + 2

Z t

0

XsdXs + 2

Z t

0

YsdYs + 2

Z t

0

XsdYs + 2

Z t

0

YsdXs

+

Z t

0

�2sds+

Z t

0

�02s ds+ 2

Z t

0

�s�
0
sds,

avec

(Xt + Yt)
2 = X2

t + Y
2
t + 2XtYt.

Alors

XtYt =
1

2

�
(Xt + Yt)

2 �
�
X2
t + Y

2
t

��
. (1.1)

On applique formule d�Itô sur f (Xt) = X
2
t et g (Yt) = Y

2
t on trouve :

X2
t = X

2
0 + 2

Z t

0

XsdXs +

Z t

0

�2sds, (1.2)

Y 2t = Y
2
0 + 2

Z t

0

YsdXs +

Z t

0

�02s ds. (1.3)

On remplace (1:2)et (1:3) dans (1:1)on trouve

XtYt = X0Y0 +

Z t

0

XsdYs +

Z t

0

YsdXs + hX; Y it .

La démonstration est terminer.

1.4 Equations di¤erentielles stochastique

Dé�nition 1.4.1 L�équation di¤erentielle stochastique est généralement équation di¤eren-

tielle ordinaire avec une partie aléatoire qui apelle Bruit Blanc, en générale c�est un mouve-

7



Chapitre 1. Titre Chapitre 1

ment Brownien, il est donné par

8><>: dXt = � (t;Xt) dt+ � (t;Xt) dBt,

X0 = x,
(1.4)

ou sous la forme intégrable

Xt = X0 +

Z t

0

� (t;Xt) dt+

Z t

0

� (t;Xt) dBt.

Théorème 1.4.1 (Théorème d�existence et unicité)

On dit que l�equations di¤erentielles stochastique (1:4) admet unique solution si les condition

suivante sont remplies :

1)Les fonctions � et � sont continues

2)Condition Lipschitz : S�il existe une constante k > 0 telle que :

j� (t; x)� � (t; y)j+ j� (t; x)� � (t; y)j � k jx� yj .

3)Croissance lineaire : S�il existe une constante c > 0 telle que :

j� (t; x)� � (t; y)j � c (1 + jxj) .

4)X0 est independente à (Bt; t � 0) et de carré integrable i.e :

Z t

0

jX0j2 ds < +1.

Preuve. Voir Briand [1]

8



Chapitre 2

Processus de Lévy

L�objectif de ce chapitre est de défnir processus de Lévy et formule d�Itô-Lévy. Ce partie est

actuallement prendre du polycopie de Rhodes [6] et du livre Øksendal [5].

2.1 Processus de Lévy

Dé�nition 2.1.1 Soit X = (Xt; t � 0) un processus stochastique dé�ni sur un espace de

probabilité (
;F ;P). On dit que X est à accroissements indépendants si, pour tout n 2 N� et

pour tous 0 � t1 � :::: � tn < +1, les variables aléatoires fXj+1 �Xj; 1 � j � n� 1g sont

indépendantes.

Dé�nition 2.1.2 On dit que X est à accroissements stationnaires si, pour tous t; s > 0, la

variable aléatoire Xt+s �Xt a même loi que X1 �X0:

Dé�nition 2.1.3 On dit que X est un processus de Lévy si :

1) X0 = 0.

2) X est á accroissement indépendants et stationnaires.

3) X est stochastiquement continu : pour tout " > 0 et t � 0 :

lim
h!0
P(jXt+h �Xtj > ") = 0.

9



Chapitre 2. Processus de Lévy

Dé�nition 2.1.4 (Sauts de processus de Lévy)

Si X est une processus de Lévy, on dé�nit le processus de sauts associe

�X = (�Xt; t � 0) avec �Xt = Xt �Xt�.

2.2 Mesures aléatoires de Poisson

Soit (S;A) un espace mesurable et (
;F ;P) un espace probabilisé.

Dé�nition 2.2.1 Soient � une mesure ���nie sur (S;A). Une mesure aléatoire de Poisson

N sur (S;A) est une collection de variables aléatoires (M(B); B 2 A) telle que :

1) Pour tout B 2 A tel que �(B) < +1, N(B) suit une loi de Poisson de paramètre �(B).

2) Si A1; :::; Am sont des ensembles disjoints de A, les variables aléatoires N(A1); :::; N(Am)

sont indépendantes.

3) Pour tout ! 2 
, l�application A! N (A; !) est une mesure de comptage sur (S;A).

Remarque 2.2.1 Si X est un processus de Lévy, alors la quantité

N (t; A) =
X
0�s�t

1A (�Xs) ,

est une mesure aléatoire de Poisson sur R+ �
�
Rd= f0g

�
d�intensité dt 
 d� avec �(�) =

E[N([0; 1]; A)].

Pour t � 0 et A borné inférieurement, on dé�nit la mesure aléatoire de Poisson compensée
~N par :

~N(t; A) = N(t; A)� t�(A).

10



Chapitre 2. Processus de Lévy

2.3 Intégrale stochastique et formule d�Itô-Lévy

2.3.1 Processus d�Itô-Lévy

Soit
�

;F ; (Ft)t�0 ;P

�
un espace �ltré, et Bt une movement Brownien, et ~N une mesure

aléatoire de Poisson compensée.

Dé�nition 2.3.1 On dit que Xt est un processus d�Itô-Lévy s�il est écrire de la forme :

X (t) = X0 +

Z t

0

� (s) ds+

Z t

0

� (s) dB (s) +

Z t

0

Z
R
 (s; z) ~N (ds; dz) ,

telle que Z t

0

�
j� (s)j+ j� (s)j2 +

Z
R
j (s; z)j2 � (dz)

�
ds < +1,

avec

~N (ds; dz) =

8><>: N (ds; dz)� � (dz) si jzj < R,

N (ds; dz) si jzj � R,
avec R 2 R.

On peut dé�ne une équation di¤érentielle stochastique

dXt = � (t) dt+ � (t) dB (t) +

Z
R
 (t; z) ~N (dt; dz) .

2.3.2 Intégration de Poisson

Soit N une mesure aléatoire de Poisson d�intensité dt
 d� sur R+ �
�
Rd= f0g

�
.

Dé�nition 2.3.2 Si f : Rd ! Rn est une fonction Borel-mesurable et si A 2 B
�
Rd= f0g

�
véri�e � (A) < +1, on dé�nit pour tout t � 0 et ! 2 
 l�intégrale de Poisson de f par :

Z
A

f (z)N (t; dz) =
X
z2A
f (z)N (t; fzg) .

11



Chapitre 2. Processus de Lévy

Si N est associée à un processus de Lévy, cette intégrale coïncide avec :

Z
A

f (z)N (t; dz) =
X
0�s�t

f (�Xs)1A (�Xs) .

Théorème 2.3.1 Soit A un ensemble borélien borné inférieurement. Alors :

1) Si f 2 L1 (A; �) on a :

E
�Z

A

f (z)N (t; dz)

�
= t

Z
A

f (z)� (dz) .

2) Si f 2 L2 (A; �) on a :

E

"����Z
A

f (z)N (t; dz)

����2
#
= t

Z
A

jf (z)j2 � (dz) .

Preuve. Si f est une fonction étagée de la forme
Pn

j=1 cj1Aj avec cj 2 R et les Aj boreliens

deux à deux disjointes, on a :

1)

E [N (t; A)] = E

"X
0�s�t

1A (�Xs)

#
=
X
0�s�t

E [1A (�Xs)] =
X
0�s�t

� (A)

= � (A)
X
0�s�t

1 = � (A)

Z t

0

1ds = t� (A) .

Alors

E
�Z

A

f (z)N (t; A)

�
= E

"
nX
j=1

cjN (t; Aj)

#
=

nX
j=1

cjE [N (t; Aj)] =
nX
j=1

cj� (Aj) t

= t

nX
j=1

cj� (Aj) = t

Z
A

f (z)� (dz) .

12



Chapitre 2. Processus de Lévy

2)On a :

E
�
(N (t; Aj))

2� = E
24 X

0�s�t
1Aj (�Xs)

!235

= E

2664X
0�s�t

�
1Aj (�Xs)

�2
+ 2

nX
j;j0=1
j 6=j0

X
0�s�t

1Aj (�Xs)1Aj0 (�Xs)

3775
= E [I1 + 2I2] .

D�un part

E [I1] = E

"X
0�s�t

�
1Aj (�Xs)

�2#
= E

"X
0�s�t

1Aj (�Xs)

#
=
X
0�s�t

E
�
1Aj (�Xs)

�
= t� (Aj) .

D�autre part

E [I2] = E

"X
0�s�t

X
0�s�t

1Aj (�Xs)1Aj0 (�Xs)

#

=
X
0�s�t

X
0�s�t

E
�
1Aj (�Xs)1Aj (�Xs)

�
= 0,

car Aj sont disjointes.

13
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Alors :

E

"����Z
A

f (z)N (t; dz)

����2
#
= E

"�Z
A

f (z)N (t; dz)

�2#
= E

24 nX
j=1

cjN (t; Aj)

!235

= E

"
nX
j=1

(cjN (t; Aj))
2

#
+ E

26642 nX
j;j0=1
j 6=j0

cjcj0N (t; Aj)N (t; Aj0)

3775
=

nX
j=1

E
�
(cjN (t; Aj))

2�+ 2 X
j;j0=1
j 6=j0

E [cjcj0N (t; Aj)N (t; Aj0)]

=

nX
j=1

c2jE
�
(N (t; Aj))

2�+ 2 X
j;j0=1
j 6=j0

cjcj0E [N (t; Aj)N (t; Aj0)]

=
nX
j=1

c2jE
�
(N (t; Aj))

2� = nX
j=1

cjt� (Aj) = t

Z
A

(f (z))2 � (dz)

= t

Z
A

jf (z)j2 � (dz) .

La preuve est terminée.

Proposition 2.3.1 (Isométrié d�Itô) Soit F une fonction simple de la forme

F =
mX
i=1

nX
j=1

Fi (tj)1[tj ;tj+1]1Ai.

On dé�nit alors

IT (F ) =

Z T

0

Z
Rd=f0g

F (r; z) ~N (dr; dz) =
mX
i=1

nX
j=1

Fi (tj) ~N ([tj; tj+1] ; Ai) ,

pour tout T > 0 et F on a

E
�Z T

0

Z
Rd=f0g

F (r; z) ~N (dr; dz)

�
= 0,

14
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et

E

"�Z T

0

Z
Rd=f0g

F (r; z) d ~N (r; z)

�2#
=

Z T

0

Z
Rd=f0g

E
�
jF (r; z)j2

�
dt� (dz) .

Preuve. Soit F une fonction simple de la forme F =
Pm

i=1

Pn
j=1 Fi (tj)1[tj ;tj+1]1Ai comme

t! ~N (t; Ai) est un Ft-martingale, centreé et que Fi (tj) est Ftj -mesurable on a :

1)

E
�Z T

0

Z
Rd=f0g

F (r; z) ~N (dr; dz)

�
= E

"
mX
i=1

nX
j=1

Fi (tj) ~N ([tj; tj+1] ; Ai)

#

=
mX
i=1

nX
j=1

E
h
Fi (tj) ~N ([tj; tj+1] ; Ai)

i
=

mX
i=1

nX
j=1

E
h
E
h
Fi (tj) ~N ([tj; tj+1] ; Ai) j Ftj

ii
=

mX
i=1

nX
j=1

E
h
Fi (tj)E

h
~N ([tj; tj+1] ; Ai) j Ftj

ii
=

mX
i=1

nX
j=1

E
h
Fi (tj)E

h
~N ([tj; tj+1] ; Ai)

ii
=

mX
i=1

nX
j=1

E [Fi (tj)]E
h
~N ([tj; tj+1] ; Ai)

i
= 0.

2) De même, on a pour j < j0 et pour tout i; i0

E
h
Fi (tj) ~N ([tj; tj+1] ; Ai)Fi0 (tj0) ~N ([tj0 ; tj0+1] ; Ai0)

i
= E

h
E
h
Fi (tj) ~N ([tj; tj+1] ; Ai)Fi0 (tj0) ~N ([tj0 ; tj0+1] ; Ai0) j Ftj

ii
= E

h
Fi (tj) ~N ([tj; tj+1] ; Ai)Fi0 (tj0)E

h
~N ([tj0 ; tj0+1] ; Ai0) j Ftj

ii
= E

h
Fi (tj) ~N ([tj; tj+1] ; Ai)Fi0 (tj0)

i
E
h
~N ([tj0 ; tj0+1] ; Ai0)

i
= 0.

15
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De plus pour j = j0 on trouve

E
h
Fi (tj) ~N ([tj; tj+1] ; Ai)Fi0 (tj) ~N ([tj; tj+1] ; Ai0)

i
= E

h
Fi (tj)Fi0 (tj)E

h
~N ([tj; tj+1] ; Ai0) ~N ([tj; tj+1] ; Ai) j Ftj

ii
= E [Fi (tj)Fi0 (tj)]E

h
~N ([tj; tj+1] ; Ai0) ~N ([tj; tj+1] ; Ai)

i
.

Pour i = i0

E
�h
Fi (tj) ~N ([tj; tj+1] ; Ai)

i2�
= E

�
(Fi (tj))

2� (tj+1 � tj)� (Ai) .
Alors pour tout valeur de i; i0 et j; j0 on a :

E

"�Z T

0

Z
Rd=f0g

F (r; z) ~N (dr; dz)

�2#

=
nX

i;i0=1

mX
j;j0=1

E
h
Fi (tj) ~N ([tj; tj+1] ; Ai)Fi0 (tj0) ~N ([tj0 ; tj0+1] ; Ai0)

i
=

nX
i=1

mX
j=1

E
�
(Fi (tj))

2� (tj+1 � tj)� (Ai)
=

Z T

0

Z
Rd=f0g

E
�
jF (t; z)j2

�
dt� (dz) .

D�où la formule d�isometrie.

Théorème 2.3.2 (Décomposition d�Itô-Lévy) Soit Xt un processus de Lévy. Alors Xt a la

décomposition

Xt = �t+ �B (t) +

Z t

0

Z
R
z ~N (dr; dz) (2.1)

pour certaines constantes � 2 R et � 2 R

16
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2.4 Formule d�Itô-Lévy

Començons par un exemple simple, on considère un intégrale stochastique de Poisson de la

forme :

Xt = X0 +

Z t

0

Z
A

K (r; z)N (dz; dr) , (2.2)

où A est borné inférieurement et K est un processus prévisible à valeurs réelles.

Proposition 2.4.1 Si X est une intégrale stochastique de Poisson du type (2:2) alors, pour

tout fonction f 2 C (R) et tout t � 0, on a presque sûrement :

f(Xt) = f(X0) +

Z t

0

Z
A

[f(Xr� +K(r; z))� f(Xr�)]N(dr; dz).

Preuve. On dé�nit le processus de Poisson composé Lt =
Z
A

zN (t; dz), on a N (t; A \B)

est la mesure de saut associée au processus L car

�Lt = Lt � Lt� =
Z
A

zN (t; dz)�
Z
A

zN
�
t�; dz

�
=
X
z2A

zN (t; fzg)�
X
z2A

zN
�
t�; fzg

�
=
X
z2A

z
�
N (t; fzg)�N

�
t�; fzg

��
=
X
z2A

z

24X
0�s�t

1z (�Ls)�
X

0�s�t�
1z (�Ls)

35
=
X
z2A

z1z (�Lt) =
X
z2A

zN (ftg ; fzg) =
X
z

z1A (z)N (ftg ; fzg) .

Donc pour z0 6= 0 on a

1f�Ls=zg = 1A (z0)N (ftg ; fzg) .

On en déduit

N (t; B) =
X
0�s�t

1f�Ls2Bg =
X
0�s�t

X
z2B

1f�Ls=zg =
X
0�s�t

X
z2B

1A (z)N (ftg ; fzg) = N (t; A \B) .

17
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On consequent direct est que pour tout processus F on a

Z t

0

Z
A

F (s; z)N (ds; dz) =
X
0�s�t

1A (�Ls)F (s;�Ls) ,

d�où

f (Xt)� f (X0) =
X
0�s�t

[f (Xs)� f (Xs�)]

=
X
0�s�t

[f (Xs� + 1A (�Ls)K (s;�Ls))� f (Xs�)]

=
X
0�s�t

[f (Xs� +K (s;�Ls))� f (Xs�)]1A (�Ls)

=

Z t

0

Z
A

[f (Xs� +K (s; z))� f (Xs�)]N (ds; dz) .

D�où la réponse.

Théorème 2.4.1 (Formule d�Itô-Lévy)

Soient fXt; t � 0g une processus Itô-Lévy écrire de la forme :

X (t) = X0 +

Z t

0

� (s) ds+

Z t

0

� (s) dB (s) +

Z t

0

Z
R
 (s; z) ~N (ds; dz) ,

la fonction f 2 C1;2 ([0; T ]� R) alors :

f(Xt) = f(X0) +

Z t

0

@f

@x
(Xr�) dr +

Z t

0

@f

@x
(Xr�) (b (r) dr + � (r) dBr)

+

Z t

0

Z
jzj<R

�
f (r;Xr� +  (r; z))� f (r;Xr�)�  (r; z)

@f

@x
(t;Xr�)

�
� (dz) dr

+

Z t

0

Z
R

�
f (r;Xr� +  (r; z))� f (r;Xr�)�  (r; z)

@f

@x
(t;Xr�)

�
~N (dr; dz)

+
1

2

Z t

0

�2 (r)
@2f

@x2
(Xr�) dr,

18
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avec

df(Xt) =
@f

@x
(Xr�) dr +

@f

@x
(Xr�) (b (r) dr + � (r) dBr) +

1

2
�2 (r)

@2f

@x2
(Xr�) dr

+

Z
jzj<R

�
f (r;Xr� +  (r; z))� f (r;Xr�)�  (t; z)

@f

@x
(t;Xt�)

�
� (dz) dt

+

Z
R

�
f (r;Xr� +  (r; z))� f (r;Xr�)�  (t; z)

@f

@x
(t;Xt�)

�
~N (dr; dz) .

Théorème 2.4.2 (Intégrale par partie)

Soit X1 (t) et X2 (t) deux processus de Itô-Lévy de la forme

X1 (t) = X1 (0) +

Z t

0

�1 (t) dt+

Z t

0

�1 (t) dBt +

Z t

0

Z
R
1 (t; z) ~N (dt; dz) ,

avec dX1 (t) = �1 (t) dt+ �1 (t) dBt +

Z
R
1 (t; z) ~N (dt; dz) ,

et

X2 (t) = X2 (0) +

Z t

0

�2 (t) dt+

Z t

0

�2 (t) dBt +

Z t

0

Z
R
2 (t; z) ~N (dt; dz) ,

avec dX2 (t) = �2 (t) dt+ �2 (t) dBt +

Z
R
2 (t; z) ~N (dt; dz) .

Soit Y (t) = X1 (t)X2 (t) alors :

Y (t) = X1(t)X2(t) = X1(0)X2(0) +

Z t

0

X1(s
�)dX2(s) +

Z t

0

X2(s
�)dX1(s) + hX1; X2i (t),

avec

dY (t) = d (X1(t)X2(t)) = X1(t
�)dX2(t) +X2(t

�)dX1(t) +

Z
R
1 (t; z) 2 (t; z)N (dt; dz) .
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Preuve. On applique formule d�Itô-Lévy pour Y (t) on trouve :

dY (t) = X2(t
�) (�1 (t) dt+ �1 (t) dBt) +X1(t

�) (�2 (t) dt+ �2 (t) dBt) + �1 (t)�2 (t) dt

+

Z
jzj<R

��
X1

�
t�
�
+ 1 (t; z)

� �
X2

�
t�
�
+ 2 (t; z)

�
�X1(t

�)X2(t
�)

�1 (t; z)X1(t
�)� 2 (t; z)X2

�
t�
�	
dz� (dz)

+

Z
z2R

��
X1

�
t�
�
+ 1 (t; z)

� �
X2

�
t�
�
+ 2 (t; z)

�
�X1(t

�)X2(t
�)
	
~N (dt; dz) .

Alors

dY (t) = X2(t
�) (�1 (t) dt+ �1 (t) dBt) +X1(t

�) (�2 (t) dt+ �2 (t) dBt) + �1 (t)�2 (t) dt

+

Z
jzj<R

�
X1

�
t�
�
X2

�
t�
�
+X2

�
t�
�
1 (t; z) +X1

�
t�
�
2 (t; z) + 1 (t; z) 2 (t; z)

�X1(t
�)X2(t

�)� 1 (t; z)X1(t
�)� 2 (t; z)X2

�
t�
�	
dz� (dz)

+

Z
z2R

�
X1

�
t�
�
X2

�
t�
�
+X2

�
t�
�
1 (t; z) +X1

�
t�
�
2 (t; z)

+1 (t; z) 2 (t; z)�X1(t
�)X2(t

�)
	
~N (dt; dz) .

Donc

dY (t) = X2(t
�) (�1 (t) dt+ �1 (t) dBt) +X1(t

�) (�2 (t) dt+ �2 (t) dBt) + �1 (t)�2 (t) dt

+

Z
z2R

X2

�
t�
�
1 (t; z) ~N (dt; dz) +

Z
z2R

X1

�
t�
�
2 (t; z) ~N (dt; dz)

+

Z
z2R

1 (t; z) 2 (t; z) ~N (dt; dz) +

Z
jzj<R

1 (t; z) 2 (t; z) dz� (dz) .
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En faisant le facteur commun dans l�équation précédent, on obtien

dY (t) = X2(t
�)

�
�1 (t) dt+ �1 (t) dBt +

Z
z2R

1 (t; z) ~N (dt; dz)

�
+X1(t

�)

�
�2 (t) dt+ �2 (t) dBt +

Z
z2R

2 (t; z) ~N (dt; dz)

�
+ �1 (t)�2 (t) dt+

Z
jzj�R

1 (t; z) 2 (t; z)N (dt; dz)

+

Z
jzj<R

1 (t; z) 2 (t; z) (N (dt; dz)� dt� (dz))

+

Z
jzj<R

1 (t; z) 2 (t; z) dz� (dz) .

Alors

dY (t) = X2(t
�)dX1(t) +X1(t

�)dX2(t) + �1 (t)�2 (t) dt+

Z
jzj�R

1 (t; z) 2 (t; z)N (dt; dz)

+

Z
jzj<R

1 (t; z) 2 (t; z)N (dt; dz)�
Z
jzj<R

1 (t; z) 2 (t; z) +

Z
jzj<R

1 (t; z) 2 (t; z) .

On obtien, alors

dY (t) = X2(t
�)dX1(t) +X1(t

�)dX2(t) + �1 (t)�2 (t) dt+

Z
jzj�R

1 (t; z) 2 (t; z)N (dt; dz)

+

Z
jzj<R

1 (t; z) 2 (t; z)N (dt; dz) .

On trouve �nalment

dY (t) = X2(t
�)dX1(t) +X1(t

�)dX2(t) + �1 (t)�2 (t) dt+

Z
z2R

1 (t; z) 2 (t; z)N (dt; dz) .

Il est le résultat souhaité.
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2.5 Equations di¤érentielles stochastiques avec sauts

Soit (
;F ;P) un espace probabilisé. Soit B = (Bt; t � 0) un mouvement brownien standard

et une mesure aléatoire de Poisson N . On note � l�intensité de N , et ~N la mesure de Poisson

compensée associée.

Dé�nition 2.5.1 L�équation di¤érentielle stochastique avec sauts, c�est une équation di¤é-

rentielle stochastique pour le processus d�Itô-Lévy, il est donnée par

8><>:
dXt = � (t) dt+ � (t) dB (t) +

Z
R
 (t; z) ~N (dt; dz) .

Xt = X0.
(2.3)

Théorème 2.5.1 (Existence et unicité)

On dit que l�EDS (2:3) admet unique solution si et seulement si :

� Condition de Lipschitz (CL) : Il existe une constante K > 0 telle que pour tout x; x0 2 R :

jb(x)� b(x0)j2 + j�(x)� �(x0)j2 +
Z
jzj<R

j (x; z)�  (x0; z)j2 � (dz) � K jx� x0j2 .

� Condition de croissance lineare (CC) : Il existe une constante M > 0 telle que pour tout

x 2 Rd :

jb(x)j2 + j�(x)j2 +
Z
jzj<R

j (x; z)j2 � (dz) � K
�
1� jxj2

�
.

� Condition de continuité (CCO) : L�application x!  (x; z) est continue pour tout jzj � R.

Preuve. Voir Øksendal [5]
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Chapitre 3

Applications du théorèmes de

Girsanov dans processus de Lévy

Dans ce chapitre nous discuterons d�une résultat appelée le théorème de Girsanov pour les

processus de Lévy qui joue également un rôle important dans l�application, notamment en

économie et en contrôle optimal voir Chala [2]. Nous pouvons maintenant montrer les versions

de Girsanov. Ce chapitre est tire du chapitre 03 du livre : Stochastic Di¤erential Equation :

Basics and Application [2] et du référence Rhodes [6].

3.1 Théorèmes de Girsanov

Dé�nition 3.1.1 (Absolument continue)

Soit P et Q deux mesures sur l�éspace de probabilite (
;F), on dit que P est absolument

continue par rapport à Q et on note P� Q si :

8A 2 F Q (A) = 0 =) P (A) = 0.

Théorème 3.1.1 (Théorèmé de Radon Nikodym)

Soit P et Q deux mesures de probabilite sur l�éspace (
;F), avec P � Q, alors il existe un
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application f telle que

8A 2 F P =
Z
A

fdQ.

Théorème 3.1.2 (Théorème de Girsanov I pour processus d�Itô-Lévy)

Soit x (t) est processus d�Itô-Lévy de la forme

dx (t) = b (t; x (t) ; !) dt+ � (t; x (t) ; !) dB (t) +

Z
R
 (t; x (t) ; z; !) ~N (dt; dz) . (3.1)

Supposons qu�il existe des processus previsibleles u (t) = u (t; !) et � (t; z) = � (t; �; !) tels

que

� (t)u (t) +

Z
R
 (t; x (t) ; z; !) � (t; z)� (dz) = b (t) pour tout (t; !) 2 [0; T ]� 
, (3.2)

et tels que le processus

Z (t) = exp

�
�
Z t

0

u (s) dB (s)� 1
2

Z t

0

u2 (s) ds+

Z t

0

Z
R
ln (1� � (s; z)) ~N (dt; dz) (3.3)

+

Z t

0

Z
R
fln (1� � (s; z)) + � (s; z)g� (dz) ds

�
,

est bien de�ni et saisfait

E [Z (T )] = 1. (3.4)

Dé�nisser la mesure de probabilite Q sur FT par

dQ =Z (T ) dP.

Alors X (t) est une martingele locale par rapport a la mesure Q.

Preuve. Voir Øksendal [5]
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Théorème 3.1.3 (Théorème de Girsanov II pour processus d�Itô-Lévy)

Supposons qu�il esxiste des processus previsibleles u (t) et � (t; z) � 1 tels que le processus

(3:3) existe pour 0 � t � T , et satisfasse (3:4), Dé�nissez le processus BQ et la mesure

aléatoire ~NQ (dt; dz) par

dBQ = u (t) dt+ dB (t) , (3.5)

et

~NQ (dt; dz) = � (t; z)� (dz) dt+ ~N (dt; dz) . (3.6)

Alors BQ (:) est un movement Brownien par rapport à FT et Q, et ~NQ (:; :) est (Ft;Q)-mesure

aléatoire de Poisson compensse de N (:; :), dans le sens où le processus

M (t) =

Z t

0

Z
R
 (s; z) ~NQ (ds; dz) 0 � t � T ,

est un (Ft;Q)-martingale local pour touts les processus previsibleles  (s; z) tels que :

Z t

0

Z
R
 (s; z) (1� � (s; z))� (dz) ds <1 p.s

Preuve. Voir Øksendal [5]

Théorème 3.1.4 (Théorème de Girsanov III pour processus d�Itô-Lévy)

Soient x (t) de�ne de la forme (3:1) dans le théorème I, u (t) et � (t; z) des processus previ-

sibleles pour Ft, satisfaisant (3:2), soit Q et BQ et ~NQ sont de�ne dans le théorème II, alors

en termes de BQ et ~NQ le processus X (t) peut étre represente par

dx (t) = f (t) dt+ � (t) dBQ (t) +

Z
R
 (t; z) ~NQ (dt; dz) .

tel que

f (t) = b (t)� � (t)u (t) +
Z
R
 (t; z) � (t; z)� (dz) ,

Preuve. Voir Øksendal [5]
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Théorème 3.1.5 (La condition de Novikov pour les processus d�Itô-Lévy)

Soit le processus Z (t) de la forme (3:3), supposons que

E
�
exp

�
1

2

Z T

0

u2 (s) ds+

Z T

0

Z
R
f(1� � (s; z)) ln (1� � (s; z)) + � (s; z)g� (dz) ds

��
<1,

où

E
�
exp

�
1

2

Z T

0

u2 (s) ds+

Z T

0

Z
R
�2 (s; z)N (ds; dz)

��
<1.

Alors Z (t) véri�er (3:4), donc Z (t) une martingale et la mesure Q dé�nie par

dQ = Z (T ) dP sur Ft,

est une mesure de probabilité.

3.2 Exemple 1 :Marché �nancier de la sensibilité au

risque

Dé�nition 3.2.1 (Self�Financial) Il n�y a pas de retrait ou d�augmentation de la période de

paiement [0; T ]. Nous supposons que le marché s�auto�nance, on note par V (t) le montant

de la richesse de l�investisseur, et u (t) est le proportion de la richesse investie dans le stock

au temps t alors � (t) = u (t)V (t), est le montant du stock et (1� u(t))V (t), est le montant

dans le lien, ce qui signi�e que l�investisseur a

V (t)� u (t)V (t) = V (t)� � (t) .

-L�application de transformation de Girsanov se retrouve dans l�économie, en fait en tant que

dynamique de la valeur de la di¢ usion de la richesse, à cette �n nous étudierons certaines

application. La dynamique du processus de di¤usion par saut peut être décrite comme un
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EDS suivant avec di¤usion des sauts8><>:
dx (t) = b (t; x (t�)) dt+ � (t; x (t�)) dB (t) +

Z
R
 (t; x (t) ; z; !) ~N (dt; dz) ,

x (0) = x.
(3.7)

Nous considérons un marché �nancier dans lequel deux actifs peuvent être des choix deux

actifs (titres) peuvent être des choix d�investissement, le premier est appelé un actif sans

risque appelé aussi obligation (dépôt en devise étrangére par exemple), dont le prix S0 (t) au

temps t est donne par 8><>:
dS0(t)
S0(t)

= r (t; x (t)) dt,

S0 (0) = s0:
(3.8)

Le deuxieme actif risque est appelé action, dont le prix S1 (t) au temps t est donne par

8><>:
dS1(t)
S1(t)

= � (t; x (t)) dt+ � (t; x (t)) dB (t) +

Z
R
� (t; z) ~N (dt; dz) ,

S1 (0) = s1.
(3.9)

Où r (t; x (t)) est le taux d�intérêt de fonction obligation, � (t; x (t)) est le taux volatilité du

cours de l�action, et � (t; x (t)) est appelé le taux de rendement attendu, et � (:; z) 2 R, satis�e

�1 � � (t) � (:; z) � +1, en plus la fonction � (:; z) satis�e

Z
�

j� (:; z)j2 � (dz) < +1, avec � � R� f0g .

Considérons maintenant un investisseur (agent) qui veut investir dans le dépôt sans risque

(depot en monnaie étrangère par exemple) ne peut pas a¤ecte les prix sur le marché �nancier,

nous supposons aussi que notre marche doit être auto�nance. Nous notons V (t) le montant

de la richesse de l�investisseur et u (t) la proportion de la richesse investie dans le stock dans

le temps t, puis � (t) = u (t)V (t) est la montant du stock, et (1� u (t))V (t) est la montant

de obligation ce qui signi�e que l�investisseur a V (t)� u (t)V (t) = V (t)� � (t) epargne en

banque d�apries [(3:8) et (3:9)].
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Ensuite la dynamique de la richesse de l�investisseur qui souhaite investir sur le marche

�nancier prend la forme suivant :

dV (t)

V (t�)
= (V (t)� � (t)) dS0 (t)

S0 (t)
+ � (t)

dS1 (t)

S1 (t)
.

En fait, la richesse de l�investisseur est décrit par

dV (t)

V (t�)
= (V (t)� � (t)) dS0 (t)

S0 (t)
+ � (t)

dS1 (t)

S1 (t)

= (V (t)� � (t)) r (t; x (t)) dt+ � (t) [� (t; x (t)) dt+ � (t; x (t)) dB (t)

+

Z
R
� (t; z) ~N (dt; dz)

�
= (V (t)� � (t)) r (t; x (t)) dt+ � (t) � (t; x (t)) dt+ � (t)� (t; x (t)) dB (t)

+

Z
R
� (t) � (t; z) ~N (dt; dz)

= V (t) r (t; x (t)) dt� � (t) r (t; x (t)) dt+ � (t) � (t; x (t)) dt+ � (t)� (t; x (t)) dB (t)

+

Z
R
� (t) � (t; z) ~N (dt; dz)

= fV (t) r (t; x (t)) + [� (t; x (t))� r (t; x (t))]� (t)g dt+ � (t)� (t; x (t)) dB (t)

+

Z
R
� (t) � (t; z) ~N (dt; dz) ,

donc

dV (t)

V (t�)
= fV (t) r (t; x (t)) + [� (t; x (t))� r (t; x (t))]� (t)g dt+ � (t)� (t; x (t)) dB (t) (3.10)

+

Z
R
� (t) � (t; z) ~N (dt; dz) .

Alors

dV (t) = fV (t) r (t; x (t)) + [� (t; x (t))� r (t; x (t))]� (t)gV
�
t�
�
dt+ V

�
t�
�
� (t)� (t; x (t)) dB (t)

+

Z
R
V
�
t�
�
� (t) � (t; z) ~N (dt; dz) .
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Dé�nition 3.2.2 Un strategie admissible est (Ft)t�0-adapté de carré integrable a valeurs

dans R, le processus � tel que (3:10) admet un solution fort (V (t))t2[0;T ], qui satisfait

E
Z T

0

jV (t)j dt < +1. Ensuite l�ensenble de toutes les strategies admissibles est note Uab.

L�investisseur souhait maximiser son utilite attendue (aversion hyperbolique pour le risque

absolu) de type HARA sur l�ensemble Uab dans un certain temps terminal T > 0

J� (� (:)) =
1

�
E
�
V � (T )

�
. (3.11)

En choisissant un strategie de choix de protefeuille � (:) où l�exposant � > 0 est appele

parametre sensible au risque. Si nous mettons � = 1 l�utilitaire (3:11) reduit au cas de risque

neutre hebituel, l�espérance sous la mesure de probabilite P est indique par E.

Lemme 3.2.1 Nous pouvons reécrire l�espérance E
�
V � (T )

�
decrite dans l�équation (3:11)

en terme de l�exponentielle attendue du critère integral

J� (� (:)) =
1

�
V � (0) ~E

�
exp

�
�

Z T

0

h (t; x (t) ; � (t) ; z) dt

��
,

où ~E est la nouvelle espérance par rapport à la mesure de probabilité ~P, et la fonction h dé�nie

de la forme

h (t; x (t) ; � (t) ; z) =
1

2
(� � 1)�2 (t)�2 (t; x (t)) + V (t) r (t; x (t))

+ [� (t; x (t))� r (t; x (t))]� (t)

+

Z
jzj<R

�
1

�

h
(1 + � (t)� (t; z))� � 1

i
� � (t)� (t; z)

�
� (dz) .
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Preuve. On applique formule d�Itô-Lévy pour ln
�
V � (t)

�
= � ln (V (t)) = �f (t; V (t)) on

trouver

�df (t; V (t)) = � ln (V (t))

= �
@f

@t
(t; V (t)) dt+ �

@f

@x

�
t; V

�
t�
��
dV c (t) + �

1

2

@2f

@x2
�
t; V

�
t�
��
hdV (t) ; dV (t)i

+ �

Z
jzj<R

�
f
�
t; V

�
t�
�
+ V

�
t�
�
� (t) � (t; z)

�
� f

�
t; V

�
t�
��

�@f
@x

�
t; V

�
t�
��
V
�
t�
�
� (t) � (t; z)

�
� (dz) dt

+ �

Z
R

�
f
�
t; V

�
t�
�
+ V

�
t�
�
� (t) � (t; z)

�
� f

�
t; V

�
t�
���

~N (dt; dz) .

Par remplacer les dérivés, on obtient

�df (t; V (t)) = �
1

V (t�)
dV c (t) + �

1

2

�
� 1

V 2 (t�)

�
V 2
�
t�
�
�2 (t)�2 (t; z) dt

+ �

Z
jzj<R

�
ln
�
V
�
t�
�
+ V

�
t�
�
� (t) � (t; z)

�
� ln

�
V
�
t�
��

� 1

V (t�)
V
�
t�
�
� (t) � (t; z)

�
� (dz) dt

+ �

Z
R

�
ln
�
V
�
t�
�
+ V

�
t�
�
� (t) � (t; z)

�
� ln

�
V
�
t�
���

~N (dt; dz) .

Alors

�df (t; V (t)) = � fV (t) r (t; x (t)) + [� (t; x (t))� r (t; x (t))]� (t)g dt (3.12)

+ � (t)� (t; x (t)) dB (t)� �1
2
�2 (t)�2 (t; z) dt

+ �

Z
jzj<R

�
ln
�
V
�
t�
�
+ V

�
t�
�
� (t) � (t; z)

�
� ln

�
V
�
t�
��
� � (t) � (t; z)

�
� (dz) dt

+ �

Z
R

�
ln
�
V
�
t�
�
+ V

�
t�
�
� (t) � (t; z)

�
� ln

�
V
�
t�
���

~N (dt; dz) .
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Par conséquent

�

Z
jzj<R

�
ln
�
V
�
t�
�
+ V

�
t�
�
� (t) � (t; z)

�
� ln

�
V
�
t�
��
� � (t) � (t; z)

�
� (dz) dt

= �

Z
jzj<R

�
ln
�
V
�
t�
�
(1 + � (t) � (t; z))

�
� ln

�
V
�
t�
��
� � (t) � (t; z)

�
� (dz) dt

= �

Z
jzj<R

�
ln
�
V
�
t�
��
+ ln (1 + � (t) � (t; z))� ln

�
V
�
t�
��
� � (t) � (t; z)

�
� (dz) dt

= �

Z
jzj<R

[ln (1 + � (t) � (t; z))� � (t) � (t; z)]� (dz) dt

=

Z
jzj<R

[� ln (1 + � (t) � (t; z))� �� (t) � (t; z)]� (dz) dt

=

Z
jzj<R

h
ln (1 + � (t) � (t; z))� � �� (t) � (t; z)

i
� (dz) dt

=

Z
jzj<R

h
ln (1 + � (t) � (t; z))� + 1� 1� (1 + � (t) � (t; z))�

+(1� � (t) � (t; z))� � �� (t) � (t; z)
i
� (dz) dt.

Par la linéarité de l�intégrale, on a

�

Z
jzj<R

�
ln
�
V
�
t�
�
+ V

�
t�
�
� (t) � (t; z)

�
� ln

�
V
�
t�
��
� � (t) � (t; z)

�
� (dz) dt (3.13)

=

Z
jzj<R

h
ln (1 + � (t) � (t; z))� + 1� (1 + � (t) � (t; z))�

i
� (dz) dt

+ �

Z
jzj<R

�
1

�

h
(1� � (t) � (t; z))� � 1

i
� � (t) � (t; z)

�
� (dz) dt.
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En substituant l�équation (3:13) dans (3:12) ; on a

V � (T ) = exp (� ln (V (T )))

= exp

�
� ln (V (0)) + �

Z T

0

[V (t) r (t; x (t)) + [� (t; x (t))� r (t; x (t))]� (t)] dt

� 1
2
�

Z T

0

�2 (t)�2 (t; z) dt+ �

Z T

0

� (t)� (t; x (t)) dB (t)

+

Z T

0

Z
jzj<R

h
ln (1 + � (t) � (t; z))� + 1� (1 + � (t) � (t; z))�

i
� (dz) dt

+ �

Z T

0

Z
jzj<R

�
1

�

h
(1� � (t) � (t; z))� � 1

i
� � (t) � (t; z)

�
� (dz) dt

+ �

Z T

0

Z
jzj<R

[ln (1 + � (t) � (t; z))] ~N (dt; dz)

�
.

Ensuite, nous obtenons aprés avoir pris l�attente

1

�
E
�
V � (T )

�
=
1

�
E [exp (� ln (V (T )))]

=
1

�
E
�
exp

�
lnV � (0)

	
exp

�
�

Z T

0

[V (t) r (t; x (t)) + [� (t; x (t))� r (t; x (t))]� (t)] dt

� 1
2
�

Z T

0

�2 (t)�2 (t; z) dt+ �

Z T

0

� (t)� (t; x (t)) dB (t)

+

Z T

0

Z
jzj<R

h
ln (1 + � (t) � (t; z))� + 1� (1 + � (t) � (t; z))�

i
� (dz) dt

+ �

Z T

0

Z
jzj<R

�
1

�

h
(1� � (t) � (t; z))� � 1

i
� � (t) � (t; z)

�
� (dz) dt

+ �

Z T

0

Z
jzj<R

[ln (1 + � (t) � (t; z))] ~N (dt; dz)

��
.
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Alors

1

�
E
�
V � (T )

�
=
1

�
V � (0)E

�
exp

�
�

Z T

0

[V (t) r (t; x (t)) + [� (t; x (t))� r (t; x (t))]� (t)] dt

+ �

Z T

0

� (t)� (t; x (t)) dB (t)� 1
2
�

Z T

0

�2 (t)�2 (t; z) dt

� 1
2
�2
Z T

0

�2 (t)�2 (t; z) dt+
1

2
�2
Z T

0

�2 (t)�2 (t; z) dt

+

Z T

0

Z
jzj<R

h
ln (1 + � (t) � (t; z))� + 1� (1 + � (t) � (t; z))�

i
� (dz) dt

+ �

Z T

0

Z
jzj<R

�
1

�

h
(1� � (t) � (t; z))� � 1

i
� � (t) � (t; z)

�
� (dz) dt

+ �

Z T

0

Z
jzj<R

[ln (1 + � (t) � (t; z))] ~N (dt; dz)

��
.

Par les proprietés de l�exponentielle, on trouve

1

�
E
�
V � (T )

�
=
1

�
V � (0)E

�
exp

�
�1
2
�2
Z T

0

�2 (t)�2 (t; z) dt+ �

Z T

0

� (t)� (t; x (t)) dB (t)

+

Z T

0

Z
jzj<R

h
ln (1 + � (t) � (t; z))� + 1� (1 + � (t) � (t; z))�

i
� (dz) dt

+ �

Z T

0

Z
jzj<R

[ln (1 + � (t) � (t; z))] ~N (dt; dz)

�
exp

�
�

Z T

0

[V (t) r (t; x (t)) + [� (t; x (t))� r (t; x (t))]� (t)] dt

� 1
2
�

Z T

0

�2 (t) �2 (t; z) dt+
1

2
�2
Z T

0

�2 (t)�2 (t; z) dt

+�

Z T

0

Z
jzj<R

�
1

�

h
(1� � (t) � (t; z))� � 1

i
� � (t) � (t; z)

�
� (dz) dt

��
=
1

�
V � (0)E [I1 � I2] ,
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tels que

I1 = exp

�
�1
2
�2
Z T

0

�2 (t)�2 (t; z) dt+ �

Z T

0

� (t)� (t; x (t)) dB (t)

+

Z T

0

Z
jzj<R

h
ln (1 + � (t) � (t; z))� + 1� (1 + � (t) � (t; z))�

i
� (dz) dt

+�

Z T

0

Z
jzj<R

[ln (1 + � (t) � (t; z))] ~N (dt; dz)

�
,

et

I2 = exp

�
�

Z T

0

1

2
(� � 1)�2 (t)�2 (t; z) dt

+ �

Z T

0

[V (t) r (t; x (t)) + [� (t; x (t))� r (t; x (t))]� (t)] dt

+�

Z T

0

Z
jzj<R

�
1

�

h
(1� � (t) � (t; z))� � 1

i
� � (t) � (t; z)

�
� (dz) dt

��
= exp

�
�

Z T

0

h (t; x (t) ; � (t) ; z) dt

�
,

avec

h (t; x (t) ; � (t) ; z) =
1

2
(� � 1)�2 (t)�2 (t; z) + V (t) r (t; x (t)) + [� (t; x (t))� r (t; x (t))]� (t)Z

jzj<R

�
1

�

h
(1� � (t) � (t; z))� � 1

i
� � (t) � (t; z)

�
� (dz) .

On a la condition de Novikov pour le processus d�Itô-Lévy

E
�
exp

�
1

2

Z T

0

u2 (t) dt+

Z T

0

Z
R
�2 (t; z) ~N (dt; dz)

��
� 1,

avec

u (t) = �� (t)� (t; x (t)) et �2 (t; z) = � [ln (1 + � (t) � (t; z))] .
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En appliquant la transformation de Girsanov, le terme intégral stochastique peut être sup-

prime et selon l�hypothese de la condition de Novikov, nous obtenons

d~P
dP
=

�
�1
2
�2
Z T

0

�2 (t)�2 (t; z) dt+ �

Z T

0

� (t)� (t; x (t)) dB (t)

+

Z T

0

Z
jzj<R

h
ln (1 + � (t) � (t; z))� + 1� (1 + � (t) � (t; z))�

i
� (dz) dt

+ �

Z T

0

Z
R
[ln (1 + � (t) � (t; z))] ~N (dt; dz)

�
.

Donc

J� (� (:)) =
1

�
E
�
V � (T )

�
=
1

�
V � (0)E [I1 � I2]

=
1

�
V � (0)E

"
d~P
dP
exp

�
�

Z T

0

h (t; x (t) ; � (t) ; z) dt

�#

=
1

�
V � (0) ~E

�
exp

�
�

Z T

0

h (t; x (t) ; � (t) ; z) dt

��
,

où ~E est la nouvelle espérance par rapport à la mesure ~P.

Lemme 3.2.2 Notre dynamique (3:1) satisfait le EDS suivant avec le saut

dx (t) = f (t; x (t) ; z; � (t)) dt+ � (t; x (t)) d ~B +

Z
R
 (t; z) N̂ (dt; dz) ,

où la fonction f est donnée par

f (t; x (t) ; z; � (t)) = b (t; x (t))��� (t) � (t; x (t))� (t)� (t; x (t))+
Z
R
(1 + � (t) � (t; x (t)))� � (dz) .

Preuve. Application de la transformation de Girsanov donnée dans le théorème II. On note

par

~B (t) = B (t) + �

Z t

0

� (s)� (s; x (s)) ds,
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est un mouvement Brownien standard sous la mesure de probabilité ~P, et la ~P-mesure aléatoire

de Poisson compenseé est donnée par

Z t

0

Z
jzj<R

N̂ (ds; dz) =

Z t

0

Z
jzj<R

~N (ds; dz) +

Z t

0

Z
jzj<R

(1 + � (s) � (s; x (s)))� � (dz) ds.

Pour tout 0 � s � t, on peut écrire

dx (t) = b (t; x (t)) dt+ � (t; x (t)) dB (t) +

Z
R
 (t; z) ~N (dt; dz)

= b (t; x (t)) dt+ � (t; x (t)) d

�
~B (t)� �

Z t

0

� (s)� (s; x (s)) ds

�
+

Z
R
 (t; z)

�
N̂ (dt; dz)� (1 + � (t) � (t; x (t)))� � (dz) dt

�
= b (t; x (t)) dt+ � (t; x (t)) d ~B (t)� �� (t; x (t))� (t)� (t; x (t)) dt

+

Z
R
 (t; z) N̂ (dt; dz)�

Z
R
 (t; z) (1 + � (t) � (t; x (t)))� � (dz) dt

=

�
b (t; x (t)) dt� �� (t; x (t))� (t)� (t; x (t))�

Z
R
 (t; z) (1 + � (t) � (t; x (t)))� � (dz)

�
dt

+ � (t; x (t)) d ~B (t) +

Z
R
 (t; z) N̂ (dt; dz) .

Si on note par

f (t; x (t) ; z; � (t)) = b (t; x (t))��� (t) � (t; x (t))� (t)� (t; x (t))+
Z
R
(1 + � (t) � (t; x (t)))� � (dz) .

Alors nous obtenons8><>:
dx (t) = f (t; x (t) ; z; � (t)) dt+ � (t; x (t)) d ~B +

Z
R
 (t; z) N̂ (dt; dz) ,

x (0) = x0.

La preuve est terminée.
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3.3 Exemple 2 : Probabilité risque neutre

Dé�nition 3.3.1 (Probabilité risque neutre) Cette probabilité peut s�interpréter comme celle

qui régirait le processus de prix des sous-jacents de ces actifs si l�espérance du taux de ren-

dement de ceux-ci était le taux d�intérêt sans risque (d�où le terme risque-neutre : aucune

prime n�est attribuée à la prise de risque).

Dé�nition 3.3.2 (Actif risqué) Un actif risqué est un actif qui ne peut garantir, de manière

certaine, les �ux de rémunération et de remboursement d�un investisseur (particuliers ou

institutionnels).

Dé�nition 3.3.3 (Actif non risqué) L�actif sans risque est un actif qui garantit les �ux de

rémunération et le remboursement de l�investisseur. Un actif sans risque est considéré comme

sans risque de défaut.

Corollaire 3.3.1 On det que eX est une martingale si et seulement si :

b (t) +
1

2
�2 (t) +

Z
jzj<R

�
eH(t;z) � 1�H (t; z)

�
� (dz) +

Z
jzj�R

�
eK(t;z) � 1

�
� (dz) = 0,

presque sûrement pour (Lebesgue) presque tout t � 0.

Dé�nition 3.3.4 (Exponentielle de Doleans-Dade)

La question est de trouver un processus adapté tel que

dZt = Zt�dXt.

On dé�nit l�exponentielle de Doleans-Dade, pour t � 0 :

Zt = exp

�
Xt �

1

2

Z t

0

�2 (r) dr

� Q
0�s�t

(1 + �Xs) e
��Xs.
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On fait l�hypothèse que

inf f�Xt; t > 0g > �1 presque sûrement.

On considère un actif risqué fSt; t � 0g adapté à une �ltration fFt; t � 0g, et un actif non

risqué fS0t ; t � 0g qui croît selon la formule des intérêts composés

8t � 0 S0t = S0e
rt,

où r est le taux d�intérêt instantané.

On dé�nit le processus actualisé
n
~St; t � 0

o
par

~St = e
�rtSt: (3.14)

Théorème 3.3.1 Si le marché est libre d�arbitrage, il existe une mesure de probabilité Q

équivalente à P sous laquelle l�actif réactualisé ~S est une martingale.

Un marché est dit complet si tout actif contingent peut être répliqué par un porte-feuille

auto-�nancé.

Théorème 3.3.2 Le marché est complet si et seulement s�il existe une unique mesure de

probabilité Q équivalente à P sous laquelle l�actif réactualisé ~S est une martingale.

Une telle mesure est alors appelée mesure de risque neutre. Si Q existe mais n�est pas unique,

le marché est dit incomplet.

On suppose que l�actif risqué satisfait l�EDS

dSt = �St�dXt + �St�dt,

où X est un processus de Lévy. On peut alors utiliser les exponentielles de Doleans-Dade

pour modéliser S. Clairement, pour que les prix du stock soit non négatif, il faut imposer la
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condition �Xt > ���1, on pose c = ���1. On impose également la condition suivante sur

la mesure de Lévy � associée à la mesure aléatoire de Poisson N représentant les sauts de X

Z +1

c

�
x2 _ x

�
d� (x) < +1.

D�après la décomposition d�Ito-Lévy (2:1), on peut écrire

Xt = mt+ kBt +

Z t

0

Z +1

c

z ~N (dr; dz) ,

où k � 0 et m 2 R. En utilisant la formule d�Itô-Lévy sur (lnSt) = f (t; x), on a

dSt = �St�dXt + �St�dt

= �St�

�
mdt+ kdBt +

Z +1

c

z ~N (dr; dz)

�
+ �St�dt

= (�m+ �)St�dt+ k�St�dBt +

Z +1

c

�St�z ~N (dr; dz) .

Alors

d (f (t; St)) = d (ln (St))

=
@f

@t
(t; St�) dt+

@f

@x
(t; St�) dS

c
t +

1

2

@2f

@x2
(t; St�) hdSt; dSti

+

Z R

(�R_c)

�
f (t; St� + �zSt�)� f (t; St�)�

@f

@x
(t; St�)�zSt�

�
� (dz) dt

+

Z +1

c

[f (t; St� + �zSt�)� f (t; St�)] ~N (dt; dz) .

On remplace les dérivés

d (f (t; St)) =
1

St�
((�m+ �)St�dt+ k�St�dBt) +

1

2

�
� 1

S2t�

�
S2t�k

2�2dt

+

Z R

(�R_c)

�
ln (St� + �zSt�)� ln (St�)�

1

St�
�zSt�

�
� (dz) dt

+

Z +1

c

[ln (St� + �zSt�)� ln (St�)] ~N (dt; dz) .
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donc

d (f (t; St)) = (�m+ �) dt+ k�dBt �
1

2
k2�2dt+

Z R

(�R_c)
[ln (1 + �z)� �z] � (dz) dt

+

Z +1

c

ln (1 + �z) ~N (dt; dz) .

Alors

d (f (t; St)) =

�
�m+ �� 1

2
k2�2

�
dt+ k�dBt ++

Z R

(�R_c)
[ln (1 + �z)� �z] � (dz) dt

+

Z +1

c

ln (1 + �z) ~N (dt; dz) .

On cherche maintenant à déterminer des mesures de probabilité Q équivalentes à P par

rapport auxquelles l�actif risqué réactualisé est une martingale. Pour cela on va chercher des

mesures de probbilités Q sous la forme

dQ = eYT dP,

où Y est un processus d�Itô-Lévy de la forme

8><>:
dYt = G (t) dt+ F (t) dBt +

Z
R
H (t; z) ~N (dt; dz) ,

Y (0) = y0,

Avec H est privisible.

On suppose que les coe¢ cients G, H, F sont tels que le processus eY soit une martingale.

Ainsi G est uniquement déterminé par F et H d�après le corollaire 3.3.1. On peut donc dé�nir

une nouvelle mesure de probabilité Q par

dQ = eYT dP.
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De plus, d�après le théorème de Girsanov

BQt = Bt �
Z t

0

F (r) dr,

est un mouvement brownien sous Q et

~NQ(t; E) = ~N(t; E)� �Q(t; E),

est une Q-martingale où

�Q(t; E) =

Z t

0

Z
E

�
eH(r;z) � 1

�
� (dz) dr.

On peut alors réécrire le prix de l�actif réactualisé en fonctions de ces nouveaux processus

pour obtenir :

d ln
�
~S
�
= d ln

�
e�rtSt

�
= d ln

�
e�rt

�
+ d ln (St)

= d (�rt) + d ln (St)

= �rdt+ (�m+ �) dt+ k�dBt �
1

2
k2�2dt+

Z R

(�R_c)
[ln (1 + �z)� �z] � (dz) dt

+

Z +1

c

ln (1 + �z) ~N (dt; dz) .

On applique théorème de Girsanov, on trouve

d ln
�
~S
�
= (�m+ �� r) dt+ k�

�
dBQt + F (t) dt

�
� 1
2
k2�2dt+

Z +1

c

ln (1 + �z) ~NQ(dt; dz)

+

Z +1

c

ln (1 + �z) �Q(dt; dz) +

Z R

(�R_c)
[ln (1 + �z)� �z] � (dz) dt,
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par conséquent

d ln
�
~S
�
= (�m+ �� r + k�F (t)) dt+ k�dBQt ��

1

2
k2�2dt

+

Z +1

c

ln (1 + �z) ~NQ(dt; dz) +

Z +1

c

(ln (1 + �z)� �z)
�
eH(r;z) � 1

�
� (dz) dt

+

Z +1

c

�z
�
eH(r;z) � 1

�
� (dz) dt+

Z R

(�R_c)
[ln (1 + �z)� �z] � (dz) dt.

Donc

d ln
�
~S
�
= (�m+ �� r + k�F (t)) dt+ k�dBQt �

1

2
k2�2dt

+

Z +1

c

ln (1 + �z) ~NQ(dt; dz) +

Z +1

c

(ln (1 + �z)� �z) eH(r;z)� (dz) dt

�
Z +1

c

(ln (1 + �z)� �z) � (dz) dt+
Z +1

c

�z
�
eH(r;z) � 1

�
� (dz) dt

+

Z R

(�R_c)
[ln (1 + �z)� �z] � (dz) dt.

Alors

d ln
�
~S
�
= k�dBQt �

1

2
k2�2dt+

Z +1

c

ln (1 + �z) ~NQ(dt; dz)

+

Z +1

c

(ln (1 + �z)� �z) eH(r;z)� (dz) dt

+

�
�m+ �� r + k�F (t) +

Z +1

c

�z
�
eH(r;z) � 1

�
� (dz)

+

Z R

(�R_c)
[ln (1 + �z)� �z] � (dz)�

Z +1

c

(ln (1 + �z)� �z) � (dz)
�
dt.

Pour simpli�er les calcule, posons

C (t) = �m+ �� r + k�F (t) +
Z +1

c

�z
�
eH(r;z) � 1

�
� (dz)

+

Z R

(�R_c)
[ln (1 + �z)� �z] � (dz)�

Z +1

c

(ln (1 + �z)� �z) � (dz)
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En appliquant la formule d�Itô-Lévy sur (3:14), on obtient :

d ~St = ~Stk�dB
Q
t +

Z +1

c

~St��z ~N
Q(dt; dz) + ~StC (t) dt.

Ainsi, l�actif réactualisé ~S est une Q-martingale locale si et seulement si C(t) = 0 ps. C�est

même une martingale si l�on impose la condition

8t � 0;
Z t

0

Z +1

0

z2E
�
eH(r;z)

�
� (dz) dr < +1.

Il est important de remarquer que la condition C (t) = 0 possède (en général) une in�nité de

solutions (F;H). En e¤et, si f 2 L1 (R; �) et si (F;H) est une solution, alors le couple

�
F +

Z
R
fd�; ln

�
eH � kf

z

��
,

est aussi solution. Donc il existe une in�nité de mesure Q, équivalentes à P, sous lesquelles

l�actif réactualisé est une martingale. D�une façon générale, les modèles d�actif de type Lévy

sont donc des marchés incomplets.
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Annexe :

(
;F ;P) espace de probabilité

P(E) tribu grossien

L1 l�espace des fonction intégrable

p:s presque surement

C1; C2 l�espace des fonction continue intégrable

Ft �ltration

Bt mouvement brownien

E [Xs j Ft] l�éspèrance conditionnelle

P� p:s presque surement pour la mesure de probabilité P
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