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Introduction

ans ce mémoire, nous nous intéressons a 1’étude d’une classe particuliére d’équations
Ddifférentielles stochastiques dont la solution est donnée en temps terminal 7' . Ce
type d’équations est appelé équations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSRs). Les
EDSRs ont apparu pour la premiere fois en (1973) dans un article de Bismut [I] dans le
cas ou le générateur est linéaire. Cependant le point de départ de la théorie des EDSRs est
larticle de Pardoux et Peng [8] dans lequel le générateur est non linéaire.

Rappelons ici brievement dans quel contexte la notion d’EDSR a été introduite. On se
place sur un espace probabilisé (€2, F, P) muni d’'un mouvement Brownien B (d-dimensionnel)
dont la filtration naturelle et augmentée est notée F¥= (F;),-

Une EDSR a horizon déterministe 7' est définie par une équation dont la forme générique est

la suivante

—dY, = f (t, Yy, Zy) dt — Z,dBy,

Yr=¢,
dont les parameétres sont la condition terminale Y = £ et la fonction f qui est le générateur.

Depuis le premier résultat d’existence et unicité, la théorie des EDSRs s’est considérable-

ment développée en raison du lien existant avec les équations aux dérivées partielles (EDPs)
et des applications possibles aux problémes de controles stochastiques et aux problémes de
mathématiques financiéres : un grand nombre de travaux ont été consacrés pour étudier ces
applications et élargir la classe d’EDSR admettant des solutions.
L’objectif de ce mémoire est I’étude des résultats d’existence et 1'unicité des solutions des

EDSRs dans le cadre classique dont le générateur est lipschitzien en y et z et d’évoquer le

lien entre les EDSRs et les EDPs.



Introduction

Ce travail est composé de trois chapitres :

Le premier chapitre est consacré a la théorie du calcul stochastique, en donnant les défi-
nitions et les propriétés des processus continues ainsi que leurs résultats principaux (processus
stochastiques, mouvement Brownien, martingales) qui nous permettre de définir I'intégrale
stochastique et puis 'existence et I'unicité de la solution d’une équation différentielle sto-
chastique (EDS).

Dans le deuxiéme chapitre, nous allons montrer I’existence et I'unicité de la solution
d’une EDSR dans le cas linéaire puis dans le cas général et énoncer le théoréme de compa-
raison.

Dans le troisieme chapitre nous travaillons dans un cadre spécifique des EDSRs marko-

viennes pour établir le lien entre les EDSRs et les EDPs.



Chapitre 1

Rappels de calcul stochastique

Le but de ce chapitre est de présenter briévement les notions de base et les résultats de calcul

stochastique qui seront utilisées tout au long de ce travail.

1.1 Généralités
Soit (€2, F,P) est un espace de probabilité.

Définition 1.1 (Processus stochastique) Soit T un ensemble.
On appelle processus stochastique indexé par T et a valeurs dans R? une famille X = (Xt)ser
d’applications mesurables de (2, F) dans (Rd, B (Rd)) s pour tout t € T, X; est une variable

aléatoire et pour chaque w fixé , la fonction t — X, (w) est une trajectoire du processus X .

Remarque 1.1 Le paramétre de temps t variant dans T peut étre discret ou continu. Dans
ce travail, on considére des processus stochastiques a temps continu et [’intervalle de variation

du temps T est soit fini T =[0,T], 0 < T < +o0, soit infini T = [0, +00].

Définition 1.2 Soient X et Y deux processus. X est une modification de Y si, pour tout
t € T, les variables aléatoires (v.a) X; et Y; sont égales P.p.s:Vt € T P (X, =Y;) = 1.
X etY sont indistinguables si, P.p.s, les trajectoires de X et de Y sont les mémes c’est-

a-dire P (X, = Y;,Vt € T) = 1.
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Remarque 1.2 La notion d’indistinguabilité est plus forte que la notion de modification.
Notons que si X est une modification de 'Y et si X et'Y sont a trajectoires continues a droite

(ou & gauche) alors X et'Y sont indistinguables.

Définition 1.3 (Filtration) Une filtration sur (Q2, F,P) est une famille croissante F = (F;),cp
de sous tribus de F : Fs C Fy C F pour tout 0 < s <t dans T. On définit alors F = o (UserF7)
ainst que, pour tout t, Fiy = N> Fs.

Le quadruplet (Q, F,F,P) est appelé espace de probabilité filtré.

Définition 1.4 On dit qu’une filtration F satisfait les conditions habituelles si elle est conti-
nue @ droite, i.e : F; = Fyy pour tout t € T et si elle est compléte, i.e. Fy contient tous les

ensembles P-négligeables de F, noté N dans la suite.

Définition 1.5 (Processus adapté) Un processus stochastique X = (X;),.q est dit adapté

(par rapport a F ) si pour tout t € T, X, est Fy-mesurable.

Remarque 1.3 Un choiz minimal de filtration pour que le processus X = (Xy),cq soit adapté
est la filtration naturelle (ou canonique) ¥Vt € T, F, = 0 (Xs;s <t). Mais Fy ne contient pas
nécessairement N'. C’est pour cela que [’on introduit souvent la filtration naturelle augmen-
tée de X définie par F;X = o (N 'UF;). Lorsqu’on parlerait de filtration naturelle il s’agira

toujours de filtration naturelle augmentée FX= (EX ) e

Définition 1.6 ( Processus mesurable) Un processus X est mesurable si l'application
(t,w) — X;(w) de Ry x Q dans RY est mesurable par rapport auzx tribus B(R,) ® F et
B (R7).

Définition 1.7 (processus progressivement mesurable) Un processus X est progressi-
vement mesurable par rapport o F et on note X € LY (F) si, pour tout t € T, l'application

(s,w) — X, (w) de [0,¢] x Q dans R? est mesurable par rapport a B ([0,t]) ® F; et B (RY).

Remarque 1.4 Un processus progressivement mesurable est mesurable et adapté. On peut
également noter que si X est un processus mesurable et adapté alors il posséde une modifica-

tion progressivement mesurable.
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Proposition 1.1 Si X est un processus stochastique dont les trajectoires sont continues @
droite (ou continues a gauche) alors X est mesurable et X est progressivement mesurable s’il

est de plus adapté.

Définition 1.8 (Processus de Markov) Soit X un processus progressivement mesurable
par rapport a la filtration (F;),cr. On dit que X posséde la propriété de Markov par rapport

a (Fi)ser S, pour toute fonction borélienne bornée f, et pour tout s <t, on a

Définition 1.9 (Temps d’arrét) Soit T une variable aléatoire a valeurs dans R, . T est un

F—temps d’arrét si, pour tout t € T:
{r<t} ={weQ: 7(w) <t} € F.

Si T est un temps d’arrét, la tribu F, = {A € Foo, AN{7r <t}, YVt € T} s’appelle tribu des

évenements antérieurs a T.

1.2 Espérance conditionnelle

Notons L! (F) I’ensembles des fonctions réelles F-mesurables et intégrables par rapport a la

mesure de probabilité P, et L (G) 'ensembles des fonctions réelles G-mesurables bornées.

Définition 1.10 Soit X € L' (F) et G CF une sous-tribu. L’espérance conditionnelle B (X | G)
de X quand G est l'unique variable aléatoire :

a. G-mesurable

b. telle que/E(X]g)dP:/XdP, VA eg.
A

A
C’est aussi U'unique (4 une égalité p.s. prés) variable G-mesurable telle que:

E[E(X |G)Y] =E(XY) VY € L®(G).
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1.2.1 Propriétés de ’espérance conditionnelle

1. Linéarité. Soit X,Y € L' (F), alors V (a,b) € R?:

E(aX +0Y | G) =aE (X | G) + bE(Y | G).

2. Monotonie. Soit X et Y € L' (F) telles que X <Y . Alors

E(X|G)<E (Y|9),

en particulier

X>0=E(X]|G)>0.

3. E(E(X|QG)=E(X) VX € L' (F).
4. BE(XY | G) =YE(X | G), pour toute X € L' (F) et Y G-mesurable telles que XY €
LY (F).

5. Si X est indépendante de G, E(X | G) = E (X).

1.3 Mouvement Brownien
Soit (2, F,F,P) un espace de probabilité filtré.

Définition 1.11 Un processus B : @ — T =[0,T] est un mouvement brownien (MB) standard, si:
(1) Bo =0, P.p.s.

(i7) Vs <t, Bsy:= By — Bs ~ N (0,t — s).

(13i) Pour tout 0 =ty < ty... < t, <T, les variables By, ,By, ty,---,Bt, .+, sont indépendantes.

De plus, on appelle B un F-mouvement brownien si B € L° (F) et pour tout 0 < s <t < T,

la variable Bs; est indépendante de la tribu du passé avant s, soit o (By,u < s).

Remarque 1.5

1. La définition reste vraie pour T =0, col.
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¢ sont

2. On appelle B = (Bl, e Bd)T un mouvement brownien d-dimentionnel si B, ..., B
des mouvements browniens independants.

3. Nous rappelons aussi que l'augmentation habituelle de la filtration naturelle F = (F;),cp
d'un mouvement brownien B est FP = (o0 (F,UN)),cp. De plus, B reste un mouvement

brownien par rapport & sa filtration augmentée. Par abus de language, ’augmentation de la

filtration naturelle de B est encore appelée filtration naturelle de B ou filtration brownienne.

1.4 Martingales

Définition 1.12 On dit que M = (M,),. € L° (F) est une (P, F)-martingale, ou simplement
martingale si:

() E[|M]] < +o0 Wt € T.

(13) B (M, | Fs) = My, pour tout 0 < s < t.

Remarque 1.6

1. M est une sous-martingale (resp sur-martingale ) s’il vérifie (i) et si de plus V0 < s <t :
E (M | Fs) = M, (resp B (M, | Fy) < M).

2. M est une martingale s’il est a la fois une sous-martingale et sur-martingale.

3. Si M est une martingale, alors B [M,;] = E [My] pour tout t € T.

Proposition 1.2 Si B est un MB, alors B, (Bf —t),.p et {exp <aBt — UT%)} sont des
teT
martingales. Réciproquement, si X est un processus continu tel que X et (X? — t)tzo sont

des martingales, X est un mouvement Brownien.

Définition 1.13 (Martingale locale) Un processus M adapté caglad (continu & gauche
limité a droite) est une martingale locale s’il existe une suite croissante de temps d’arréts
{Tn}ns telle que nl_lg_loo T, = +00 P.p.s et, (M, t > 0) est une martingale pour tout n.

Une martingale locale positive est une surmartingale. Une martingale locale uniformément

intégrable (u.i) est une martingale.
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Définition 1.14 (Semimartingale) Une semimartingale est un processus cadlag adapté X

admettant une décomposition de la forme :
X=Xo+M+A (1.1)

ot M est une martingale locale cadlag nulle en 0 et A est un processus adapté & variation
finie et nul en 0. Une semimartingale continue est une semimartingale telle que dans la
décomposition , M et A sont continus. Une telle décomposition ot M et A sont continus,

est unique.

1.5 Processus d’It6

Définition 1.15 Un processus X = (X)<,<p @ valeurs réelles est un processus d’Ito siP.p.s

t t
X, = Xo+ /bsds + /anBS, VO<t<T, (1.2)
0 0

ou Xq est Fo-mesurable; b et o sont deux processus progressivement mesurables vérifiant les

T T
/|bs|d3<oo et /|05|2d3<oo,
0 0

c’est-a-dire b € Ly, (F) et o € L} (F).

conditions, P.p.s:

Le coefficient b est le drift ou la dérivée, o est le coefficient de diffusion.

Si X et Y sont deux processus d’Ito,

t t t t

Xt:X0+/bl(S)dS—i‘/O'l(S)st, et Y;:}/()—i‘/bg(s)ds—i‘/ag(S)st,

0 0 0 0
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on pose

t
(X,Y), = /01 (s)og(s)ds, et dXy = bdt+ oydBy.
0

Proposition 1.3 (Intégration par parties)Si X etY sont deux processus d’Ité, alors

t t
XY, = XYy + /Xdes + /YSdXS + (X, Y),.
0 0

loc loc

Théoréme 1.1 (Formule d’Ito) Soient b € L, (F),o € L (F), et X un processus d’Ito
¢
définit comme dans (1.2), on note (X); := / lo,|? ds.
0

Soit f € C12([0,T] x R,R), alors

dF (£, X)) = O0f (£, X0) dt + O, f (£, X,) dX, + %am £t X)) d(X),s

1
= [@tf + axfbt + §@Mf |Ut|2:| (t, Xt) dt + Oxf (t, Xt) UtdBt.

Ou bien sous la forme intégrale

t

f(t,Xt)_f(O,Xo)Jr/ {8tf+8xfbt+%8mf|at|2} (5, X5) ds+/arf (5, X.) oud ..
0

0

Nous finissons ce paragraphe en étendant la formule précédente au cas d’'un mouvement

brownien d-dimensionnel.

Théoréme 1.2 Soient B = (Bl,...,Bd)T un MB d-dimensionnel, b* € L} (F),o" €

loc

L2

loc

(F),1 <i<nl<j<d Onnoteb= (b',..0") eto:= (0")1<icni<jca QUi

I S e

prennent des valeurs dans R™ et R"™¢ respectivement. Soit X = (X, ..., X™) un processus

d’Ito6 a valeurs dans R™ tel que

d
dXi:=bidt+ > o7dB!, i=1,...,n; ou équivalent ; dX; = bydt + o,dB;.
t t t t

=1
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On note

t
(X)) := /O‘SO'sTdS, une matrice qui prend valeurs dans S™.
0
Si f:]0,T] x R™ — R appartient & C*? alors
1
df (t, Xt) = 8tf (t, Xt) dt + axf (t, Xt) dXt + §8mf (t, Xt) . d<X>t
1
= |:atf + axfbt + §8mf . (O‘tO'tT):| (t, Xt) dt + 61‘f (t, Xt) O'tdBt.

n n d
Of + Zaxifbi + ZZ%Q%%‘ fa?kagk
i=1

i i=1k=1

n d
(t, Xo)dt + > Y 0, f (t, Xi) 017 dB].

i=1 j=1

On utilise les conventions : O f = (On, f, .., O, f) €st un vecteur ligne et O, f est une matrice

qui prend des valeur dans S".

1.6 Equations différentielles stochastiques

Définition 1.16 Une équation différentielle stochastique (EDS) est une équation de la forme

t t

X,=z+ /b (s, Xs)ds + /0 (s, Xs) dBs, (1.3)
0 0

ou sous la forme
dXt =b (t, Xt) dt +o (t, Xt) dBt,
XO = X.

Ou X est n-dimentionnel, v € L°(Fo,R"), et les fonctions b: [0,T] x 2 x R" — R,
o: [0,T] x Q x R* — R™*? sont F-mesurables par rapport a (t,w,x).

T s’appelle la matrice de diffusion.

Le coefficient b s’appelle le drift et la matrice oo
L’inconnu est le processus X . Le probleme est, comme une équation différentielle ordinaire,
de montrer que sous certaines conditions sur les coefficients, I'équation différentielle a une

unique solution.

Définition 1.17 On dit que X € L° (F,R") est une solution de I’EDS (1.3)) si

10
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t

t
(i) P.p.s, / |b(s,XS)|ds+/|a(s,X5)|2 s,
0 0
(i1) X wérifie (1.3)) c’est-a-dire :

t t
Xt:x—i-/b(s,Xs)ds+/a(s,Xs)st, VO <t <T,Pp.s.
0

0

On note
S%(F) := {X € L°(F) : X est continue, p.s et || X|° , =B [ sup |Xt|2} < oo} ,
’ 0<t<T

Théoréme 1.3 (Existence et unicité) Si b et o sont des fonctions continues, telles qu’il

eriste L < 400, avec

L. |b<t,l’) _b<t7y)| + |U (t,l’) _O-(t7y)‘ < L|.T—y| , pour tout z,y € R™.
2. b(t,2)| + o (t,z)| < L1+ |z).
3. E(|x|2) < 0.

alors, pour tout 7' > 0, ’équation (1.3) posséde une unique solution dans Uintervalle [0, 7] .

De plus cette solution X = (X;),,.p € S* (F,R").

1.7 Changement de probabilité

Dans ce paragraphe, on va introduire une nouvelle mesure probabilité a partir de P. Pour
distinguer les deux mesures de probabilité, on va écrire P explicitement. Rappellons que B

est un (F,P)-MB. Soit § € L? (]F, P, Rd) , on définit :

loc

t t

1
M? = exp /QS.alBS - 5/ 0% ds | ,

0 0

ce qui implique
t

M =1+ /Mf&s.st, (1.4)

0

11
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donc M? est une P-martingale locale. De plus on a

Lemme 1.1 On note

P

T
[P(F,P,R") = { X € L° (F,R") : /}xupdt € 19 (Fr,P)
0

Supposons 0 € L2, (]F, P, ]Rd) . Alors M° € Ni<peoo LP (F,P). En particulier, M? est une

(F, P)-martingale uniformément intégrable.

Lemme 1.2 Soit X € L°(F) telle que B [|X,]] < oo pour tout t. Alors X est une P’-
martingale si et seulement si M°X est une P-martingale. En particulier, (M (”)_1 est une

P?-martingale.

Théoréme 1.4 (Théoréme de Girsanov) Soit 0 € L™ (IF, P, ]Rd) . Le processus B? définit

comme suit :

t
BY .= B, — /Hsds,
0

est une (IP’G, IF) -mouvement Brownien.

1.8 Reésultats importants

Théoréme 1.5 (Théoréme de convergence dominée de Lebesgue) Soit (X,),., une
suite de variables aléatoires convergeant p.s vers X.
Supposons qu’il existe une variable aléatoire Y intégrable telle que |X,| < Y, alors X est

intégrable et B[] X, — X|] — 0 quand n — +o0.

Lemme 1.3 (Lemme de Fatou) Soit (X,), -, une suite de v.a réelles positives, alors

/ lim inf X,dY < lim inf /XndY.

n—oo n—oQ

12
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Théoréme 1.6 (Inégalité de Doob) Si (X;),, est une martingale continue, alors

E [ sup |Xt]] <4 sup E [|XT|2] :

0<t<T 0<t<T

Théoréme 1.7 (Inégalités de Burkholder-Davis-Gundy(BDG)) Soient p > 0 et o €
t
L** (F,RY) c L}, (F,R?), on définit M, := /as.st et M* = sup |M.
0<t<T

0
Alors, 1l existe deux constantes universelles 0 < c, < C,, telles que:

NS
[SIiS]

T T
. /\at|2.dBt <B[Mif] < C,E /|o—t\2.dBt | (1.5)
0 0

Théoréme 1.8 (Représentation des martingales browniennes).Pour tout§ € L* (FF),

il existe un unique processus o € L? (IFB , Rd) , tel que:

{=E[¢] +/at.dBt. (1.6)

Aussi, pour toutes FB-martingale M telle que E [|MT|2] < 00, il existe un unique processus

o€ L? (FP,RY), tel que
¢

M, = My + /os.st. (1.7)

0
Lemme 1.4 (Lemme de Gronwall) Soit T > 0 et g une fonction positive mesurable

bornée telle que:
t

g(t)§a+b/g(s)ds, Vit <T,

0

ol a et b sont des constantes positives. Alors,

g(t) <ae’, Vt<T.

Sia=0, onag=0.

13
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Théoréme 1.9 (Continuité de Kolmogorov) Soit X € L°(F). Supposons qu’il existe

trois constantes strictement positives, «, 3,C telles que :
B[ X, — X,|*] < C|t—s|"", pour tout s,t € [0,T].

Alors pour tout v € (07 g) , X est y-Holderien continue p.s.

14



Chapitre 2

Equations différentielles stochastiques

rétrogrades

Dans ce chapitre on va étudier la théorie de base des EDSRs mais avant de donner des
résultats d’existence et d’unicité et d’énoncer avec précision certaines hypothéses sur

les coefficients, nous allons commenter la forme de I’équation.

2.1 Justification de la structure des EDSRs

Sur un intervalle de temps T = [0, 7], on considére un mouvement Brownien d-dimensionnel,

B = (By),cr, défini sur un espace de probabilité (€2, F,P). On note F = (F}), ., la filtration

teT

engendrée par le brownien et on suppose: F = FZ,

Imaginons & présent que 'on souhaite résoudre I’équation différentielle suivante:

dt (2.1)

15
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ou ¢ est une variable aléatoire mesurable par rapport a Fr. Supposons pour simplifier que

f =0 le probleme ([2.1)) devient alors

dY;
——t—=0, teT,
dt (2.2)

Yr = €.

en imposant que, pour tout instant ¢, Y; ne dépende pas du futur apres ¢ c’est-a-dire que le
processus Y soit adapté par rapport a la filtration F.

Puisque I'unique solution de cette EDS est Y; = £, pour tout ¢, Y est par conséquent n’est
pas une solution adapté a car ¢ n’est pas déterministe (par hypothese).

Supposont ¢ € L? (), la meilleure approximation — disons dans L? — adaptée est la martingale
Y; = E (¢ | ) Comme ce terme n’est a priori pas différentiable en temps au sens usuel, nous
utilisons le théoréme de représentation des martingales browniennes on peut construire un

processus Z de carré intégrable et adapté tel que:

t

n=E<§|ft>:E<§>+/zsst‘

0

Un calcul élémentaire nous donne 'EDSR simple dans sa forme intégrale:

T
Y= / 7B, (2.3)
t

la forme différentielle de cette équation est:

—d}/% - _thBt7 t € [O,T] 5
Yr=¢&.

(2.4)

On voit donc apparaitre sur la structure de 1’équation initiale (2.2)) une seconde inconnue
qui est le processus Z dont le role est de rendre le processus Y adapté c’est-a-dire au lieu
de regarder seulement Y comme la solution & P'EDSR on peut considérer le couple (Y, 2)

comme une solution de (2.2)).
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Par conséquent, pour obtenir la plus grande généralité, on permet & f de dépendre du pro-

cessus Z ; ’équation devient donc:

—dY; = f (t,Y;, Z) dt — Z,dB,,

YT:&:

(2.5)

ou encore en utilisant la formulation intégrale rétrograde faisant apparaitre la condition

terminale :
T

T
Y, =&+ /f(s,Ys, Z,)ds — /ZSdBS, 0<t<T, (2.6)
t

t

Les données de cette équation sont, d’une part f le générateur et d’autre part ¢ la condition
terminale de 'EDSR. L’inconnu d’une telle équation est le couple de processus (Y}, Z;) te[0,T]

a valeurs dans RF x RFxd,

Définition 2.1 Une solution de I’EDSR (2.6) est un couple de processus {(Yy;, Z;) bo<i<r
vérifiant :

1. Y et Z sont progressivement mesurables & valeurs respectivement dans R* et R¥*4
T

2 Pp.s /{]f(s,YS,ZS)| |2, ds < oo

0
3. P.p.s,on a:

T T
n=£+/f(S,Y;,ZS)dS—/ZSdBS, 0<t<T.
t t

Remarque 2.1 Les intégrales de ['équation (2.6) sont bien définies et Y est une semi-
martingale continue. Comme Y est progressivement mesurable, il est adapté et donc en par-
ticulier Yy est une quantité déterministe.

Dans la suite de ce chapitre, On travaillera avec deux espaces de processus :

q

P

T
* [P9(F) = { X € IO (F): ||X]|, = /\X\pdt <00 p ol |X| = \/ir (XXT)
0

et p,g > 1.

En particulier si p = ¢, on note L? (F) := LP? (F) et || X||, := || X], , pour X € L (F).
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* S2(F):={ X € LO(F) : X est continue, p.s et ||X|>. =E| sup |X;]*| <oop.
P 0<t<T

Voici les hypotheéses sous les quelles nous allons travailler dans la suite.

2.1.1 Hypothéses

i) F=TF",;
i) f: [0,T] x Q x R* x R**4 — R¥ est F-mesurable pour toutes ses variables;

i11) f est uniformément lipschitzienne et continue en (y, z) avec une constante de Lipschitz [, > (0 ;

(
(
(
(iv) € € L* (Fr,RF) et f°:= f(0,0) € L** (F,R¥).

Remarque 2.2
1. Dans la littérature standard, 'article de Pardoux et Peng [8] par exemple, il est requit que
f° e L2 (F). Notre condition est relativement faible.

2. Pour simplifier les notations, on va supposer k = d =1 dans la plupart des preuves.

Lemme 2.1 Soient Y € S? (F,Rk) et 7 € L? (F,RkXd) . Alors /Ys.stBs,t € (0,7

est une martingale uniformément intégrable.

Démonstration. L’inégalité BDG donne

t [ /T 3
E | sup /Y;.ZSdBS < CE /|Ys]2|ZS|2ds
0<t<T
0 .
[ T 3
<cB | swp || [1ZLas) |,
0<t<T ’

par suite, comme ab < % + %

E | sup /YS.ZSst <c E[sup |Yt] /\Z| ds

0<t<T 0<t<T

Or cette derniére quantité est finie par hypothése; d’ou le résultat. m
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2.2 EDSR lineaire

Dans cette section nous étudions le cas particulier des EDSRs linéaires pour lesquelles nous
allons donner une formule plus ou moins explicite.

Premiérement, on commence par le résultat simple suivant

Proposition 2.1 Soient ¢ € L? (Fr,R¥) et f© € L** (F,R*). Alors UEDSR linéaire sui-

vante posséde une unique solution (Y,7) € S* (F, Rk) x L? (IF, RkXd) )

T T
Vi=¢+ /fsods — /stBs. (2.7)
t t

Démonstration. Il est clair que

T
V;=E §+/fs°ds|ft

t

T

t
?;:m/ffds:E €+/f£d8|ft
0

0

est une martingale de carrée intégrable. Donc d’aprés le théoréeme de représentation des

martingales, il existe un unique Z € L? (F,R**9) tel que :
dY, = Z,dB;.

On peut vérifier directement que le couple (Y, Z) vérifie (2.7)), et de la dérivation précédente,
il est 'unique solution. m

Maintenant, considérons ’EDSR linéaire générale avec k = 1 :

T T
Y=¢€+ / (.Y, + 8,7, + %] ds — / Z,dB,. (2.8)
t t

On va donner la formule explicite de sa solution.
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Proposition 2.2 Soient ¢ ¢ [? (Fp,R), a € L™ (F,R), 8 € L™ (F,Rd) et fO¢ LY (F,R).
Si (Y,Z) € L*(F,R) x L? (F,R**4) vérifie 'EDSR linéaire (2.8), alors

T
V=18 |Cré+ [Tplds| 7| (2.9)
t
ol

t

t
=1+ /Fs lasdt + Bs.dBg|, ou bien, T'y:= exp /ﬂs.st —|—/ [Oés _ % |ﬁs’2} ds
0

t

0 0

(2.10)
Démonstration. On applique la formule d’Ito a I';Y; :
d(TY;) = =T fdt + T, [Y,8] + Z,] dB,.
On note
Yo=Yy Zo=T (Vi8] +2]; E=Tr& [0 =Tuf. (2.11)

Donc, on peut réécrire (2.8) comme :

T T
2:E+/ﬁ0ds—/Zst.
t t

C’est une EDSR linéaire de la forme (2.7). D’apres les lemmes (|1.1]) et (2.1]), il vient que

t
/ ZdBS est une martingale. Alors,

0

T
Y, =F E+/fgds|ft :

t

ce qui implique directement la formule annoncée. m
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2.3 EDSR non linéaire

2.3.1 Estimation a priori

Théoréme 2.1 Sous les conditions , si (Y,Z) € L? (IE‘ Rk) x L2 ([E‘ ]R’fxd) est solu-
tion de ’EDSR (2.6). Alors, Y € S? (F,Rk) et il existe une constante C', qui ne dépend que

de T',L,k et d telle que:
12 =B (vl + [ 12| < CP (2.12)

ol

Vi s Vil et =B (g + | [10ar

0<t<T

Démonstration. Supposons k£ = d = 1. La démonstration sera faite dans quelques étapes.

Etape.1. On montre tout d’abord que

E[[Y7?] <O (V> +1|Z)%) dt + CIE < oo. (2.13)

Ot —

Or

T

T
i<+ [ (2] +Cd+ izl /

t

Donc,

0<t<T

T
Yr <C |§]+/ ||+ C Y|+ ClZ])dt+ sup /
0

0
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Par applications de I'inégalité de BDG,

T T
E[|[Y;] < CE |[e + /}f?\dt +/ (12 + 1 Z2)
0 0

T
/ Vi + |22 e
0

2

T
< CE ||ef + /}ft\dt
0

T
<CI+CE / (IViI> + 2%
0
FEtape.2 Ensuite, on va montrer que, pour tout £ > 0,
sup E[|Y]°] +E /|Zt]2dt <e [V +Ce I (2.14)
0<t<T

Pour ce faire, on applique la formule d’It6 a |Yt\2

d|Y,]* = 2Y,dY, + |2, dt = =2V, f, (Y, Z,) dt + 2V, Z,dB, + | Z,| dt. (2.15)
Donc,
T T "
Vi)® + / |Z, ds = ¢ + 2/Y;fs (Y. Z,) ds + Z/YsstBs- (2.16)

t t t

t

Par (2.13) et lemme ({2.1)) on sait que / Y,Z,dB, est une martingale. Donc, en prenant I’es-

0
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pérence par les deux cotés de (2.16]) et du fait que ab < % + %

T T
|Yt|2+/\zs|2ds —E |£|2+2/1@fs(n,zs)ds+2/mzsd35
L t t
B T
<B (I +C [ [V [|12] + Y + |2] ds
L t
B T T
<E !5\2+0Yf‘/|f3}d8+0/ (V. + Va2, ]] ds
L t
B T T
<E ||¢]? +CY*/|fo}ds+C’/|Y|ds—l— /|Z|ds
L t t
Ceci nous conduit a
1 T T T
|Yt|2+§/|ZS|2ds <E C/|YS|2ds+|§|2+CY;/}f§\ds : (2.17)
t t 0

Le théoréeme de Fubini imlique

T
E(Y,]’] <E |€]2+CY;/‘fSO|ds +c/ [1V3]?]
0

T

On en déduit alors grace a I'inégalité de Granwall que

E[Y:]’] <CE |§]2+Y;/|f§|ds , Vtel0,T]. (2.18)

Par suite, prenons ¢ = 0 et en reportant (2.18]) dans (2.17)), on obtient

T
/ 12,2
0

Par (2.18) et (2.19) et le fait que 2

ds| < CE |§|2+Y;/\f§yds : (2.19)
0

ab < ea® + e 1b%, on en déduit (2.14)) .
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FEtape.3 En reportant (2.14)) dans (2.13), on trouve
E [|Y7)?] < C<E [|Y7)] + O 12

. _ 1
Ou pour € = 55,

E[|y7] < CL.
Ceci, avec (2.14), donne la preuve de (2.12) m

Remarque 2.3 Le résultat du théoréme (2.1)) est encore valable lorsqu’on remplace la condi-

tion (iii) dans (2.1.1)) par la condition de croissance linéaire :

V(ty,2) € 0,T] x RE x R¥|£, (y,2)| < | + L (ly] +|2]). (2.20)

Théoréme 2.2 Pouri = 1,2, on suppose que (£', f) vérifient (2.1.1)) et (Y, Z%) € L* (IF,]R’“) X
L? (F,R**?) est une solution de UEDSR (2.6)) avec des coefficients (€, f*). Alors

2

T
lav.az) < s |ag?+ | [ 1an (220 |. (2.21)
0

O
AY (=Y -Y2 AZ:=7'—272 A&E:=& - Af:=fl—f2

Démonstration. On suppose d = k = 1.

Or

T T

aYi= ¢+ [ (i 2l - 2 (v2.22) s - [ sz,
t t
T

T
= A¢ + / [Af (Y] Z)) + aAY, + BAZ,] ds — /AZSdBS,
t

t
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ou

12V 7h) - 12 (v2,21) _ 12(22)-12(v2.2)

Qg 1= AY, l{AYz¢0}7 ﬁt = AZ; l{AZﬁéO} (222)

sont bornés par L. Donc, par le théoréme ([2.1)) on obtient le résultat immédiatement. =

2.3.2 Existence et unicité

Théoréme 2.3 Sous les hypothéses (2.1.1)) , ’EDSR (2.6)) posséde une unique solution (Y, Z) €
L? (F,R¥) x L2 (F,R¥d)

Démonstration.
1.Unicité : 'unicité provient directement du théoréeme . En particulier, I'unicité veut
dire

Vi =Y2Vte[0,T],Pps et Z} = Z2 dt x dP.p.s. (2.23)
2.Existance : Pour l'existence, la preuve consiste a utiliser la méthode itérative de Picard
et on suppose que d = k = 1. Une démonstration s’appuyant sur un argument de point fixe
est également possible.
FEtape.1. Soit 0 > 0 une constante qu’on va spécifier plus tard, et supposons que T' < § telle
que ¢ ne dépend que de la constante de Lipschitz L (et la dimension). En particulier, elle ne

dépend pas de la condition finale &.

On note Y2 := 0,22 := 0. Pour n = 1,2, ..., soit

T T
Y/ =€+ / fo (Yt 2 Yds — / Z"dB,. (2.24)
t t
Supposons que (Y™ ', Z"1) € L2 (F) x L? (F). Or
L Ze | < O+ et + |z ]-

Donc, fo(Y~1, Z1) € LY?(F). D’apres la proposition (2.1) 'EDSR (2.24) détermine un
couple (Y™, Z") € L? (F) x L? (F) unique et donc le théoréme (2.1]) implique que (Y™, Z") €
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S%(F) x L? (F).
Par récurrence, on trouve que (Y™, Z") € S? (F) x L? (F), pour tout n > 0.
On note

AY =Y =YL AZ = 20— 20

Alors,

T T
AY = / [l PAY] T+ B AZI T  ds — / AZ!dB;,

t t

ou ", 8" sont définis d’'une maniére similaire a (2.22]) et sont bornés par L.

Par application de la formule d’Ito, on trouve

d (JAY"?) = —2AY" [af LAY+ BrtAZR T dt + 2AYP AZPAB, + |AZP| dt.

t

On sait que / AY'AZdBs est une martingale et du fait que AY]' = 0,on obtient

0
T T
E |AYt”|2+/|AZ§]2ds =E Q/AYS" [ PAY T 4 B AZ T ds (2.25)
t t
T
< CE /]AYS”] [|AY 7+ |AZ2 ] ds
0

Donc,

T T
B /|AYt"|2dt < COE /|AYS"| [|AY 7 + |AZ27Y]) ds
0 0

T
< CoR / [yAYt"F + Ay \Azgﬂﬂ dt
L0
On suppose § = %, alors 1 — C§ < % et donc

T T
E /|AYt”|2dt < OO /[|Aytn—1|2+mzp—1|2] dt| .

0 0
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De plus, si on prend ¢ = 0 dans (2.25]), on obtient

T T T

/|AZt”|2dt < CE /IAYt”Ith +%E /[lAY;”‘llzﬂAZf‘l\z} dt

0 0 0

T
< {05+%}E /[\AY;"—1F+|AZf—1}2] dt
0

Donc,

L T
E /[\Aiﬁn|2+|AZf|2} dt| < {C5+%}E /[‘A}/;n—l‘2+|AZtn_1}2] it

0 0

On prend § = %. Alors,
T
B | [ A+ 1Az dt| <
0

Par récurrence, on trouve

T
E /|AY”| +lAZrPdt| < S, vn> 1

0

Donc, on peut facilement trouver un couple (Y, Z) € S? (F) x L? (F) tel que

lim |[(V;" =Y, 21" — Z,)] = 0.

n—oo

Alors, en faisant tendre n — oo dans ’'EDSR le couple (Y, Z) vérifie "TEDSR .
FEtape.2. Maintenant, on va montrer 1’existence pour un 7" arbitraire. Soit 0 > 0 la constante
de I’étape 1.

On considere la partition (0=1¢,< .. <t, =T telle que: tiv1 —t; <6,i=1,...,n—1.

On définit V;, == §, et pour 4 =n—1,...0 et t&[t;tig) (Y:, Z;) soit la solution de
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I'EDSR suivante sur [t;, ;1] :

tir1 tiy1
V=Yoot [ £ Z)ds— [ 2B te (b
t t
On a t;;; — t; < ¢, donc de I'étape 1, TEDSR précédente admet une solution. De plus,
(Y,Z) € L?(F) x L*(F) car n est fini. Alors, ce sont des solutions globales sur toute l'in-

tervalle [0,7]. =

Proposition 2.3 (EDSR avec instant final aléatoire)
Soient f une fonction vérifiant les hypothéses (2.1.1) , 7 un temps d’arrét, et & € L* (F,) .
On considere I’EDSR suivante :

T

T
Y, =&+ / fo (Y, Zg) ds — / Z,dBy, i (y,2) = f (y,2) Lo (). (2.26)
t t
Alors f vérifie (2.1.1) et donc I’EDSR (2.26)) posséde une solution unique. De plus, comme
¢ e F, Ys =& Zs = 0 satisfaient (2.26) pour s € [7,T]. Donc on peut réécrire ’EDSR

précédente sous la forme:

T

Ezf—l—/fs(Ys,ZS)ds—/stBs, 0<t<rT.
¢ ¢
Théoréme 2.4 (Stabilité) Soient (&, f) et (&, f),n = 1,2,..., des coefficients satisfai-
sant les hypothéses (2.1.1)) avec la méme constante de Lipschitz L et (Y,Z),(Y", Z") €
S? (IF, Rk) x L? (IF, ]R’“Xd) les solutions correspondants o I’EDSR ([2.6) . On note

AY”;:Y"—Y, AZH::ZH_Z’ Afn::énn—f, Afn:fn_f

On suppose
T 2

lim B ||A&,|” + /|Afﬁ 0,0)dt | | =0, (2.27)
0
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et Af" (y,z) — 0 en mesure dt x dP, pour tout (y,z). Alors,

lim [[(AY™, AZ")| = 0. (2.28)

n—oo

Démonstration. On a d’aprés (2.21]),

2

T
I(AY", AZ")|| < CE | A&, + / A (Vi Z)| dt
0

. 9 (2.29)
< CE |86, + /|Aft (0,0)] dt /Aft (Vi, Z) — A7 (0,0)|dt
Or Af"(Y,Z) — 0, donc
Par application du théoréme de convergence dominée, on trouve
g 2
lim B /|Aft" (Y, Z) — A7 (0,0)]dt | | =o. (2.30)

0

De (2.27), (2.29) et (2.30) on obtient le résultat. m

Maintenant, on va donner une extension du résultat d’existence et unicité a l’espace

LP (F) pour p > 2.

Théoréme 2.5 Supposons (2.1.1)) sont vérifiées. Soientp > 2,£ € LP (fT,Rk) et fO e [ (F7Rk) ,
et soit (Y,2) € 5* (F,R¥) x L* (F,R**?) l'unique solution de ’EDSR (2.6)) . Alors,

p

Vi + /|Zt|2dt <CoIr, on D= |[eF + /!ftoldt (231

M)

Démonstration. On suppose que d = k = 1 (pour simplifier), on va montrer le résultat en

deux étapes.
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Etape.1. Premiérement, on montre (2.31) pour Y ¢ L>? (F), Z € L*? (F).

La formule d’It6 nous donne

d|Yi|> = =2Yif, (Yo, Z)) dt + | Zi)? dt + 2V, Z,dBy;
%

d([ViF') = d(IYil*)* = —pYVil"*Yofs (Y, Z) dt + §p (p — 1) [YiP 72| 2o di + p |V~ Y, Zid By,
(2.32)
et comme dans la démonstration du théoréme étapes 1 et 2, on peut facilement trouver
que, pour tout € > 0,
T
B(Y7") < G sup BVIF)+ GE | | [ i 120 at | | + ot
T 0

T
sup BViP)+ B || [P 12 de | | <eBIviP + Gty

0<t<T
0

Alors, pour un € > 0 suffisament petit, on obtient

B(ViP] < G2, (2:33)
Ensuite, Par (2.32))
T T T
[ 120 e =16 = il + 2 [vizae —2 [ vizas,
0 0 0

T

T
§O|Y;f|2+/|Yt| [ 2]+ Vil + | Z4l] dt + C /YtztdBt
0 0
2 T

T T
1
<C|ViP+C /|f,?}dt +§/]Zt]2dt+0 /YtthBt :
0 0 0
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Alors, de (2.33)) et les inégalités de BDG,

[MiS]
[MiS]

T T

E /|Zt|2dt <G IZ+ GE ||Y7P + /Y;thBt
0 0

i T i

T
< Cpl?+ C,E /YtthBt < Cpl? + C,E V|E + /thth
0 0

[SI§S]
[MIS)

T T
< CpI2+ CE[Y;IF] + LE /|Zt|2dt < CpI2+1iE /|Zt|2dt
0 0

Ce qui nous conduit & une estimation de Z, et avec (2.33)) ceci montre de plus (2.31]) .

Etape.2. Pour tout n > 1, on note

= (—n)VEAN, fr:i=(—n)V fAn.

Il est clair que (&,, f) satisfait les conditions du théoréme avec la méme constante de Lip-

schitz L, et

(&, [7) = (&) &l < &LL< IS 1&al < n,[f"] < n, pour tout (f,w,y, 2)

Soit (Y™, Z") € S?(F) x L?(F) I'unique solution de 'EDSR. (2.6) de coefficients (&,, f™).
Alors,

t

T t
Y =E 5n+/f§<nnvz:>ds|ft ! /Z?st=n"—%”+/f§<nnjz:>ds
t 0

0

sont bornés. Ceci implique, en appliquant I'inégalité de BDG, que Z" € L*? (IF) . Ensuite, il

vient de [’étape 1 que

[S4S]

p

T T
E ||y + / ziPat| | <oB e+ / o0 | <o
0 0
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Maintenant, similaire a Pargument du théoréme ({2.1)), le théoréme (2.4 et lemme de Fatou
fournit le résultat (2.31) m

2.4 Théoréme de comparaison

Nous allons maintenant établir un théoréme de comparaison en nous plagant en dimension
k =1 (mais d reste quelconque). Ce théoréme proposé par S.Peng [10] permet de comparer
les solutions de deux EDSRs, dés que 'on sait comparer les conditions terminales et les

générateurs.

Théoréme 2.6 Soit (&, *),i = 1,2 des paramétres vérifiant (2.1.1) , et (Y, Z") € S%(F) x L? (F)

les solutions des EDSRs associées:

T T
Y =&+ / fEY!, ZE) ds — / Z'dB,. (2.34)
t

t

Si& <&, Pps et fl(y, 2) < f2(y,2),dt x dP p.s, pour tout (y,z), alors
YE<Y2 0<t<T, Pps. (2.35)

Si de plus Yy = Y2, alors P.p.s,Y,! = Y20 <t < T, et f'(y,2) = f*(y,2),dt x dP p.s.
En particulier, dés que P (&1 < £2) > 0 ou f(t,Y:, Z)* < f2(t,Y:, Z;) sur un ensemble de

A ® P-mesure strictement positive alors Yg < YZ.

Démonstration. On pose

AY;I:Y?_Y?, AZt:Ztl_Zt27 Af::fl—fz, Af::fl_f2‘
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Alors,

T T

aYi- g [ [ 2) - 2 (v 22)] ds — [azan,
t t
T

T
= A¢E+ / [ AY, + AZ B + Af (Y2, Z2)] ds — /AZSdBS,
t

t

ol « et 3 sont bornés.

On se rameéne a une solution de PEDSR linéaire, on définit donc I' comme (2.10]) , par (2.9)

T
AY; =T;'E FTA§+/F8AfS (Y2, Z2)ds | 7| . (2.36)

t

Or 1 (y,z) < f*(y, 2) , dtxdP p.s, pour tout (y, z) , ce qui implique A f (Y2, Z2) < 0,dt x dP p.s.
Puisque I' > 0 et A¢ <0, (2.35) provient directement de ([2.36)) .

Pour la seconde partie du résultat, si de plus AYy =0on a:

T
0-F FTA§+/FSAfS (Y2, 2%)ds) |

t

et la variable aléatoire intégrée est positive. Par conséquent, elle est nulle P.p.s. ce qui termine

la preuve de ce théoréme en remarquant que dans ce cas A =0et Af =0. =
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Chapitre 3

Lien entre Les EDSRs et les EDP

Nous présentons dans ce chapitre une classe des EDSRs importante pour les applications
pratiques, appelée EDSRs markoviennes. Il s’agit d’un cadre trés spécifique dans lequel la
dépendance de la condition terminale et du générateur de 'EDSR dans 'aléat w se fait au

travers de la solution d’une EDS.

3.0.1 Hypothéses et notations

La donnée de base est toujours un espace probabilisé complet (2, F, P) sur lequel est défini un
mouvement brownien B d-dimensionnel. La filtration F est la filtration naturelle de B aug-
mentée de sorte que les conditions habituelles sont satisfaites. De plus, pour tout 0 <t < T,

on note

Fro={Fticser o0 Fy=0(Byt<r<s). (3.1)

F! est donc indépendanre de F;.

On consideére le systéme d’EDS progressivement rétrograde (EDSPR) découplé suivant :

( t t

X, = :r;—l—/b(s,Xs)ds—i-/a(s,Xs)st;
— " 7 (3.2)
Yi=9(Xr)+ /f (s, X5, Ys, Zs)ds — /stBs.
¢

\ t
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Chapitre 3 : Lien entre les EDSR et les EDP

Ot les processus B, X, Y, et Z prennent des valeurs dans R? R”, R* R**? respectivement.

On va supposer :

Hypotheéses

(i) Les fonctions b, o, f, g sont déterministes & valeurs dans R™, R™*¢ R* R¥ respectivement ;
et b(.,0),0(.,0),f(.,0,0,0), et g(0) sont bornées.

(17) Les fonctions b, o, f, g sont uniformément lipschitziennes et continues en (z,y, z) avec une
constante de Lipschitz L.

(i) b, o, f son %—Hélderiénnes cotinues en ¢t avec une constante d’Holder L.

3.1 Propriété se Markov et formule de Feynman-Kac

Avant de passer aux EDSRs markoviennes, rappelons tout d’abord la propriété markovienne

des EDSs.

3.1.1 EDS markovienne

Introduisons tout d’abord deux notations. Pour tout (¢,x) € [0,7] x R™, et n € L? (F;,R"),

on note X et X'*" I'unique solution des EDSs suivantes sur [t,T], respectivement :

Xt =t [blr X dr+ [0 (rX7) B
b t (3.3)

=+ [v. 2 dr s [o () db,

t t

Il est clair que X% = X, Xt = X% et par unicité, X, = X>** pour ¢t < s < T. De plus :

Lemme 3.1 Sous les hypothéses (3.0.1) et en fixtant 0 <t <T, on a :

(i) La fonction x — X% est lipschitzienne et continue telle que :

E |:}(Xt,x1 . Xt,xg);

| <Clay—ml (34)
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Chapitre 3 : Lien entre les EDSR et les EDP

(1) 1l existe une modification de X“* pour chaque x telle que la fonction (z,s,w) — X" (w)

est Ft-mesurable. En particulier, X"* est indépendante de F;.
Théoréme 3.1 Sous (3.0.1]) . Pour tout t et n € L2 (F;,R"), nous avons :
X (w) = Xy <s<T Ppuw (3.5)

Par conséquent, X est markovien.

Remarque 3.1 Pour la preuve de ce théoréme, on peut se référer a [[11], théoréme 5.1.2].

3.1.2 EDSR markovienne

Similaire & (3.1.1]), pour tout ¢,z et n € L2 (F,,R"), soit (V" Z5%) et (Y, Z47) I'unique

solution de 'EDSR suivante sur [¢, T, respectivement :

T T
Ve = g (X5 - / f(r, XEo, Yo, 767 drr + / Z1"dB,;
t t

T T
Vi =g (X7) = [ £ Xen e 2y ar 4 [ 2end,
t t

Par 'unicité de la solution, nous avons (Y, Z,) = (V-¥*, Z1%) . Et comme dans le lemme

(3.1) et théoreme (3.1)) on peut facilement montrer

Théoréme 3.2 Fizons 0 <t < T, sous les hypothéses (3.0.1]) :
(i) Il existe une modification de (Y, Z%*) pour chaque x telle que (z, s, w) — (Y1* (w), ZH* (w))
est est F'-progressivement mesurable. En particulier, (Y, Z%%) est indépendant de F;.

(ii) pour tout n € L? (F,R™), on a

(Ve (@), 287 () = (V7 (@), 20" (W), pour ds x dP.p. (s,w). (3.7)

(1ii) (X,Y, Z) est markovien.
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Maintenant, on définit

u(t,z) =Y, (3.8)

Alors, u (t,x) est a la fois Fi-mesurable et indépendante de F;, donc déterministe.

t,X t, X, .
De plus, comme Y, = Y,"" = Y,”"', on obtient :

u(t,r) =u(t,Xy), 0<t<T. (3.9)

3.1.3 Formule de Feynman-Kac non linéaire

Rappelons tout d’abord que les EDS sont reliées aux EDPs par la formule de Feynman-
Kac qui donne une solution probabiliste a ’EDP linéaire. Voyons -par exemple- le probleme
d’équation aux dérivées partielles linéaire parabolique de Cauchy :
v
ro— % —Lw=f, sur [0,T] x R™
o (3.10)
v(T,.) =g, sur R".
Ou f (resp g) est une fonction continue sur [0, 7] x R™ (resp R™) dans R et £, est un opérateur

différentiel du second ordre agissant sur les fonctions ¢ assez réguliéres par la relation suivante

(Lip) () =b(t,x) . Dy (x) + %tr (a (t,z) o' (t,z) D?p (I)) , peC*R),

o b:[0,T] x R" = R" et o : [0,T] x R* — R™ 4. Considérons la diffusion de générateur £,
c’est-a-dire :

Xt =g+ /b (r, X5%) dr + /a (r, X3")dB,, t<s<T,

t t

on suppose aussi que la fonction r est positive. On donne ici une version simple du théoréme

de représentation de Feynman-Kac.

Théoréme 3.3 (Représentation de Feynman-Kac)

Soit v une fonction C*2([0, T[xR?) N C°([0,T] x R?Y) & dérivée en x bornée et solution du
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probléme de Cauchy (3.10) . Alors v admet la représentation

s T

T —/r(u,Xﬁ’z)du —/r(u,Xﬁ’I)du

pour tout (t,z) € [0,T] x R%.

La théorie des EDSRs permet de généraliser ce résultat au cadre des EDPs non linéaires.
Supposons la fonction u de (3.9) appartient & C*2([0, 7] x R™, R*) et pour simplifier, on

suppose k = 1, et en appliquant la formule d’Ito, on a
1
du (t, X;) = |Opu + Oyub + 50t TT (oo™)| (t, Xy)dt + O,uo (t, X;) dB,.

Par comparaison avec

dYy=—f(t, X, Y, Zy) + Z,dB,.

On obtient

Zy = Opuo (t, Xy), [&u + Oyub + %@;:CUTT (OO‘T)] (t, X))+ f(t, Xy, Yy, Zy) =0,

Donc
o+ Lu(t,z) + f (t, z,u, Oyuo) = 0;

u(T,x) =g (x).

(3.11)

ou L est 'opérateur de Dynkin associé & la diffusion X tel que

Lo (t,x) = [0s0b+ 200¢Tr (007)] (t,2), ¢ € CH2

Maintenant, on va passer au résultat dans la cas multidimensionnel.

Théoréme 3.4 (Formule de Feynman-Kac non linéaire ) Supposons les hypothéses

(3.0.1)) sont vérifices, et u € C2([0,T] x R™, R¥) est une solution classique du systéme des
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EDPs sutvantes :

ou' + %GmuiTr (UO'T) + Opub + fU(t,x,u,0puc) =0, i=1,2,...k u(T,z)=g(x).
(3.12)
Alors,

Yi=u(t, X)), Z =0uo(t,X). (3.13)

Remarque 3.2 L’intérét des formules du type Feynman-Kac est de pouvoir utiliser les ré-

sultats sur Les EDSRs a l’étude des EDP ou faire le contraire.

Il existe un résultat réciproque qui est légérement plus difficile & obtenir, car nous n’avons
pas a priori une meilleure propriété de régularité pour u que celle donnée dans la . On
peut supposer plus de conditions de régularité pour prouver que u est une solution classique
de (3.12)), voir par exemple. [[10], théoréme 3.2]. Dans le cadre de Lipschitz, il faut utiliser
une notion plus faible de solution. Lorsque Y est unidimensionnel, une notion naturelle a

prendre en compte est celle d’une solution de viscosité, voir par exemple [4].

3.2 Propriété de viscosité de PEDSR

Dans cette partie, on suppose k = 1.

Rappelons 'EDP a condition terminale du probleme (3.11)) :

Oyu+ Lu (t,x) + f (t,z,u,0puc) = 0; (t,2) € [0,T) x R™ (3.14)

Définition 3.1 Soit u une fonction continue sur [0,T] X R™ qui satisfaisant u (T, z) = g(z).
La fonction u est une sur-solution (resp sous-solution) de viscosité de 'EDP (3.11)) si, pour
toute fonction o € CH2 ([0, T] x R™), on a pour tous points (ty, zo) € |0, T[x R"™ de mazimum

(resp. minimum ) local de uw — ¢ :

_atQO (tOJ xO) - }Lg& (t()’ $0> - f (t07 Zo, QO (t07 'TO) 781900- (t()’ I’O)) S 0 Tresp. (Z O) 9
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u est solution de viscosité si elle est a la fois sous-solution et sur-solution de viscosité.
Pour une présentation de la théorie de la solution de viscosité, nous renvoyons & l’article de

référence []).

Remarque 3.3 Dans la définition ci-dessus, on peut supposer que le maximum (ou le mi-

nimum) est 0, simplement en remplagant ¢ par ¢ — ¢ (t,x) +u (t,z).
Théoréme 3.5 La fonction u (t,z) := Y,"" est une solution de viscosité de ’EDP (3.11]).

Démonstration. On sait que u est continue et satisfait u (7',.) = g. Nous montrons seule-
ment que u est sous-solution (la démonstration de u sur-solution est identique).
Soit ¢ dans C12 telle que u — ¢ posséde en (to,20);0 <ty <T un maximum local ,égal a

0. On veut montrer que :

Opp (to, wo) + Lp (Lo, o) + f (t, 2, ¢ (to, T0) , Op0 (to, o)) > 0.

On suppose qu’il existe un 6 > 0 tel que

Oyp (to, wo) + Lip (to, wo) + [ (t, 2, (to, x0) , 000 (to, o)) = —0,

et on cherche une contradiction. La fonction u — ¢ a un maximum local au point (g, zo) égal

a 0. Par continuité, il existe 0 < o < T — tg tel que to <t <tg+ a et |z — o] < a

NS,

u(t,x) <p(t,x) et dhp(t,x)+Lo(t,z)+ f(t,x,p(t,x), 000 (t,z)) < —

On considére le temps d’arrét + = inf {u > to: | Xm0 — 20| > a} Ato + a. Comme X o-@0
est un processus continue, on a : | X% — 14| < «. On applique la formule d’'Tto & ¢ (r, Xo-*0)

entre u A 7 et (ty + o) A T et on obtient :

@ (unT, X0%0) =@ (1, XIo™0) — / {0vp + Lo} (r, X[0™0) dr — / dpipo (1, X[™) dB,;
UNT UNT
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On définit pour ty < u < to+a, Y, == ¢ (uAT, Xfﬁ\’fo) et Z, == liyenOppo (r, X1o20)

u

I’égalité précédente devient alors

to+a to+a
}Z=:w(nx?@ﬂ-+t/ —1@3@{@@—%L¢}@3Xﬁmﬁdr—t/‘ZdBw
De la méme fagon, on a, pour ¢, <u<t,+a,Y, = J}’\fo et 7, = 1{uST}ZZO’IO, alors
to+a to+a

Yu = Y;,o-l-oz + f 1{r§'r}f (Ta Xﬁo,xo,)/r’ ZT) dr — f ZrdBT7 to <u<ty+a.

La propriété de Markov, implique que P.p.s. pour tout ¢, < r <ty + 1 V!0 = g (1, Xt0:%0)

et donc Y, 1o = Y0% =y (7, X!0%0) | Iéquation précédente devient

to+a to+a

Y, =u(r, Xo%) + [ Lyenf (r, X% u(r, XI0%0)  Z,)dr — [ Z,dB,, ty<u<ty+ o

Maintenant, on applique le théoréeme de comparaison sur (Y;, Z;)u et (Y, Zy), . De la défi-

nition de 7 on a ¢ (7, X10®0) < ¢ (7, Xto20) et

1y f (T, XTomo gy (7“, Xﬁo’“’o) ,Z,> =1p<nyf (7“, X0 g (7“, Xf,o"”o) , Oz o0 (7“, Xﬁo’xo))

T

< —lp<n {‘p, - L90} (r, X500)
De plus,

E

to

to+a
I —1pn {¢ + Lo+ f} (r, X2 u(r, X)) 0yp0 (r, X[o70)) dT]
>

E[r—t)2>0.

En effet, § > 0 et 7 > tg comme | X" — 9| = 0 < o . On applique alors la version strict
du théoréme de comparaison, pour obtenir u (to, zg) = Yy, < Y, = ¢ (to,79). Clest une

contradiction car u (tg, o) = ¢ (to, Zo) -
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Il s’avere que u est la solution unique de viscosité de (3.11]). m
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Annexe : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées

ci-dessous.

B (RY)
E[X]
1.€

o7
P.p.s
Sd
A:B

Tribus Boréliénne sur R

Espérance mathématique ou moyenne du v.a. X.
C’est-a-dire.

Transposée de la matrice o

Presque stirement pour la mesure de probabilité IP.
Matrices symétriques de taille d x d.

Trace de ABT pour A, B € R™™.

L’ensemble des variables aléatoires F-mesurables.
espace des processus X € L° (F) bornés.

Variable aléatoire.

Uniformément intégrable.

Equations différentielle stochastique.

Equations différentielle stochastique rétrograde.
Equation aux dérivées partielles.

Mouvement Brownien.
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